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 خواجہ معین الدینڈاکٹر

 اسو

 
 
 شعبہ رن اضیپروفیسر،  سی اٹ

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن ادمو

 

 لان
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ڈیٹر

 

 لینگویج ان 

Dr. Mohd Akmal Khan 
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DDE, MANUU, Hyderabad 

 ڈاکٹرمحمداکمل خاؿ

 اردو

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن اد

 

 فاصلاتی تعلیم، مولان

ت

 نظام

 

Editorial Board مجلس ادارت 

Dr. Mohammad Ameenuddin 

Associate Professor of Mathematics  

Govt. Degree College, Golkonda, Hyderabad 

 ڈاکٹر محمد امین الدین

 اسو

 
 
 پروفیسر)رن اضی(  سی اٹ

ڈا

  

 ، حیدرآن ادگورنمنٹ ڈگری کالج گولکون

Dr. Khaja Moinuddin  

Associate Professor (Mathematics) 

School of Sciences, MANUU 

 خواجہ معین الدینڈاکٹر 

 اسو

 
 
 پروفیسر )رن اضی( سی اٹ

و ؾ اسکوؽ
عل
رائے سائنسی   ، حیدرآن اد، مانوب 

Dr. Kashif Khan 

Mathematics 

Directorate of Distance Education, MANUU, 

Hyderabad 

 ڈاکٹر کاشف خاؿ

 رن اضی

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹینظا

 

 فاصلاتی تعلیم، مولان

ت

 م

 حیدرآن اد 

 



 کورس کوآرڈی نیٹر

 معین الدینخواجہ ڈاکٹر

 اسو

 

 
 شعبہ رن اضیپروفیسر،  سی اٹ

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن اد

 

و ؾ،  مولان
عل
رائے سائنسی   اسکوؽ ب 

 

 

 

ن
 
فی

 

صن
م

 اکائی نمبر          

 ا 1اکائی پروفیسر وی سری نواس، پروفیسر، شعبہ رن اضی، ڈاکٹر بی آر امبیڈکر اوپن یونیورسٹی، حیدرآن اد

ت

 5اکائی   ن

  ا 6اکائی   لویولا اکیڈمی، الواؽ،سکندرآن ادصدر شعبہ رن اضی، لکشمی، وجیاکے ۔ ڈاکٹر

ت

 11اکائی   ن

  شعبہ رن اضیپروفیسر، اسسٹنٹ ، ساق  کاوسر،، این سی سوبھا رانی ڈاکٹر، KIT(S)  ا 13اکائی

ت

 16اکائی   ن

  یونیورسٹی، حیدرآن ادڈاکٹر بی آر امبیڈکر اوپن  

 لیب مینوؽ

  پروفیسر،شعبہ رن اضی، مانو، حیدرآن ادڈاکٹر خواجہ معین  

 
 
ا  71اکائی   الدین،اسوسی اٹ

ت

  32اکائی  ن

 

 (Translators)مترجمین

 )ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، نظاڈاکٹر کاشف خاؿ )رن اضی

 

 فاصلاتی تعلیم، مولان

ت

ا 1اکائی  ، حیدرآن ادم

ت

 6اکائی   ن

 ڈا

  

ا   7اکائی     حیدرآن اد، ڈاکٹر محمد امین الدین،گورنمنٹ ڈگری کالج گولکون

ت

 11اکائی   ن

 اؾ پلی

 

ا  13اکائی     ، حیدرآن ادڈاکٹر سید عبد الحئی، ایم اے ایم گورنمنٹ کالج ن

ت

 16اکائی   ن

ڈرس:

 

 پروػ رن 

 ڈاکٹر کاشف خاؿ :  اوؽ

 امین الدینڈاکٹر محمد  :  دوؾ

 ڈاکٹر خواجہ معین الدین :  فائنل

 

 

 



 

 

ت

 فہرس

 

 7       وائس چانسلر   پیغاؾ 

رکٹرڈا   پیغاؾ

 

 8        ب

 9       کوآرڈی نیٹرکورس   کورس کا تعارػ

 Iبلاک 

ری کا  حقیقی اعداد   1اکائی  ڈب 

 

 11      نظاؾ اور شمارن 

 22      بستہ سٹس، عظمی اور اسفل   3اکائی 

      3اکائی 

ت

 31       کی کاملن ت

رسٹراسبولزانو    4اکائی 

 

 40      قضیہ واب

 IIبلاک 

ر اور استدقاؼ   5اکائی 

ت

 49       تواب

اہی  سلسلے ۔   6اکائی 

 
ت

ر اور لام

ت

 I      61کوشی تواب

اہی  سلسلے ۔   7اکائی 

 
ت

 II       75لام

 113     مطلق اور مشروط استدقاؼ: سلسلے   متبادؽ    8اکائی 

 IIIبلاک 

 113      تفاعل کی انتہا اور تسلسل   9اکائی 

 I       138۔مسلسل تفاعل   11اکائی 

 II       125۔مسلسل تفاعل   11اکائی 

 162       تفاعلات کاتفرؼ   13اکائی 

         



 IVبلاک 

ل   12اکائی
م
ک

ت

ت

 I       196-ریماؿ 

ل    12اکائی
م
ک

ت

ت

 II       315-ریماؿ 

ل کی خصوصیات   51اکائی 
م
ک

ت

ت

 325      ریماؿ 

ی    16اکائی 

مل
ک

ت

ت

 ے احصا کا اساسی قضیہ: اوسط
ن

 

قص

 353     قیمت 

 366           نمونہ امتحانی پرچہ

 368           لیب مینوؽ

ر اور سلسلوں کے عملی مسائل  Vبلاک 

ت

 تواب

 371      بستہ سٹسنظاؾ اور دیحقیقی عد   17اکائی 

ر اور   18اکائی  

ت

 381      استدقاؼ اؿ کا تواب

اہی سلسلے   19اکائی 

 
ت

 I-       388 لام

اہی  سلسلے   31اکائی

 
ت

 II-       397 لام

و ں-مسلسل تفاعل VIبلاک 
عل
ل  کا تفا

م
ک

ت

ت

 مسائلعملی  کے تفرؼ اور 

 218     تانتہا اور مسلسل تفاعلاتفاعل کی    31اکائی

 I-        217تفرؼ    33اکائی

 II-       235تفرؼ    32اکائی

ل   32اکائی
م
ک

ت

ت

 225       ریماؿ 

 

  227           نمونہ امتحانی پرچہ



 پیغام

ا ازٓاد نیشنل اُردو یونیورسٹی

 

ر کی ن ارلیمنٹ کے  میں 1998 مولان

 

۔  چار کاتتی ینڈیٹس  یہ یںکے ساقائم کی گئی۔ یکٹ کے تحتاوطنِ عزب 

رقی)1)

ت

رویج و ب

ت

راہمی)(اردو میڈیم میں پیشہ ورانہ اور تکنیکی تعلیم کی 3(اردو زن اؿ کی ب

 

راہمی 2ف

 

(روایتی اور فاصلاتی تدریس سے تعلیم کی ف

ری جامعات سے منفرد یں تیہ وہ بنیادی کات (تعلیم نسواں پر خصوصی توجہ۔2اور)

 

ری یونیورسٹی کو دیگر مرک

 

س مرک
ِ
اور ممتازبناتے جو ا

راہمی  3131یں۔قومی تعلیمی ن الیسی 

 

 پر کافی زور دن ا گیا ہے۔میں بھی مادری اور علاقائی زن انوں میں تعلیم کی ف

ا ہے۔ ات  طویل عرصے سے اُردو  

 

و ؾ کو پہنچان
عل
 عصری 

ت

روغ دینے کاواحد مقصد و منشا اُردو داں طبقے ت

 

و ؾ کو ف
عل
اُردو کے ذریعے 

رہ رہا کادامن علمی مواد سے لگ بھگ خالی 

 
 

روش کی الماریوں کا سرسری جاب

 

دتا  ہے ہ تصدیق کر اس ن ات کیہے۔ کسی بھی کتب خانے ن ا کتب ف

 محدود رہ گئی ہے۔ یہی کیفیت ‘‘ ادبی’’اُردو زن اؿ سمٹ کر چند 

ت

رسائل و اخبارات میں دیکھنے کو ملتی ہے۔اُردو قاری اور اُردو سماج اکثراصناػ ت

رین علمی موضوعات حاضردور

ت

ابلد یں۔ کے اہم ب

 

سے،ن ا مشینی ؾ ن ا معاشی اور تجارتی نظا ںکی صحت و بقا سےمتعلق ہو اؿ خود یہ  چاہے سے ن

ا ا آلات ہوں ؿ شعبہ جات سےمتعلق اردو میں مواد کی عدؾ دستیابی نے ، کے گرد و پیش ماحوؽ کے مسائل ہوںؿ ن 
ِ
و ؾ عصری عوامی سطح پر ا

عل

ا ہے۔ نصابی موادچیلنجزیہی وہ ۔کے تئیں ات  عدؾ دلچسپی کی فضا پیدا کردی ہے 

 

کی صورت حاؽ بھی  یں جن سے اُردو یونیورسٹی کو نبرد آزما ہون

سکولی سطح 
ِ
ر بحث آتے یں۔ چوں ہ اُردو یونیورسٹی  پرکچھ مختلف نہیں ہے۔ ا ر تعلیمی ساؽ کے شروع میں زب 

 
اُردو کتب کی عدؾ دستیابی کے چرچے ہ

ؿ عصری  ذریعہ تعلیم  اُردو ہے اور اس میں  کا
ِ
ڈا ا

 

ٰ
و ؾ کے تقریباً سبھی اہم شعبہ جات کے کورسز موجود یں ل

عل
و ؾ کے لیے نصابی کتابوں کی 

عل
تماؾ 

رین ذمہ

ت

س یونیورسٹی کی اہم ب
ِ
 داری ہے۔  تیاری ا

س ن ات کی بے حد خوشی ہے ہ  مجھے
ِ
ڈہ کراؾ کی انتھک محنت اور  کے ذمہ یونیورسٹیا

ت 

رین علم داراؿ بشموؽ اسان
 
 کے بھرپور تعاوؿ کیماہ

 کا سلسلہ بنا پر

ت

اع

 

رےپیمانے پر کتب کی اش

 

اسیس کی  ہے۔ چکاشروع ہو ب 

ت

اری یونیورسٹی اپنی ن
 
  ہ ہ

 
 میں ج

ت
ت

ویں سالگرہ 35ات  ایسے وق

ِ فاصلاتی تعلیم از سر نو اپنی کارکردگی

ت

 کے منارہی ہے، مجھے اس ن ات کا انکشاػ کرتے ہوئے بہت خوشی محسوس ہورہی ہے ہ یونیورسٹی کا نظام

ِ فاصلاتی تعلیم

ت

رویج میں بھی زی ی پیدا ہوئی ہے۔ ز نئے سنگِ میل کی طرػ رواں دواں ہے اور نظام

ت

 اور ب

ت

اع

 

  سے کتابوں کی اش

 

 کی جاٹ

رسوں کے دوراؿ ملک کے کونے کونے میں موجود تشنگاؿِ علم فاصلاتی تعلیم کے مختلف پروگراموں سے فیضیاب ہورہے یں۔ گرچہ گزشتہ  ب 

رسیل

ت

 انتظامی امور اور ب

 

اہم یونیورسٹی نے اپنی حتی المقدور ابلا و کووڈ کی تباہ کن صورتِ حاؽ کے ن اع

ت

غ کے مراحل بھی کافی دشوار کن رہے ن

ِ فاصلاتی تعلیم کے پروگراموں کو کامیابی کے ساتھ روبہ عمل کیا ہے۔ میں یونیورسٹی سے وابستہ تما

ت

روئے کار لاتے ہوئے نظام ؾ کوششوں کو ب 

ا ہوں ہ اؿ کی علمی تشنگی کو پورا  طلبا کو یونیورسٹی سے جڑنے کے لیے صمیم قلب کے ساتھ مبارک ن اد

ت

پیش کرتے ہوئے اس یقین کا اظہار کرن

ر لمحہ اؿ کے لیے راستے ہموار کرےگا۔ 
 
ا آزاد اردو یونیورسٹی کا تعلیمی مشن ہ

 

 کرنے کے لیے مولان

 سید عین الحسنپروفیسر

 ائس چانسلرو



 پیغام
ری تعداد فاصلاتی طریقۂ  تعلیم پوری دنیا میں ات  انتہائی کارگر 

 

اور مفید طریقۂ تعلیم کی حیثیت سے تسلیم کیا جاچکا ہے اور اس طریقۂ تعلیم سے ب 

ی سے اردو آن ادی کی تعلیمی صورت حاؽ کو محسوس  میں لوگ مستفید

ہ

ا ازٓاد نیشنل اُردو یونیورسٹی نے بھی اپنے قیاؾ کے ابتدائی دنوں

 

ہورہے یں ۔ مولان

س طرزِ تعلیم کو اختیا
ِ
ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کا آ زکرتے ہوئے ا

 

رؿ سے ہوا  میں1998ر کیا ۔ مولان

 

 ڈِوب 

 

ن

 

 ش
سلی

 

ن

ِ فاصلاتی تعلیم اور ٹرا

ت

اوراس نظام

عدڈد روایتی تدریس کے شعبہ جات قائم کیے گئے ۔ نو قائم کردہ شعبہ جات اور اور بعد ازاں میں ن اقاعدہ روایتی طرز تعلیم کا آ ز ہوا3112 کے بعد

ت

من

ر ٹرا

ت

ر و ب  کے ارن اب مِجازکے بھر پور تعاوؿ سے مناس  تعداد میں خود مطالعاتی مواد تحرب 

ت
ت

رؿ میں تقررن اں عمل میں ائٓیں۔ اس وق

 

 ڈوِب 

 

ن

 

 ش
سلی

 

ن

جمے  کے 

 ذریعے تیار کرائے گئے۔

رسوں سے یو جی سی۔ ڈی ای   تعلیم کے UGC-DEB بیگز شتہ کئی ب 
ِ
نصان ات اور نظامات کو اس ن ات پر زور دتا رہا ہے ہ فاصلاتی نظاؾ

ِ فاصلاتی تعلیم کے طلبا کے معیار کو بلند کیاجائے۔ چوںکہ

ت

م آہنگ کر کے نظام

قہہ
ح

ا آزاد نیشنل اردو  روایتی نظاؾ ِتعلیم کے نصان ات اور نظامات سے کما 

 

مولان

ڈا اس مقصد کے حصوؽ کے لیے یوجی

 

ٰ
ِ یونیورسٹی فاصلاتی اور روایتی طرزِ تعلیم کی جامعہ ہے ،ل

ت

 سی ۔ڈی ای بی کے رنماین انہ اصولوں کے مطاق  نظام

 تعلیم کے نصان ات کو ہم اہٓنگ اور معیار بلند
ِ
از سرِ نون الترتیب یو جی اور پی جی طلبا کے لیے چھ SLM کر کے خود اکتسابی موادفاصلاتی تعلیم اور روایتی نظاؾ

 پرتیار کرائے جارہے یں۔ بلاک چوبیس اکائیوں اور چار بلاک سولہ اکائیوں پر مشتمل نئے

ت
 

 طرز کی ساج

 ِ فاصلاتی تعلیم یوجی

ت

ڈ ‘پی جی‘نظام

 

ڈپلوما اور سر  ٹیفکیٹ کورسز پر مشتمل جملہ پندرہ کورسز چلارہا ہے ۔ بہت جلد تکنیکی ہنر پر مبنی کورسزبھی ‘بی ان 

 کے لیے

ت

 کی سہول

 

ن
 
می
عل

ت

من

ربنگلورو، بھون اؽ، دربھنگہ9شروع کیے جائیں گے۔ 

 

ا، ئی، پ، ہ، ر، را او اور سری  علاقائی مراک

ت

ذیلی 6اور ، د، ک، کوتا،ن

رحیدرآن اد، لکھنؤ، جموں ، نوح 

 

 ،وارانسی علاقائی مراک

ت

ر کے تحت سرِ دس

 

 ورک تیار کیا ہے ۔اؿ مراک

 

 

 

را ن

 

م امدادی   122 اور امراوتی کاات  بہت ب 

عل

ت

من

ر 

 

کاؾ کر رہے یں، جو طلبا کو تعلیمی (Programme Centres)پروگراؾ سنٹرس  31ز(Learner Support Centres)مراک

راہم کرتے یں۔

 

 فاصلاتی تعلیماور انتظامی مدد ف

ت

نے اپنی تعلیمی اور انتظامی سرگرمیوں میں آئی سی ٹی کا استعماؽ شروع کردن ا ہے،ز اپنے تماؾ  نظام

 پروگراموں میں داخلے صرػ آؿ لائن طریقے ہی سے دے رہا ہے۔

ِ فا      

ت

راہم کی جا رہی یںنظام

 

 کو خود اکتسابی مواد کی ساٹ  کایاںں بھی ف

 

ن
 
می
عل

ت

من

 پر 

 
 

  ساٹ
 
 صلاتی تعلیم کی وٹ

 

ڈیو رکاررڈگ

 

، زجلد ہی آڈیو ۔ون 

راہم کی جارہی ہے،جس کےلنک کا

 

 ف

ت

 کے درمیاؿ رابطے کے لیے ایس ایم ایس کی سہول

 

ن
 
می
عل

ت

من

راہم کیا جائے گا۔ اس کے علاوہ 

 

 پر ف

 
 

  ساٹ
 
 بھی وٹ

 ں جیسے کورس کے رجسٹریشن، مفوضات

 

 کو پروگراؾ کے مختلف پہلوئ

 

ن
 
می
عل

ت

من

اہے۔ ،ذریعے 

ت

ات وغیرہ کے ن ارے میں مطلع کیا جان

 

گ ،امتحان

 

ن
سل

 

ن
 کو

 ِ فاصلاتی تعلیم کا بھی نمان اں     

ت

ری دھارے میں لانے میں نظام

 

 روؽ ہو گا۔ امید ہے ہ ملک کی تعلیمی اورمعاشی حیثیت سے پچھڑی اردو آن ادی کو مرک

 محمد رضاء  اللہ خاؿپروفیسر 

 فاصلاتی تعلیم

ت

رکٹر، نظام

 

 ڈاب

  



 کورس کا تعارػ

ر نظر کتاب حقیقی تجزیہ   ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کے بی  (Real Analysis)زب 

 

کے موضوعات سے متعلق ہے اور یہ مولان

ہ ایس سی کورس کے چوتھے سمسٹر کے نصاب پر مشتمل ہے۔ حقیقی تجزیہ رن اضی کا ات  ایسا حصہ ہے جسے اعداد اور تفاعلات کے مطالعہ کو ن اقاعد

اور اس کے استعماؽ  (Calculus)لیے تیار کیا گیا ہے۔ یہ تصورات علم احصاء بنانے اور انتہاء اور تسلسل جیسے اہم تصورات کی چھاؿ بین کے 

سے کئی اطلاقات کو بیاؿ کرتے یں۔ اس کتاب کی نمان اں خصوصیت یہ ہے ہ اس میں مواد کو وہل طریقے سے آساؿ زن اؿ میں مثالوں کے 

اہ طلباء اپنے مضموؿ کو ازخود سمجھ سکیں۔

ت

 ذریعہ سمجھان ا گیا ہے، ن

ل )جرببوں( پر نحصر کتا 
ل

 

ت ٹن

ب کو دو حصوں میں قسیم  کیا گیا ہے۔ جس میں ہلا  حصہ نظرن ات )ھیورری( پر مبنی ہے اور دوسرا حصہ پر

ر اور بستہ سٹس کے ن ارے میں جاکاتری دی گئی  3اور  1( اکائیوں پر مشتمل ہے۔ اکائی 16ہے۔ ہلا  حصہ سولہ ) ڈب 

 

میں حقیقی عددی نظاؾ، شمار ن 

  2 ہے۔ اکائی

 

راسٹراس کا  2ہونے سے متعلق معلومات درج ہے۔ اکائی  (Complete)کے تکمیل  Rمیں حقیقی اعداد کاس

 

بوؽ زانو واب

ر اور اس کے استدقاؼ پر کئی مثالیں اور نظرن ات دیے گئے یں۔ اکائی 

ت

اہی سلسلے  6-8نظریہ اور اس کے مسائل پر ہے۔ ن انچویں اکائی میں تواب

 
ت

لام

میں تفاعل کی انتہا تسلسل اور یکساں تسلسل پر کئی نظرن ات اور مسائل دیے  9-11ور بہت سے مسائل پر مشتمل ہے۔ اکائی اؿ کے نظرن ات ا

 12-16میں تفاعل کے تفرؼ کی کی کئی مسائل اور اوسط قیمت نظرن ات سے متعلق بہت سے مسائل دیے گئے یں۔ اکائی  13گئے یں۔ اکائی 

ل اور اؿ سے متعلق
م
ک

ت

ت

ل کا اساسی نظریہ اور اس کے مسائل درج یں۔میں ریماؿ 
م
ک

ت

ت

ر میں ریماؿ 

 

  نظرن ات اور مسائل دیے گئے یں۔ آم

طلبا سے توقع کی جاتی ہے ہ وہ عملی کلاسوں میں شرکت کریں اور کونسلر کی رنمایئی میں جربن اتی مینوؽ میں دیے گئے مسائل کو حل  

 کرنے کی مہارت حاصل کریں۔

 کو بہتر بنانے کے لیے اس مینوؽ میں اکائی طلباکی مسئلہ ؽ 

ت

 جربن اتی حصہ دن ا گیا ہے۔ طلباکی طرػ سے  32سے اکائی  17صلاح 

ت

ت

 جمع کریں۔

ت
ت

 کیے گئے کاؾ کا رکاررڈ وہ عملی امتحاؿ کے وق

 ، مترجمین ، تدریسی و غیرہ   تدریسی و انتظامی  عملے کے تعاوؿ کا شکریہ اد

 

ن
 
فی

 

صن
م

 اس کتاب کی تدوین میں 
 
ا ہوں۔کتاب کو معیاری  اور قاب

ت

ا کرن

رین  طلبا
 
رہ  اکراؾ ، ماہ

 
ت

اہم کوئی بھی کوشش اپنے آپ میں مکمل نہیں ہوتی۔ اس ضمن میں اساب

ت

 کی آراو وروروں کا عمل و فہم بنانے کی ممکن کوشش کی گئی ہے، ن

 خیر مقدؾ کیا جائے گا۔

 

 ڈاکٹر خواجہ معین الدین

 کورس کو آرڈی نیٹر

 



 

 

 

 

 

 

 

 حقیقی تجزیہ

(Real Analysis) 
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ری کا  دی ۔ حقیقی عد1اکائی  ذی 

 

 نظال اور شمارپ 

(Real Number System and Countability) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   1.0

 مقاصد   1.1

1.2   ℝاور رتبی خصوصیات 

ک

 کی الجبرائ

1.3    

 

ر س ذی 

 

   شمار پ 

 1.3.1  ℝری ذی 

 

  کی غیر شمارپ 

 اکتسابی نتائج    1.4

 کلیدی الفاظ   1.5

 متحانی سوالاتنمونہ ا   1.6

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات  1.6.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  1.6.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  1.6.3 

ر کردہ    1.7 

 

 اکتسابی مواد تجوی 
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 (Introduction)تمہید 1.0

 اور 18 

ک

ر ئ

 

رك علم ویں صدی کے آغاز میں رب اضی داں  میکانکس، فلکیات او19ویں صدی کے آج

ک  

ر ٹیکنالوجی میں تفرقی اور ان

امل تصورات کی بنیادی تفہیم سے یکساں نہیں تھا۔ احصا کے اطلاقات  تیار کرنے میں مصروف تھے۔

 

اہم، نقطہ نظر ش

ک

کسی تفاعل کی سخت ب

ر  تفاعلات کے درمیام تعلق کی پوری طرح سے تحقیق ذی 

 

 نہیں کی ی ت ی۔ تعریف ب ا مسلسل تفاعلات کی خصوصیات ب ا مسلسل اور تفرق پ 

ذام پر تھا۔ ذ سے زب ادہ زور وج  ررپ 
ج 

ک

ت

میں ام بنیادی تصورات کی تحقیقات میں (  Calculus)یہ محسوس کیا گیا کہ حقیقی اعداد نے علم احصا یہاں

ا ہے؟ اہم کردار ادا کیا۔ لیکن حقیقی عدد 

ک

ا ہے۔ام کی قبولیتکیا ہوب

ک

 قبوك معلول ہوب
 
   اگرچہ بدیہی طور پر یہ تصور قاب

ج
چھ
ک

 لمگیر ن نہیں ی ں ں 

ا   √اعداد 

 

انیوں کے زمانے سے جاب

 

ا ہے کہ کسی  اکائی مربع کے وجیسے موجود ہیں۔ یوب

ک

رجاب

ک

ر ی
 
 کی مبائئی  و  دو  حیح  اعداد کے ناسس  کے طور پر اہر

 ب ار حقیقی بر ک کا ارفرف کل ل تا ہ ہے اور اس میں کی رسمی شکل میں کئی رکاوٹیں تھیں۔ آج بھی کسی طال  علم و  پہلیلیکن ام  نہیں کیا جا سکتا ۔

ا چاہیے۔

 

رہ کرب
 
 کا مظار

ک

 اکثر سادگی اور سیدھی ب ات نہیں ہوتی۔ اس لیے طال  علم و  اس اکائی و  پڑھنے میں زب ادہ صبر اور استقام

اطق عدد نہیں ہے۔ √اس اکائی میں ہم یہ قائم کریں گے کہ  

 

ا  ائ  ب

 

اکیلے ہی ام مقداروں کی طق اعداد اس کا مطلب یہ ہے کہ ب

رمن رب اضی دا پیمائش کے لیے کافی نہیں ہیں جنہیں کسی لائن پر فاصلے کے طور پر دکھاب ا جا سکتا ہے۔
 
ذیکائنڈ ں ج

 

-1831) (kindedeD)ڈپ 

رار دب ا۔( 1916

ک

اطق عدد کے نظال میں ائ  حقیقی عدد و  'کٹ' ق

 

 یہ  نے ب

 

کت

ذیکائنڈ 

 

ی اعداد کے وجود و  قاڈپ 

قی ق
ج

ئم کرنے کا واد  طرقہ  نہیں 

رر

 

ٹ

 

 ن
کی

ذ وقفوں (1845-1918) (Cantor)ہے۔

 

ڈ

 

ن
 ص
ی

 

ن

رسٹراسکا طرقہ  استعماك کیا۔  (Nested Intervals)نے 

ک

 (Weiertrass)وای

نے ائ  حقیقی عدد کے وجود و  قائم کرنے اور اس کی خصوصیات کا مطالعہ کرنے  (1789-1857) (Cauchy)اور و شی (1815-1897)

رتیب

ک

 میں  2اکائی کا طرقہ  استعماك کیا۔ (Sequence)کے لیے ی

ک

ملی ت
مھ

کے موضولمت کے درمیام رشتہ قائم (Completeness)ہم 

 کم از کم ائ   کرتے ہیں۔

 

ا ہے۔  (Upper Bound)محدود ب الائیاوپر کی طرف محدود حقیقی اعداد کا ائ  غیر خالی س

ک

اور ڈیولکائنڈ کٹ رکھ

 اس و  مسلسل خصوصیت

 

ن
 
فی

 

طی
م

 بھی کہتے ہیں۔( Continuum Property)کچھ 

 (Objectives)مقاصد 1.1

 ہو جائیں گے کہ
 
 :اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قاب

 میدام  

ک

کی تعریف کر سکیں اور اس کی کچھ خصوصیات حقیقی اعداد کے موضولمت کا استعماك کر کے  (Ordered Field)کسی مرت

 ب اد کر سکیں۔

 ر سٹس ذی 

 

 کی تعریف کر سکیں۔( Countable Sets)شمار پ 

 کر سکیں کہ 

ک

 
ات

 

ر  ب ذی 

 

ا ہے۔ (Uncountable)غیر شمار پ 

ک

 ہوب
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1.2 ℝ اور رتبی خصوصیات 

ک

 (Algebraic and Order Properties of ℝ)کی الجبرائ

 

 

ا ہے  درجہ ذیل خصوصیات و     اور     میں دو ثنائی لممل    حقیقی اعداد کے س

ک

 طمئن ہوتے ہیں جنہیں جمع اور ضرب کہا جاب

 کرتے ہیں:

 جمعی خصوصیات

:A1 )ی خاصیت  
قلی ت

ک

ت

(                 

:A2 خاصیت(زی)تلا    (   )  (   )                

:A3 (اکائی کا وجود)   ا ہے کہ 0میں ائ  عنصر

ک

                  اس طرح وجود رکھ

:A4 (معکوس کا وجود)  ر
 
ا ہے کہ  ائ  عنصر  میں   کے لیے ائ  عنصر کےر

ک

 اس طرح وجود رکھ

  (  )  (  )       

 ضربی خصوصیات

:M1 )ی خاصیت  
قلی ت

ک

ت

(                

:M2 خاصیت(زی)تلا    (   )  (   )               

:M3 (اکائی کا وجود)   ا ہے کہ 1میں ائ  عنصر

ک

                  اس طرح وجود رکھ

:M4 (معکوس کا وجود)  ر
 
ا ہے کہ   ائ  عنصر  میں  کے لیے    ائ  عنصر کےر

ک

        اس طرح وجود رکھ

:M5 (ری ذی 

 

(   )   (جمع پر تقسیم پ                       

ر ائ  نتائج کی سے کچھ نتائج حاصل ہوتے ہیں۔یہ درج ذیل ہیں۔ طال  علم اوپر بیام کرشرائط ب اد رہے کہ ام 
 
دہ موضولمت کا استعماك کرکے ر

رض کریں کہ ۔گے تصدیق کریں

 

         ق

i)              

ii)            

iii)             

iv)  (    )      

 (   )            ساتھ ہی ہم جانتے ہیں کہ  

             (   )     

         

(  )      

(  )     (  )      

(  ) (  )     
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ر ائ  
 
ا  ہے۔(Unique Solution) میں  ائ  یکتا حل  کا       کے لیے مساوات        ر

ک

 وجود رکھ

ر ائ  
 
ا ہے۔ ساتھ ہی  کا          کے لیے مساوات        ر

ک

 میں  ائ  یکتا حل وجود  رکھ

             

ا ہے۔ اس خاصیت      ب ا      کے لیے ہم جانتے ہیں کہ   اور    دو حقیقی اعداد گئے کسی دیے

ک

 Order)پر رتبی رشتہ  و    ہوب

Relation) کہتے ہیں۔ 

ا ہے۔ 

ک

 میدام کے موضولمت کے ساتھ ساتھ حقیقی اعداد میں ائ  رتبی رشتہ ہوب

          ہمیں حاصل ہے 

 
م
ا نہیں ہے لیکن ہم اس و  رتبی رشتہ کا موضوعہ 

 

 کی تعریف کرب

ک

ی ی ت

 

من
ارا مقصد 

 
ذی خاصیت کے ساتھ جڑا ہے۔ ہ  کی تجرپ 

ک

ی ی ت

 

ن

 غیر متعینہ اصطلاح کے طور پر مانتے ہیں۔

 کے غیر خالی تحت   (: Definitionتعریف)

 

ا ہو:  س

ک

اکیدی مثبت حقیقی اعداد کہتے ہیں جو درجہ ذیل شرائط و  طمئن کرب

ک

 و  ب

i)  اگر      ،  

ک

       ت

ii)  اگر        

ک

      ،ت

iii)  اگر       

ک

    ،            رجہ ذیل میں سے ب اکل  ائ  حیح  ہے مند ،ت

ری خصوصیت)

 

ای کا قائدہ کہتے ہیں۔ اس سے iiiآج

 

 اہ( و  ٹریکوب

 

ا ہے کہ س

ک

ر ہوب
 
اکیدی منفی حقیقی اعداد کہتے ہیں +       *  ر

ک

 و  ب

+ *    ساتھ ہی      اور     

 (Notationsعلامتی اظہار)

  ہم اسے    اگر 

ک

ر کرتے ہیں۔   ت
 
  ہم اسے + *    اگر  سےاہر

ک

اگر ریعے سے دکھاتے ہیں۔ کے ذ    ، ت

  ہم اسے     

ک

  ہم + *     اگر  لکھتے ہیں اور   ت

ک

ر کرنے کے لیے ، ت
 
اگر ۔ کا استعماك کرتے ہیں    اسے اہر

  ہم      اگر  اور      

ک

ر کرتے ہیں    اسے ، ت
 
  ہم   (   ) ۔ اگر سے اہر

ک

۔ اگر لکھتے  ہیں    اسے ، ت

  ہم + *      

ک

ر کرتے ہیں    اسے ، ت
 
  ہم + *   (   ) ۔ اگر سے اہر

ک

ر کرتے ہیں    اسے ، ت
 
 ۔سے اہر

 ہیں:

ک

 ہم حقیقی اعداد کے لیے درجہ ذیل خصوصیات حاصل کر سکت

رض کریں کہ : بیام

 

          ق

ک

 ت

i)             ٔ 

ii)  ا ہے:  ام میں سے و ئی

ک

 ہوب

ک

             ائ  ہی درس

iii)  اور     اگر      

ک

    ت
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  جا سکتا ہے:یکھااس کے ساتھ ہی حقیقی اعداد کے لیے درجہ ذیل خصوصیات و  د

i)  اور     اگر      

ک

     ت

ii)  اگر          

ک

      اگر اور صرف اگر    ت

رض کریں کہ تعریف:

 

      ق

ک

 :اس طرح سے تعریف کی جاتی ہے (Absolute Value)کی مطلق قدر  ت

| |                         
| |            

ر کرتے ہیں۔  سے | |و   (Absolute Value)کی مطلق قدر  جہاں 
 
 اہر

 کیا جا سکتا ہے:اس تعریف کی بنیاد پر د

ک

 
ات

 

 رجہ ذیل نتائج و  ب

 (:Resultsنتائج)

i) | |            

ii) |  |         

iii) |  |  | || |        

iv) اگر     

ک

| |ت        اگر اور صرف اگر  

v)  | |    | |         

ا ہے اور اس لیے  کسی مثلث کے ائ  ضلع کی مبائئی ب اقی دو اضلاع کی مبائئیوں کی جمع سے کم ہوتی ہے

ک

۔ من درجہ ذیل ضیہ  ای  ب ات کا اظہار کرب

 کہتے ہیں۔ (Triangle Inequality)اسے مثلثی لامساوی 

 ضیہ )مثلث لامساوی(:

          اگر بیام:

ک

| ||ت  | ||  |   |  | |  | | 

| | ں ں کہ  ثبوت۔ | | اور   | |        | | 

 ہمیں حاصل ہے

 (| |  | |)   | |  | |      | |  | | 

                     اس طرح

|   |  | |  | | 

| |اب    |(   )   |  |   | | |اس کا مطلب یہ ہوا کہ | |   | |  |   | 

 اس طرح 

| |  | |  |   |  |   | 

 اس لیے

|| |  | ||  |   | 

  سکتا ہے۔و  حاصل کیا جا(  Inequalities)ای  طرح دوسری لامساویوں
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  تعریف:

 

ℝس  *                  + 

 

 کہتے ہیں۔ ℤو  حیح  اعداد کا س

  تعریف:

 

ℚس  2
 

 
        3  

 

اطق اعداد کا س

 

ℚکہتے ہیں۔ ℚو   ب
 
 کہتے ہیں۔     

 

اطق اعداد کا س

 

 و  غیر ب

 1.3  

 

ر س ذی 

 

 ((Countable Setشمارپ 

 

 

ر س ذی 

 

رض  (:Countable Set)شمارپ 

 

رشتہ وجود  (Bijection)پر  ائ  دوربطی Bسے Aدو غیر خالی سٹس ہیں۔اب اگر Bاور  Aکرو کہق

  

ک

ا ہو ت

ک

  (Similar Sets) و  مشابہ سٹس Bاور  Aرکھ

 

  Aکہتے ہ ی ںن اا مساوی طور پر ہم اسے اس طرح کہتے ہیں کہ س

 

کے مساوی ہے۔  Bس

 پر  ائ   معادلی  (Similarity)سٹس کی مشابہتی 

 

ا ہے۔ (Equivalence Relation)رشتہسٹس کے س

ک

 ہوب

  تعریف:

 

ا ہے اگر یہ کسی متعین   کسی س

ک

اہی کہا جاب

 
ک

   کے   و   م

 

 +       *لیے س

 

ا ہے  Aکے مشابہ ہو۔ س

ک

ر  کہا جاب ذی 

 

و   شمارپ 

 iاگر )

 

ا ) A( س  iiخالی ہو ب 

 

ا ) A(س اہی ہو ب 

 
ک

 iiiم

 

 (Natural Numbers) طبعی ا[عداد A( س

 

 مشابہ ہو۔۔ مساوی طور کے کے س

  کا 

 

ا ہے اگر اس س

ک

ر کہا جاب ذی 

 

 و  شمار پ 

 

اہی س

 
ک

   پر ائ  لا م

 

ن
 
فی

 

طی
م

 و   بعض 

 

ر س ذی 

 

ا  ہو۔ ائ  شمارپ 

ک

  پر ائ  دوربطی رشتہ وجود رکھ
ِ  
قاب

ا (Denumerable)گنتی   بھی  کہتے ہیں۔(Enumerable)ب 

 

 س

 کہتے ہیں ں ں کہ   ۔1مثاك

 

ر س ذی 

 

         و  شمارپ 
 

( )   کہ ج  ۔ائ  دوربطی نقش ہے  

رض کرو کہ  ۔2مثاك

 

  سٹس    ق

ک

ا ہے۔ ت

ک

ر کرب
 
 و  اہر

 

ہیں ں ں  (Equivalent))مشابہ( معادك   اور   سبھی مثبت جفت اعداد کے س

ررف بہ        کہ نقش 
ع

ک

می
( ) جو  ر )One-Oneہے جو کہ  ئ  بیک)     ہے۔  اس لیے  سبھی (Mapping)(نقش Onto( ی 

 کا وای ت تحت جفت مثبت

 

 مثبت حیح  اعداد کے س

 

ا ہے۔ ہم مشاہ ہ کرتے ہیں کہ مثبت جفت حیح  اعداد کا س

ک

ر ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

 اعداد کا س

 

 

ا ہے۔ لیکن اس میں اتنے ہی جفت حیح  اعداد ہوتے ہیں جتنے کہ حیح  اعداد ہوتے ہیں۔ (Proper Subset)س

ک

 ہوب

( ) و          اگر ۔3مثاك   سے      

 

ررف کیا جائے تو  سبھی مثبت  طاق حیح  اعداد کا س
ع

ک

ا ہے۔  می

ک

 کے مشابہ ہوب

 آپ درجہ ذیل مسائل  و  دیکھیں:

رض کرو کہ   .1

 

( ) و         ہے اور +          *  ق  
 

  | |
 کرو 

ک

 
ات

 

ا ہے۔ ب

ک

ررف کیا جاب
ع

ک

می
سے  

    کہ

 

 کے مشابہ)معادك( ہے۔  س

2.  

 

ا ہے۔کا و    طبعی اعداد کے س

ک

ر ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

 ئی بھی تحت س

 و   مفرد ثبوت۔

 

قطاروں میں بنائیں اور  (Non-Intersection)کی غیر متصل (Multiples)اور ام کے اضعاف( Primes)تحت س

 

 

 سے طبعی اعداد کے س

 

 ے کی طرح   تحت س
ی

 

قط

ری تکنیک کا استعما  اگٓے  آ نے والے 

ک

 ك کریں۔ پر ائ  ئ    بیک نقش حاصل کرنے کے لیے وی

   تبصرہ:

 

   ائ  غیر خالی س

 

ا ہے اگر اور صرف اگر ائ  س

ک

ر ہوب ذی 

 

ا ہو کہ  شمار پ 

ک

 ،  ہو اور      اس طرح وجود رکھ

 

کے معادك     س

 ہو۔

ر اجماعبیام:   ذی 

 

ر سٹس کا شمارپ  ذی 

 

ا ہے۔(  Countable Union)شمارپ 

ک

ر ہوب ذی 

 

 بھی شمارپ 
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اطق اعداد ۔ 1ضیہ 

 

ا ہے۔(  Rational Numbers)تمال ب

ک

ر ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

 کا س

اطق   ثبوت۔

 

 کے بیچ ائ  ئ  بیک ناسظر قائم کریں۔ اس  کے لیے  ہم تمال ب

 

 اور طبعی اعداد کے س

 

اطق اعداد کے س

 

یہ کافی ہوگا  کہ اگر ہم ب

رتیب  دیتے ہیں:

ک

 اعداد و  درجہ ذیل قاعدہ سے ی

i. رتیب میں

ک

رھتی ہوئی ی

 

 لکھ دیتے ہیں۔ تمال طبعی اعداد  و  پہلی صف میں ی 

ii. رتیب میں دوسری صف میں لکھ دیتے ہیں۔

ک

 صفر اور تمال منفی حیح  اعداد و  گھٹتی ہوئی ی

iii. رر

 

ن ٹ

 

می

رتیب میں لکھ دیتے ہیں۔( Denominator)2ڈنو

ک

رھتی ہوئی ی

 

 کے تمال مختصر مثبت کسروں و   تیسری صف میں ی 

iv. رر

 

ن ٹ

 

می

رتیب میں لکھ دیتے ہیں۔ اور پھر ای  طرز پر کے تمال مختصر منفی  کسروں و  ں ی صف  (Denominator)2ڈنو

ک

میں گھٹتی ہوئی ی

 لکھتے جاتے ہیں۔

ا ہے۔

ک

اطق عدد صرف ائ  ہی مرتبہ  جگہ حاصل کرب

 

ر ائ  ب
 
ذوك  میں ر  اس طرح  ج 

......... 6 5 4 3 2 1 

......... 

               0 

......... 
  

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

......... 
   

 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
 

......... 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

......... 
  

 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
 

ری تکنیک کہتے ہیں۔

ک

  سبھی طبعی اعداد و   مندرجہ ذیل طرقہ  سے طبعی اعداد کے ناسظر میں لکھا جا سکتا ہے۔ اس طرقہ و  وی

ک

 ت

 .........  حقیقی اعداد
6           

اطق اعداد

 

 .........  ب
                 

ا ہے۔

ک

ر ہوب ذی 

 

 شمار پ 

 

اطق اعداد کا س

 

ا ہے۔ اس لیے ب

ک

اطق اعداد کے درمیام ائ  ئ  بیک ناسظر قائم ہو ب

 

 جس سے طبعی اعداد اور ب

  تبصرہ:

 

اطق اعداد کے س

 

ر سٹس کے شما ℚ ب ذی 

 

رتیب میں رھ  کر دکھنا  مکن  ہےو  اس کے عناصر و  شمارپ 

ک

ر اجماع کے طور پر سب  ذیل  ی ذی 

 

 رپ 

   * + 

   {
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
  } 

   {
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
  } 
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   {
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
  } 

                                     

   {
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
  } 

                                     
                      

ر ہوگا۔ ذی 

 

ر ہے اس لیے ام کا اجماع بھی شمارپ  ذی 

 

ر ائ  شمارپ 
 
 ں ں کہ ر

ری1.3.1   ذی 

 

 ((  Uncountability ofکی غیر شمارپ 

ا ہے۔ ۔2ضیہ 

ک

ر نہیں ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

 حقیقی اعداد کا س

 کا وقفہ  ثبوت۔

 

ر نہیں ہے۔ وقفہ       ہم دکھاتے ہیں کہ حقیقی اعداد کے س ذی 

 

ر ائ   حقیقی عدد      شمارپ 
 
   میں موجود ر

رض کرو کہ 

 

ا ہے۔ ق

ک

ر ائ              ائ  اعشاری تعبیر رکھ
 
میں سے و ئی ائ  ہندسہ             ، ہندسوں  ، جہاں ر

ا تو        ہے۔ ایسے اعداد جن کے اعشاری پھیلاؤ ائ  جگہ پر رک جاتے ہیں مثاك کے لیے  ب ا پھر            اس کے لیے ب 

ا ہے۔           

ک

 لکھا  جاب

ا ہے تو  میں  تمال حقیقی اعداد       اگر وقفہ 

 

ر ہوب ذی 

 

رتیب دا ہ ہوگاائ  ائ  ناس ام و  طبعی اعداد  سے و  شمارپ 

ک

  ظر میں  درجہ ذیل کی طرح ی

              

              

              

       

ا ہے۔    میں سے  ائ       اب ہم وقفہ 

ک

 میں نہیں ابٓ

ک

 و  دکھائیں گے  کہ وہ مندرجہ ب الا فہرس

رض کر

 

   ، 0ہندسوں   سے مختلف ہے؛  9اور    ، 0ہندسوں   سے مختلف ہے؛ ہندسہ   9اور    ، 0ہندسوں   و کہ  اس کے لیے ق

    9اور 

ک

،           ں ں کہ       اس طرح سے ہے کہ               سے مختلف ہے؛ اور  ای  طرح ۔ ت

 ہیں۔ دو ا  اس لیے 

ک

 میں   کی کسی بھی قدر کے بغیر   عشاریہ کی نمائندگی کے ب ابند نہیں ہو سکت

ک

واں بر ک   کی اس اعشارب ائی تعبیر سے فہرس

ا ہے ۔ اس لیے 

ک

 میں نہیں ہے۔ اس طرح   مختلف ہیں۔ اس لیے   اور   مساوی ہوب

ک

ر       اوپر دی ی ت فہرس ذی 

 

کا و ئی بھی شمارپ 

 حقیقی تحت 

 

 کم سے کم ائ  حقیقی بر ک سے خالی ہوگا۔ اس لیے حقیقی اعداد کا  س

 

ر نہیں ہوگا۔      س ذی 

 

 شمارپ 

 

 

   ہم نے دیکھا کہ حقیقی اعداد کا س

 

اطق اعداد کا س

 

  دونوں ہی مر ℚاور ب

ک

ہیں۔ہم نے یہ بھی  (Ordered Fields) میدامت

  کہ حقیقی
 

ا ہے ج

ک

ر ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

اطق اعداد کا س

 

ا۔ اس کا مطلب یہ ہے کہ  ایسے حقیقی اعداد وجود رے دیکھا کہ ب

ک

ر نہیں ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

 اعداد کا س

ال سے مشہو

 

 کی خاصیت کے ب

ک

اطق اعداد نہیں ہیں۔ اس سے یہ پتہ چلتا ہے کہ حقیقی اعداد ائ  خاصیت و  طمئن کرتے ہیں جو کاملی ت

 

ر ہے ہیں جو ب

اطق اعداد میں نہیں ب ائی جاتی ہے۔اس اکا

 

اطق عدد نہ ہو۔جو ب

 

 ئی و  ہم ائ  عدد کی مثاك د  کر تم  کریں گے جو ب

اطق عدد  √مثاك۔

 

اطق عدد نہیں ہےب ا ایسا و ئی ب

 

ا ہے جو اس طرح سے ہو کہ   ائ  ب

ک

 ۔    وجود نہیں رکھ
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رض کرو کہ اگر مکن  ہو کہ ثبوت۔ 

 

  √ق
 

 
کا اعظم مشترک     1د ہیں۔ یعنی ائ  دوسر  کے مفرد حیح  اعدا   اور     جہاں  

 ( ہے۔ اب .g.c.dقاسم)

√  
 

 
   

  

  
 

ا              ب 

  کہ     ائ  جفت حیح  عدد ہے۔ لیکن     ائ  حیح  عدد اور    حیح  عدد ہے اس لیے   اب ں ں کہ 
 

جفت    جفت حیح  عدد تبھی ہوگا ج

رض کرو کہ   جفت حیح  عدد ہے جس کا مطلب یہ ہوا کہ    ۔ لیکن حیح  عدد ہو

 

ائ  جفت حیح  عدد   جہاں      جفت حیح  عدد ہے۔ ق

  

ک

ا                اور        ہے۔ ت   ائ  جفت حیح  عدد ہے جس کا مطلب ہے کہ    اب        ب 

ذا  ائ  جفت حیح  عدد

 

ہ
ً مفرد عدد ہیں، تصادل  کرتے ہوئے جفت حیح  اعداد ہیں۔ اس طرح   اور   ہے۔ ل اا

ک

 ن
سی

 

ت
دونوں اس حقیقت سے کہ وہ 

√  
 

 
(   )اور  ارا مفروضہ غلط ہے۔ اس کے یہ معنی ہوئے کہ   

 
اطق عدد نہیں ہے √کے لیے ہ

 

 ۔ائ  ب

 ہیں:

ک

 آپ درجہ ذیل مسئلہ سے سمجھ سکت

 

ک

 
ات

 

ا ہے۔  جفت ہو تو     کرو کہ اگرمثاك: ب

ک

 جفت ہوب

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  1.4

ا ہے کہ حقیقی اعداد وجود رے ہیں اور یہ بھی کہ 

ک

ر ائ  طال  علم اس ب ات سے واقفیت رکھ
 
اطق اعداد کی طرح لوکک کرتےر

 

  وہ ب

امور رب اضی  ہیں۔ لیکن ائ  طال  علم و  حقیقی بر ک کے تصور سے ب اضابطہ

 

 کہ ب

ک

ا ہے۔ یہاں ئ

ک

ا ہمیشہ تھکا دینے والا اور پیچیدہ ہوب

 

ارفرف کرواب

  میدام کے طور پر متعا

ک

رف دانوں میں پیش کرنے کا و ئی غیر رسمی طور پر قبوك شدہ طرقہ  نہیں ہے۔ اس اکائی میں ہم نے حقیقی بر ک و  مرت

ر  کرواب ا ہے۔ اس لیے سواك یہ ہے کہ ہم حقیقی بر کوں و  ذی 

 

 شمار پ 

 

اطق اعداد کا س

 

 کیا  کہ ب

ک

 
ات

 

 ہیں۔ ہم نے ب

ک

اطق بر کوں سے کیسے الگ کر سکت

 

ب

اطق عدد نہیں 

 

ا ہے کہ کچھ حقیقی اعداد وجود رے ہیں جو ب

ک

ر ہوب
 
ا۔ اس سے یہ اہر

ک

ر نہیں ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

  کہ حقیقی اعداد کا س
 

ا ہے ج

ک

ہم  ہوتے۔ ہوب

اطق عدد نہیں ہےکی مثاك د  √نے ائ  ایسے حقیقی  عدد 

 

 ۔   ی جو ائ   ب

 (Keywords)کلیدی الفاظ 1.5

ر، تلا ذی 

 

ر، غیر شمارپ  ذی 

 

، شمارپ 

 

،س  

ک

، مرت

ک

ری تکنیک، زالجبرائ

ک

ری،ٹرائیکوٹوی ، مشابہ سٹس، وی ذی 

 

میت، اکائی،  معکوس خاصیت، تفرق پ 

 مطلق قدر

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 1.6

 (Objective Answer Type Questions)اب ات کے حامل سوالاتمعروضی جو 1.6.1

 ہے (Additive Identity)کی جمعی اکائی   .1
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(a) 1 (b) 0 (c) -1 (d) 2 

 ہے ( Multiplicative Identity)کی ضربی اکائی   .2

(a) 1 (b) 0 (c) 2 (d) 1- 

 ہے √  .3

(a) 
اطق

 

 ب
(b) 

اطق

 

 غیر ب
(c) 

 مثبت
(d) 

0 

 ہے √ .4

(a) 
اطق

 

 ب
(b) 

اطقغیر

 

  ب
(c) 

0 
(d) 

-1 

 (T/F)        جمعی اکائی یکتا ہوتی ہےکی    .5

6. ℕا ہے

ک

ر ائ  عنصر کے لیے جمعی معکوس اس میں وجود رکھ
 
 (T/F)     کے ر

7.  

 

ا  ℤحیح  اعداد کے س ا ہے )ب 

ک

ر ائ  عنصر کے لیے ضربی معکوس اس میں وجود رکھ
 
   (T/F)  (کے ر

ر ہے       .8 ذی 

 

 (T/F)        شمارپ 

ر ہےشما  .9 ذی 

 

 (T/F)         رپ 

10.  

 

   مثبت اعداد کے س

 

 کے مشترکہ عناصر کی تعداد ۔۔۔۔۔۔ ہوتی ہے۔  اور منفی اعداد کے س

11.   

 

ا      √ 2س  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہے۔ 3  ب 

ا ہے۔     کی تعداد ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتی ہے، جس کے لیے   حقیقی اعداد  .12

ک

 ہوب

 ۔۔۔۔۔۔۔ .13

 

اہی س

 
ک

 اور لام

 

اہی س

 
ک

 (غیر مشابہ /۔۔۔۔۔ ہوتے ہیں۔ )مشابہم

 درجہ ذیل کا ملاپ کریں: .14

I.  { √     }ہے۔ a.  ر ذی 

 

 غیر شمارپ 

II.  { √      }ہے۔ b.  ر ذی 

 

 شمارپ 

III.     ہےمیں تفریق c.  ی  
قلی ت

ک

ت

 غیر 

IV.    * +  ہے۔تقسیم میں d.  طاق 

V.      ہے۔ (    )کے لیے e.  ی  
قلی ت

ک

ت

 غیر 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 1.6.2

 کرو کہ .1

ک

 
ات

 

ا ہے۔  ب

ک

  میدام ہوب

ک

 ائ  مرت

 کیجیے کہ   کے قاعد  و  بیام کیجیے۔ اگر   (Trichotomy)ٹرائیکوٹوی .2

ک

 
ات

 

ا ہو تو ب

ک

ر کرب
 
 و  اہر

 

منفی حقیقی اعداد کے س
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 کرو: .3

ک

 
ات

 

 ب

a) | |            

b)  اگر      

ک

| |اور ت              

c)  | |    | |      

اطق عدد اور   اگر  .4

 

 کیجیے کہ   ب

ک

 
ات

 

اطق عدد ہو تو ب

 

اطق عدد ہوگا۔    غیر ب

 

 غیر ب

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 1.6.3

 کرو  (Triangle Inequality)حقیقی اعداد کے لیے مثلث لامساوی .1

ک

 
ات

 

 ۔کا بیام لکھو اور ب

 ا .2

 

ر س ذی 

 

ا ہے۔شمارپ 

ک

ر ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

اطق اعداد کا س

 

 کرو کہ ب

ک

 
ات

 

 کی تعریف کیجیے۔ ب

 

اہی س

 
ک

 ور م

ا ہے .3

ک

ر ہوب ذی 

 

 غیر شمارپ 

 

 کرو کہ حقیقی اعداد کا س

ک

 
ات

 

 کی تعریف کرو۔ ب

 

ر س ذی 

 

 ۔ غیر شمارپ 

 کرو کہ     بھی حقیقی اعداد کسی .4

ک

 
ات

 

|   |کے لیے ب  | | |   |اور | |   | |  | | 

 کرو کہ ائ  حقیقی اگر .5

ک

 
ات

 

     عدد ہو تو ب

 کرو کہ           اگر  .6

ک

 
ات

 

       اور          ب

اگر  .7
 

 
 
 

 
 کرو کہ 

ک

 
ات

 

، (     )ب

 

 
 
   

   
 
 

 
 

ر کردہ اکتسابی مواد 1.7

 

 (Suggested Learning Resources) تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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 بستہ سٹس، عظمی اور اسفل۔ 2اکائی 

(Bounded Sets, Suprema and Infima) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   2.0

 مقاصد   2.1

2.2    

 

 اور بند س

 

 کھلا س

 2.2.1  ℝ 

ک

 میں کسی نقطہ کی ہم سائ

 بستہ سٹس   2.3

 2.3.1   

 

 اوپر سے بستہ س

 2.3.2   

 

 نیچے سے بستہ س

 بستہ اور غیر بستہ سٹس  2.3.3 

 اقل ب الائی د   2.3.4 

ریں د   2.3.5   اعظم زی 

 اکتسابی نتائج    2.4

 کلیدی الفاظ   2.5

 نمونہ امتحانی سوالات   2.6

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات  2.6.1 

  مختصر جواب ات کے حامل سوالات  2.6.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  2.6.3  

ر کردہ  اکتسابی مواد   2.7

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید 2.0

اری مدد  
 
حقیقی اعداد و  ائ  خط پر  ۔ہے کرتی رب اضی کی عمومیت حقیقی اعداد کی خصوصیات کی ائ  بدیہی بصیرت حاصل کرنے میں ہ

رض کرو کہ 

 

ا رائج رہا ہے۔ ق

 

 کرب

ک
 

ا    محور( ہے۔ خط   ائ  حقیقی خط )    نقاط کے طور پر شناج

 
 

رض     مپر ائ  اختیاری ن

 

لگائیے۔ ق

   اکائی    اس طرح سے ہے کہ   کے دائیں طرف ائ  نقطہ     کرو کہ نقطہ 

ک

کے   ہے۔ اب  1کے مساوی   اور 0کے مساوی   ت

  و  مثبت حصہ اور 

 

  و  منفی حصے کے طور پر متعین کرتے ہیں۔ اگر   دائیں جات

 

  اس طرح سے  نقطہ   کے ب ائیں جات

 

 ہو کہ کے ب ائیں جات

         

اطق عدد  -1و     اس لیے 

 

متعین کرتے ہیں۔ ب

 

 
  ائ  نقطہ   و  متعین کرنے کے لیے ہم    

 

لیتے ہیں اس طرح سے کہ   کے دائیں جات

ا   ویں حصہ کا   کے     
 

اطق اعداد اور خط ہے۔    گ

 

ا ہے   اس طرح ب

ک

ب  ۔کے درمیام ائ  رشتہ وجود ب ا

اطق اعداد خط  

 

اطق اعداد سے مطابقت  نقاطکا احاطہ کرتے دکھائی دیتے ہیں، لیکن اس خط پر کچھ ایسے  ط پر سبھی نقا    اگرچہ ب

 

موجود ہیں جو کہ ب

 کیا نقاطپر ایسے     نہیں رے۔ خط 

ک

 
ات

 

اطق اعداد کہلاتے ہیں۔ یہ ب

 

اطق اعداد سے مطابقت نہیں رے غیر ب

 

 جا سکتا ہے کہ کسی بھی دو جو جو ب

 اور خط پر 

 

ا ہے۔ حقیقی اعداد کے س

ک

اطق عدد وجود رکھ

 

اطق اعداد کے درمیام ہمیشہ ائ  غیر ب

 

رر کے  نقاطب

 

ٹ

 

 ن
کی

ذکائنڈ۔

 

کے درمیام یہ رشتہ ڈپ 

ر حقیقی عدد کے لیے ائ  سیدھی لائن پر ائ  یکتا نقطہ `موضوع 
 
ا ہے  ر

ک

ر  کے  اور اس لائن وجود رکھ
 
امطا ائ  حقیقی عدد  سے نقاطر

ک

۔ `ہے بقت رکھ

سل  ضیب او  ر  تو  ب ات کرتے ہیں اعداد کی اگر ہم حقیقی
سل

ک

ت

 کا 

ک

ا ہے اور اگر ہم کسی ( Continuum)ی ت

ک

ب ات  کے ب ار  میں نقاطلائن کے  کہا جاب

سل  جیومتریتو اسے  کرتے ہیں
سل

ک

ت

 

ک

ا ہے۔ ا (Geometric Continuum)ی ت

ک

جا سکتا ہے۔  یکھاکے طور پر د و  بر ک لائن  خط ھےسید ئ  کہا جاب

ا ہے۔ ئ  کا ا نقاطم،دو محدود وقفوں کے درمیا بھی کسی ،درحقیقت

ک

 ٹکڑا ہوب

 (Objectives)مقاصد  2.1

 ہو جائیں گےکہ: 
 
 اس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد آپ اس قاب

 تحت اعداد کے  حقیقی  

 

  س

ک

صااربندی
 ج
ت

 (Boundedness) تعریف کر سکیں۔کی  

 رین د  ب ا

ک

ریں (Least Upper Bound)لااقل ی رین د  زی 

ک

 حاصل کر ب ائیں ۔(Greatest Lower Bound)اور اعظم ی

    کا اقل ب الائی د 

 

ریں د  (.l.u.b) کےکسی تحت س  حاصل کر سکیں ۔ (.g.l.b)اور اعظم زی 

 

 

𝐴  

-1 2 

X B O 

 

 
 

0 1 

…… 𝑿  𝐴 
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2.2  

 

 اور بند س

 

 (Open Set and Closed Set) کھلا س

رض کرو کہ

 

  حقیقی عدد نقاط لائن پر دو حقیقی اعداد ہیں )حقیقی  اور  ق

ک

کی درمیانی فاصلہ)دوری( کہتے ہیں۔  نقاطو  دونوں  |   |(۔ ت

  ہم اس کا مشاہ ہ کرتے ہیں کہ     اگر 

ک

 ،ت

i) |   |            

ii) |   |  |   | 

iii) |   |  |   |  )مثلثی لامساوی(|   | 

   

 

                    و  ائ  وقفہ کہتے ہیں اگر    کے کسی تحت س

 کہتے ہیں، کی پہچام کے لیے دو مختلف طرح کی قوسوں )   : ہم مختلف قسم کے وقفوں، جنہیں علامتی اظہار

 

( کا Bracketsکا تحت س

رض کرو کہ 

 

          استعماك کریں گے۔ ق

(   )   :(   )کھلا وقفہ .1  *         + 

-   ,   :-   ,بند وقفہ .2  *         + 

(   , :(   ,ب اب اں بند داب اں کھلا وقفہ .3  *         + 

-   ) :-   )ب اب اں کھلا داب اں بند وقفہ .4  *         + 

ا   ہیں۔ کھلے سرو کے ساتھ مندرجہ ب الا وقفوں میں (Bounded) یہ سبھی وقفے بستہ ا    کی طرف سے کھلے ب     اور  کی طرف سے کھلے ب 

ا  ∞ دونوں طرف سے کھلے د   کی قدر اگر  ∞ائ  علامتی اظہار ہے جس کا مطلب  ∞ہو، جہاں  ∞ب  ہے۔  ام وقفوں و  غیر         

 بستہ وقفہ کہتے ہیں۔

2.2.1 ℝ 

ک

 (Neighbourhood of a point in ℝ)میں کسی نقطہ کی ہم سائ

ϵاور     اگر  تعریف:    

 

  س

ک

|   |    *ائ  حقیقی عدد ہے، ت   - کی ‚ ‛و   +  

ک

کہتے ہیں۔ یہ دکھنا    ہم سائ

  - کی   آسام ہے کہ کسی حقیقی عدد ب ا نقطہ 

ک

 حقیقی عدد  (       )ائ  کھلا وقفہ  ہم سائ

 

ن
 
فی

 

طی
م

ا ہے۔ کچھ 

ک

  - کی   ہوب

ک

کا  ہم سائ

ا   ( )  اظہار  کی  2سے کرتے ہیں۔ مثاك کے لیے  (   ) ب 

 

 
 -  

ک

  . ہم سائ
 
 
   

 
 
 ہے۔ /

رض کرو کہ  تعریف:

 

ϵہیں۔ اگر ائ  حقیقی عدد      ر  او   ق ا ہے اس طرح سے کہ   

ک

 - کی    وجود رکھ

ک

میں موجود    ہم سائ

  نقطہ 

ک

   (Interior Point)کا داخلی نقطہ  و    ہو۔ ت

ک

ا ہے  و    کہتے ہیں اور ت

ک

ر ائ      ۔ اگر میں کھلا وقفہ کہا جاب
 
    اور اگر ر

 

 

    س

ک

 کہتے ہیں۔  و    کا داخلی نقطہ ہو، ت

 

 میں کھلا س

ر ائ        نقاط(   )ائ  کھلا وقفہ 
 
ا ہے ں ں کہ ر

ک

 ہوب

 

δکے لیے ائ  عدد  (   )  کے لیے ائ  کھلا س ا ہے    

ک

وجود رکھ

(       )اس طرح سے کہ   (   )    

δمثاك کے لیے      (       ) 
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،ϕاور   ۔1مثاك  ہیں۔ یہ اس لیے کیوں کہ کسی مثبت حقیقی عدد   

 

ϵمیں کھلے س  کے لیے   

    (       )  ℝ 

ϕ ا  ہے خا

ک

ا ہے۔ی  اور الی ہے ں ں کہ اس میں و ئی بھی عنصر موجود نہیں ہوب

ک

 کی تعریف و  طمئن کرب

 

 لیے یہ کسی کھلے س

رض کرو کہ  ۔2مثاك

 

ϵق      

ک

(     ,ت  ℝ  

 

 نہیں ہے۔ یہ اس لیے کیوں کہ  ℝس

 

 - کی    میں ائ  کھلا س

ک

و ر پر   ہم سائ
صط
خا

اور  -   )کے لیے     میں موجود نہیں ہیں۔ ٹھیک ای  طرح  (     ,موجود ہوتے ہیں جو  نقاطمیں وہ  (       )وقفہ 

 نہیں ہیں۔  -   ,

 

 کھلے س

 و ئی بھی  ۔3مثاك

 

اہی س

 
ک

     م

 

رض کیجیےℝس

 

 کرنے کے لیے ق

ک

 
ات

 

 نہیں ہے۔ اسے ب

 

 کہ  میں ائ  کھلا س

و ئی   ہے۔             ہے اور     جہاں ،+         *  
ن ک
 - ک

ک

و ر پر  ہم سائ
صط
        )خا

 ہے اور اس لیے  ( 

 

اہی س

 
ک

     ہے۔ نچہ  میں موجود نہیں  ائ  لام

 

  نقاطکے دوسر    کا داخلی نقطہ نہیں ہے۔ ٹھیک ای  طرح   س

 نہیں ہیں۔ (Interior Points)نقاطکے داخلی 

   ۔4مثاك

 

اطق اعداد کا س

 

  ℚب

 

رض کرو کہ   حقیقی اعداد کے س

 

ا ہے۔ یہ دیکھنے کے لیے ق

ک

 نہیں ہوب

 

      میں کھلا س

ک

ϵت کے    

اطق

 

ا ہے کہ   عدد  لیے ائ  غیر ب

ک

(       )اس لیے           اس طرح وجود رکھ  ℚ  اس کا مطلب یہ ہوا کہ

ℚ کا و ئی بھی نقطہ داخلی نقطہ نہیں ہے۔ 

   ۔1ضیہ 

 

ر کھلا س
 
ا ہے۔   میں ر

ک

 میں وقفوں کا اجماع ہوب

  و ئی ائ  نقطہ   میں و ئی کھلا وقفہ    اگر ثبوت۔

ک

     ہو، ت

 

ا ہے۔ کسی عدد کا دا  س

ک

ϵخلی نقطہ ہوب ہم - کی   کے لیے ائ     

 

ک

ر ائ     سائ
 
 میں موجود ہوتی ہے۔ ں ں کہ یہ ر

 

ا ہے    س

ک

 کے لیے حیح  ہے، اس لیے ہمیں حاصل  ہوب

   *  ( )    + 

ن لہ  میں   اس طرح سے ہو  کہ     اگر  تعریف:
م
ھ

ک

ن
ℝمیں   یعنی ( Complement)کا  ائ  کھلا  +         *   

  

ک

 ہے، ت

 

 کہتے ہیں۔  و    س

 

 میں بند تحت س

،ϕاور   ۔5مثاك  ہیں۔ یہ اس لیے کیوں کہ  

 

ے  میں کھلے س
ل
 
ن
م
ھ

ک

ن

   اور  ،ϕام کے 

 

اطق اعداد کا س

 

،ℚہیں۔ ب  نہیں  

 

ہے،  میں کھلا س

اطق اعداد 

 

ن لہ یعنی غیر ب
م
ھ

ک

ن
ا۔ یہ اس  ں ں کہ اس کا 

ک

 نہیں ہوب

 

اطق عدد وجود  کسیلیے کیوں کہ  میں کھلا س

 

اطق اعداد کے درمیام ائ  ب

 

دو غیر ب

ا ہے۔ ہم دیکتے ہیں کہ 

ک

(  ℤرکھ

 

 ہے۔  )حیح  اعداد کا س

 

 میں بند س

 کے درمیام کھلے درواز  اور بند درواز  کی طرح تضاد نہیں ہے۔ مثاك کے لیے،  تبصرہ:

 

 اور بند س

 

کھلے  اور بند دونوں  ،ϕاور   کھلے س

 ہیں۔ طرح

 

 نہ تو کھلا ہے اور نہ ہی بند ہے۔ کے س

 

اطق اعداد کا س

 

 ہیں۔ ب

 

 در حقیقت اس خاصیت کے یہی دو س
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راج 

 

 اج

ک

 ایسی  (:Deleted Neighbourhood)ہم سائ

ک

راج   نقاطجس کے  ( )   ہم سائ

 

 میں سے ائ  نقطہ ہٹا دب ا گیا ہو، اج

ک

 ہم سائ

( )  کہلاتی ہے۔ مثاك کے لیے  راج + * 

 

 اج

ک

(       )کے لیے اور     ہے۔ دوسر  الفاظ میں،  ہمسائ  * + ϵ،  

 ائ    

ک

 کے علم حاصل کرنے میں پڑ  گی۔( Limit Points)ورت آپ و  آگے کی پڑائئی میں اتہائئی نقاطضرہے۔ ام کی  ہم سائ

 (Bounded Sets)بستہ سٹس   2.3

اہے ب ا صرف ائ  موعہعہ۔حقیقی اعداد کے ائ  غیر خالی تحتتعریف: 

ک

 و  حقیقی اعداد کا موعہعہ کہا جاب

 

  س

2.3.1    

 

 (Bounded Above Set)اوپر سے بستہ س

ر ائ    ائ  موعہعہ ہے۔ اگر  ائ  حقیقی عدد   مام لو کہ تعریف: 
 
ا ہو کہ ر

ک

      کے لیے     اس طرح وجود رکھ

ک

کی د    و    ، ت

ا  (Upper Bound)ب الا

ک

 کہتے ہیں۔ کسی موعہعہ کی د  ب الا یکتا نہیں ہوتی یہ اس لیے کیوں کہ اگر کسی موعہعہ کی    ہے اور کہا جاب

 

و  اوپر سے بستہ س

   ،    ہو اور   د  ب الا 

ک

 بھی د  ب الا ہوگی۔  ت

2.3.2     

 

 (Set Bounded Below)نیچے سے بستہ س

ر ائ    حقیقی عدد  ائ  موعہعہ ہے۔ اگر  ائ    مام لو کہ تعریف: 
 
ا ہو کہ ر

ک

      کے لیے     اس طرح وجود رکھ

ک

کی د    و    ، ت

ریں ا ہے اور  (Lower Bound)زی 

ک

ریں یکتا نہیں ہوتی یہ اس لیے کیوں کہ اگر کسی   کہا جاب  کہتے ہیں۔ کسی موعہعہ کی د  زی 

 

و  نیچے سے بستہ س

ریں      ،    ہو اور   موعہعہ کی د   زی 

ک

ریں ہوگی۔  ت  بھی د  زی 

 (Bounded and Unbounded Sets) بستہ اور غیر بستہ سٹس   2.3.3

اہی   کسی موعہعہ  تعریف:

 
ک

ا ہے۔ ائ  م

ک

 ب ا موعہعہ کہلاب

 

 کہتے ہیں اگر یہ اوپر اور نیچے سے بستہ ہو۔ ائ  موعہعہ جو بستہ نہ ہو غیر بستہ س

 

و  بستہ س

ا ہے۔ 

ک

 بستہ ہوب

 

 ہے۔ ائ  غیر   س

 

 بستہ س

 (Supremum)اقل ب الائی د     2.3.4

ر ہو جو کہ   ہو اور اگر و ئی حقیقی عدد   کی د  ب الا   اگر کسی موعہعہ  تعریف:

ک

  ہم   سے کم ی

ک

رین  ب الائی   کی د  ب الا نہیں ہے ت

ک

و  اقل ی

رین د  و  ( .l.u.b)د 

ک

و یہ  کہتے ہیں۔ اقل ی
عل
 بھی کہتے ہیں۔ (Supremum)کا 

ریں د     2.3.5  (Infimum)اعظم زی 

ریں   اگر کسی موعہعہ  تعریف: ر ہو جو کہ   ہو اور اگر و ئی حقیقی عدد   کی د  زی 

ک

  ہم   سے اعلی ی

ک

ریں نہیں ہے ت رین    کی د  زی 

ک

و  اعظم ی

ریں د  ن ہ  کہتے ہیں۔ اقل ب الائی د  و  ( .g.l.b)زی 
 بھی کہتے ہیں۔( Infimum)کا سفل

ریں   کی د  ب الا   کسی موعہعہ اگر  تعریف:     اور د  زی 

ک

 کہتے ہیں۔(Oscillation) کا اہتزاز  و  موعہعہ     ہو، ت
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را عنصر  اگر  موعہعہ  تبصرہ:

 

    میں س  سے ی 

ک

رین عنصر کہتے ہیں۔ اگر  موعہعہ   و    ہو، ت

ک

ا عنصر  کا اعظم ی

 

    میں س  سے چھوب

ک

ہو، ت

رین   و    

ک

    کا   عنصر کہتے ہیں۔ یہ واضح ہے کہ اگر کسی موعہعہ کا اقل ی

ک

را عنصرہے، ت

 

رین ب الائی   اوپر سے بستہ ہوگا اور   س  سے ی 

ک

اقل ی

                   د  ہوگی اور اس صورت میں 

    کا   ہوگا۔ اور ب اکل  ای  طرح اگر کسی موعہعہ 

ک

ا عنصرہے، ت

 

ریں د  ہوگی اور اس   بستہ ہوگا اور نیچے سے   س  سے چھوب رین زی 

ک

اعظم ی

 ہوگا۔                    صورت میں 

  ۔6مثاك

 

 بستہ ہے اور اس کی ب الائی د یں  +            *  س

 

ہے۔ یہ س

   

  
ریں د یں      ،  ، وغیرہ ہیں۔ زی 

  ، 
 

 
رین ب الائی د      ،  ،

ک

ریں د  کی تعریف سے                 وغیرہ ہیں۔ اقل ی رین زی 

ک

اور اعظم ی

 ہے۔                

رض کرو کہ 7مثاك

 

2  ۔ ق
 

 
    3  2  

 

 
 
 

 
  3 

 

  س

ک

،   ، بستہ ہے اور اس کی ب الائی د یں    ، ت
 

 
وغیرہ ہیں اور     ،

رین ب الائی د  

ک

ریں د یں ہوگی۔                اقل ی ،  ،    زی   
 

 
ریں د       ، رین زی 

ک

وغیرہ ہیں۔ اور اعظم ی

ا ہے۔       ہے یہ صاف ہے کہ           

ک

 وجود نہیں رکھ

2  اگر  ۔7مثاك
    

    
        3  

 

  س

ک

رین ب الائی د     ہے، ت

ک

ریں د       بستہ ہے اور اقل ی رین زی 

ک

اور اعظم ی

ا ہے ؛ و      

ک

          جود نہیں رکھ
 

 
          اور  

 

 
 

 آپ درجہ ذیل سوالات کی جانچ کیجیے:

1.   2
(  ) 

 
 حاصل کرو۔       اور        کے لیے 3    

2.   2  
(  ) 

 
 حاصل کرو۔      اور       کے لیے 3    

3.   2
 (   )

 
 حاصل کرو۔      اور        کے لیے3    

رض کرو کہ  (:Statement)بیام

 

 و ئی موعہعہ ہے،  ق

i)  ریں   کی د  ب الا   اگر کسی موعہعہ     اور د  زی 

ک

    ہو، ت

ii)   اگر وجود رے ہوں تو وہ یکتا ہوتے ہیں۔      اور       کے لیے 

 (:Result)نتیجہ

رین  اگر کسی موعہعہ 

ک

  ائ  عدد     ہو اور   (      )ب الائی د   کی اقل ی

ک

ا ہے     ائ  حقیقی عدد ہو ت

ک

اس طرح وجود رکھ

ریں د )  ہو۔ ای  طرح اگر       کہ  رین  زی 

ک

  ائ  عدد     ہو اور   (       کی اعظم ی

ک

اس     ائ  حقیقی عدد ہو ت

ا ہے کہ 

ک

 ہوگا۔      طرح وجود رکھ

 کرو کہ   گر ا  ۔8مثاك

ک

 
ات

 

  ب

ک

ریں د  ہے، ت  ہے جس میں ائ  زی 

 

 کا ائ  غیر خالی تحت س

 

ریں د    حقیقی اعداد کے س ریں زی 

ک

میں اعظم ی

ا ہے۔      )

ک

 ( وجود رکھ
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رض کرو کہ  حل۔

 

ریں د    ق    کی زی 

 

   +      *  ذیل   ہے۔ ائ  س

ک

ررف ہے۔ ت
ع

ک

می
د  ب الا ہوگی۔ یہ اس لیے کہ    سے 

      اگر

ک

رض کرو کہ      جس سے       اور اس لیے      ، ت

 

ا ہے۔ق

ک

رین ب الائی د    حاصل ہوب

ک

ہے جو کہ   کی اقل ی

   

ک

ا ہے۔ ت

ک

 کی خصوصیت سے وجود رکھ

ک

ریں د    کاملی ت رین زی 

ک

ریں د    ہوگی۔ ں ں کہ    کی اعظم ی ہے اور    کے لیے زی 

ریں  د     اب مام لو کہ      اور      اور پھر               کی زی 

ک

کی اقل   ہوگی۔ ں ں کہ    کی ب الائی  د     ہے، ت

رین ب الائی د  

ک

    ی

ک

 ہوگا۔     ہے اور       ہے، ت

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  2.4

 جیومترائی طور پر ائ  سیدھی لائن دیکھااس اکائی میں ہم نے  

 

ہوتی ہے۔ دوسر  الفاظ میں، حقیقی اعداد کے  کہ حقیقی اعداد کا س

 

 

ا ہے   ائ   مطابقت ہوتی ہے۔ ہم نے  -اور جیومترائی لائن کے درمیام ائ    الجبرائی س

ک

 ہوب

 

میں ائ  وقفہ کی تعریف و  سمجھا کہ یہ وہ س

ر جوڑ  ب ا اختتای نقاط کی درمیانی قدر جو اس میں موجود ہوں، وجود رکھتی
 
 کے  جس میں اعداد کے ر

ک

ہے۔ اس کے بعد کسی حقیقی عدد کی ہم سائ

ر نقطہ ائ  داخلی نقطہ ہو۔ ائ  داخلی نقطہ
 
ا ہے اگر اور صرف اگر اس کا ر

ک

 ہوب

 

 ائ  کھلا س

 

 کی۔ ہم نے بتاب ا کہ کا تحت س

ک

 وہ تصور کی وضاج

 

 

 کا تحت س

 

ا ہے جس کا ائ  ہم سایہ دیے گئے س

ک

 قطعی ہوب

 

را  ہو۔ حقیقی اعداد کا بند تحت س

 

 
میں کھلے سٹس ہیں۔   طور پر وہ ہے جس کے اج

ریں د  کے تصور کی تعریف کی ہے۔ اس کی وجہ سے   بعد میں ہم نے   کے لیے ب الائی د  اور زی 

 

 کے  لیے ب الائی   کے تحت س

 

کے تحت س

ریں د   اور  ا  د  اور زی 

 
 

ریں د  کی ن رین زی 

ک

رین ب الائی د  اور اعظم ی

ک

 کے اقل ی

 

رین ب الائی د  اور کے دیے گئے تحت س

ک

ندہی ہوئی۔ اگر یہ اقل ی

 کی قلیل اور عظیم قدریں کہتے ہیں۔ ہم نے ام د ود و  وسیع پیمانے

 

 کے عناصر ہوں تو ام و  ب الترتیب تحت س

 

رین ب الائی د  تحت س

ک

 پر اعظم ی

 واضح کرنے والی مختلف مثالوں کا مطالعہ کیا۔ 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 2.5

رین ب الائی حقیقی خط، اعداد

ک

، نیچے سے بستہ، اوپر سے بستہ، ب الائی د ، اقل ی

ک

، بند تحت س

 

ی خط ، وقفہ، کھلا اور بند وقفے، داخلی نقطہ، کھلا تحت س

 

 

، غیر بستہ س

 

رین، بستہ س

ک

ریں د ، اقل ی رین زی 

ک

ریں د ، اعظم ی رین، زی 

ک

 د ، اعظم ی

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 2.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 2.6.1

 مثبت اعداد بر ک لائن کے ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ طرف ہوتے ہیں۔ .1

(a) 
 ب ائیں 

(b) 
 دائیں

(c) 
 نہیں

(d) 
ر طرف

 
 ر

 وقفہ نہیں ہے  ں ں کہ+               *   .2

(a)     (b)     (c)      (d)     
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3.  

 

اہی س

 
ک

 ہے +          *  لام

(a) 
 غیر بستہ

(b) 
اہی

 
ک

 م
(c) 

 خالی
(d) 

 بستہ

4.  

 

  2  س
 

 
 میں ہے 3    

(a) 
ریں د  رین زی 

ک

 اعظم ی
(b) 

ریں د   زی 
(c) 

 قلیل
(d) 

 عظیم

   ائ  کھلا وقفہ  .5

 

ا ہے۔میں ائ  کھلا س

ک

 (T/F)      ہوب

   ائ  بند وقفہ  .6

 

ا ہے۔میں ائ  بند س

ک

 (T/F)       ہوب

رمیں    .7   ر 

 

ن
س

ے وقفوں کا اجماع ائ  کھلا 
ھل

ھ

ا ہے۔

ک

   (T/F)      ہوب

 (T/F)    ہیں۔  اور   کے صرف تحت سٹس جو کھلے اور بند دونوں ہیں وہ    .8

9.  

 

اطق اعداد کا س

 

 (غیر بستہ/)بستہ       ۔ ۔۔۔۔۔۔ ہے۔  ب

ریں د  ۔ ۔۔۔۔۔۔ ہے۔ .10 رین زی 

ک

 کی اعظم ی

 

 طبعی اعداد کا س

11.  

 

رین ب الائی د   ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتی ہے۔کے لیے منفی حیح  اعداد کے س

ک

  اقل ی

 میں ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ اور  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتے ہیں۔    .12

 

اہی تحت  س

 
ک

ر ائ  م
 
    کے ر

رین ب الائی د ، عظیم، قلیل(

ک

ریں د ، اقل ی رین زی 

ک

 )اعظم ی

 درجہ ذیل کا ملاپ کریں: .13

I.  
مثبت حقیقی اعداد کا اقل ب الائی 

 ہے۔(Supremum)د 

a.  اہی

 
ک

 (Finite)م

II.  
ریں  سبھی مثبت وای ت کسروں کی اعظم زی 

 ہے۔(Infimum)د 

b.    ائ 

III.  
ا   حقیقی عدد  کے لیے نقاط کی تعداد مساوی ہے ب 

 بر ک لائن ہے۔

c.  0 

IV.  کا اہتزاز ہے۔ 

 

اہی س

 
ک

 (Non Existent)غیر موجود  .d کسی م

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 2.6.2

 کہ دکھائیے  .1

 

ر ائ  غیر خالی کے  ℕطبعی اعداد کے س
 
ریں د ر  میں اعظم زی 

 

 ہے۔ موجود ہوتی (Infimum)تحت س

ر کیا جا سکتا ہے؟ تفصیل کے ساتھ بیام کیجیے حقیقی .2
 
رعکس کیسے اہر  ۔اعداد و  لائن پر نقاط کے طور پر اور اس کے ی 

3.  

 

2  س
    

    
رین ب الائی د  ) 3        

ک

ریں د  )      کے لیے اقل ی رین زی 

ک

( حاصل       (  اور اعظم ی

 ۔کرو
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4.   2
(  ) 

  
 حاصل کیجیے۔       اور       کے لیے 3    

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 2.6.3

کی  (Minimum)اور قلیل ( Maximum)عظیم۔کی تعریف مثاك کے ساتھ  کیجیے      اور       کسی موعہعہ کے لیے  .1

 تعریف کیجیے۔ کچھ مثالیں بھی دیجیے۔

 کیجیے۔ .2

ک

 کی بھی تعریف کیجیے اور اس کی وضاج

 

 کی تعریف کیجیے اور بستہ س

 

 اور نیچے سے بستہ س

 

 مثاك کے ساتھ اوپر سے بستہ س

 کے داخلی نقطہ کی تعریف کیجیے۔    .3

 

 کی  کے تحت س

 

 تعریف کیجیے۔ مثالیں دیجیے۔  کے کھلے اور بند تحت س

 کیا درجہ ذیل کھلے ب ا بند وقفے ہیں؟ جواز پیش کیجیے: .4

(a) ,   ) (b) (   - (c)   (d)   

 کرو کہ .5

ک

 
ات

 

  ب

 

ا ہے۔کا کھلا  تحت  س

ک

 ، کھلے وقفوں کا اجماع ہوب

ر کردہ 2.7

 

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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   ۔  3اکائی 

ک

 کی کاملی ت

(Completeness of  ) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    3.0

 مقاصد    3.1

 اصوكاستقرا کا     3.2

 رب اضیاتی استقرا کا اصوك  3.2.1  

رتیب کا اصوك  3.2.2  

ک

 ی

ک

 درس

  3.2.3  ℚذی خاصیت

 

ن ڈ
م
ک

 کے لیے آر

 موضوع    3.3

ک

 کاملی ت

ذی اصوك  3.3.1  

 

ن ڈ
م
ک

 آر

 کے  3.3.2  

ک

ذکِائنڈ کی خاصیت کاملی ت

 

 لیے ڈپ 

3.4     

ک

ذکِائنڈ کی خاصیت کی کاملی ت

 

  موضوع اور ڈپ 

ک

 معادل

  3.4.1  ℝاطق اعداد کی کثافت

 

اطق ب ا غیر ب

 

 میں ب

 اکتسابی نتائج    3.5

 کلیدی الفاظ    3.6

 نمونہ امتحانی سوالات    3.7

  معروضی جواب ات کے حامل سوالات  3.7.1  

 مل سوالاتمختصر جواب ات کے حا  3.7.2  

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  3.7.3  

ر کردہ اکتسابی مواد    3.8

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید  3.0

 ے  
ی

 

قط

ا ہے اور ضیہ   1ہم پہلی اکائی کے 

ک

ر ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

اطق نقاط کا س

 

 کیا کہ  2میں دیکھ چکے ہیں کہ حقیقی لائن پر سبھی ب

ک

 
ات

 

میں ہم نے ب

اطق اعداد( نقاحقیقی لائن پر سبھی 

 

اطق نقاط)یعنی غیر ب

 

ا ہے۔ اس سے ہم فوراً اس نتیجہ پر پہنچتے ہیں کہ غیر ب

ک

ر نہیں ہوب ذی 

 

 شمارپ 

 

 حقیقی لائن پرط کا س

رق کرنے 

 

ا ہے۔ تھوڑا سا ق

ک

اہی ہوب

 
ک

ر طور پر لام ذی 

 

 غیر شمارپ 

 

اطق اعداد کا س

 

ٹی کے لیے ای وجود رے ہیں۔ یقیناً یہ دکھنا  بہت آسام ہے کہ غیر ب

اطق اعداد حقیقی لائن پر کالے آسمام میں ستاروں کی طرح ب ایے جاتے ہیں اور  (E. T. Bell)بیل

 

 کیا کہ ب

ک

 
ات

 

نے ائ  حیرت انگیز استعارہ ب

اطق اعداد کا آسمام ہے۔ اب طلبا اس ثبوت سے واقف ہو گی  ہوں گے کہ 

 

ا ہے۔ یہ ثبو 2پیچھے کا گہرا کالاپن غیر ب

ک

اطق ہوب

 

ت کا مربع ریشہ غیر ب

ا ضروری ہے

 

اطق اعداد کا اچھی تعداد میں موجود ہوب

 

ا ہے۔ حقیقت میں، غیر ب

ک

ر کرب
 
اطق اعداد کی موجودگی و  اہر

 

 ۔ائ  نمونہ کی مدد سے غیر ب

 

 

ر ہے ں ں کہ حقیقی اعداد کا س ذی 

 

 غیر شمارپ 

 

  ذیل د ℝاگر طلبا مام لیتے ہیں کہ حقیقی لائن پر تمال نقاط کا س

ک

ا ہے، ت

ک

لیل لا محدود ہوب

 ہیں جو بتاتی ہے کہ 

ک

ا ہے جتنے کہ خود  ℝسے وہ مایوس ہو سکت

ک

ا کیوں نہ ہو قطعی طور پر اتنے ہی نقاط رکھ

 

میں  ℝکا  و ئی بھی کھلا وقفہ چاہے کتنا بھی چھوب

رض کرو کہ 

 

  کہ   اور   ہوتے ہیں۔ ق
 

ر (3.0.1)ہے۔ شکل  ائ  کھلا وقفہ (   )اور مام لیجیے کہ     و ئی دو حقیقی اعداد ہیں ج
 
سے اہر

ا ہے کہ

ک

ا ائ  مطابقت   کے نقطہ  ℝاور   کے نقطہ  (   )ہوب

ک

وجود  (One to One Correspondence)کے درمیام کس طرح ائ  ب

رہ میں حاصل کرتے ہیں (   )ب اتی ہے؛ ہم  

ک

رہ و  حقیقی لائن و  ائ  نصف دای

ک

جیسا کہ  پر ممای  طور پر چھوڑ دیتے ہیں ℝ؛ اس نصف دای

ر ہےاور اس کے مبدا کی طرف  (3.0.1)شکل
 
رجیح و  جوڑ دیتے ہیں۔ اگر ضابطے اس قسم کی جیومتری وجوحات کے مقابلہ    اور  سے اہر

ک

ی

 ہے اور یہ  (   )   اور (   )  حقیقی اعداد   (   )    ب اتے ہیں تو ہم دیکھتے ہیں کہ 

ک

کے درمیام ائ  عددی معادل

  .      کہ 
 

 
 ہے۔  ℝاور  (   )وقفہ  /

ک

 کے درمیام ائ  اور عددی معادل

 

 (: کھلے وقفہ اور حقیقی لائن کے درمیام ائ  ائ  مطابقت3.0.1شکل )

 

P 

P’ 

1 -1 O 
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ا  ائ  مطابقت (   )اور   (   ): 3.0.2شکل 

ک

ر تفاعل(کے درمیام ائ  ب ا ائ  اور ی 

ک

 )ائ  ب

 (Objectives)مقاصد 3.1

 ہو جائیں گے کہاس اکائی 
 
 و  پڑھنے پر آپ اس قاب

 کے موضوع و  سمجھ  سکیں ۔ 

ک

 کاملی ت

 ذی اصوك و  سمجھ سکیں۔

 

ن ڈ
م
ک

 آر

 ررف ہو سکیں اور
ع

ک

می
ذکائنڈ کٹ سے 

 

 ڈپ 

 ا سمجھ سکیں

 

ذکائنڈ کی خاصیت کا معادك ہوب

 

 موضوع اور ڈپ 

ک

 ۔کاملی ت

 (Principle of Induction)استقرا کا اصوك 3.2

 (Principle of Mathematical Induction)کا اصوك رب اضیاتی استقرا   3.2.1

رض کرو کہ 

 

ر ائ   ℕق
 
 ہے۔ ر

 

ہے۔ اگر ( Statement)کے لیے ائ  بیام  طبعی عدد  ( ) کے لیے مام لیجیے کہ     طبعی اعداد کا س

(i)  ( )(  ہو اور 

ک

 ہے ( )  (iiدرس

ک

 ہے(   )  درس

ک

  درس

ک

ر کسی  ( ) ، ت
 
 کے لیے در    ر

ک

س

 ہے۔

رض کرو کہ  تعریف:

 

 ہے۔ کسی حقیقی عدد   ق

 

رین عنصر  و    حقیقی اعداد کا ائ  غیر خالی تحت س

ک

ا ہے اگر  (Least Element)کا کم ی

ک

کہا جاب

 ہو۔     کے لیے     کسی ائ  

 

0 𝑥 1 

𝑥   𝑥 

𝑎 𝑏 

𝑥   𝑥 

𝑌  (  𝑥)𝑎  𝑥𝑏 

 نسبت
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رتیب کا اصوك   3.2.2

ک

 ی

ک

 (Principle of Well Ordering)درس

  ضیہ :

 

ا ہے۔کے کسی بھی طبعی اعداد کے س

ک

رین عنصر وجود رکھ

ک

  میں ائ  کم ی

 

   غیر خالی تحت س

رض کرو کہ ثبوت:

 

  ۔ ہم مام لیتے ہیں کہ   اور   ق

 

رین عنصر موجود نہیں ہے۔ ائ  س

ک

  میں و ئی بھی کم ی

      ، اگر    رف کرتے ہیں ۔ ابسے متعا+               *  و 

ک

کا   ہوگا اور    ہو، ت

رین

ک

ا ہے کہ  1عنصر  کم ی

ک

ار  مفروضہ سے تضاد کرب
 
رض کرو کہ   ہوگا جو کہ ہ

 

ا۔ ق

ک

رین عنصر وجود نہیں رکھ

ک

      میں و ئی کم ی

ک

، ت

        اگر ،      ہوگا۔ ہم دعویہ کرتے ہیں کہ              

ک

اس طرح وجود   ائ  عدد  ہو، ت

ا ہے کہ 

ک

ا ہے کہ  ہو۔ اگر    اور            رکھ

ک

کیوں کہ اگر       اور       اب یہ پیروی کرب

       

ک

 جو کہ ائ  تضاد ہے۔    اور     ، ت

ار  مفروضہ سے کہ
 
  ائ  عدد   ں ں کہ ہ

ک

ا، ت

ک

رین عنصر وجود نہیں رکھ

ک

ا ہے اس طرح سے کہ     میں و ئی کم ی

ک

وجود رکھ

          ہے۔ اگر       

ک

جو کہ حقائق         ،    ، لیکن    ۔ اس لیے ہوگا    ہو، ت

      اور           سے متصادل ہے۔ اس لیے     

ک

        کی تعریف سے   ہے۔ ت

چ 

 

ض
ا غلط ہوا۔ اس لیے   کہاس طرح مفرو

ک

رین عدد  وجود نہیں رکھ

ک

ا ہے۔  میں و ئی کم ی

ک

رین عدد  وجود رکھ

ک

 میں ائ   کم ی

 اکائی میں دی گئیں درجہ ذیل تعریفات و  ب اد کیجیے:آپ پہلی 

  تعریف:

 

ℝس  3    ب ا               2 

 

 کہتے ہیں۔ ℤو  حیح  اعداد کا س

       ائ  مثبت حیح  عدد ہو اور اگر   ہو، اور     اگر 

ک

ا ہے۔ عدد   ت

ک

ا  0ائ  منفی حیح  عدد کہلاب

 

 )صفر( و  غیر منفی غیر مثبت حیح  عدد ماب

 

 

ا ہے۔ س

ک

 ہے۔ + *  جاب

 

 منفی حیح  اعداد کا س

  تعریف:

 

ℚس  2
 

 
اطق اعداد 3        

 

  (Rational Numbers)و   ب

 

ℚکہتے ہیں۔ مساوی طور پر  ℚکا س  

ا ہے۔    +                         *

ک

اطق عدد کہلاب

 

اطق عدد نہ ہو، غیر ب

 

ا ہے۔ ایسا حقیقی عدد جو ب

ک

 ہوب

3.2.3  ℚذی خاصیت

 

ن ڈ
م
ک

 (Archimedean Property for ℚ)کے لیے آر

  ائ  عدد     اور  ℚ    اگر  ضیہ : 

ک

ا ہے کہ     ، ت

ک

 ہو۔     اس طرح وجود رکھ

رض کرو کہ     ہو تو     ہوگا۔ اگر     ہو تو     اگر   ثبوت:

 

  ہے،       ہوگا۔ ق
 

 
  اور  

 

 
لے کر ہمیں  

ا ہے اور         

ک

حاصل ہوب

   

  
 
  

  
ا     . ب 

 

 
/  

 

 
اور           ،  جہاں     جس سے ہم حاصل کرتے ہیں  
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 موضوع   3.3

ک

 (Completeness Axiom)کاملی ت

رین ب الائی د 

ک

ہوتی ہے۔  اس طرح حقیقی اعداد کے نظال و   (Least Upper Bound)اوپر سے بستہ حقیقی اعداد کے موعہعہ کی اقل ی

رتیبی میدام

ک

 کی طرح بیام کیا جا سکتا ہے۔   (Complete Ordered Field)قطعی طور پر کامل ی

ذی اصوك   3.3.1

 

ن ڈ
م
ک

 (Archimedean Principle)آر

  ائ  طبعی عدد    حقیقی اعداد ہیں اور اگر   اور  اگر

ک

ا ہے   ، ت

ک

     کہاس طرح وجود رکھ

رض کرو کہ  ثبوت: 

 

ر ائ       اور     ق
 
    اور  کے لیے دو حقیقی اعداد    کے ساتھ ر

ک

موعہعہ   وجود رے ہیں، ت

ا ہے اس طرح سے کہ  +          *  

ک

 کے موضوع سے ائ  حقیقی عدد وجود رکھ

ک

کی ب الائی د  ہوگی۔ کاملی ت

       اس طرح سے کہ      ب الائی د  نہیں ہے۔ اس لیے     کی   اور       ہو۔ اب ں ں کہ           

     (   )ہوگا۔ ں ں کہ     (   )ہوگا۔ لیکن اس کا مطلب یہ ہے کہ 

 

ار  مفروضہ )  س
 
  کا ائ  عنصر ہے جو ہ

ا ہے۔   موعہعہ 

ک

 کی ب الائی د  ہے( سے تضاد کرب

 ے میںاوپر   (:Remark)تبصرہ
ی

 

قط

ر ائ  حقیقی عدد     دیے گئے 
 
ا ہے کہ ر

ک

  کے لیے ائ  مثبت حیح  عدد   درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوب

ا ہے کہ

ک

ر ائ  حقیقی عدد   اس طرح وجود رکھ
 
ا ہے کہ   کے لیے ائ  حیح  عدد ہے۔ ای  طرح ر

ک

ہے۔     اس طرح وجود رکھ

ر ائ  حقیقی عدد 
 
ا ہے کہ     عدد کے لیے ائ  طبعی  ساتھ ہی ر

ک

اس طرح وجود رکھ

 

 
 ہو۔   

ذکِائنڈ کی خاصیت   3.3.2

 

 کے لیے ڈپ 

ک

 (Dedekind’s Completeness Property)کاملی ت

رض کرو کہ 

 

  تمال ℝدو غیر خالی موعہعہ)  اور   ق

ک

( ہیں۔ ت

 

  جوڑ      اور     کے تحت س

ک

و  کہا  (   )کے لیے مرت

ا ہے کہ وہ ائ  

ک

ا ہے اگر  جاب

ک

ذکائنڈ کٹ کی تشکیل کرب

 

ذکائنٹ کی خاصیت کے    اور  ℝ    ،      کٹ۔ٔ۔ ب ا ڈپ 

 

ہو۔ ڈپ 

ا   مطابق ب ا تو   میں اقل عدد موجود ہوگا۔  میں اعظم عدد موجود ہوگا ب 

3.4      

ک

ذکِائنڈ کی خاصیت کی معادل

 

 موضوع اور ڈپ 

ک

 کاملی ت

(Equivalence of Completeness Axiom and Dedekind’s Property) 

 درجہ ذیل ائ  دوسر  کے معادك ہیں: 

i)  ر ائ  حقیقی عدد   اور  اگر تمال حقیقی اعداد و  دو غیر مشترک جماعتوں
 
 خالی نہ ہو، ر

ک

ر ائ  جماع
 
 دب ا جائے کہ ر

 
 

میں اس طرح ب ات

 سے ہو اور

ک

ر ائ  عدد  کسی ائ  جماع
 
ا تو  کا ر   ب 

ک

ا ہو، ت

 

ر ائ  عدد سے چھوب
 
ا   کے ر رین عدد موجود ہوگا ب 

ک

میں  ائ    میں اعظم  ی

ا  ہوگا۔

ک

رین  عدد وجود رکھ

ک

 اقل ی

ii)   رین ب الائی د  وجود رکھتی ہے۔

ک

 میں ائ  اقل ی

 

ر ائ  غیر خالی اوپر سے بستہ تحت س
 
 کے ر
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ر ثبوت۔
 
ذکِائنڈ کی خاصیت و  ضار

 

 موضوع ڈپ 

ک

 کریں گے کہ حقیقی اعداد کے لیے کاملی ت

ک

 
ات

 

رض س  سے پہلے ہم یہ ب

 

ا ہے۔ اس کے لیے ق

ک

 کرب

رین ب الائی د  وجود رکھتی ہے۔ مام لیجیے کہ   کرو کہ 

ک

 میں ائ  اقل ی

 

ر ائ  غیر خالی اوپر سے بستہ تحت س
 
   اور  کے ر

 

   حقیقی اعداد کے س

 ہیں اس طرح سے کہ

 

 کرنے کی ضرورت             اور       کے دو غیر خالی تحت س

ک

 
ات

 

ہے ہو۔ ہمیں یہ ب

ا   کہ ب ا تو  ا ہے ب 

ک

رین( عدد وجود رکھ

ک

را )اعظم ی

 

رین( عدد موجود ہے۔ ں ں کہ   میں س  سے ی 

ک

ا )ادنیہ ی

 

ر ائ  رکن   میں س  سے چھوب
 
کے   کا ر

  

ک

ر ہے ت

ک

ر ائ  رکن سے کم ی
 
ہ ہوگا۔ اگر   ر

 

ن
 ص
ت
 کرنے کی ضرورت نہیں  اوپر سے 

ک

 
ات

 

را عدد موجود ہے تو ہمیں کچھ بھی ب

 

 میں س  سے ی 

   ہے۔اگر 

 

را عدد موجود نہ ہو تو اس کے ب الائی د وں کا س

 

 موضوع  سے میں س  سے ی 

ک

میں س  سے  ہوگا اور حقیقی اعداد کے لیے کاملی ت

ا ہے۔ اس لیے  ب ا تو 

ک

ا عدد وجود رکھ

 

ا   چھوب ا ہے ب 

ک

را  عدد وجود رکھ

 

ا  عدد موجود ہے۔  میں س  سے ی 

 

 میں س  سے چھوب

ر

 

 ہے۔ مام لیجیے کہاس کے ب العکس، ق

ک

ذکِائنڈ کی خاصیت درس

 

 ہے۔ ض کرو کہ  ڈپ 

 

 حقیقی اعداد کا اوپر سے بستہ ائ  س

 کی تعریف اس طرح کرتے ہیں کہ  اور  اب ہم 

 ہیں۔ 3 کی  ب الاد  ہے     2   اور 3 کی ب الاد  ہےنہیں     2  

ر ہے کہ
 
ا تو             اور       ،          اہر ذکائنٹ کی خاصیت کے مطابق ب 

 

  ڈپ 

ک

میں   ہوگا، ت

 میں اقل عدد موجود ہوگا۔  اعظم عدد موجود ہوگا ب ا 

رض کرو کہ 

 

   αمیں اعظم عدد موجود ہے اور مام لیجیے کہ وہ   اگر مکن  ہو تو ق

ک

αہے۔ ت  ہیں کہ        

ک

ہوگا اس سے ہم کہہ سکت

ا ہے کہ     یہ ہوا کہ ائ  عنصر د  ب الا نہیں ہے۔ اس کا مطلب  کی 

ک

αاس طرح وجود رکھ ہو۔ مام لو کہ    

α  

 
   

ک

حقیقی عدد ہے، ت

α  
α  

 
 ہوگا۔   

ں ں کہ

α  

 
     

α  

 
ہے۔ لیکن    

α  

 
ہے، اس لیے    

α  

 
ہوگا۔ اس طرح    

α  

 
 

 

کی د  ب الا نہیں ہے۔ جو   س

رین ب الائی د  وجود رکھتی   ۔ اس لیے میں اعظم عدد  نہیں ہے  لیے  کہ تضاد ہے۔ اس

ک

میں اقل عدد موجود ہے اور اس لیے میں ائ  اقل ی

 ہے۔

3.4.1  ℝ اطق اعداد کی کثافت

 

اطق ب ا غیر ب

 

 (  Density of Rational or Irrational Numbers in)میں ب

رض کر وکہ 

 

      اور       ق

ک

ہے،  ت

   

 
ہوگا۔  مام لیجیے کہ    

   

 
   اور    ہے۔  (   )    

ک

کا اوس

کا بیچ کا نقطہ  (    )

    

 
رض کرو کہ یہ    

 

ا ہے۔ ق

ک

رض کرو کہ    ہوب

 

  (   )     ہے۔  اب ق

ک

   اور    ، ت

ک

 (    )کا اوس

     کا بیچ کا نقطہ
    

 
اطق اعداد  (   )   

 

کے لیے     کے بیچ    اور   ہوگا۔ اس لیے رب اضیاتی استقرا کے اصوك سے ب

اطق اعداد 

 

اہی ب

 
ک

 وجود رے ہیں۔   لام

 

𝑎 
𝑏 𝑐  𝑐  𝑐  𝑐𝑛 

 

𝑐𝑛 …

. 
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ً اس لیے ہم حاصل کرتے ہیں کہ کسی اا

ک

ن
ی ق
قق
اطق اعداد وجود رے ہیں۔ 

 

اہی ب

 
ک

اطق اعداد کے بیچ لام

 

اہی دو حقیقی  کسی دو ب

 
ک

اعداد کے بیچ لام

اطق اعداد ہوتے ہیں۔ اس و  

 

 کہتے ہیں۔ (  )کی کثافت   میں   ب

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  3.5

دو کھلے وقفوں کے درمیام ائ  ائ  مطابقت ہوتی ہے۔ یعنی کسی کھلے وقفہ کی مبائئی اس میں  کسیکے   اس اکائی میں ہم نے دیکھا کہ 

یموجود  نقاط 

 

لی ت

 

 ن
ی

ر  ہوتی  ہے۔ ( Cardinality)کی تعداد)جسے کارڈ

 

 کہتے ہیں(  پر بے ای

 میں ائ  

 

 موضوع کی تعریف کی ہے جس کے مطابق حقیقی اعداد کے اوپر سے بستہ کسی غیر خالی تحت س

ک

اس اکائی میں ہم نے کاملی ت

ذی اصوك کہتے ہیں۔ ہم نے 

 

ن ڈ
م
ک

رین ب الائی د  وجود رکھتی ہے۔ اس و  آر

ک

ذکِائنٹ کٹ کے ب ار  میں بھی پڑائ جس کے مطابق   اقل ی

 

کے ڈپ 

ر وقفوں   اگر  رای  ر نقطہ   میں اس طرح تقسیم کیا جائے کہ   اور  و  دو ی 
 
ا ہو تو   کا ر

 

ر نقطہ سے چھوب
 
رین ب الائی د    کے ر

ک

میں ائ  اقل ی

ا ہوگی   کیا کہ   ب 

ک

 
ات

 

ً ہم نے ب اا

ک

ن
ی ق
قق
ا عنصر ہوگا۔ 

 

ذی اصوك معادك ہوتے ہیں۔  کی یہ  میں ائ  س  سے چھوب

 

مڈ
 
کت

ذکِائنڈ کٹ خاصیت اور آر

 

ڈپ 

ر ہم نے حاصل

 

 کیا۔ ب الآج

ک

 
ات

 

رتیب کا اصوك ب

ک

 ی

ک

 کیا ساتھ ہی ہم نے رب اضیاتی استقرا کے اصوك و  بھی سمجھا۔ نیز ہم نے طبعی اعداد کے لیے درس

ا ہے۔

ک

  میدام ہوب

ک

 ائ  کامل مرت

 

 کہ حقیقی اعداد کا س

 (Keywords)کلیدی الفاظ 3.6

ذی 

 

ن ڈ
م
ک

، آر

ک

ذکائنڈائ  ائ  مطابقت ،  موعہعہ،  کاملی ت

 

رتیب کا اصوك، کٹ، رب اضیاتی استقرا کا اصوك خاصیت، ڈپ 

ک

 ی

ک

 درس

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 3.7

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات  3.7.1

ر حیح  اعدادسے چھو  کے لیے       .1 رای  ا ب ا ی 

 

 ہے۔ (Integer)ب

(a) , - (b) ,   - (c) , -    (d) ,   - 

 حصہ ہے۔ Integralکا  - ,، جہاں 

اطق اعداد ہے    ہو تو      اگر  .2

 

  ام کے درمیام ب

ک

 کے ساتھ ت

(a)   (b)   (c) 

   

 
 (d)    

|  |  اگر  .3  | |، جہاں ہے | | 

 

  میں عنا  س

ک

ا ہے۔ ت

ک

ر کرب
 
 صر کی تعداد و  اہر

(a)     (b)     (c)     (d)     

ذکِائنڈ کٹ ہے۔ (   ,  اور  (    )   .4

 

رین ب الائی د   ہے  ائ  ڈپ 

ک

 کی اقل ی
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(a)    (b) 1 (c) ∞ (d) 0 

ر ائ  عنصر   من درجہ ب الا سواك میں  .5
 
ریں د   کا ر ا ہے( Lower Bound)کا زی 

ک

 (T/F)   ۔ہوب

ر ائ  عنصر   میں (4)درجہ ب الا سواكمن  .6
 
 (T/F)  ۔ہوتی ہے  (Upper Bound)کی ب الائی د   کا ر

ا ہے  اور   میں  (4)من درجہ ب الا سواك .7

ک

 (T/F)     ۔کا تقاطع غیر خالی  ہوب

ا ہے  کا اجماع   اور   میں (4)من درجہ ب الا سواك .8

ک

 (T/F)      ۔ہوب

 ۔۔۔۔۔۔ مطابقت ہوتی ہے۔میں ۔۔ (   )اور  (   )کھلے وقفوں  .9

اطق اعداد وجود رے ہیں۔ کسی .10

 

اطق اعداد کے درمیام  ۔ ۔۔۔۔۔۔  ب

 

اہی   دو ب

 
ک

اہی(/) صرف م

 
ک

 لا م

اطق اعداد وجود رے ہیں۔ کسی .11

 

اطق اعداد کے درمیام  ۔ ۔۔۔۔۔۔  غیر ب

 

اہی   دو ب

 
ک

اہی(/)صرف م

 
ک

 لا م

اطق ا کسی .12

 

اہی   عداد وجود رے ہیں۔دو حقیقی اعداد کے درمیام  ۔ ۔۔۔۔۔۔  ب

 
ک

اہی(/)صرف م

 
ک

 لا م

 درجہ ذیل کا ملاپ کریں: .13

I.   منفی حیح  عدد ہے۔  غیر مثبت اورغیر a.    

II.  ℚ  ℚ
 
 

b.    

III.  ℚ  ℚ
 
 

c.  ائ  ائ  مطابقت 

IV.  (     ) ہیں   اور d.    

V.  (      )کی تعداد ہے۔ میں نقاط (6    )اور e.  مساوی ہیں 

 
 

f.  ائ  ائ  مطابقت 

 (Short Answer Type Questions) جواب ات کے حامل سوالاتمختصر  3.7.2

 ۔دو کھلے وقفوں میں ائ  ائ  مطابقت ہوتی ہے کسیدکھائیے کہ  .1

 موضوع اور آرکمڈی اصوك و  بیام کیجیے .2

ک

  کیجیےکاملی ت

ک

 
ات

 

اطق اعداد کے لیے ب

 

 ۔؟ بعد والے و  ب

 کرو .3

ک

 
ات

 

 ۔آرکمڈی اصوك و  حقیقی اعداد کے لیے بیام اور ب

ا .4  کے لیے دکھائیے کہ    ضیاتی استقرا کے اصوك و  بیام کیجیے اور رب 

          ∑ 

 

   

 
 (   )

 
 

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات  3.7.3

 کرو۔ .1

ک

 
ات

 

رتیب کے اصوك و  بیام اور ب

ک

 ی

ک

 درس

ذکائنڈ کی خاصیت معادك ہو .2

 

 موضوع اور ڈپ 

ک

 کرو کہ کاملی ت

ک

 
ات

 

 تی ہیں۔ب
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 کرو    رب اضیاتی استقرا کے اصوك سے  .3

ک

 
ات

 

∑کے لیے ب    
    

 (   )(    )

 
∑اور    

    0
 (   )

 
1
 

ا 

ک

ہوب

 ہے۔

ر کردہ اکتسابی مواد 3.8 
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رسٹراسبولزانو    ۔4اکائی 

ک

 ضیہ  وای

(Bolzano Weierstrass Theorem) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   4.0

 مقاصد   4.1

 کا اتہائئی نقطہ   4.2

 

 کسی س

 تنہا نقطہ   4.3

رسٹراسبولزانو    4.4

ک

 ضیہ  وای

 اکتسابی نتائج   4.5

 کلیدی الفاظ   4.6

 نمونہ امتحانی سوالات   4.7

   جواب ات کے حامل سوالات معروضی  4.7.1  

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  4.7.2  

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  4.7.3  

ر کردہ  اکتسابی مواد   4.8

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید 4.0

ا ہے اگر اور صرف اگر ا 

ک

 ہوب

 

 بند س

 

 کے تصور کے ب ار  میں پڑائ۔ و ئی س

 

س کا دوسری اکائی میں ہم نے بند س

ر ائ  نقطہ اندرونی نقطہ (Complement)تتمہ
 
ا ہے اگر اور صرف اگر اس کے نقاط کا ر

ک

 ہوب

 

 کھلا س

 

 ہو اور و ئی س

 

 Interior)کھلا س

Point ) 

 

ا ہے اگر    کے لیے   ہو۔ کسی س

ک

کی ہم  کے لیے    ائ  اندرونی نقطہ ہوب

 

ک

( )  (Neighbourhood)سائ ( )  طرح وجود رکھتی ہو  کہ  اس (       )      

 

ہو۔ اس اکائی میں ہم کسی س

ا ہے اگر اور صرف اگر اس میں  (Limit Point)کے اتہائئی نقطہ

ک

 کہلاب

 

 بند س

 

کے تصور و  پیش کریں گے اور یہ دیکھا جا سکتا ہے کہ و ئی س

 اس کے تمال اتہائئی نقاط موجود ہوں۔

 (Objectives)مقاصد 4.1

 ہوں گے کہ: اس اکا
 
 ئی کے مطاعے  کے بعد آپ اس قاب

   کے اتہائئی نقطہ کے تصور و  سمجھ سکیں۔ 

 

 کے تحت س

   کے تنہا نقطہ کے تصور و  سمجھ سکیں۔ 

 

 کے تحت س

   ردیکی اور اس کے اتہائئی نقطہ کے تصور و  سمجھ سکیں۔

 
 

 کے ی

 

 کے تحت س

  رسٹراسبولزانو

ک

 و   سمجھ سکیں۔کی خاصیت  وای

 کا اتہائئی نقطہکسی 4.2

 

 ((Limit Point of a Set س

ا ہے اگر خود   کسی موعہعہ      نقطہ  :(Definition)تعریف

ک

 میں   کے علاوہ   کا اتہائئی نقطہ کہا جاب

ک

ر ائ  ہم سائ
 
کا ائ  نقطہ وجود   کی ر

ا ہو۔ مساوی طور پر، حقیقی عدد 

ک

   رکھ

 

ا ہے اگر     س

ک

 میں   کا اتہائئی نقطہ  ہوب

ک

ر ائ  ہم سائ
 
کے  لامحدود ارکام  وجود رے ہوں۔   کی ر

   اس کا مطلب یہ ہوا کہ 

ک

ر ائ  ہم سائ
 
    کی ر

 

 اتہائئی نقطہ کے لیے مجتمع      کے لیے س

 

ن
 
فی

 

طی
م

 ہے۔ کچھ 

 

ائ  لامحدود س

ف نقطہ (،Accumulation Point)نقطہ

 

ا ا(Condensation Point)مکی  کا استعماك کرتے ہیں۔  (Cluster Point)ی نقطہائدژ، ب 

ا ہے۔ کسی  (:Remark)تبصرہ

ک

 میں اتہائئی نقطہ نہیں ہوب

 

اہی س

 
ک

 کا ائ  رکن ہو بھی سکتا ہے اور نہیں بھی۔ م

 

کسی موعہعہ کا اتہائئی نقطہ س

 ہیں ب ا و ئی بھی

ک

 میں یکتا اتہائئی نقطہ ہوسکتا ہے ب ا بہت سار  اتہائئی نقطے ہوسکت

 

اہی س

 
ک

ا ہے۔  لام

ک

  اتہائئی نقطہ وجود نہیں رکھ

 

 

   کسی موعہعہ  (:Derived Set)ماخوذ س

 

ا ہے۔ اس و    کے تمال اتہائئی نقاط کا س

ک

 کہلاب

 

ر کرتے ہیں۔ رب اضیاتی طور پر    کا ماخوذ س
 
 سے اہر

قطچااتہائئیکا  ہے    2   
 

 3 ت

1.  

 

 اور حیح  اعداد کا س

 

اہی س

 
ک

، م

 

ا۔کا و  ℤخالی س

ک

 ئی اتہائئی نقطہ نہیں ہوب

2.  

 

2س
 

 
 کا اتہائئی نقطہ نہیں ہے۔  ’0‘کا صرف ائ  اتہائئی نقطہ 3    

 

 کا و ئی بھی نقطہ س

 

 کا رکن نہیں ہے۔ س

 

ا ہے۔ یہ س

ک

 ہوب
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 کے ارکام کی    .3

 

 میں س

ک

ر ہم سائ
 
ر ائ   نقطہ کی  ر

 
ا ہے کیوں کہ  اس کے ر

ک

ر ائ  نقطہ ائ  اتہائئی نقطہ ہوب
 
تعداد  لامحدود ہوتی ہے۔ اس کا ر

     لیے 

4.  

 

اطق اعداد کے س

 

ر ائ  حقیقی عدد   ب
 
ا ہے یعنی   کا ر

ک

ا      کا اتہائئی نقطہ ہوب

ک

اطق عدد کا  کسیاس کی تصدیق کے لیے ہم  ہے۔ہوب

 

دو ب

اطق عدد وجود رے ہیں۔ لیکن 

 

اطق کسیتصور کرتے ہیں جن کے درمیام لامحدود تعداد میں ب

 

 اعداد کے درمیام بھی لامحدود تعداد دو غیر ب

اطق عدد 

 

ر ائ  غیر ب
 
اطق اعداد موجود ہوتے ہیں۔ اس لیے ر

 

ر ائ  حقیقی عدد   میں ب
 
ا ہے اور ر

ک

ا ہے۔   کا اتہائئی نقطہ ہوب

ک

 کا اتہائئی نقطہ ہوب

 :اب آپ درجہ ذیل حل شدہ سواك پر غور کریں

 ؟    کے ماخوذ سٹس کیا ہیں(   )اور -   ,۔1مثاك 

 -   ,  (   ) اور  -   ,  -   ,حل۔

   و ئی موعہعہ  ۔1ضیہ  

 

ا ہے اگر اور صرف اگر ماخوذ س

ک

 ہو۔  ، موعہعہ   بند ہوب

 

 کا تحت س

رض کرو کہ  ثبوت۔

 

 ہے۔ اگر       ائ  بند موعہعہ ہے۔ اگر   ق

ک

  ضیہ  خود بہ خود درس

ک

رض کر     ت

 

  ق

ک

αو کہ ہو ت اب     

ا ہے کہ 

 

 کرب

ک

 
ات

 

αہمیں ب  کرنے کہ لیے مام لیجیے کہ اگر    

ک

 
ات

 

αہے۔ اس و  ب      

ک

αمکن  ہے۔ ت  ہے۔      

 

جو ائ  کھلا س

ϵاس سے ائ   ا ہے کہ   

ک

(   )  اس طرح سے وجود رکھ (   ) ہو۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ      ہے اور       

 ہیں 

ک

ارا مفروضہ   ،   کہجس سے ہم کہہ سکت
 
αکا اتہائئی نقطہ نہیں ہے۔ اس لیے ہ  ہوا۔ اس لیے   

ک

 
ات

 

 غلط ب

α     α ا     ہے۔      ب 

رض کرو کہ 

 

 کرنے کے لیے کہ      اس کے ب العکس، ق

ک

 
ات

 

 ہے ہم مام لیتے ہیں کہ     ہے۔ یہ ب

 

αکھلا س ہے۔ اس      

αسے  ا ہے۔ لیکن    

ک

α     حاصل ہوب ϵہے۔ اس لیے  ائ       ا ہے  کہ    

ک

(   ) اس طرح وجود رکھ    

* + αہے۔ لیکن      ہے۔ اس لیے    

 (   )        (   )      

ا     اس لیے   بند ہے۔  کھلا ہے ب 

رض کرو کہ  تعریف:

 

   ہیں۔ ( کہتے Closureکی بندش)  کے اجماع و     اور   و ئی موعہعہ ہے۔   ق

ک

ر  ̅ کی بندش و  علام
 
سے اہر

 کرتے ہیں۔ اس لیے

 ̅       

    اگر   

ک

 ہے ت

 

ا ہے اور    بند س

ک

̅ اس صورت میں  ہوب ̅ ۔ مساوی طور پر اگر ہے     کہتے ہیں۔   ہو تو موعہعہ    

 

 و  بند س

 کرنے سے پہلے ہم نے بتاب ا  1من درجہ ب الا ضیہ  تبصرہ:

ک

 
ات

 

 و  ب

 

ا ہے اگر اور صرف اگر اس کا   کہ و ئی س

ک

 ہوب

 

بند س

 ہو۔(Complement)تتمہ

 

  کھلا س

 

ا ہے اگر اور صرف اگر   دوسری تعریف میں و ئی س

ک

̅ بند ہوب ہو۔ من درجہ ب الا ضیہ  بند   

 کی انہی دو تعریفات و  جوڑتی ہے اور دکھاتی ہے کہ یہ تعریفات معادك ہیں۔ 

 

 س
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 (Isolated Point)تنہا نقطہ 4.3

رض کرو کہ  تعریف:

 

ا ہے اگر   و     ہے۔ ائ  حقیقی عدد   میں و ئی موعہعہ   ق

ک

ا ہو جس کا    کا ائ  تنہا نقطہ کہا جاب

ک

کا ائ  ایسا ہم سایہ وجود رکھ

 ہو۔  +  *سے تقاطع   

 مثالیں:

1.  

 

رائ  حیح  عدد حیح  اعداد کے س
 
ا ہے۔ ℤر

ک

 کا ائ  تنہا نقطہ ہوب

ر ائ  طاق حیح  عدد    اگر .2
 
ا ہو تو ر

ک

ر کرب
 
 و  اہر

 

ا ہے۔  طاق حیح  اعداد کے س

ک

 کا ائ  تنہا نقطہ ہوب

3.  

 

ر ائ  طبعی عدد، س
 
ℕر ا ہے۔ +        * 

ک

 کا ائ  تنہا نقطہ ہوب

4.  

 

+ *  س   .کا ائ  ہمسایہ ’  ‘ائ  تنہا نقطہ اس لیے ہے کیوں کہ ’  ‘کے لیے  -   , 
 

 
   

 

 
تھ ہی ہے۔سا /

 

 

 ہے۔ ’  ‘میں صرف ائ  ہی مشترکہ نقطہ ہے اور وہ    ہمسایہ اور س

رسٹراسبولزانو  4.4

ک

 (Bolzano Weierstrass Theorem)ضیہ  وای

ا ہے۔ : بیام

ک

اہی موعہعہ میں ائ  اتہائئی نقطہ ہوب

 
ک

ر بستہ لام
 
 ر

رض کرو کہ  ثبوت۔

 

اہی موعہعہ ہے۔ مام لیجیے کہ   ق

 
ک

ریں  و ئی بستہ لام     د  اور زی 

 

رض کرتے ہیں  کہ س

 

ب الائی د  ہے۔ اب ہم ق

(    ) ری د  پر+  

 

اہی ہےی 

 
ک

     *  م

ا ہے۔ ں ں کہ  

ک

ریں د    میں ائ  اتہائئی نقطہ ہوب    کی ائ  زی 

 

  س

ک

(    )ہے۔ ت ہے     خالی ہوگا۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ    

(    )      ائ  موعہعہ ہے،   اور   ہے اور    

 

اہی س

 
ک

کی   اور         ہے۔اس لیے     ائ  لام

رض کرو کہ  کی  اس لیے  ہے۔   ائ  ب الائی د  

 

رین ب الائی د  وجود رکھتی ہے۔ ق

ک

رین ب الائی د   کی  اقل ی

ک

    اقل ی

ک

ϵہے۔ ت کے لیے    

ا ہے کہ    

ک

         اس طرحوجود رکھ

ک

(      )ہے۔ ت    (    )    

(    )لیکن ری د  پر  

 

اہی ی 

 
ک

(      )ہے۔ اس لیے     ہے ں ں کہ م ری د  پر  

 

اہی ی 

 
ک

اقل  کی  ہے۔ ساتھ ہی م

رین ب الائی د  

ک

(      )ہے۔ اس لیے       جس کا مطلب یہ ہوا کہ  ہے۔  ی اہی ہے۔    

 
ک

 لام

(       )اب     (      ) ر ائ     
 
ϵر  ہے۔کے لیے    

 

اہی س

 
ک

 ائ  لام

 ہے۔  کا اتہائئی نقطہ   اس طرح 

(   )اگر  ۔ 1تبصرہ  اہی +  

 
ک

ری د  پرم

 

 کیا جا سکتا ہے کہ      *  ہے ی 

ک

 
ات

 

  یہ ب

ک

 ہے اور   ہو، ت

 

کی اعظم   نیچے سے  بستہ س

ریں د  رین زی 

ک

ا ہے۔   (.g.l.b)ی

ک

 کا اتہائئی نقطہ ہوب

رسٹراسبولزانو  ۔ 2تبصرہ 

ک

   (Sufficient)ضیہ  میں بیام کی گئیں شرائط صرف کافی وای

ک

 غیر بستہ ہو سکتا ہے لیکن ت

 

شرائط ہیں۔ و ئی س

اہی طور پر بہت سار  اتہائئی نقاط ہوتے ہیں۔ ℚاور   بھی اس میں اتہائئی نقطہ ہو سکتا ہے۔ مثاك کے لیے 

 
ک

 ہیں اورام کے لام

 

 غیر بستہ س
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اہی موعہعہ  ۔1ضیہ 

 
ک

رین اتہائئی نقاط ہوتے ہیں۔کسی بستہ لام

ک

رین اور اعظم ی

ک

  میں اقل ی

رض کرو کہ 

 

اہی موعہعہ ہے۔ اب   ثبوت۔ ق

 
ک

 کی تعریف درجہ ذیل کے طرقہ  سے کی ی ت ہے  و ئی بستہ لام

(    ) اہی +  

 
ک

ری د  پرم

 

     *  ہے ی 

رض کرو کہ 

 

رین ب الائی د   کی  ق

ک

    اقل ی

ک

   ، جہاں      ہے اور   کا اتہائئی نقطہ   ہے۔ ت

 

ہے۔ اگر  (Derived Set)  کا  ماخوذ س

  یہ مکن  ہے کہ     

ک

 ہو۔       و  اس طرح منتخب کیا جائے کہ     ہو ت

(    )    اب  اہی   

 
ک

ری د  پرم

 

  ہم  ی 

ک

 ہے، ت

 

ϵس  ہیں کہ     

ک

(       )و  اس طرح منتخب کر سکت  

  ہو۔  (    )

ک

(   ) ت    (       )    (    ) اہی جو کہ    

 
ک

ری د  پرم

 

 ہے۔ اس لیے  ی 

 

س

 (   )  ہے۔ اس طرح    

 

اہی س

 
ک

کا کم    اور اس لیے      کا اتہائئی نقطہ نہیں ہے۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ  ،    ائ  م

رین رکن 

ک

 کیا جا سکتا ہے کہ  ی

ک

 
ات

 

 ہے۔ اس طرح یہ ب

 

  س

(   ) اہی +  

 
ک

ری د  پرم

 

ریں د      *ہے ی  رین زی 

ک

    کی اعظم ی

ک

رین رکن    ہے۔ ت

ک

 ہے۔  کا اعظم ی

  تعریف:

 

   کسی س

 

  (Interior)کا اندروم  کے تمال اندرونی نقاط کا س

ک

ا ہے اس و  علام

ک

ر کرتے ہیں۔ ( ) کہلاب
 
 سے اہر

  ہے:اس کے متعلق درجہ ذیل سواك پوچھا جا سکتا

 کیا ہیں؟   (Closure)کی بندش   اور  (Interior)کا اندروم    ۔ 1مثاك 

ϕکا اندروم    حل۔ ا جو کہ  ( ) ہوگا کیوں کہ  ( )  

ک

 کا اندروم ہو۔  میں ایسا و ئی حقیقی عدد وجود نہیں رکھ

( )     کی بندش     ر حقیقی عدد چا ( )        ہوگا کیوں کہ ̅  
 
ا ہے۔ ر

ک

اطق ہوب

 

اطق عدد ہو ب ا غیر ب

 

  ہے ب

ا ہے۔

ک

 کا اتہائئی نقطہ ہوب

  ۔2مثاك 

 

ا ہے اور   دکھائیے کہ کسی س

ک

 ہوب

 

ا ہے۔   کا اندروم ائ  کھلا س

ک

 ہوب

 

را کھلا تحت س

 

 کا س  سے ی 

رض کرو کہ  حل۔

 

 ہے۔ مام لیجیے کہ   ق

 

  ( ) کے اندروم و    ائ  س

 

ر کرتے ہیں۔ یعنی س
 
 کے تما  سے اہر

 

 ( ) ل اندرونی نقاط کا س

ا ہے۔ اگر 

ک

( ) ہوب  ہوگا کیوں کہ  ( ) ہو تو     

 

 ہے۔ اگر   کھلا س

 

( ) ائ  کھلا س رض کرو کہ    

 

ہے۔ ( )   ہو تو ق

ا  ہے کہ    ہے اس لیے ائ  کھلا وقفہ   کا اندرونی نقطہ   ں ں کہ 

ک

ائ  کھلا وقفہ ہونے کی وجہ    ہے۔ لیکن       اس طرح وجود رکھ

 ہے۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ 

ک

ر ائ  نقطہ کی ہمسائ
 
ر ائ  نقطہ    سے اس کے ر

 
ا ہے۔ لیکن    کا ر

ک

ہے۔    کا اندرونی نقطہ    کا اندرونی نقطہ ہوب

ر ائ  نقطہ    ہے۔ اس لیے      لیکن 
 
ا ہے۔ اس لیے کا اندرونی نقطہ  کا ر

ک

ہے۔ جس کا مطلب یہ ہوا کہ  ( )       ہوب

 ہے( ) 

 

 ۔  ائ  کھلا س

 کرنے کے لیے کہ 

ک

 
ات

 

ا ضروری ہے کہ  ( ) یہ ب

 

 کرب

ک

 
ات

 

 ہے یہ ب

 

را کھلا تحت س

 

ا ہے۔   میں  ( ) س  سے ی 

ک

 وجود رکھ

 

ر کھلا تحت س
 
کا ر

رض کرو کہ 

 

   ق

 

 ہے اس لیے      لیجیے کہ ہے۔ مام    کا کھلا تحت س

ک

ر ائ  نقطہ کی ہمسائ
 
 اس کے ر

 

ہے۔ ں ں کہ و ئی بھی کھلا س

  

ک

ا   کا اندرونی نقطہ   ہے۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ    کی ہمسائ ہے اور اس لیے ( )        ہے۔ اس لیے  ( )   ہے ب 
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ر کھلا تحت   ہے۔ ں ں کہ  ( )    
 
 کا ر

 

   ( ) س

ک

 ہے۔ ( ) کا   میں موجود ہے۔ ت

 

را کھلا تحت س

 

 س  سے ی 

رض کرو کہ  ۔3مثاك 

 

   اور   موعہعے ہیں اور   اور   ق

 

     اور    کے ماخوذ س

ک

ر کیے گئے ہیں۔ ت
 
 سے اہر

i)           

ii) (   )        

iii) (   )        

       ہو تو مام لیجیے کہ      ہو۔ اگر              ( اگرi حل۔

ک

میں  (   ) کے ارکام کی لا محدود تعداد   ہے۔ ت

 کا اتہائئی نقطہ  کے ارکام کی لا محدود تعداد ہے۔ جس کا مطلب یہ ہوا کہ   میں  (   ) اس کا مطلب یہ ہوا کہ     وجود رکھتی ہے۔ لیکن 

ا     ہے۔     اور اس لیے           ہے۔ اس لیے      ہے ب 

ii  )         (   )  ( اورi )  کے استعماك سے         (   )  

 ہوگا۔  (   )      اس لیے 

 کرنے کے لیے کہ 

ک

 
ات

 

   ϕ  (   )ہم پہلے اس صورت  ہے،        (   )یہ ب

ک

  (   )پر غورکرتے ہیں۔ ت

رض کرو کہ  ϕ  (   )ہوگا۔ اگر صورت       

 

  ق

ک

    کا اتہائئی نقطہ     ہے۔ اب ں ں کہ   (   )  ہو ت

ک

ہے، ت

اہی تعداد     

 
ک

ر ائ  ہمسایہ میں موجود ہوگی۔ اس کا  کے نقاط کی لام
 
ر ائ  ہمسایہ میں   مطلب یہ ہوا کہ  کے ر

 
ا   کے ر کے ب ا دونوں   کے ب 

اہی طور پر بہت سار  نقاط وجود رے ہیں۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ 

 
ک

ا   کے لام ا      ہے۔ یعنی   کا ائ  اتہائئی نقطہ   کا ب  ہے      ب 

        (   )ہوا۔ یعنی           (   )  ہے۔ اس لیے         جس کا مطلب یہ ہوا کہ 

 ہے۔        (   )ہیں۔ اس لیے نتیجہ یہ نکلا کہ         (   )اور   (   )      کہ اب ں ں

iii اس لیے نتیجہ یہ نکلا کہ    (   )      اور     (   )      (  ں ں کہ(   )  

      

کہ

و لیتیہ دیکھانے کے لیے 
م

 

ش

(Inclusion)  رض کرو کہ

 

  (   )  اور  (   )  وای ت ہے ق

ک

      ت

        (   )اور  + *      اس طرح سے کہ  -   ,   اور -   ,   لیکن       (   )اور

 ہے۔

ا ہے۔  ۔4 مثاك

ک

 ہوب

 

 بند تحت س

 

 کا ماخوذ س

 

 کیجیے کہ کسی تحت س

ک

 
ات

 

 ب

   مام لیجیے کہ   حل۔

 

   کے تحت س

 

ا ہے اگر اور صرف اگر   ہے۔ ہم نے دیکھا ہے کہ    کا ماخوذ س

ک

 کہلاب

 

ہو۔ اس لیے      بند س

 کرنے کے لیے کہ 

ک

 
ات

 

ا   یہ ب

 

 کرب

ک

 
ات

 

 ہے ہمیں ب

 

 یعنی بند س

 

 کا ماخوذ س

 

میں موجود ہے۔ اگر   خود   (  )ہوگا کہ ماخوذ س

 ہے۔ مام لیجیے کہ    ہوگا اور      (  )ہو تو     (  )

 

رض کیجیے کہ     (  )ائ  بند س

 

   (  )  ہے۔ ق

ک

کا    ہے ت

    اتہائئی نقطہ 

ک

ر  ہے۔ ت
 
ا ہے۔ لیکن     کا کم سے کم ائ  نقطہ    ائ  ہمسایہ میں کے ر

ک

کا   ہے۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ      ہوب

ر ائ  ہمسایہ میں   ہے۔ یعنی   اتہائئی نقطہ 
 
اہی طور پر بہت سار   نقاط ہیں۔ لیکن   کے ر

 
ک

    کے لام

ک

کے  ام میں سے ائ  ہمسایہ ہے۔ ت



46 

 

ر ائ  ہمسایہ 
 
اہی طور پر بہت سار   نقاط موجود ہیں۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ    میں  ر

 
ک

ہے۔ اس طرح   کا اتہائئی نقطہ   کے لام

 ہے۔  (  )اس لیے  ہے۔    (  )اور اس لیے        (  )  

 

 ائ  بند س

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 4.5

 اور اتہائئی نقاط کی خصوصیات و  مجھنے  پر نحصر  ہے۔کا مطا (Analysis)تجزیہ

 

، بند س

 

  لعہ بنیادی طور پر کھلے س

 

کھلا وقفہ کھلے س

 کی ائ  مثاك ہے۔ درحقیقت، 

 

 و    کی ائ  مثاك ہے اور بند وقفہ بند س

 

ر کھلے س
 
میں کھلے وقفوں کے اجماع کے طور پر نماب اں کیا جا   کے ر

 و  کھلے

 

ا بھی مکن  ہے نہ کہ صرف کھلے  سکتا ہے۔ بند س

 

 میں مطالعہ کرب

ک
ک

 کا ام کی طاق

 

ا ہے۔ بند س

ک

 کی تکمیل کے طور پر بیام کیا جاب

 

س

ا ہے

ک

 ہوب

 

ا ہوگا۔  کھلے سٹس کا اختیاری اجماع ائ  کھلا س

 

اور کھلے  سٹس کی تکمیل کے طور پر۔ اس مقصد کے لیے ہمیں اتہائئی نقاط کا استعماك کرب

اہی تقا

 
ک

اہی سٹس  کا م

 
ک

  کہ بند سٹس کا ائ  م
 

ا ہے ج

ک

 ہوب

 

ا ہے۔   ای  طرح بند سٹس کے اختیاری موعہعہ کا تقاطع ائ  بند س

ک

 ہوب

 

طع  کھلا س

رب میں سٹس کے 

ک

ر ق
 
ہ و  اس نقطہ کے طور پر بیام کیا ہے جس کے ر

ک

ن
ق

 

ت
 کے ائ  اتہائئی 

 

ا ہے۔ ہم نے حقیقی اعداد کے س

ک

 ہوب

 

اجماع بند س

ارڈ دائژا ود ہوتی ہے۔ارکام کی تعداد لامحد

 

رب ا ہے۔ ہم نے ی 

ک

-1781بولزانو )ی نقطہ اور مجتمع نقطہ کا استعماك اتہائئی نقطہ کے لیے بھی کیا جاب

رسٹراساور کارك  (1848

ک

ا  (1897-1815)وای

ک

 کا کم سے کم ائ  اتہائئی نقطہ ہوب

 

ر بستہ لامحدود س
 
 کیا جس کے مطابق ر

ک

 
ات

 

کا ائ  اہم نظریہ ب

 ہے۔ 

 (Keywords)ی الفاظکلید 4.6

 کا اتہائئی نقطہ، 

 

 کا تنہا نقطہکسی س

 

رسٹراسبولزانو ،کسی س

ک

 کی ائداژ، خاصیت وای

 

ف نقطہ، کسی س

 

ی نقطہ، مجتمع نقطہ، مکی

  

 

ا، کسی موعہعہ کا اندروم، ماخوذ س

 

 کی بستہ ہوب

 

 بندشی خاصیت، کسی س

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 4.7

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 4.7.1

1.  

 

 کا ماخوذس

 

اہی س

 
ک

 ہے( Derived Set)حقیقی اعداد کے کسی م

(a)  

 

  (b) خود وہی س

 

 (c)  خالی س

ℚ 

(d) 
ℚ
 
 

2.  

 

ℕس  ۔  _____________کا اتہائئی نقطہ  +        * 

(a) ا ہے

ک

ا (b) وجود رکھ

ک

 1 (d) (c)  ہےوجود نہیں رکھ

∞ 

3.  

 

  2س
 

 
 
 

 
 
 

 
 ۔  _____________کا اتہائئی نقطہ  3   

(a)   (b) ∞ (c)   (d) و ئی نہیں 
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4.  

 

اطق اعداد کے س

 

اطق عدد ہے۔ ℚب

 

ر ائ  ب
 
 کے لیے، ر

(a) اتہائئی نقطہ نہیں ہے (b)  ائ  نچلی د (c)   د  ب الائیائ (d) ائ  اتہائئی نقطہ 

اطق اعداد .5

 

  غیر ب

 

ℚکے س
 
اطق عدد ہے۔ 

 

ر ائ  غیر ب
 
 کے لیے، ر

(a) اتہائئی نقطہ ہے (b)  ائ  نچلی د (c)   د  ب الائیائ (d) اتہائئی نقطہ نہیں ہے 

ا ہے۔Complementکا اتہائئی نقطہ اس کے تتمے)( 3,1)کھلے وقفہ  .6

ک

 (T/F)    ( میں ہوب

7.  

 

(   )س  ℕ  ہے۔6کا ائ  تنہا نقطہ        (T/F) 

 ائ  بند وقفہ  (   ,وقفہ  .8

 

ا ہے۔ -   ,کا ماخوذس

ک

 (T/F)       ہوب

ا ہے۔ .9

ک

 ہوب

 

 غیر خالی س

 

 کا ماخوذس

 

 (T/F)        خالی س

10.    

 

ا ہے۔  کا ماخوذس

ک

 ہوب

 

 (T/F)       کا ائ  وای ت تحت س

  -   ,بند  وقفہ   .11

 

 ہے۔ _______________کے اتہائئی نقاط کا س

12.  

 

اطق اعداد کا س

 

ا ہے۔نہیں ___________غیر ب

ک

  ہوب

13.  

 

اطق اعداد کا س

 

ا ہے۔ ___________ب

ک

 نہیں ہوب

 ضروری نہیں کہ  .14

ک

 ہو۔_______________لاتعداد کھلے سٹس کا تقات

 ہو۔_______________لاتعداد بند سٹس کا اجماع ضروری نہیں کہ  .15

 درجہ ذیل کا ملاپ کرو: .16

 عہ کا اتہائئی نقطہ نہیں ہےموعہ
i)  *          6+ 

 

 کا ماخوذس
a.  

 حقیقی

 

  (ii   اعداد کا س
 کسی موعہعہ کا تنہا نقطہ

b.  

 -   ,بند  وقفہ  
iii)  

 کا  اندروم  -   ,بند  وقفہ  
c.  

 (   )کھلے  وقفہ  
iv)  

  کا بندشی (   )کھلے  وقفہ  

 

 س
d.  

 

 

  (ϕ vخالی س
 کا اندروم

 

 حقیقی اعداد کے س
e.  

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 4.7.2

ا ہے۔کسی موعہ .1

ک

ر ا س موعہعے کی مثاك دیجیے جس کے کچھ ب ا و ئی بھی اتہائئی نقطہ نہیں ہوب
 
 عہ کے اتہائئی نقطہ کی تعریف کیجیے۔ ر

ا ہے؟ .2

ک

 کسی موعہعہ کے تنہا نقطہ کی تعریف کیجیے۔ موعہعوں کی دو مثالیں دیجیے۔ کیا و ئی تنہا نقطہ کسی موعہعہ کا اتہائئی نقطہ ہوب

ا ہے۔دکھائیے کہ حقیقی اعدا .3

ک

 کا و ئی اتہائئی نقطہ نہیں ہوب

 

اہی تحت س

 
ک

 کے م

 

 د کے س
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ر .4 اہی سٹس دور 

 
ک

 کی ائ  مثاك دیجیے جن میں ب الترتیب صرف ائ  اتہائئی نقطہ اور صرف دو اتہائئی نقطے ہوتے ہوں۔ لام

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات  4.7.3

 بند  دکھائیے کہ و ئی موعہعہ  .1

 

ا ہے اگر اور صرف اگر ماخوذس

ک

     ہوب

 

 ہو۔  س

 

 کا تحت س

رسٹراسبولزانو  .2

ک

 کرو۔ وای

ک

 
ات

 

 ضیہ  و  بیام اور ب

رین اتہائئی نقاط ہوتے ہیں۔ .3

ک

رین اور اعظم ی

ک

اہی موعہعہ میں کم ی

 
ک

 کرو کہ کسی بستہ لام

ک

 
ات

 

 ب

4.  

 

ا ہے او (Interior)کا اندروم  دکھائیے کہ کسی س

ک

 ہوب

 

ا ہے۔  ر ائ  کھلا س

ک

 ہوب

 

را کھلا تحت س

 

 کا س  سے ی 

 دکھائیے کہ  .5

a)           

b) (   )        

c) (   )        

ا ہے۔ .6

ک

 بند ہوب

 

 کا ماخوذس

 

 کے کسی تحت س

 

 کرو کہ حقیقی اعداد کے س

ک

 
ات

 

 ب

رکردہ اکتسابی مواد 4.8

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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ر اور 5اکائی

ک

استدقاق۔ توای  

(Sequences and Convergence) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   5.0

 مقاصد   5.1

ر   5.2

ک

ر اور تحت توای

ک

 توای

 استدقاقاتہائ اور    5.3

ر    5.4

ک

 ئ  رنگی توای

 اکتسابی نتائج   5.5

 کلیدی الفاظ   5.6

 نمونہ امتحانی سوالات   5.7

 سوالاتمعروضی جواب ات کے حامل   5.7.1

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  5.7.2

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  5.7.3

ر کردہتجو   5.8

 

 اکتسابی مواد ی 
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 (Introduction)تمہید 5.0

ا رہتا ہے

ک

اری روز مرہ کی زندگی میں سابقہ پڑب
 
ر کی بہت ی  مثالوں سے ہ

ک

اکیتوای

 

 ب
 

 

ارڈو ف

 

-1240) ۔مشہور رب اضیداں لیوب

1170()Leonardo Fibonacii) رگوشوں

 

کی ائ  کالونی میں ام کا شمار کی جانکاری حاصل کرنے کے لیے اس مفروضہ  (Rabbits)نے ج

 حاصل کر لیتے

ک
 

رگوشوں کی پیدائش ہوتی ہے اور یہ دو ماہ میں بلوع

 

ر ماہ دو نوعمر ج
 
رگوشوں کے جوڑ  )نر اور مادہ( سے ر

 

 ہیں اور پر، کہ دو ب الغ ج

رگوشوں کے 

 

رگوشوں کے جوڑوں کی تعداد، دوسر  دوسر  ج

 

  پہلے مہینے میں ج

ک

  بنتے ہیں، ائ  ماڈك پیش کیا۔ ت
 
جوڑ  کی پیدائش کا س

رگوشوں کے جوڑوں کی تعداد، 

 

ر کرتے ہیں  ،   مہینے میں ج
 
رگوشوں کے جوڑوں کی تعداد و  درجہ ذیل طرقہ  سے اہر

 

 ویں مہینے میں ج

                     

ر کی ائ  

ک

ر کی ائ     واں رکن) nمثاك ہے جہاں  یہ توای رض کیجیے کہ ری 

 

ا ہے۔ ق

ک

( اپنے سابقہ دو ارکام و  جوڑ کر حاصل کیا جاب

  کھانے کے بعد گیند کی حاصل کردہ    پر اوائیئی سطح( Vertical)اُفقی (Rough)گیند کھردری

 

ر ب ار ٹ
 
ر سے نیچے گرائی جاتی ہے۔ ر

 

 
م

ر صفر کی طرف تدقاوچائیوں پر غور کریں۔ ام اوائیئیو

 

ر سے جوڑکر دیکھا جا سکتا ہے جو ب الآج

ک

ا ہے۔ ( Converge)ں و  ائ  ایسے توای

ک

ہوب

اہی حقیقیگر ہم گیند کے ذریعہ طے کی ی ت مساا

 
ک

ر و  ائ  م

ک

اہی توای

 
ک

ا چاتے  ہیں تو اس طرح حاصل لام

 

ا لازی  فت حاصل کرب

 

عدد پر مرتکز ہوب

ر کے اتہائ کے وجود اور اس کی ہے۔ آنے والی اکائیوں میں کسی تو

ک

ا ضروری ہے۔ (Convergence)استدقاقای

 

 سے جڑ  سوالات کا علم ہوب

 (Objectives)مقاصد 5.1

 ہو جائیں گے کہ  اس اکائی کی 
 
 تکمیل کے بعد آپ اس قاب

  ر کی تعریف کر سکیں

ک

ر کی اتہائ  اور تحت توای

ک

 کسی توای

 ر کے درمیام رشتہ

ک

ر اور بستہ توای

ک

 قائم کر سکیں تدق توای

 ا ہے اگر اور صرف اگر یہ بستہ ہو۔

ک

ر تدق ہوب

ک

 کر سکیں  کہ و ئی ئ  رنگی توای

ک

 
ات

 

ر کی تعریف کر سکیں اور ب

ک

 ئ  رنگی توای

ر  5.2

ک

ر اور تحت توای

ک

 (Sequence  and Subsequence)توای

ا ہے جن و  پہلے بر ک سے شروع کرتے ہوئے دو تعریف:

ک

 ہوب

 

ر بر کوں کا ائ  س

ک

رتیب میں ائ  توای

ک

سر ، تیسر  اور ای  طرز پر ائ  ی

ا ہے۔ معادلاً اگر 

ک

(  ہو   دکھاب ا جاب

 

 کا ائ  تحت س

 

ر ائ  تفاعل   تو ائ  موعہعہ )ب ا حقیقی اعداد کے س

ک

پر معرف   سے  ℕہے جو   میں و ئی توای

ر کریں گے 
 
ر و  درجہ ذیل طریقوں سے اہر

ک

 ہو۔ کسی توای

ا                 ب 

 ( )  ( )  ( )    ( )   

  ℕ    
   ( ) 
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ا ہے۔ سے(Range)کسی تفاعل و  اس کی سعت

ک

ا جاب

 

     ( ) یعنیپہچاب

رھتی ہوئی مقدار کے مطابق لکھا گیا ہو۔ ہم نے اوپر بتاب ا ہے کہ   سے  1کے عناصر ب ا  سعت

 

ر کے لیے ہم  تفاعل کی ی 

ک

کتنے فاصلہ پر ہے۔  کسی توای

رقیم

ک

ر کرتے ہیں۔ +  *و  اختیار کرتے ہیں اور اس  و                   ی
 
 سے اہر

   کے لیے   یہاں ہم تفاعل 

 

ن
 
فی

 

طی
م

   +  *کے لیے  +  *کا استعماك کر رہے ہیں۔ کچھ 
 

 کا بھی استعماك کرتے ہیں۔ 

 مثالیں:

i)  رض کیجیے کہ

 

ر     ق

ک

  توای

ک

 درجہ ذیل ہوگی +  * ت

*  +                   

ii)  رض کیجیے کہ

 

    ق
 

ر  

ک

  توای

ک

 درجہ ذیل ہوگی +  *ت

*  +         6        
    

ر ہے اور اگر  +  *اگر  تعریف:

ک

اکیدی                  ائ  توای

ک

 طبعی عدد (Strictly Increasing)اضافیب

(Natural Numbers ) ر

ک

  توای

ک

{   }ہوں ت ر کہتے ہیں۔ +  *و                   

ک

 کا تحت توای

ر و  دو تفاعلات کے مرکب

ک

ر کے بہت سے ( Composition of two Functions)کسی تحت توای

ک

کے طور پر دیکھا جا سکتا ہے۔ کسی توای

ر تحت

ک

 ہیں۔ جیسے توای

ک

ر ہو سکت

ک

تحت                   اور                 کے لیے               توای

ر 

ک

  کہ توای
 

ر ہیں ج

ک

ر                            توای

ک

ر نہیں ہے اور توای

ک

اپنی چھٹی اور ساتویں رقموں کی وجہ سے تحت توای

 ہے۔       کے لیے +    *

ر کی   تبصرہ:

ک

ر و  متعارف کرانے کا س  سے آسام طرقہ  یہ ہے کہ اس توای

ک

ا بھی - کسی توای

 

ویں رقم کے لیے ائ  ضابطہ دب ا جائے اور یہ بتاب

ر و  متعارف کرانے کے لیے کافی نہیں  ضروری ہے کہ 

ک

 ہے۔ چند اراکین کا لکھ دا ہ کسی توای

ک

 ہے۔ کی کس قیمت کے لیے یہ ضابطہ درس

 مثالیں:

رض کیجیے کہ  .1

 

ر      ق

ک

  توای

ک

 اس طرح ہوگا +  *ت

*  +                   

ر  

ک

ر اس طرح دب ا گیا ہے +  *مام لیجیے کہ توای

ک

 کا تحت توای

*   +      6         

رض کیجیے کہ  .2

 

ر  ہے۔ اس و  ذیل طرقہ  سے لکھا جا               ق

ک

 سکتا ہے ائ  توای

   (  )
   

 

 آپ درجہ ذیل سوالات پر غور کریں:

i) ے۔ 
ھی
لھ

ر 

ک

ر کے دو تحت توای

ک

 من درجہ ب الا توای

ii)    >

 

 
اگر ہےجفت 

 
 

 
اگر ہےطاق 

ا      ب 
(  )   

 
   

ک

+  *ت     
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iii)  اچی

 

 ب
 

 

ر ف

ک

                           جہاں                       توای

ر  تعریف:

ک

   (Range)کی سعت +  *اگر کسی توای

ک

ا ہے اور اگر اس کی  سعت اوپر سے بستہ ہو  +  *نیچے سے بستہ ہو ت

ک

و  نیچے سے بستہ کہا جاب

ر 

ک

  توای

ک

  و  اوپر سے بستہ کہتے ہیں۔ اگر توا +  *ت

ک

ر کی سعت اوپر اور  نیچے  دونوں طرف سے بستہ ہو ت

ک

ا ہے۔ معادلی  +  *ی

ک

و   صرف بستہ کہا جاب

ر بستہ ہوگا اگر محدود عدد 

ک

ر ائ    اور   طور پر و ئی توای
 
اوپر  +  *ہو۔ اگر        کے لیے     اس طرح وجود رے ہوں کہ ر

رین د  ب الا 

ک

رین ب الائی د  سے بستہ ہو تو کم ی

ک

ریں  (.l.u.b)جو ب الائی د وں میں س  سے چھوٹی ہو اقل ی رین زی 

ک

 اور ای  طرح اعظم ی

ک

کہلائ

 کی تعریف کی سکتی ہے۔   (.g.l.b)د 

 مثالیں:

ر  .1

ک

رض کیجیے کہ توای

 

   ہے، جہاں +  *ق
 

 
ر ائ   

 
ر ہے۔ اس لیے      اور      کے لیے     ہے۔ اس میں ر

ک

توای

رین ب الائی د   اوپر سے بستہ ہے اور 

ک

δہے۔ اگر  (.l.u.b)اقل ی   ہو تو    
 

 
حاصل ہوگا۔ اس کی        کے لیے  

ریں د  نہیں ہے اور  ر کے لیے زی 

ک

ریں د   وجہ سے و ئی بھی مثبت عدد اس توای رین زی 

ک

 ہے۔  (.g.l.b)اعظم ی

ر   .2
ک

   ، جہاں +  *توای
(  ) 

 
   اور       ، 

 

 
کے دوسر  تمال اعداد ام ہی دو بر کوں کے درمیام وجود رے  

ہیں۔ اس لیے 

 

 
رین ب الائی د  

ک

ریں د    اور  (.l.u.b)اقل ی رین زی 

ک

 ہے۔  (.g.l.b)اعظم ی

ر  .3

ک

<   کے لیے جو  +  *توای
 مصے   

صت
ق

ک

ت

ر ذی 

 

اگر ،   ہےپ 

دیگرصورتبہ                   
ر رکن  

 
ا   سے متعارف ہے کا ر رین   ہے۔ اس لیے   ہے ب 

ک

اقل ی

ریں د   اور  (.l.u.b)ب الائی د  رین زی 

ک

 ہے۔ (.g.l.b)اعظم ی

ر  .4

ک

(  )  √   اور بچے ہوئے تمال ارکام مثبت ہیں، جہاں     کے لیے  +  *توای
 

رین  0ہے۔ اس لیے  

ک

اعظم ی

ریں د  ر اوپر سے بستہ نہیں ہے، ں ں کہ ہمیں دب ا گیا ہے کہ  (.g.l.b)زی 

ک

δہے۔ توای (  )  √   ہے، ہم    
  

 ہیں۔  (   )  و  حاصل کرنے کے لیے       √

ک

 و  منتخب کر سکت

 (Limit and Convergence)استدقاقاتہائ اور  5.3

ر   ائ  حقیقی عدد  تعریف: 

ک

ا ہے اگر کی +  *و  کسی توای

ک

ر کے  کچھ ارکام کی تعداد و  چھوڑکر سبھی ارکام    اتہائ کہا جاب

ک

کے تمال ہم سایوں میں توای

ر  ℝ  وجود رے ہوں۔  معادلاً 

ک

ر ائ   +  *کسی توای
 
ϵکی اتہائ ہے اگر ر ا ہو(کے لیے    

 

اس  ℕ   ائ  طبعی عدد )چاہے جتنا چھوب

ا ہے کہ 

ک

ا ہے تو   لکھتے ہیں۔ اگر            ہو۔ اس و  ہم  (       )   کے لیے       تمال  طرح وجود رکھ

ک

وجود رکھ

ر 

ک

ر اگر تدق نہیں ہو تو اس و  تدع (Convergent)کی طرف تدق  ، +  *ہم کہتے ہیں کہ توای

ک

کہتے  (Divergent)ہے۔ و ئی توای

 ہیں۔

 

 

ن
 
فی

 

طی
م

ر کرتے ہیں جو بستہ نہیں ہیں اور اس لیے وہ  اس کچھ 
 
رق اہر

 

ر کے ب ار  ق

ک

ا    توای  کی طرف تدع ہوتے ہیں۔    ب 

ر کی سعت  تبصرہ:

ک

ر کے اتہائئی نقطہ کی تعریف سے، اتہائئی نقطہ توای

ک

  (Range)توای

 

کے   (SetRange)کی اتہائ ہوتی ہے لیکن کسی سعت  س
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ر کے اتہائ

ک

رض کیجیے کہ اتہائئی نقطہ اور کسی توای

 

ا ہے۔ ق

ک

رق ہوب

 

ر ہے جہاں  +  *ئی نقطہ کے درمیام بہت  تھوڑا ق

ک

ر       ائ  توای

ک

  توای

ک

ہے۔ ت

   ہوگا جس کی اتہائ  +        *

 

 کے طور پر سعت س

 

 )ں ں کہ اس میں ائ  ہی رکن موجود ہے(  + *ہے لیکن س

 

اہی س

 
ک

ہے اور م

ا۔ ہونے کی وجہ سے اس کا و ئی اتہائ

ک

 ئی نقطہ نہیں ہوب

ر پر بھی  تمال  تبصرہ:

ک

 میں عناصر سے ہے اس لیے سٹس کے اتہائئی نقاط کے ساتھ توای

 

اری مراد سعت س
 
ر کے ارکام سے ہ

ک

ں ں کہ کسی توای

ا ہے۔

ک

 قضیوں و  لاگو کیا جاب

ر ہے جہاں  +  *۔ 1مثاك 

ک

   ائ  توای
 

 
ر    ہے ں ں کہ  ہے۔ اس کا اتہائئی نقطہ   

ک

ر ائ  ہمسایہ میں توای
 
کے ر

 

 
اہی طور پر بہت  

 
ک

کے لام

 سار  ارکام وجود رے ہیں۔  

ر ہے جہاں  +  *۔2مثاك 

ک

(  )   ائ  توای
 

اہی طور پر کئی مرتبہ    اور   اس کے اتہائئی نقطے نہیں ہیں کیوں کہ     اور   ہے۔   

 
ک

لام

رائے گئے ہیں اور 
 
اہی ہوتی ہے۔      در

 
ک

 کی سعت م

ر ہے جہاں  +  *۔3مثاك 

ک

       ائ  توای

ک

ہے۔ اس کا و ئی اتہائئی نقطہ نہیں ہے کیوں کہ  کسی بھی حقیقی بر ک کے ب اس اس کی کسی ہم سائ

ر کے لامحدود ارکام نہیں  ہوتے ہیں۔  

ک

 میں توای

ر کے لیے 

ک

رسٹراسبولزانو توای

ک

 (Bolzano Weierstrass Theorem for Sequences)ضیہ  وای

ا ہے۔ بیام:

ک

ر میں ائ  اتہائئی نقطہ ہوب

ک

اہی توای

 
ک

ر ائ  بستہ لام
 
 ر

رض کیجیے کہ ثبوت:

 

ر ہے +  *ق

ک

اہی اور بستہ  توای

 
ک

ر  +      *  مام لیجیے کہ ۔ ائ  لام

ک

 +  *ہے۔ توای

 

  بستہ ہونے کی وجہ سے س

اہی ہے اس لیے  +  *بھی بستہ ہوجائگا۔ ں ں کہ 

 
ک

اہی سٹس کے لیے بولزانو   لام

 
ک

اہی ہوگا۔بستہ اور لام

 
ک

رسٹراسبھی لام

ک

 ے سے  وای
ی

 

قط

کے 

 

 

    میں   ہوگا۔ اس   کا ائ  اتہائئی نقطہ   س

ک

ا ہے، ت

ک

اہی تعداد میں ارکام وجود رے   میں  (       )کا اتہائئی نقطہ وجود رکھ

 
ک

کے لام

 ہیں۔

ا۔ :1ضیہ  

ک

 نہیں ہوب

ک

رعکس درس ا ہے لیکن اس کا ی 

ک

ر بستہ ہوب

ک

ر ائ  تدق توای
 
 ر

رض کیجیے کہ  ثبوت:

 

ر ہے تدقکی طرف   کسی قدر  +  *ق

ک

δقدر  ۔ہونے والا  توای کے لیے    لے نے پر ہم دیکھتے ہیں کہ تمال     

ا ہے کہ

ک

|    |ائ  حیح  عدد اس طرح وجود رکھ ہے۔ مام                 س کا مطلب یہ ہوا کہ ہے۔ ا   

  μاور  λلیجیے کہ 

 

اہی س

 
ک

   +                    *کسی م

ک

رین قدریں ہیں۔ ت

ک

رین اور ادنی ی

ک

کی ب الترتیب اعظم ی

ر           

ک

ر  +  *ہے۔ اس لیے توای

ک

(  )   جو +  *بستہ ہے۔ توای
 

        کے ذریعہ متعارف ہے یعنی 

ر        

ک

ر    بستہ ہے۔ لیکن  +  *ہے۔ اس لیے توای

ک

اور     بستہ ہے کیوں کہ تمال  +  *تدق نہیں ہے۔ حالاں کہ توای

ϵکے لیے       
 

 
  ائ  عدد  

ک

ا ہے کہ     ت

ک

|    |اس طرح وجود رکھ  
 

 
 ہے۔ 

ر : 2ضیہ  

ک

 ہوگا۔    ہے تو  تدقکی طرف بھی   ہے اور قدر  تدقکی طرف   قدر  +  *اگر و ئی توای

رض کرو کہ ثبوت: 

 

δق   ق ہےتدکی طرف   قدر  +  *دب ا گیا ہے۔ ں ں کہ    

ک

ا ہے کہ تمال    ائ  عدد ، ت

ک

اس طرح وجود رکھ
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|    |کے لیے        
 

 
  ق ہےکی طرف بھی تد  قدر  +  *ں ں کہ ہے۔  

ک

ا ہے کہ تمال    عدد ، ت

ک

اس طرح وجود رکھ

|    |کے لیے        
 

 
  سبھی  

ک

 +     *     ہے۔ ت

|    |کے لیے   
 

 
|    |اور    

 

 
   

ک

 ہے۔ ت

|   |  |    |  |    |  
 

 
 
 

 
   

δائ  غیر منفی عدد ہے جو اختیاری  |   |اس لیے  ر ہے۔ اس لیے     

ک

|   |سے کم ی ا      ہے۔    ب 

ر   : و ئی حقیقی عدد 3ضیہ  

ک

ا ہے اگر اور صرف اگر  +  *کسی توای

ک

ر  +  *کا اتہائئی نقطہ ہوب

ک

ا ہو کہ یہ اس طرح  {   }کا ائ  تحت توای

ک

سے وجود رکھ

 ہو۔ تدقکی طرف   قدر 

 اس کا ثبوت مشق کے لیے چھوڑا گیا ہے۔ ثبوت:

  :(Result)تیجہم

ر 

ک

رض کیجیے کہ دو توای

 

             اور            اس طرح سے ہیں کہ  +  *اور  +  *ق

ک

 ت

i)       (     )      

ii)       (     )      

iii)       .
  

  
/  

 

 
     

 (Sandwich Theorem)سینڈوچ ضیہ 

ر          کے لیے     اگر  بیام:

ک

ر  تدقکی طرف   اتہائ +  *اور  +  *ہو اور اگر توای

ک

  توای

ک

کی طرف   بھی  +  *ہو، ت

 ہوگی۔ تدق

رض کیجیے کہ  ثبوت:

 

δق ا ہے جیسے جیسے      ہے۔ ں ں کہ    

ک

  ائ  عدد     ہوب

ک

ا ہے، ت

ک

ا ہے کہ تمال    ہوب

ک

اس طرح وجود رکھ

|    |کے لیے        ہے۔    

ا ہے جیسے جیسے      ای  طرح، ں ں کہ 

ک

  ائ  عدد     ہوب

ک

ا ہے، ت

ک

ا ہے کہ تمال  ℕ   ہوب

ک

کے لیے      اس طرح وجود رکھ

|    |  ہے۔     

رض کیجیے کہ 

 

  سبھی  +       *     ق

ک

    ہے۔ ت

 ہے۔               اور                کے لیے  

 اس لیے

|    |     *(    ) (    )+ 
     *(    ) (    )+ 

|    |کے لیے     اس لیے تمال  ا ہے۔    ہوگا جیسے جیسے      ہوگا اور پھر اس لیے    

ک

 ہوب

رض کیجیے کہ  ۔4مثاك 

 

ر ہے جہاں  +  *ق

ک

 ائ  توای
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(   ) 
 

 

(   ) 
   

 

(  ) 
 

 ۔ہے

ر 

ک

  توای

ک

 کرنے کے لیے ہم دو  +  *ت

ک

 
ات

 

ر صفر کی طرف اسدق ہوتی ہے۔ اس و  ب

ک

 و  متعارف کرتے ہیں، جہاں +  *اور  +  *توای

   
 

(  ) 
 
 

  
 

 اور

         
 

  
 
 

 
 

ا ہے اور   (  )  (   )   لیے  کے            ہے ں ں کہ          اب 

ک

 ہوب

   
   

      
   

     

 اس لیے سینڈوچ ضیہ  سے 

   
   

     

 ہیں۔

ک

 اپنی اکتسابی جانچ کے لیے طلبہ درجہ ذیل سواك سے جانچ کر سکت

 کیجیے کہ اگر  ۔ 5مثاك 

ک

 
ات

 

   λب

ک

ائ  مثبت عدد ہے ت

 

  
ا ہے    ہوگا جیسے جیسے   

ک

 ۔ہوب

λاگر  ۔ 6مثاك       

ک

λت
 
 ⁄
ا ہے    جیسے جیسے    

ک

ا ہوگا ۔ہوب

 

 یہاں ہمیں تین صورتوں پر غور کرب

  : (1صورت)
 

𝛌ج  ہو   

λ   قدر 
 
 ⁄
  تمال   

ک

حاصل کرتے  ہوگا۔ لیکن دو رکنی ضیہ  کی مدد سے ہم     کے لیے     و  درج کیجیے، ت

 ہیں

   λ
 
 ⁄
    (    )

 
 ⁄        

     اس لیے 
   

 
 ہوگا۔ 

ں ں کہ

   

 
     

 
   ہو،    ج

ک

       سینڈوچ ضیہ  کی مدد سے ت
 

ا ہے ج

ک

ا ہے    ہوب

ک

 ۔ ہوب

  : (2صورت)
 

𝛌ج  ہو    

λاگر    سبھی    

ک

λکے لیے    ہو ت
 
 ⁄
λ  ہوگا۔ اگر          

ک

ہو، ت

 

λ
اور پہلی صورت کی مدد سے    

 

λ
 
 ⁄
 .

 

λ
/
 
 ⁄

     
 

 ۔ہو    ج

 اپنی اکتسابی جانچ کے لیے درجہ ذیل سواك پر غور کریں۔

| |اگر  ۔7مثاك   کیجیے کہ     

ک

 
ات

 

  ب

ک

       ہو ت
 

 ۔ہو    ج

 کیجیے کہ  ہو   √    √   اگر  ۔8مثاك 

ک

 
ات

 

  ب

ک

       ت
 

 ۔ہو    ج



56 

 

ر 5.4

ک

 (Monotonic Sequences)ئ  رنگی توای

ر  تعریف:

ک

رھتا ہوا +  *و ئی توای

 

ا ہے اگر سبھی  (Monotonically Increasing)ئ  رنگی طور پر ی 

ک

ہو۔         کے لیے   کہا جاب

ر  

ک

اا ہوا +  *ائ  توای

ک

ن

 

ھی

گ

ا ہے اگر سبھی  (Monotonically Decreasing)ئ  رنگی طور پر 

ک

ر          کے لیے   کہا جاب

ک

ہو۔ توای

ر +  *

ک

ر ہو۔( Monotonic Sequence)و  ئ  رنگی توای

ک

رھتی ہوئی ہو ب ا گھٹتی  ہوئی توای

 

 کہتے ہیں اگر یہ ئ  رنگی طور پر ب ا تو ی 

ر  تعریف:

ک

رھتا +  *و ئی توای

 

اکیدی طور پر ی 

ک

اا ہوا   (Strictly Increasing) ہواب

ک

ن

 

ھی

گ

اکیدی طور پر 

ک

ا  (Strictly Decreasing)ب ا ب

ک

کہا جاب

ا         کی تمال قدروں کے لیے    ہے اگر   ہو۔        ہو ب 

ا (:Remarkتبصرہ)

ک

ر بستہ ہوب

ک

ر ائ  تدق توای
 
 کیا جس کے مطابق ر

ک

 
ات

 

ر ہیں  ہم نے اس اکائی میں ائ  ضیہ  ب

ک

ہے لیکن بہت سے بستہ توای

ر ہونے کی ائ  شرط اور لگا دی جائے تو حاصل 

ک

ر کے ساتھ اگر ئ  رنگی توای

ک

 کریں گے کہ کسی بستہ توای

ک

 
ات

 

کردہ جو کہ تدق نہیں ہیں۔ اب ہم ب

ا ہے۔ 

ک

ر تدق ہوب

ک

 توای

ا ہے اگر اور صرف اگر یہ بستہ ہو۔ ضیہ :

ک

ر تدق ہوب

ک

 ائ  ئ  رنگی توای

ر کے لیے یکساں ثبوت ہوگا۔  ثبوت: 

ک

 ہوئے توای

ک  

 کرتے ہیں۔ ئ  رنگی طور پر گھٹ

ک

 
ات

 

ر کے لیے ب

ک

رھتے ہوئے توای

 

ہم ضیہ  و  ئ  رنگی طور پر ی 

رض کیجیے کہ 

 

ر ہے۔ اگر  +  *ق

ک

رھتا ہوا توای

 

 ( سے یہ بستہ ہوگا۔ 1تدق ہے تو )ضیہ  +  *ائ  ئ  رنگی طور پر ی 

رض کیجیے

 

رض کیجیے کہ        اس کا   بستہ ہے۔ مام لیجیے کہ  +  * کہ اس کے ب العکس، ق

 

،  کا  +  *ہے۔ ں ں کہ     ہے۔ اب ق

  ہم اس نتیجہ پر پہنچتے ہیں کہ        

ک

ر کی ائ  ب الائی د  نہیں ہے۔    ہے ت

ک

ا ہے کہ   اس لیے ائ  عدد  توای

ک

اس طرح وجود رکھ

  سبھی  +  * ہے۔ ں ں کہ       

ک

ر ہے، ت

ک

رھتا ہوا توای

 

ہوگا۔ اس لیے سبھی       کے لیے     ائ  ئ  رنگی طور پر ی 

 ہے۔                کے لیے     

       اس لیے 
 

 ہے۔    ج

ر اپنے 

ک

اا ہوا توای

ک

ن

 

ھی

گ

 ہیں کہ ائ  بستہ اور ئ  رنگی طور پر 

ک

ا ہے۔         ای  طرح دکھا سکت

ک

 کی طرف تدق ہوب

ر جو اوپر سے بستہ نہیں  (:Remarkتبصرہ)

ک

رھتا ہوا توای

 

ر ائ  ئ  رنگی طور پر ی 
 
ا ہے۔   ر

ک

 کی طرف تدع ہوب

  .   ۔9مثاك 
 

 
/
 

ر 

ک

 تدق ہے۔  +  *کے ذریعہ دب ا گیا توای

  .کا استعماك کی مدد سے کے لیے دو رکنی ضیہ      اس و  مجھنے  کے لیے حل۔ 
 

 
/
 

 کی توسیع کر تے ہیں۔ 

(  
 

 
)
 

 ∑
 (   ) (     )

  
 
 

  

 

   

 

     ∑
 

  
(  

 

 
) (  

 

 
) (  

   

 
)

 

   

 

  .ں ں کہ 
 

 
/  .  

 

   
 اس لیے /
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(  
 

 
)
 

     ∑
 

  
(  

 

   
) (  

 

   
) (  

   

   
)

 

   

 

     ∑
 

  
(  

 

   
) (  

   

   
)

   

   

 

 (  
 

 
)
 

 

ر ہے۔ +  *و  صاف طور پر دیکھا جا سکتا ہے اس لیے       اس لیے ں ں کہ 

ک

رھتا ہوا توای

 

 ی 

 لیکن  

  (  
 

 
)
 

     ∑
 

  
(  

 

 
) (  

 

 
) (  

   

 
)

 

   

 

     ∑
 

  

 

   

 

     
 

 
 
 

  
   

 

    
 

   

       کے لیے اور     سبھی 

ر ہے اور اس لیے تدق ہے۔  +  *اس لیے 

ک

رھتا ہوا ئ  رنگی توای

 

 بستہ اور ی 

      .  
 

 
/
 

ا ہے۔  و  

ک

ر کیا جاب
 
 سے اہر

رض کیجیے کہ  ۔10كمثا

 

   ق
 

√    
 

 

√    
   

 

√    
  دکھائیے کہ      

ک

       ہے، ت
 

 ۔ ہو    ج

حل۔ ں ں کہ 

 

√    
 

 

√    
 

 

√    
       

 ہمیں حاصل ہے

 

√    
    

 

√    
 

 اس لیے

 

√  
 

  

    
 

√  
 

 

 

  √  یہ اس لیے ہے کیوں کہ 
 

 
   

 

  
ا ہے۔ 

ک

 ہوب

  √اب 
 

 
     

 
  √اور  ہو     ج

 

  
     

 
 ہو۔     ج

       سینڈوچ ضیہ  کی مدد سے 
 

 ۔ہو    ج

رض کیجیے کہ  ۔11مثاك

 

αق βہے اور     ر ائ  حقیقی  √ 

ک

کے لیے اس طرح سے     و  تمال  +  * عدد ہے۔ مام لیجیے کہ توای

     اور      متعارف کیا گیا ہے کہ 
 

 
.   

 

  
 کیجیے کہ  /

ک

 
ات

 

ر ہے جو  +  *ہے۔ ب

ک

اا ہوا توای

ک

ن

 

ھی

گ

کی طرف تدق   √ائ  
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 ہے۔

 ہے دیے گئے متوالی رشتہ سے ہمیں حاصلحل۔ 

          
       

      
 
 

 اس لیے

  
       (       ) 

 یعنی

        
  
   

   
 
(   √ )(   √ )

   
 

ہوگا۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ   √   ہے اس لیے استقرا کے حساب سے   √   ں ں کہ 

   √ 

   
 ہے۔ اس لیے   

           √       √  

ر ہے جو نیچے سے بستہ ہے۔ +  *اور         کے لیے   اس طرح تمال 

ک

اا ہوا توای

ک

ن

 

ھی

گ

 ائ  

 ساتھ ہی 

     √  (   √ )  (       ) 

 (   √ )4  
(   √ )

   
5 

 (   √ ) (  
  
   
) 

 
   √ 

 
 

ا ہے

ک

 تکراری اطلاق سے ہمیں حاصل ہوب

     √  
   √ 

    
 

ا ہے کہ  

ک

 ہوب

ک

 
ات

 

    √   اس سے ب
 

 ۔ہے     ج

ذرالمربع  اس مثاك سے ہمیں کسی مثبت عدد  :(Remark)تبصرہ

 

حاصل کرنے کا طرقہ  ( Approximate Square Root)کا تقریبی ج 

را لینے پر اور   ملتا ہے۔ 

 

ر مطلوبہ قدر حاصل ہو جاتی ہے۔  √و  محسوب کرنے پر ہمیں    و  کافی ی 

ک

  ی
 

ت ر

ک

 کے ق

 سواك و  حل کریں: اپنی اکتسابی جانچ کے لیے درجہ ذیل

ر  مشق:

ک

(  )   *دکھائیے کہ توای
 تدق نہیں ہے۔ + 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 5.5

ر کی  

ک

 کی ہے۔ ہم نے دیکھا کہ کسی تدق توای

ک

ر کی اتہائ کی وضاج

ک

ر اور تحت توای

ک

ر کی تعریف کے بعد توای

ک

اس اکائی میں  ہم نے تحت توای

ر کے درمیام رشتہ کے ب ار  میں جانکاری حاصل کی۔ ہم نے ب اب ا کہ و ئی ا (Unique)ائ  یکتا

ک

تہائ ہوتی ہے۔ نیز ہم نے تدق اور بستہ توای
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ر

ک

ر میں ہم نے ئ  رنگی توای

 

 کیا گیا۔ آج

ک

 
ات

 

 نہیں ہے۔ مخالف مثاك سے اس و  ب

ک

رعکس درس ا ہے اور اس کا ی 

ک

ر بستہ ضرور ہوب

ک

کی  بھی تدق توای

ا ہے اگر تعریف کی۔ ہم یہ بتا

ک

ر تدق ہوب

ک

 کیا کہ و ئی ئ  رنگی توای

ک

 
ات

 

ا ہے اگر یہ ئ  رنگی بھی ہو۔ ہم نے یہ بھی ب

ک
 

 
ر تدق ب

ک

ب ا کہ و ئی بستہ توای

 اور صرف اگر یہ بستہ ہو۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 5.6

ر  کی اتہائ، 

ک

ر،  توای

ک

ر، تحت توای

ک

رھتااستدقاقتوای

 

ر،  تدع، ی 

ک

ر، بستہ توای

ک

ر، اتہائئی نقطہ ، ئ  رنگی توای

ک

اا ہوا توای

ک

ن

 

ھی

گ

ر، 

ک

 ہوا توای

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 5.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 5.7.1

ر میں  .1

ک

رھتے ہوئے طاق حیح  اعداد کے توای

 

 ہے۔  __________ں رکناو- مثبت ی 

رھتے ہوئے جفت حیح  .2

 

ر میں مثبت ی 

ک

 ہے۔  __________ں رکناو-  اعداد کے توای

ر میں  .3

ک

رھتے ہوئے مفرد اعداد کے توای

 

 ہے۔  __________ں رکناو- ی 

رھتے ہوئے کامل مربعی .4

 

ر میں  (Perfect Squares)ی 

ک

 ہے۔  __________ں رکناو- اعداد کے توای

ی .5  
کعت

رھتے ہوئے کامل 

 

ر میں  (Perfect Cubes)ی 

ک

 ہے۔  __________ں رکناو- اعداد کے توای

اچی .6

 

 ب
 

 

ر (Fibonacci)ف

ک

 ہے۔  ______ں رکناو- کے لیے     کی                      توای

رھتے ہوئے طبعی اعداد .7

 

ر میں  (Natural Numbers)ی 

ک

 ہے۔  __________ں رکناو- کے توای

ر .8

ک

   + (  )*توای
 

ر ہے۔___________

ک

 توای

ر .9

ک

ر_______________          توای

ک

  ہے۔توای

ر .10

ک

2توای
 

 
3
   

 

ر ہے۔___________

ک

 توای

ا ہے .11

ک

ر کا دامنہ ہوب

ک

 کسی توای

(a ℝ (b ℕ (c ℤ (d   

ر  .12

ک

ا ہے۔ __________________ائ  توای

ک

 ہوب

(a ائ  تفاعل (b ائ  رشتہ (c ا ائ  تفاعل

ک

ر تفاعل d) ائ  ب  ی 

ر      6   .13

ک

   + *توای
 

 ۔ _____________کا  

(a ر نہیں ہے

ک

ر ہے b) توای

ک

اا ہوا توای

ک

ن

 

ھی

گ

 (c ر ہے

ک

ر ہے d) ائ  تحت توای

ک

 تدق توای

ر  .14

ک

 ہے۔ (Range)کی سعت              توای
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(a اہی

 
ک

ر b) م ذی 

 

اہی d) خالی c) غیر شمارپ 

 
ک

 لام

ر کی اتہائئیں .15

ک

    اور    اگر کسی تدق توای

ک

 کس کے مساوی ہے    ہوں ت

(a    (b    (c   (d   

 ئیےدرجہ ذیل و  ملا .16

(a 
ر

ک

2توای
(  ) 

 
3
   

 

 (Supremum)قل ب الائی د کی ا
(A 

0 

(b 
ر

ک

2توای
(  ) 

 
3
   

 

ریں د    (Infimum)کی اعظم زی 
(B 

 

 
 

(c 
ر 

ک

   + *توای
 

 (Supremum)قل ب الائی د کی ا 
(C 

 وجود نہیں رکھتی

(d 
ر 

ک

 ہے (Limit)کی اتہائ              توای
(D ∞ 

(e 
ا ہے

ک

ر ہوب

ک

 ائ  تدق توای
(E 

 ہو  تدقضروری نہیں کہ 

(f 
ر

ک

 ائ  بستہ توای
(F 

 بستہ

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 5.7.2

ر کی تعریف کیجیے .1

ک

ر اور تحت توای

ک

 ۔توای

ر کے سعت کی تعریف .2

ک

 کیجیے۔ مثالیں دیجیے۔ توای

ر کی اتہائ کی تعریف کیجیے۔ .3

ک

 مثاك دیجیے۔ توای

ر کی تعریف کیجیے۔ مثالیں دیجیے۔ .4

ک

 ئ  رنگی توای

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 5.7.3

رسٹراسبولزانو  .1

ک

 کیجیے وای

ک

 
ات

 

 ۔کا ضیہ  بیام کیجیے اور ب

 نہیں .2

ک

رعکس درس ا ہے لیکن اس کا ی 

ک

ر بستہ ہوب

ک

ر ائ  تدق توای
 
 کیجیے کہ ر

ک

 
ات

 

 ۔ب

 کیجیے۔ سینڈوچ ضیہ  .3

ک

 
ات

 

 بیام اور ب

ر کردہتجو 5.8

 

 (Suggested Learning Resources) اکتسابی مواد ی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 
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اہی لسلےو شی تو  ۔6اکائی

 
ک

ر اور لام

ک

 I-ای

(Cauchy Sequence and Infinite Series- I) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   6.0

 مقاصد   6.1

ر    6.2

ک

 و شی توای

  عیاراستدقاقیو شی کا    6.2.1 

اہی لسلے  6.2.2 

 
ک

 لام

اہی سلسلوں کا   6.2.3 

 
ک

 تدعاور  استدقاقلام

اہی سلسلوں کے  6.2.4 

 
ک

 اصوك استدقاقی لیے و شی کا لام

 اکتسابی نتائج   6.3

 کلیدی الفاظ   6.4

 نمونہ امتحانی سوالات   6.5

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات  6.5.1

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  6.5.2

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  6.5.3

ر کردہتجو   6.6

 

 اکتسابی مواد ی 
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 (Introduction)تمہید 6.0

ر کے ہم کسی 

ک

ر طریقوں  استدقاقحقیقی توای

ک

و  قائم کرنے کے متعدد طریقوں کے ب ار  میں تفصیل کے ساتھ پڑھ چکے ہیں۔ زب ادہ ی

  اس کے 

ک

ر ئ  رنگی ہے ت

ک

ا ضروری ہے۔ حالانکہ اگر و ئی توای

 

کی تصدیق اتہائ کی جانکاری کے بنا بھی کی جا سکتی  استدقاقمیں اتہائ کا اولین علم ہوب

ر کے ہے۔ و شی کے 

ک

ر کے ئ  رنگی ہونے کی  استدقاقطرقہ  میں کسی توای

ک

و  قائم کرنے میں نہ تو اتہائ کے علم کی ضرورت ہے اور نہ ہی توای

ر کے عناصر پر ہی مرو ز ہے، اس لیے یہ زب ادہ اچھا طرقہ  ہے۔ 

ک

 ضرورت ہے۔ ں ں کہ یہ طرقہ  توای

ر اور سلسلوں کے 

ک

شی کے لمل قاعدہ کے ب ار  میں جانکاری حاصل کریں گے۔  ساتھ ہی کے لیے و  استدقاقاس اکائی میں ہم توای

اہی سلسلوں کی تعریف اور ام کے

 
ک

اہی سلسلوں کے ب ار  میں پڑھیں گے۔ استدقاقلام

 
ک

 پر تفصیلی جانکاری حاصل کریں گے اور چند لام

 (Objectives)مقاصد 6.1

 ہو جائیں گے کہ  اس اکائی کی 
 
 تکمیل کے بعد طلبہ اس قاب

 کر سکیں کسی  

ک

 
ات

 

ر کے لیے و شی کے ضیہ  و  ب

ک

  توای

  اہی سلسلوں کی تعریف اور اس کے

 
ک

 کے لیے و شی کے لمل قاعدہ و  سمجھ سکیں استدقاقلام

ر  6.2

ک

 (Cauchy Sequence)و شی توای

ر کے 

ک

ر طریقوں و  قائم کرنے کے متعدد طریقوں کے ب ار  میں تفصیل کے ساتھ پڑھ چکے ہیں استدقاقہم کسی حقیقی توای

ک

۔ زب ادہ ی

  اس کے 

ک

ر ئ  رنگی ہے ت

ک

ا ضروری ہے۔ حالانکہ اگر و ئی توای

 

کی تصدیق اتہائ کی جانکاری کے بنا بھی کی جا سکتی  استدقاقمیں اتہائ کا اولین علم ہوب

ر کے 

ک

ر کے ئ  رنگی ہونے کی  و  قائم کرنے میں نہ تو اتہائ کے علم کی ضرورت ہے اور نہ ہی استدقاقہے۔ و شی کے طرقہ  میں کسی توای

ک

توای

ر کے عناصر پر ہی مرو ز ہے، اس لیے یہ زب ادہ اچھا طرقہ  ہے۔

ک

 ضرورت ہے۔ ں ں کہ یہ طرقہ  توای

ر  تعریف:

ک

ا ہے اگر کسی دیے گئے +  *کسی  توای

ک

ر کہا جاب

ک

ϵو  و شی توای ا ہے کہ سبھی   کے لیے ائ  طبعی عدد    

ک

اس طرح وجود رکھ

|     |کے لیے         ہو۔   

 ہے، من درجہ ب الا شرط و  مساوی طور پر ذیل کی طرح بیام کیا جا سکتا ہے         درج کر کے، جہاں      کی جگہ  نوٹ: 

|       |           کے لیےاور     سبھی ،   

ا ہے ۔ :1ضیہ  

ک

ر  تدق  ہوب

ک

 حقیقی اعداد کا و شی توای

ر ثبوت:

 

ر ہے +  *ض کیجیے کہ ق

ک

 کریں گے کہ  ۔ائ  و شی توای

ک

 
ات

 

رض کیجیے کہ  +  *س  سے پہلے ہم ب

 

ر ہے۔ ق

ک

ہے،     ائ  بستہ توای

  ائ  طبعی عدد 

ک

ا ہے کہ  ت

ک

 اس طرح وجود رکھ

|     |کے لیے       سبھی     
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|     |کے لیے     اس لیے سبھی     

 کے لیے    مطلب یہ ہوا کہ سبھی اس کا 

             

رض کیجیے کہ 

 

 ق

      *                 + 
      *                 + 

  

ک

 ت

              

ر ہے۔ +  *اس لیے 

ک

 ائ  بستہ توای

رسٹراسلزانو بو

ک

ر ہے۔ +  *کے ضیہ  سے  وای

ک

 ائ  تدق تحت توای

ر  کی اتہائ مام لیجیے کہ اس 

ک

  ہے۔  تدق تحت توای

ک

ر   ت
ک

ر  +  *توای

ک

 اتہائ ہے۔کی  کی تحت توای

ر 

ک

 کریں گے کہ توای

ک

 
ات

 

 کی طرف تدق ہے۔  +  *اب ہم ب

ϵہم    ائ  طبعی عدد   

ک

ا ہے کہ   و  منتخب کرتے ہیں۔ ت

ک

 اس طرح وجود رکھ

|     |  
 

 
        

ر ہے +  *ں ں کہ

ک

 ۔و شی توای

ر   ں ں کہ 
ک

ر ا +  *توای

ک

ا ہے کہ     تہائ ہے، اس لیے ائ  طبعی عدد کی  کی تحت توای

ک

 اس طرح وجود رکھ

|    |  
 

 
 

ر ہے اور  +  *ں ں کہ 

ک

ا ہے    و شی توای

ک

 اس لیے ہمیں حاصل ہوب

 

|     |  
 

 
      

 اب 

|    |  |          | 

 |     |  |    | 

 
 

 
 
 

 
   

 یعنی

|    |         

ا                  ب 

ر 

ک

 تدق ہے۔ +  *اس لیے توای

ر: 2 ضیہ 

ک

ا ہے۔ائ  تدق  توای

ک

ر ہوب

ک

 و شی توای
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رض کرو کہ ثبوت: 

 

ر ق

ک

 تدق ہے اور +  *توای

   
   

     

ϵاس لیے دیے گئے  ا ہے کہ   کے لیے ائ  طبعی عدد    

ک

 اس طرح وجود رکھ

|    |  
 

 
      

        طبعی اعداد اس طرح سے ہیں کہ   اگر 

ک

  ت

|    |  
 

 
 

|    |       اور  
 

 
 

 اب 

|     |  |         | 

 |    |  |    |  
 

 
 
 

 
   

 یعنی

|     |           

راس لیے 

ک

ر ائ  تدق  توای
 
ا ہے۔ر

ک

ر ہوب

ک

 و شی توای

ر  ۔1مثاك

ک

 کیجیے کہ توای

ک

 
ات

 

2ب
 

 
ر ہے۔ 3

ک

 ائ  و شی توای

رض کیجیے کہ   ثبوت۔

 

   ق
 

 
ϵاور   ا ہے کہ   اس لیے ائ  طبعی عدد    

ک

اس طرح وجود رکھ

 

 
   

رض کیجیے کہ اگر 

 

 ہوں اور      ق

|     |  |
 

 
 
 

 
|  

 

 
 
 

 
   

ر اس لیے 

ک

2توای
 

 
ر ہے۔ 3

ک

 و شی توای

ا ۔2مثاك

 

ر ب

ک

 کیجیے کہ توای

ک

 
ر نہیں ہے۔ + (  )*ت

ک

 و شی توای

رض کیجیے کہ   ثبوت۔

 

(  )   ق
 

   

ک

 ہے ت

 دونوں جفت ب ا طاق ہوں      اگر 

|     |  |(  )
  (  ) |    

 میں سے ائ  جفت اور دوسرا طاق ہو     اور اگر 

|     |  |(  )
  (  ) |    

ϵہم   
 

 
امکن  ہے کہ ائ  طبعی عدد  

 

  یہ ب

ک

ا ہو  کہ  و  منتخب کرتے ہیں۔ ت

ک

 اس طرح وجود رکھ

|     |           

ر اس لیے 

ک

ر نہیں ہے۔ + (  )*توای

ک

 و شی توای

 (Criterion Cauchy’s Convergence) عیاراستدقاقیو شی کا   6.2.1
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 (Cauchy’s General Principle of Convergence)ل اصوكکے لیے لم استدقاقو شی کا 

ر تدق  بیام:

ک

ر ہو۔( Convergent) ائ  توای

ک

 ہوتی ہے اگر اور صرف اگر یہ و شی توای

ر   ۔3مثاك

ک

 کیجیے کہ توای

ک

 
ات

 

ر  +  *ب

ک

ر ہے، جہاں توای

ک

                ائ  و شی توای
 

 
سے       (       )

 متعارف ہے۔

 ثبوت۔

     
 

 
(       ) 

          
 

 
(       )       

  
 

 
(       ) 

|         |  
 

 
|       |      

 اس لیے

|         |  
 

 
|       | 

 
 

  
|       | 

   
 

  
|     |  

 

  
 

رض کیجیے کہ 

 

      ق

ک

 ہے ت

|     |  |                                | 
 |       |  |         |    |       | 

 
 

    
 

 

    
   

 

    
 

 
 

  
[  

 

    
]  

 

  
 

رض کیجیے کہ 

 

ϵق   ائ  طبعی عدد    

ک

ا ہے کہ   ہے ت

ک

 اس طرح وجود رکھ

 

  
        

 اس لیے 

|     |    

ر 

ک

ر ہے۔ +  *اس لیے، توای

ک

 و شی توای

ر  اصوك کی مدد سے  کے لیے لمل استدقاقو شی کے  ۔4مثاك

ک

 کیجیے کہ توای

ک

 
ات

 

2ب
 

   
 تدق ہے۔ 3

رض کیجیے کہ  ثبوت۔

 

 ق
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    مام لیجیے کہ 

ک

 ائ  طبعی عدد ہے، ت

     
   

     
 

        |       |  |
   

     
 

 

   
| 

 |
(   )(   )   (     )

(   )(     )
| 

کے لیے   ں ں کہ تمال 

 

     
 ہے۔ اس لیے   

 
 

(   )(     )
 

 

   
 
 

 
    

رض کیجیے کہ 

 

ϵق      

ک

 ہے ت

|       |    

 
 

 
   

 
 

 
   

      و  اس طرح منتخب کریں کہ   اگر ہم 

ک

 طبعی عدد اس طرح ہوگا کہ    ہو ت

|       |                    

ر 

ک

 تدق  ہے۔ +  *اس لیے، توای

ر  مشق۔

ک

 کیجیے کہ توای

ک

 
ات

 

     ، جہاں +  *ب
 

 
 
 

 
   

 

 
 تدق نہیں  ہے۔ 

اہی لسلے 6.2.2

 
ک

 (Infinite Series)لام

رض کیجیے کہ 

 

ر و  +  *ق

ک

ر ہے۔ اس توای

ک

 ائ  توای

       
          

           , 

            
           

                 

 سے متعارف کیا گیا

ک

∑              ۔ اس و  علام   
 
اہی سلسلہ کہتے     

 
ک

ا ہے۔ اس و  لام

ک

کے ذریعے دکھاب ا جاب

 سے ہوتی ہے۔ +  * ہیں جس کی تشکیل

روی جمع   ∑و  سلسلہ  +  *واں رکن کہتے ہیں اور - و  سلسلہ کا   

 

 
ر کہتے ہیں۔ (Partial Sums)کے ج

ک

 کا توای

ر ہے تو  +  *اگر 

ک

 تھ مرو ز رہیں گے۔حقیقی اعداد کا سلسلہ ہے۔ ہم یہاں صرف حقیقی اعداد کے سلسلہ کے سا  ∑ائ  حقیقی توای

اہی   6.2.3

 
ک

  (Convergence and Divergence of Infinite Series)اور تدع قاقستدسلسلوں کا الام

اہی سلسلہ 

 
ک

ا    ∑لام ر ( Convergent or Divergent)تدعو  تدق ب 

ک

  کہ توای
 

ا ہے ج

ک

ا  +  *کہا جاب ہو۔ اگر اتہائ  تدعتدق ب 



67 

 

  ہم اس و  لکھتے ہیں             

ک

∑ت   
 
      

ا          کہ اگر حالاں    سلسلہ    ب 

ک

ا   و  ہم کہتے ہیں کہ یہ    ∑ہو ت کی طرف    کی طرف ب 

 ہے۔منتشر/(Divergent)تدع

سلسلہ  ۔5مثاك

 

   
 

 

   
 

 

   
 پر غور کیجیے۔   

رض کیجیے کہ

 

∑سلسلہ  حل۔ ق   
 
  ہے   

ک

 ۔ ت

   
 

 (   )
 

                   مام لیجیے کہ 

ک

 ت

   
 

   
 
 

   
 
 

   
   

 

 (   )
 

 (  
 

 
)  (

 

 
 
 

 
)    (

 

 
 

 

   
) 

 (  
 

   
) 

 اس لیے 

   
   

      
   

(  
 

   
)    

 ہے۔ 1اس لیے سلسلہ تدق ہے اور سلسلہ کا جمع 

 پر غور کیجیے۔        سلسلہ  ۔6مثاك

               حل۔  مام لیجیے کہ 

ک

 ہے، ت

   
 (   )

 
 

 اس لیے 

   
   

      
   

8
 (   )

 
9    

 اس لیے سلسلہ تدع ہے۔

  سلسلہ  ۔7مثاك
 

 
 
 

  
 
 

  
 پر غور کیجیے۔   

     حل۔  مام لیجیے کہ 
 

 
 
 

  
 
 

  
   

 

    
   

ک

 جو ائ  جیومترائی سلسلہ ہے، ت

   
 .  

 

  
/

  
 

 

 

  (  
 

  
) 
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 اس لیے 

   
   

      
   

{  
 

    
}    

 ہے۔ 2اس لیے سلسلہ تدق ہے اور سلسلہ کا جمع 

 (Geometric Seriesجیومترائی سلسلہ)

رض کرتے ہیں، جہاں          ہم سلسلہ 

 

| |و  ق      

ک

 ہے۔ ت

        
         

 
(    )

   
 

 

   
 
  

   
 

   
   

      
   

{
 

   
 
  

   
}  

 

   
   

 

   
 

| |ں ں کہ   ہے اس لیے    

   
   

     

       اس لیے سلسلہ تدق ہے اور 
  

 

   
 ہے۔ 

| |اگر       

ک

 ہو ت

        
         

      اگر 

ک

 ہو ت

/ مرتبہ.                 

 لیے  اس

   
   

      
   

    

ا ہے۔تد اس لیے سلسلہ

ک

 ع ہوب

  اس صورت میں     اگر 

ک

 ہو ت

   
    

   
 

 اس لیے 

   
   

      
   

(
    

   
)    

 ہے۔ تدعاس لیے سلسلہ 

  اس صورت میں      اگر 

ک

 ہو ت

   >
اگر طاق ہے  

اگر جفت ہے  
 

ر 

ک

 ہوگا۔ تدعاس لیے توای



69 

 

ر      اگر 

ک

  اس صورت میں توای

ک

 ہے۔ تدعہوگا۔ اس لیے  دب ا گیا سلسلہ  تدع+  *ہو ت

∑اس طرح جیومترائی سلسلہ     
| |تدق ہوگا اگر      | |ہو اور تدع ہوگا اگر      ہو۔  

 سلسلہ

 

 (Harmonic Series)ہارموئ

  
 

 
 
 

 
 
 

 
   

رض کیجیے کہ

 

∑ق   
 
   ائ  سلسلہ  ہے۔ اس لیے     

 
 

                   ہوگا۔ اور مام لیجیے کہ  

ک

 ہے، ت

      

     
 

 
  

     
 

 
 
 

 
, 

     
 

 
 
 

 
 
 

 
 

   
 

 
 (
 

 
 
 

 
) 

   
 

 
 
 

 
 

    (
 

 
) 

     
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

6
 
 

 
 
 

 
 

   
 

 
 (
 

 
 
 

 
)  (

 

 
 
 

6
 
 

 
 
 

 
) 

   
 

 
 (
 

 
 
 

 
)  (

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
) 

    (
 

 
) 

       (
 

 
) 

        (
 

 
) 

 اس لیے

   
   

      

ر ہے۔  +  *اس لیے ہے،                ں ں کہ 

ک

رھتا ہوا توای

 

اکیدی طور پر ی 

ک

 ب

ر 

ک

ر ہے۔ +  *تدع ہے اس لیے  +   *ں ں کہ تحت توای

ک

 تدع توای

∑اور اس لیے سلسلہ    
 
 تدع ہے۔    

∑اگر(: Result)نتیجہ ∑راو    
 

    اور   ہیں جن کا جمع ب الترتیب  دو لسلے 

ک

 ہیں ت

i) ا ہے۔ تدقکی طرف     جمع  (     )∑سلسلہ

ک

 ہوب

ii) ا ہے۔ تدقکی طرف    ائ  حقیقی عدد ہے، جمع   ، جہاں     ∑سلسلہ

ک

 ہوب
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اہی سلسلوں کے 6.2.4

 
ک

 اصوك استدقاقی لیے و شی کا  لام

(for Infinite Series Cauchy’s Convergence Principle) 

∑کسی سلسلہ بیام:  ϵکے لیے ضروری اور کافی شرط یہ ہے کہ کسی دیے گئے  استدقاقکے     اس طرح وجود   ائ  طبعی عدد کے لیے    

ا ہے کہ

ک

 رکھ

|                |             

رض کیجیے کہ سلسلہ ہے                 مام لیجیے کہ ثبوت۔

 

∑۔ ق      

ک

ر تدق ہے۔ ت

ک

 تدق ہوگا۔  +  *توای

ر کے 

ک

ر کے لیے و شی کے اصوك سے  استدقاقاس لیے توای

ک

ر ہے یعنی دیے گئے  +  *توای

ک

ϵو شی توای اس طرح     کے لیے ائ  عدد    

ا ہے کہ وجو

ک

 د رکھ

|       |             

 |                |             

رض کیجیے کہ 

 

ϵدیے گئے اس کے ب العکس، ق ا ہے کہ اس طرح وجو    کے لیے ائ  عدد    

ک

 د رکھ

|                |             

  

ک

 ت

|       |         

ر ہے۔ اور اس لیے  +  * اس لیے

ک

∑و شی توای  تدق ہے۔   

∑کسی سلسلہ: 3ضیہ   ہے۔           کے تدق ہونے کی ضروری شرط   

∑سلسلہ ثبوت:    
 
ر     

ک

روی اجماع کے توای

 

 
 ۔پر غور کیجیے +  *کے ج

 ہمیں حاصل ہے

                      
                     
            

 اب

   
   

      
   

(       ) 

    
   

      
   

     

∑ں ں کہ   
 
ر ، تدق ہے   

ک

  ہمیں حاصل ہے کہ توای

ک

 تدق ہے یعنی  +  *ت

   
   

        
   

     

 اس لیے

   
   

      
   

      
   

           

  
 

∑اس لیے ج     

ک

 ہے۔           کے تدق ہے ت

 ہو۔ مثاك 

ک

رعکس ضروری نہیں کہ درس رض کیجیے کہ سلسلہ لیکن اس کا ی 

 

∑کے لیے ق
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 یہاں 

   
 

 
 

   
   

 

 
   

∑لیکن 
 

 
 
ا ہے۔    

ک

 تدع ہوب

اہی سلسلہ و  جو درجہ ذیل شکل میں ہو 

 
ک

 تعریف: کسی بھی لام

∑
 

  

 

   
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
   

 کہتے ہیں۔سلسلہ    -

∑سلسلہ   -:4ضیہ 
 

  
 
 ہو    ہو اور تدع ہوگا اگر     تدق ہوگا اگر     

رض کیجیے کہ  ثبوت:

 

ا ہے۔   ق

ک

ر کرب
 
ر و  اہر

ک

روی اجماع کے توای

 

 
 ج

   
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
   

 

  
 

  1صورت)
 

 :ہو    ( ج

 

  
   

 اس لیے

 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 (

 

    
)
 

       [

        

            
 

 
 
 

 

] 

 

  
 
 

  
 
 

6 
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 (

 

    
)
 

 

 

  
 
 

  
   

 

   
 
 

  
 (

 

    
)
 

 

               
              

 

(  ) 
 

 

(    ) 
   

 

(      ) 
 

  

(  ) 
 (

 

    
)
 

 

  جمع کرنے پر                    ں ں کہ 

ک

ا ہے، ت

ک

 ہوب

          (
 

    
)
 

 (
 

    
)
 

 (
 

    
)
 

   (
 

    
)
 

 

 
  .

 

    
/
   

  
 

    

 

 
    [  .

 

    
/
   

]
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   و ئی مثبت حیح  عدد  ہم جانتے ہیں کہ ج

ک

ا ہے، ت

ک

 ہوب

            

 اس لیے

               
    

      
 

ر 

ک

روی اجماع کا توای

 

 
ا ہے اور ای  لیے سلسلہ تدق ہے اگر   +  *اس لیے دیے گئے مثبت ارکام کے  ج

ک

 ہو۔    بستہ ہوب

  2صورت)
 

 :ہو    ( ج

ا ہے اور   ہم جانتے ہیں کہ اگر 

ک

      و ئی مثبت حیح  عدد ہوب

ک

 ہو، ت

     
 

  
 
 

 
 

 اس لیے

  
 

  
   

 

 
 
 

 
 

 

  
 
 

  
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

  
 
 

6 
 
 

  
 
 

  
 
 

 
 
 

6
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

               
              

 

(      ) 
 

 

(      ) 
   

 

(  ) 
 
 

 
 

    جمع کرنے پر ہمیں 
 

 
ا ہے۔ 

ک

 حاصل ہوب

  ائ  عدد   اگر 

ک

ا ہے کہ    و ئی عدد ہے ت

ک

 اس طرح وجود رکھ

 

  
   

رض کیجیے کہ 

 

     ق

         

روی

 

 
ا ہے اگر ۔ اس لیے، ج

ک

ر اوپر سے بستہ نہیں ہے اور ای  لیے سلسلہ تدع ہوب

ک

 اجماع کا توای

               
    

      
 

ر 

ک

روی اجماع کا توای

 

 
ا ہے اور ای  لیے سلسلہ تدق ہے اگر   +  *اس لیے دیے گئے مثبت ارکام کے  ج

ک

 ہو۔    بستہ ہوب

∑سلسلہ   -اس لیے 
 

  
 
 ۔ہو    تدق ہوگا اگر اور صرف اگر     

 مثالیں:

∑سلسلہ  .1
 

  
 
    

 

  
 
 

  
 
 

 
 
 

  
 ہے۔      تدق ہے ں ں کہ    



73 

 

∑سلسلہ  .2
 

    
 
  تدق ہے ں ں کہ     

 

 
 ہے۔   

∑سلسلہ  .3
 

    
 
  ہے ں ں کہ  تدع    

 

 
 ہے۔   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 6.3

اہی سلسلہ کے ب ا 

 
ک

ر کی تعریف کی اور لام

ک

ر کے و شی اس اکائی میں  ہم نے و شی توای

ک

ر  میں تفصیلی جانکاری حاصل کی ہے۔ ہم نے  توای

ا ہونے کی جانچ سیکھی اور اس کے 

 

ا ب ر ہونے ب 

ک

اہی سلسلوں کے لیے و شی کے تصور و  مختلف مرکے لیے  استدقاقتوای

 
ک

حلوں و  سمجھا۔ ہم نے لام

ر تدق ہو۔

ک

روی اجماع کا توای

 

 
  کہ صرف اس کے ج

 
ا ہے ج

ک

اہی سلسلہ تدق ہوب

 
ک

 عموی کرتے ہوئے بتاب ا کہ لام

 (Keywords)کلیدی الفاظ 6.4

اہی سلسلہ، سلسلوں کا 

 
ک

ر، لام

ک

 ، ہارمونی سلسلہسلسلہ، جیومترائی سلسلہ   -، استدقاقو شی توای

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 6.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 6.5.1

روی جمع .1

 

 
رض کیجیے کہ ج

 

ر  (Partial Sums)ق

ک

ا ہے ہے۔ سلسلہ تدق ہو   ∑کے ساتھ حقیقی اعداد کا سلسلہ  +  *کے  توای

ک

ب

 __________________اگر

∑اگر .2 ∑اورکی طرف  Aتدق ہے     
 

   Bتدق ہے 

ک

کی  _________________(     )∑سلسلہکی طرف ت

 طرف تدق ہے۔

∑اگر  .3     

ک

                            تدق ہے ت

 _______________ ق ہے اگر اور صرف اگرتد (       )∑سلسلہ .4

   +  *اگر  .5

ک

ر ہے ت

ک

 ہے۔_____________+  *ائ  و شی توای

ر ہوتی ہے۔ .6

ک

ر و شی توای

ک

ر ائ  بستہ توای
 
 غلط[ /]حیح         ر

ر ہوتی ہے۔ .7

ک

ر و شی توای

ک

ر ائ  تدق توای
 
 غلط[ /]حیح        ر

8. ∑
  

  
 غلط[ /]حیح           تدق ہے۔

9. ∑.
 

  
 

 

  
 غلط[ /]حیح          تدق ہے۔/

∑سلسلہ  .10
 

    
 
 غلط[ /]حیح         تدع ہے ۔    
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 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 6.5.2

ا ہے۔ .1

ک

ر بستہ ہوب

ک

ر ائ  و شی توای
 
 دکھائیے کہ ر

ر ائ  تدق توا .2
 
 کیجیے کہ ر

ک

 
ات

 

ر ہوتی ہے۔ب

ک

ر و شی توای

ک

 ی

 کیجیے کہ سلسلہ  .3

ک

 
ات

 

∑ب
 

 (   )
 
 تدق ہے۔    

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 6.5.3

اہی سلسلہ کے لیے و شی کے لمکسی  .1

 
ک

 کیجیے۔لام

ک

 
ات

 

 ل اصوك و  بیام اور ب

 کیجیے۔ .2

ک

 
ات

 

ر کے لیے و شی کے ضیہ  و  بیام اور ب

ک

 توای

ر کردہتجو 6.6

 

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد ی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Mathematical Analysis, S.C. Malik and Savitha Aror 

3. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

4. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

5. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

6. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

7. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

8. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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اہی لسلے ۔7اکائی

 
ک

 -IIلام

(Infinite Series-II) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   7.0

 مقاصد   7.1

اہی لسلے   7.2

 
ک

  -IIلام

  مقابلہ جانچ  7.2.1 

  د  مقابلہ جانچ  7.2.2 

ذر جانچ  7.2.3 

 

  و شی کی ج 

 نسبت جانچ دالمرت کی   7.2.4 

رر  7.2.5 

 

 
 
 

 جانچ ی

 7.2.6   

مل
ھ

ک

ن

  جانچ  ی

   اکتسابی نتائج   7.3

 کلیدی الفاظ   7.4

 نمونہ امتحانی سوالات   7.5

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات  7.5.1

 جواب ات کے حامل سوالاتمختصر   7.5.2

 جواب ات کے حامل سوالاتطویل   7.5.3

ر کردہتجو   7.6

 

 اکتسابی مواد ی 
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 (Introduction)تمہید 7.0

ذوی حاصل معلول کرنے کے لیے استدقاقسلسلوں کا 

 

رمجمعوام کے ج 

ک

کی جانچ (Sequence of Partial Sums)ں کے توای

ا ہے۔

ک

روی جمع شدہ)پہلے جو کہ  بیشتر صورتوں میں کرکے معلول کیا جاب

 

 
کی جانچ  استدقاقاس سے آسانی سے  رقول کا موعہعہ ( رقم ہے۔  ج

ا ہے۔ استدقاقموجود ہیں جنہیں" اس لیے اور بھی جانچ کے طریقے کل ل ہوتی ہے ب ا حتمی نہیں ہوتی۔

ک

و  اس اکائی میں  ام کے جانچ" کہا جاب

 بحث میں لاب ا جائے گا۔

 (Objectives)مقاصد 7.1

 ہوجائیں گے کہ وہ سلسلوں کی  
 
نچ کے طریقوں پر ق ہونے و  مندرجہ ذیل جاستدقاااور غیر  استدقاقاس اکائی کے تم  پر طلبا اس قاب

 : سکیں پرھ 

i) د  مقابلہ جانچ (Limit Comparison Test) 

ii) دالمبرت کی نسبت جانچ(D’ Alembert’s Ratio Test) 

iii)  و شی کاn

th

ذر جانچ

 

Cauchy’s n)ج 

th

 Root Test) 

iv) ی

مل
ھ

ک

ن

 (Integral Test)جانچ 

اہی لسلے  7.2

 
ک

 (Infinite Series) لام

ا معلول ہو(سے  استدقاقب ا غیر  استدقاقجس کا و  پرکھنے کے لیے و ئی معلول سلسلہ)یعنی  استدقاقکسی مثبت رقم والے سلسلہ کے  

 

ہوب

ا ہے۔

ک

 جاائی جاب

 اس کے لیے دو طرح کے لسلے استعماك ہوتے ہیں:

 (Geometric Series)جو کہ   ∑جیومتری سلسلہ  (1

i) تدق(Convergent)ہوگا  اگر    

ii)  اگر منتشرہوگا    

∑(Auxiliary   Series)سلسلہ   معاوم  (2
 

  
 جو کہ 

i)  اگر تدق ہوگا    

ii) اگر گا منتشر ہو    

 

 (Comparision Test)مقابلہ جانچ 7.2.1
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ائ  مستقل مثبت عدد ہے   کہ ج              کہ  اس طرح   دو مثبت لسلے ہیں اور  ∑اور  ∑اگر  

  

ک

 تدق ہو۔  ∑تدق ہوگا اگر  ∑(i)ت

 منتشر ہو۔  ∑منتشر ہوگا اگر  ∑(ii)اور 

رض کرو کہ  ثبوت۔

 

 ہیں۔             اور               ق

  

ک

 ت

                    

  (             ) 
  (     ) 

          

 ہے۔          جہاں

(i)ر، تدق ہے  ∑اگر

ک

  توای

ک

 ہوگا۔ اس لیے(Bounded)بستہ+  *ت

             

 ب الائی بستہ ہوگا۔+  *اس لیے

 ئ  رنگیاضافی اور ب الائی بستہ ہوگا+  *یعنی 

ذا ئ  رنگی تدق ضیہ  کی بنا

 

ہ
 تدق ہوگا+  *ل

ذا 

 

ہ
 تدق ہوگا  ∑ل

(ii)منتشر ہو  ∑اگر 

  ں ں کہ

ک

 ب الائی بستہ نہیں ہے۔+  *اور        ت

ذا 

 

ہ
 منتشر ہوگا۔+  *ل

ذا

 

ہ
 بھی منتشر ہوگا۔  ∑ل

 (Limit Comparison Test) د  مقابلہ جانچ 7.2.2

      رقول حقیقی اعداد ہیں اوردو مثبت لسلے ہیں جسکے   ∑اور    ∑اگر
  

  
   

اہی عدد ہے )یعنی   جہاں

 
ک

 (       غیر صفر م

  دونوں لسلے ائ  ہی صفت کے حامل ہوں گے

ک

 ت

 یعنی ب ا تو دونوں تدق ہوں گے ب ا دونوں منتشر ہوں گے

      اور     ۔  اگر ثبوت
  

  
   

   

ک

ϵکسی بھی ت ا ہے کہ     کے لیے ائ  عدد   

ک

 اس طرح وجود رکھ

|
  
  
  |         
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 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)                      

     
           

 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)        

 

 ہیں کہ مقابلہ جانچ کی 

ک

ذ کرسکت

  

 پہلی قسم کے ذریعہ ہم یہ نتیجہ اج

    ∑( کے ذریعہ اگر 1)

ک

 تدق ہوگا ۔  ∑تدق ہے ت

     ∑( کے ذریعہ اگر2) اور

ک

 بھی منتشر ہوگا۔  ∑منتشر ہے ت

 ہوا کہ دونوں لسلے ائ  ہی صفت کے حامل ہوں گے۔

ک

 
ات

 

ذا یہ ب

 

ہ
 ل

ا    ∑کی  جانچ کے لیے مناس     ∑ہوئے سلسلہ کسی دیے  نوٹ:     جس  کی صفت معلول  ہو جیومترری سلسلہ ب 
چ
سل
سل

ے جاکر د  مقابلہ 
ل

اتی ہے۔  ∑جانچ سے   
 
 کی صفت معلول ک

∑ ۔1مثاك
  

        
 کے تدق ہونے کی جانچ کیجیے۔ 

  مام لو  ۔ حل

   
  

        
 

 
  

  
 
 

  
      

∑اور ں ں کہ 
 

  
    ائ  

سلہ
سل

ے جہاں 
 ہے       ہ

ذا

 

ہ
 بھی تدق ہوگا   ∑اس لیے یہ تدق ہے ل

∑۔2مثاك    .
 

 
/ 

 کے تدق ہونے کی جانچ کیجیے۔    

∑   ∑   مام لو کہ حل:    .
 

 
/ 

    

  ∑    ( )     ( ) 
    

 ∑(    ( ))

 

   

 

 ( )        یعنی 

   ( )        

             ( )     

        اگر

ک

 منتشر ہے(  )∑ت

ذا مقابلہ جانچ کی مدد سے معلول ہوا کہ 

 

ہ
 بھی منتشر ہے۔   ∑ل

 تدق ہونے کی جانچ کیجیے ۔3ك مثا
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∑   ∑  حل۔
    

 (   )(   )
 

    یعنی 
    

 (   )(   )
 

NumeratorاورDenominatorر لینے سے ہم   سے
 
ری مثبت قوت کے ساتھ ب ار

 

   بناتے ہیں۔  یعنی   س  سے ی 
 

  
 

 

  
 

∑   ∑اور ب اد رکھو 
 

  
 اس لیے یہ تدق ہے۔ہے،      جہاں ہے  سلسلہ   

 اب یہ بھی دیکھو

   
   

  
  
    
   

    

 (   )(   )

 

  

 

    
   

  
 

 

.  
 

 
/ .  

 

 
/
 

 
   

(   )(   )
   

اہی عدد ہے۔

 
ک

 یہ غیر صفرم

ذا د  مقابلہ جانچ کی مدد سے نتیجہ یہ ہے کہ دونوں

 

ہ
∑   ∑لسلے ائ  ہی صفت رکھیں گے۔ں ں کہ   ∑اور   ∑ل

 

  
   ائ   

ذا  ہے،      جہاں سلسلہ ہے  

 

ہ
 بھی تدق ہے۔دب ا گیا سلسلہ    ∑اس لیے یہ تدق ہے۔  ل

∑ سلسلہ  ۔4مثاك 
 

√  √   
 معلول کرو۔ استدقاقکا  

    دب ا گیا سلسلہ ہے     حل۔
 

√  √   
 

     سے بنانے (Rationalize)معقوك
 

√  √   
 √  √   

√  √   
 

      
√  √   

  (   )
 

 
√  √   

  
 

 √ :√
 

 
    ; 

 √ ((
 

 
  )

 

 

  ) 

 کی مدد سے (Binomial Expansion)دو رکنی پھیلاؤ 

        √ 2.  
 

  
 

 

   
  /   3 

 √ {
 

  
 
 

   
  } 
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√ 
{
 

 
 
 

  
  } 

      مام لو
 

√ 
 

  د  مقابلہ جانچ لگا

ک

 نے سے ت

   
   

  
  
    
   

 

√ 
2
 

 
 

 

  
  3

 

√ 

 

 
 

 
       

 

 
 

 یہ غیر صفر متاہی عدد ہے۔

ذا د  مقابلہ جانچ کی مدد سے دونوں لسلے ئ  صفت ہوں گے۔

 

ہ
 ل

∑   ∑ں ں کہ
 

√ 
  ہے جہاں  

 

 
 ہے۔  

ذا یہ منتشر

 

ہ
ذا دب ا گیا سلسلہ ل

 

ہ
 بھی منتشر ہوگا۔   ∑ ہے ل

    √)∑   سلسلہ  ۔5مثاك
 

 کی جانچ کیجیے استدقاقکے (  

    √)∑   ∑    حل۔
 

  ) 

   
0(    )

 

  (  )
 

 1 0(    )
 

  (    )
 

  (  )
 

  (  )
 

 1

0(    )
 

  (    )
 

  (  )
 

  (  )
 

 1
 

 
[2(    )

 

 3
 

 2(  )
 

 3
 

]

  6.  
 

  
/

 

 
 .  

 

  
/

 

 
  7

         ,       (   )(        )- 

 
,       -

  6.  
 

  
/

 

 
 .  

 

  
/

 

 
  7

 

 
 

  6.  
 

  
/

 

 
 .  

 

  
/

 

 
  7

 

∑   ∑اب مام لیجیے کہ 
 

  
 

 اس لیے

   
   

  
  
    
   

 

  [.  
 

  
/

 
  .  

 

  
/

 
   ]
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6.  
 

  
/

 

 
 .  

 

  
/

 

 
  7

 

 
 

0(   )
 

  (   )
 

   1
 

 
 

 
 

اہی ہے۔

 
ک

 یہ غیر صفر اور م

ی ہوں گے  ∑اور  ∑اس لیے د  مقابلہ جانچ کے مطابق دونوں لسلے 

ک

صفت

 ئ  

∑   ∑ں ں کہ
 

  
 تدق ہے۔   ∑ہے۔اس لیے      سلسلہ ہے،  جہاں    ائ   

ذا  دب ا گیا سلسلہ بھی تدق ہے۔

 

ہ
 ل

 کی جانچ کیجیے استدقاق۔6مثاك 

√   

    
 
√   

    
 
√   

    
   

        یہاں  حل۔
√     

(   )   
 

 

√ 6√  
 

 
 

 

√ 
7

  [.  
 

 
/
 

 
 

  
]
 

 
√  

 

 
 

 

√ 

 
 

 [.  
 

 
/
 

 
 

  
]
 

∑   ∑اب مام لیجیے کہ 
 

    
 

 اس لیے

   
   

  
  
    
   

√  
 

 
 
 

√ 

 
 
 [.  

 

 
/
 
 
 

  
]

 

 
 
 

 

    
   

√  
 

 
 

 

√ 

[.  
 

 
/
 

 
 

  
]
 

 
√     

,(   )   -
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اہی ہے اس لیے د  مقابلہ جانچ کے مطابق دونوں لسلے limitں ں کہ

 
ک

 ب ا تو تدق ہوں گے ب ا منتشر ہوں گے  ∑اور  ∑غیر صفر اور م

∑   ∑ں ں کہ
 

    
  سلسلہ ہے،  جہاں    ائ   

 

 
ذا یہ تدق ہے۔ اس لیے نتیجہ یہ ہے کہ  دب ا گیا سلسلہ بھی    

 

ہ
ہے۔  ل

 تدق ہے۔

 کی جانچ کیجیے: استدقاقمشق:

 

      
 

 

       
 

 

       6
   

∑ کی جانچ کیجیے استدقاق۔  7مثاك
 

 
    

 
 

 ہمیں حاصل ہے حل۔

   
 

 
   
 

 
 

 
 

 
[
 

 
 

 

    
 

 

    
  ] 

 
 

  
[  

 

    
 

 

    
  ] 

∑   ∑اب اگر 
 

  
 لیا جائے 

 د  مقابلہ جانچ کی جائے 

   
   

  
  
    
   

 

  
0  

 

    
 

 

    
  1

 

  

 

    
   

[  
 

    
 

 

    
  ] 

         

         

ذا ں کہ 

 

ہ
∑   ∑ل

 

  
ذ      سلسلہ ہے،  جہاں    ائ   

 

ہ
ا ہے ل

ک

 بھی تدق ہوگا  ∑اہے، جو کہ تدق ہوب

∑ سلسلہ  ۔8مثاك
 

     
 کی جانچ کیجیے۔ استدقاقکے  

 دیےگئے سلسلہ میں  حل۔

   
 

     
 

 
 

  0.
 

 
/
 

  1
 

∑   ∑یہاں 
 

  
 لیا جائے گا۔ 

  د  مقابلہ جانچ کرنے سے 

ک

 ت

   
   

  
  
    
   

 

  [.
 

 
/
 
  ]
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0.
 

 
/
 

  1
 

 
 

,   -
 

         

 

ذا دونوں لسلے ب اتو تدق ہوں گے ب ا منتشر ہوں گے

 

ہ
 ل

∑   ∑ہمیں معلول ہے 
 

  
  جیومتری سلسلہ ہے جس کے لیے 

 

 
ً ہے    اا

ک

 ن
 ج
ت

ک

ی

 

ن

ذا یہ تدق ہے ۔ 

 

ہ
 بھی تدق ہے۔  ∑۔ ل

 ۔کی جانچ کیجیے استدقاقکے  (      √)∑   ∑۔9مثاك

       √      ہمیں حاصل ہےحل۔

 
(√      )(√      )

√      
 

 
       

√      
 

 
 

 6√  
 

  
  7

 

∑   ∑یہاں
 

 
 لیا جائے گا۔

  د  مقابلہ جانچ لگانے سے 

ک

 ت

   
   

  
  
    
   

 

 6√  
 

  
  7

 

 

 

    
   

 

6√  
 

  
  7

 

 
 

√     
 

 
 

 
       

ی ہو

ک

صفت

∑   ∑ں ں کہں گے۔اس لیے دونوم لسلے ئ  
 

 
منتشر    ∑ہے،اس لیے    سلسلہ ہے،  جہاں    ائ   

ذادب ا ہوا سلسلہ 

 

ہ
 بھی منتشر ہوگا۔   ∑ہوگا۔ل

 جانچ کرو استدقاقذیل کے سلسلوں  کا  مشقی سوالات:

 (i) ∑(√     √  ) 

 (ii) ∑(√     √    ) 
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 (iii) ∑(√       ) 

ذر جانچ 7.2.3

 

 (Cauchy’s Root Test)و شی کی ج 

(  )      مثبت ارقال کا سلسلہ ہو اور  ∑اگر 
 

     

ک

 ، ت

i) ∑    تدق ہوگا اگر    

ii) ∑    منتشر ہوگا اگر    

iii) اکال ہوجائیگی  اگر

 

    جانچ ب

(  )اس لیے            ۔ثبوت
 

    

ذا

 

ہ
(  )       ل

 

      

 اس طرح سے کہ     کے لیے    اور 

|(  )
 

   |         

     (  )
 

           

 (   )     (   )
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔)       

i) اگر      

ک

        جاسکتا ہےکہطرح سے  منتخب کیا  اسو    ت

  

ک

            ت

(   )     ( کے ذریعہ1مساوات )
       

         
       

 تدق ہے۔  ∑اس لیے     جیومتری سلسلہ ہے جہاں مشترک نسبت  ∑لیکن

 بھی تدق ہوگا۔  ∑نچہ  مقابلہ جانچ کی مدد سے 

ii)  اگر      

ک

      کہ  اس طرح سے نچہ جاسکتا ہے   ت

  مساوات )

ک

          (   )( کی مدد سے 1ت

ذا     جیومتری سلسلہ ہے جہاں مشترک  نسبت   (   )∑اب ں ں کہ

 

ہ
 منتشر ہوگا۔  (   )∑ہے ل

  مقابلہ جانچ کی وجہ سے 

ک

 بھی منتشر ہوگا۔   ∑ت

iii) اگر    

  اس جانچ سے پتہ نہیں چلے گا، کیوں کہ ہم جانتے ہیں کہ 

ک

∑ت
 

 
  کہ 

 
.      منتشر سلسلہ ہے ج

 

 
/

 

 
∑اور   

 

  
تدق سلسلہ  

.      ہے اور یہاں بھی 
 

  
/

 

 
اکال ہے۔پر    اس لیے جانچ   

 

 ب

     ∑اگر  ۔1نوٹ

ک

∑تدق ہے ت
 

  
 منتشر ہوگا  
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(  )      تدق ہونے کی صورت میں   ∑کیوں کہ 
 

    

  

ک

.       ت
 

  
/

 

 
∑ہے، اس لیے  

 

  
 منتشر ہوگا۔

ذر جانچ اُس   ۔2نوٹ

 

ا ہے جس کے ارقال میں قوت ہوتی ہے۔ لمل طور پر ج 

ک

 سلسلہ پر لگاب ا جاب

  .∑سلسلہ۔10مثاك
 

 
/
   

 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے  

 دیے گئے سلسلہ سےحل۔

   (  
 

 
)
   

 

ذر جانچ لگانے سے

 

 و شی کی ج 

   
   

(  )
 

     
   

{(  
 

 
)
   

}

 

 

 

    
   

(  
 

 
)
  

 

    
   

 

.  
 

 
/
  

 

 
   

ذر جانچ کے مطابق 

 

ذا و شی ج 

 

ہ
 تدق ہے۔  ∑ل

∑۔11مثاك
  

  
 جانچ کیجیے۔ استدقاقکا     

    حل۔
  

  
     

ذر جانچ کرنے پر

 

 ج 

  

   
   

(  )
 

     
   

{
  

  
}

 

 

 

    
   

 

 
 

 
 

 
     

ذا

 

ہ
 تدق ہے۔  ∑ل

∑ سلسلہ ۔12مثاك
  

  
 کی جانچ کیجیے۔ استدقاقکے  

∑   ∑دب ا گیا سلسلہ  حل۔
  

  
 ہے۔ 

ذر جانچ کرنے پر

 

  ج 

   

   
   

(  )
 

     
   

{
  

  
}
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( )      ب اد رہے کہ 
 

    

 
 

( ) 
     

ذا 

 

ہ
 منتشر ہے۔   ∑ل

∑ سلسلہ ۔13مثاك
 

  
.
   

   
/
 

   
 کی جانچ کیجیے۔ قاقکے استد    

    یہاںحل۔
 

  
.
   

   
/
 

 ہے۔   

ذر جانچ کرنے پر 

 

 ج 

   
   

(  )
 

     
   

8
 

  
(
   

   
)
 

  9

 

 

 

    
   

 

 
 

 

(
   

   
)  

 
 

   
   

. 
 

 /
       

:
  

 

 

  
 

 

;  

( )      ہمیں معلول ہے  کہ
 

ا ہے، اس لیے    

ک

 ہوب

 
 

( ) 
(
   

   
)     

(  )      ں ں کہ
 

 ہو۔   ہواور منتشر ہوگا اگر    تدق ہوگا اگر   ∑ہے۔ اس لیے سلسلہ   کی قیمت 

 کی صورت میں اس جانچ سے نتیجہ نہیں کہا جاسکتا ہےاس  کے لیے د  مقابلہ جانچ کی جائے گی   اور 

   پر   
 

  
.
   

   
/
 

 ہوگا۔

   اگر
 

  
  

ک

 د  مقابلہ جانچ کرنے پر لیا جائے ت

   
   

  
  
    
   

 

  
.
   

   
/
 

 

  

 

    
   

:
  

 

 

  
 

 

;

 

 

    
   

.  
 

 
/
 

.  
 

 
/
  

 
  

  
 
 

 
 

 

     
      

ذا دونوں

 

ہ
 ئ  صفت ہوں گے۔  ∑اور  ∑ل
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∑   ∑ں ں کہ
 

  
ذا یہ تدق ہے۔      جہاں   سلسلہ ہے،   ائ   

 

ہ
 ہے۔ ل

 بھی تدق ہوگا۔  ∑نچہ 

ً دب ا گیا سلسلہ تدق ہے اگر اا

ک

 ن
 ج
ت

ک

ی

 

    ن

     اور منتشر ہے اگر

  .∑سلسلہ  ۔14مثاك 
 

√ 
/
     

 کی جانچ کیجیے۔ استدقاقکے 

 دیے گئے سلسلہ سے حل۔

   (  
 

√ 
)
     

 

ذرجانچ لگانے سے 

 

 ج 

   
   

(  )
 

     
   

{(  
 

√ 
)
     

}

 

 

 

    
   

 

.  
 

√ 
/
√ 

 

 
 

 
   

ذر جانچ کے مطابق دب ا گیا سلسلہ 

 

ذا ج 

 

ہ
 تدق ہے ۔  ∑ل

∑۔15مثاك 
    

  
 کی جانچ کیجیے۔ قاقاستدکے    جہاں 

        یہاں   حل۔
   

  
 

ذر جانچ لگانے پر

 

 ج 

   
   

(  )
 

     
   

8
   

  
9

 

 

 

    
   

  

 
 

 
  

 
 

ذا اگر

 

ہ
ل

  

 
        √  یعنی  

ک

 تدق ہے۔  ∑ت

طرح اگر ای 

  

 
          √  یعنی     

ک

 منتشر ہے۔  ∑ت

اور اگر

  

 
اکال ہے۔  

 

  یہ جانچ نتیجہ دینے میں ب

ک

 ت

     ہم دیکھتے ہیں کہ
  

 
 پر √  یعنی  

∑   ∑سلسلہ
√ 
  

  
 ∑

  

  
 منتشر ہے۔ ∑ 
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ذا

 

ہ
    ہم اس نتیجہ پر پہنچے کہ سلسلہ تدق ہے اگر ل

 ہو۔   اور سلسلہ منتشر ہے اگر

 کی جانچ کیجیے استدقاقدیے گئے سلسلہ کے  ۔16مثاك

 

  

  
  

  

  
   

  

  
     

(   ) 

    
         

   سلسلہ سے  حل۔
(   ) 

    
   

ذر جانچ لگانے پر

 

 ج 

    

   
   

(  )
 

     
   

8
(   ) 

    
  9

 

 

 

    
   

(
   

 
)  4

 

 
 

 

5   

    
   

(  
 

 
)     

ذر جانچ کے مطابق دب ا گیا سلسلہ           

 

ذا و شی کے ج 

 

ہ
اکال ہے اگر   اور منتشر ہوگا اگر   تدق ہوگا اگر   ∑ل

 

    اور یہ جانچ ب

     اگر 

ک

 ت

   
(   ) 

    
 
 

 
(
   

 
)
 

 

   اگر
 

 
  

ک

 لیا جائے اور د  مقابلہ جانچ کی جائے ت

   
   

  
  
    
   

 

 
.
   

 
/
 

 

 

 

    
   

(  
 

 
)
 

 

       

 ئ  صفت ہوں گے۔  ∑اور  ∑نچہ  دونوں لسلے

∑   ∑اور ں ں کہ
 

 
 ہے،تو یہ منتشر ہے۔    سلسلہ ہے،  جہاں    ائ   

ذا 

 

ہ
    اور منتشر ہے اگر   تدق ہے اگر  ∑ل

 مشقی سوالات:

 کی جانچ کیجیے استدقاقدیے گئے سلسلوں کے 

i) ∑    
 

 

ii) ∑.
   

    
/
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 (D’Alembert’s Ratio Test)کی نسبت جانچ تد المبر 7.2.4

 مثبت ارقال کا سلسلہ ہے اور  ∑اگر 

   
   

    
  

   

  

ک

     اگر تدق ہوگا   ∑ (i) ت

 (ii) ∑    منتشر ہوگا اگر    

 (iii)  اکال ہوگا اگر

 

    جانچ ب

 مثبت ارقال کا سلسلہ ہے   ∑:  ثبوت۔

           

 
    
  

   

    
   

    
  

     

ϵکسی     اسطرح سے کہ      کے لیے  

|
    
  

  |         

    
    
  

          

 رکھنے پر                    

    
    
  

     

    
    
    

     

    
    
    

     

                          

    
  
    

     

 ام کا حاصل ضرب لینے سے

(   )    
  
  
 (   )         

 
(   ) 

(   ) 
 
  
  
 
(   ) 

(   ) 
 

 (   ) 
  

(   ) 
    (   )

   

(   ) 
 (1۔۔۔۔۔۔۔) 

i)) اگر     

ک

 اسطرح منتخب کیا جاسکتا ہے کہ    ت

  (   )    

ذا

 

ہ
 ( سے 1ہے۔ اب مساوات )       ل
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αیہاں   
  

  
 ہے۔ 

  

ک

 ہے   جیومتری سلسلہ ہے جس کی مشترک نسبت   ∑ت

ذا یہ تدق ہوگا۔

 

ہ
 ل

  مقابلہ

ک

 بھی تدق ہوگا۔  ∑ جانچ کی بنات

(ii) اگر     

ک

(   )    منتخب کیا جاسکتا ہے کہ اس طرح   ت    

 (کے حوالے سے1مساوات )

  
(  ) 

(  )          

            (  )     

βیہاں   
  

(  ) 
 ہے۔ 

  

ک

ری سلسلہ سے جس کا مشترک نسبت  (  ) ∑ت

ک  

 ہے     جیوم

ذا یہ منتشر ہوگا۔

 

ہ
 ل

  مقابلہ جانچ کی بنا 

ک

 بھی منتشر ہوگا۔   ∑ت

(iii) اس جانچ کی بنا پر فیصلہ نہیں کیاجاسکتا ہے کیوں کہ اس صورت میں سلسلہ تدق بھی ہوسکتا ہے اور منتشر بھی ، ہو    اگر  

ک

ت

 ۔سکتا ہےہو

 مثالیں دیکھیں:  اس کے لیے 

∑   ∑
 

  
 یہ تدق سلسلہ ہے۔ کہ  ہمیں معلول ہے

 اور نسبت جانچ پر 

   
   

    
  

    
   

 

(   ) 

 

  

 

    
   

 

.  
 

 
/
    

∑   ∑اور دیکھیں
 

 
 ہم جانتے ہیں یہ منتشر سلسلہ ہےاور نسبت جانچ پر
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ذا دیکھا گیا کہ 

 

ہ
اکال ہے۔   ل

 

 کی صورت میں اس جانچ پر نتیجہ نہیں کہا جاسکتا۔ یعنی جانچ ب

  کہ سلسلہ کے ارقال  نسبت جانچ اُم صورتوں میں لگائی جاتیکی  تلمل طور پردالمبرنوٹ:
 

و ریل میں  ہے ج

 

ن کی
ف

 ۔ںکی قوتیں موجود ہو    ب ا 

اکال ہو

 

روہاں   جہاں نسبت جانچ ب

 

 
 
 

ا ہے۔( Raabe’s Test)کا جانچ ری

ک

 کارگر ہوب

ر ر 7.2.5

 

 
 
 

 (Raabe’s Test)جانچ ی

  .       مثبت ارقال کا سلسلہ ہے اور اگر  ∑اگر 
    

  
/    

  

ک

    تدق ہوگا اگر   ∑ (i)ت

    منتشر ہوگا اگر   ∑ (ii)اور

   سلسلہ۔17مثاك 
 

  
 
 

  
 
 

  
 کی جانچ کیجیے۔ استدقاقکے   

      یہاں حل۔
 

  
         

     
 

(   ) 
 

  پر نسبت جانچ لگانے

   
   

    
  

    
   

 

(   ) 

 

  

 

    
   

  

(   ) 
 

    
   

 

   
     

ذا دی المبرٹ  کے نسبت جانچ کے مطابق

 

ہ
 تدق ہے  ∑ل

∑ سلسلہ ۔18مثاك 
(  ) 

(  ) 
 ق پر بحث کیجیے۔ستدقااکے 

 گئے سلسلہ سےدیے  حل۔

   
(  ) 

(  ) 
 

  

ک

          ت
*(   ) + 

* (   )+ 
 

 نسبت جانچ لگانے پر

    

   
   

    
  

    
   

*(   ) + 

* (   )+ 

(  ) 

(  ) 

 

    
   

*(   ) + 

* (   )+ 
 
(  ) 

(  ) 
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*(   )( )  + 

,(    )(    )(  ) -
 
(  ) 

(  ) 
 

    
   

(   ) 

(    )(    )
 

    
   

  .  
 

 
/
 

  .  
 

 
/ .  

 

 
/
 

 
(   ) 

(   )(   )
 
 

 
   

ذا نسبت جانچ کے مطابق

 

ہ
 ب ا گیا سلسلہ تدق ہے۔د  ∑ل

∑ سلسلہ ۔19مثاك 
  

  
 پر بحث کیجیے۔ استدقاقکے  

  دیے گئے سلسلہ سے حل۔

  

   
  

  
 

  

ک

          ت
(   ) 

(   ) 
 

 نسبت جانچ لگانے پر

    

   
   

{
    
  
}     

   
>

(   ) 

(   ) 

  

  

? 

    
   

8
(   ) 

(   ) 
 
  

  
9 

    
   

>
  .  

 

 
/
 

(   )    
 
  

  
? 

    
   

>
.  

 

 
/
 

(   )
? 

 
(   ) 

(   )
 
 

 
          

 تدق ہے۔  ∑نسبت جانچ کے مطابق دب ا گیا سلسلہ

    سلسلہ  ۔20مثاك
   

 
 
   

  
 پر بحث کیجیے۔ استدقاقکے  (   )    

 اس لیے سلسلہ مثبت ارقال کا ہے۔   ں ں کہحل۔

            نسب نما

  ہیں۔           گوب ا یہ ب الترتیب 
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 نچہ 

  

   (
   

  
)    

  

ک

2          ت
   

(   ) 
3      

 نسبت جانچ لگانے پر

   
   

{
    
  
}     

   
>
2
   

(   ) 
3     

.
   

  
/   

? 

    
   

8
   

(   ) 
 
  

   
9  

    
   

>
 .  

 

 
/

  .  
 

 
/
  

  

 .  
 

 
/
?  

    
   

>
.  

 

 
/

.  
 

 
/
  

 

.  
 

 
/
?   

 8
(   )

(   ) 
 

 

(   )
9     

ذا نسبت جانچ کے مطابق اگر

 

ہ
     ل

ک

 تدق ہوگا۔  ∑ت

     اور اگر

ک

 منتشر ہوگا۔  ∑ت

اکال ہوگا۔   اور

 

 پر ٹسٹ یعنی جانچ ب

ذ

 

ہ
 ا دوسر  طریقے پر غور کریں۔ل

 پر    

∑   ∑
   

  
 

   
   

  
 

 
 

  
(  

 

 
) 

   یہاں 
 

  
 لینے پر

 د  مقابلہ جانچ کے مطابق

   

   
   

  
  
    
   

 

  
.  

 

 
/
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(  
 

 
) 

           

∑   ∑ں ں کہ
 

  
 ہے۔  اس لیے یہ تدق ہے۔      سلسلہ ہے،  جہاں    ائ    

ذا

 

ہ
 بھی تدق ہوگا۔  ∑ل

    تدق ہوگا اگر  ∑خلاصہ یہ ہوا کہ

    منتشر ہوگا اگر  ∑اور

ل
م
ھ

ک

ن

  
 

ل: (Improper Integrals)غیرواج
م
ھ

ک

ن

∫  ( )  
 

 
ل    

م
ھ

ک

ن

  
 

ا ہے۔ و  غیرواج

ک

 کہاجاب

ل تفاعل ہے سبھی  اگر تعریف:
م
ھ

ک

ن

 
 
 کے لیے اور    قاب

 ( )  ∫  ( )  
 

 

        

ل
م
ھ

ک

ن

∫  ( )  
 

 
 پر اگر تدق کہا جائے گا

   
   

 ( )    

 اور یوں لکھا جائے گا

∫  ( )  
 

 

   

∑سلسلہ  ۔21مثاك 
 

  
 
 ۔کی جانچ کیجیے ستدقکے ا    

رض کرو کہ حل۔

 

( ) ق  
 

  
 

ل ہے۔ (   ,  تمال  ہم جانتے ہیں کہ
م
ھ

ک

ن

 
 
 کے لیے قاب

 ( )  ∫  ( )  
 

 

      

 ∫
 

  
  

 

 

 

 [ 
 

 
]
 

 

 

  
 

 
   

    
   

 ( )     
   

( 
 

 
  )        

ذا

 

ہ
∫ل

 

  
  

 

 
 پر۔ تدق ہے

7.2.6  

مل
ھ

ک

ن

 (Integral Test)جانچ ی

  سلسلہ  (   ,وقفہ  اگرضیہ :

ک

اا ہوا تفاعل ہے، ت

ک

ن

 

ھی

گ

∑پر ائ  غیر منفی   ( ) 
ل    

م
ھ

ک

ن

∫اور  ( )  
 

 
ا  دونوں ائ  ساتھ تدق ب 



95 

 

 منتشر ہوں گے۔

 کہ دب ا گیا ہے ثبوت:

 ( )       ,  ) 

ذا

 

ہ
∑ل  ( ) 

 مثبت ارقال کا سلسلہ ہے۔   

ا ہے کہ      پر ائ  عدد  (  ,  

ک

        اس طرح وجود رکھ

اا ہوا تفاعل ہے، اس لیے (  ,وقفہ  ں ں کہ

ک

ن

 

ھی

گ

 پر 

 ( )   ( )   (   ) 

∫  ( )
   

 

   ∫  ( )
   

 

   ∫  (   )  
   

 

 

 ( )  ∫  ( )
   

 
 (1۔۔۔۔۔۔۔)۔۔۔۔ (   )    

 رکھنے پر اور انکو جمع کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا          

  ( )   ( )     (   )  ∫  ( )
 

 
   ∫  ( )

 

 
     ∫  ( )

 

   
   

 ( )   ( )     ( ) 

رض کرو کہ

 

 ( )    ( )  ( )    ق

∫   اور   ( )
 

 
   ∫  ( )

 

 
     ∫  ( )

 

   
   ∫  ( )

 

 
   

 اس لیے

    ( )         ( ) 
   ( )          ( ) 

  ( )  (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  ( )        

 ہے۔    جو کہ تمال 

ک

 کے لیےدرس

  

ک

 ت

        (         )  (     ) 
 (       )  (       ) 

  (   )  ∫  ( )
   

 

     

              

ذا 

 

ہ
ر ہے۔+  *ل

ک

اا ہوا توای

ک

ن

 

ھی

گ

 ائ  

 ( کے حوالے سے 2مساوات )

    ( )       

رین بستہ+  *یعنی  تدق ہے۔ +  *ہے۔ اس لیے (Bounded Below)زی 

 تدق ہے۔ +  *اور        ں ں کہ
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 ً اا

ک

 ن
 ج
ت

ک

ی

 

 دونوں تدق ب ا منتشر ہوں گے۔+  *اور+  *ن

ذا سلسلہ

 

ہ
∑ل  ( ) 

∫اور     ( )  
 

 
 دونوں ائ  ساتھ تدق ب ا منتشر ہوں گے۔

 ۔22مثاك 

ک

 
ات

 

∑ کرو کہ سلسلہ ب
 

    

 
ی  جانچ کیجیے۔   

مل
ھ

ک

ن

 تدق ہے۔

 ہم لیں گے حل۔

 ( )  
 

    
    ,   ) 

  

ک

 ت

∑ ( )

 

   

 ∑
 

    

 

   

 

( ) نچہ   ل جانچ کرنے پر (   ,اور یہ وقفہ  
م
ھ

ک

ن

اا ہوا ہوگا ۔

ک

ن

 

ھی

گ

 پر  

 ( )  ∫  ( )  
 

 

 

 ∫
 

    
  

 

 

 

 ,      - 
 
 

               

        
 

 
 

  

ک

  ت

   
   

 ( )     
   

.       
 

 
/ 

        
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

ذا

 

ہ
ل

 

 
ل  

م
ھ

ک

ن

∫پر   ( )  
 

 
 پر تدق ہے۔

 کر ۔23مثاك 

ک

 
ات

 

∑و کہ ہارمونی سلسلہب
 

  
 
 ۔ہو   ہواور منتشر ہوگا اگر    تدق ہوگا اگر   

رض کرو کہ حل۔

 

 ق

 ( )  
 

  
    ,   )      

  

ک

( ) ت اا ہوا ہوگا ۔(   ,اور یہ وقفہ  

ک

ن

 

ھی

گ

 پر  

ل جانچ کرنے پر
م
ھ

ک

ن

   

 ( )  ∫  ( )  
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 ∫
 

  
  

 

 

 

 >

    

   
    

        

 

     پھر جیسے

ک

 ہوگا ت

  کہ   
 

     ج
 

    
   

اور 

 

    
  کہ    

 
    ج

    جہاں      اور

ذا

 

ہ
 ل

   
   

 ( )  ∫
 

  
  

 

 

 

 
 

   
( )        

 یعنی تدق ہے۔

 اور

   
   

 ( )  ∫
 

  
  

 

 

 

 
 

   
( )        

 اور

           

ذاخلاصہ یہ ہوا کہ 

 

ہ
∑ل  ( ) 

    ∑
 

  
 
    تدق ہوگا اگر   

    اور منتشر ہوگا اگر

∑سلسلہ ۔24مثاك 
   

    

 
 کی صفت پر بحث کیجیے۔   

رض کرو کہ  حل۔

 

 ق

 ( )  
   

    
 

   

ک

( ) ت       ,   ) 

ل جانچ کرنے پر
م
ھ

ک

ن

  

ک

 ت

∫  ( )  
 

 

 ∫ 4
   

    
5  

 

 

 

 [
 

 
   (    )]
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ذا

 

ہ
∫ل  ( )  

 

 
 منتشر ہوا۔

ً دب ا گیا سلسلہ بھی منتشر ہوا اا

ک

 ن
 ج
ت

ک

ی

 

ن

 ۔

 کیجیے کہ سلسلہ   ۔25مثاك 

ک

 
ات

 

∑ب
 

 (    ) 
 
 ہو۔      ہو اور منتشر ہوگا اگر     تدق ہوگا اگر   

رض کرو کہ  حل۔

 

 ق

 ( )  
 

 (    ) 
     

   

ک

( ) ت اا ہوا ہوگا۔ (   ,      

ک

ن

 

ھی

گ

 

ل جانچ کرنے پر
م
ھ

ک

ن

  

ک

 ت

∫  ( )  
 

 

 ∫ (
 

 (    ) 
)   

 

 

 

       
  

 
 ہمیں حاصل ہے  پررکھنے    

∫ (
 

 (    ) 
)   

 

 

 ∫ (
 

  
)   

 

    

 

 6
    

   
7
    

 

 

 
 

   
,    -    

 
 

      اگر 

ک

ل تدق ہوگا۔      ت
م
ھ

ک

ن

  

ک

 ت

    اور منتشر ہوگا اگر

ی جانچ سے معلول ہوا کہ دب ا گیا سلسلہ

مل
ھ

ک

ن

  ً اا

ک

 ن
 ج
ت

ک

ی

 

ن

 ہو۔   اور  منتشر ہوگا اگر      تدق ہے اگر 

ی  جانچ کے ذریعے  سلسلہ   ۔26مثاك 

مل
ھ

ک

ن

∑
 

    

 
 معلول کیجیے۔ استدقاقکا     

رض کیجیے کہ حل۔

 

 ق

 ( )  
 

    
    ,   ) 

  

ک

 ت

∑ ( )

 

   

 ∑
 

    

 

   

 

ذا

 

ہ
( ) ل اا ہوا ہوگا ۔(   ,ہے اور یہ وقفہ  

ک

ن

 

ھی

گ

 پر  

ل جانچ کرنے پر  
م
ھ

ک

ن

 

∫  ( )  
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 ∫
 

    
  

 

 

 

 [
 

 
   (    )]

 

 

 

   

ذا  دب ا گیا سلسلہ بھی  منتشر  ہوا۔

 

ہ
 یہ منتشر ہے۔ ل

 مشقی سوالات:

 پر بحث کرو استدقاقذیل کے سلسلوں کے  

1. ∑
 

       

 
    

2.   
 

 
 
 

 
   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج   7.3

ذر  استدقاقاس اکائی میں ہم نے مثبت ارقال کےسلسلوں کے  

 

و معلول کرنے مختلف جانچ کے طریقوں پر بحث کی ہے۔ہم نے ج 

ا آسام ضرور ہے بہ مقابلہ

 

  کہ سلسلہ میں ارقال قوت رے ہوں ۔اور نسبت جانچ کرب
 

ذر جانچ جانچ کی اہمیت و  دیکھا ہے ج

 

ذر جانچ۔لیکن ج 

 

 ج 

  کہ سلسلہ کے ارقال میں 
 

ا ہے ج

ک

قوی ہے نسبت جانچ پر۔لمل طور پر دی المبرٹ  کا نسبت جانچ اُم صورتوں میں لگاب ا جاب

ل جانچ و  کس طرح (Factorial)ضربیہ
م
ھ

ک

ن

ر میں ہم نے 

 

کی جانچ کے  استدقاقموجود ہوں ب ا قوتیں اور ضرب   دونوں موجود ہوں۔آج

ا ہے صیلاً ً بحث کی۔لیے استعما

ک

 ك کیاجاب

 (Keywords)کلیدی الفاظ 7.4

ل جانچ 
م
ھ

ک

ن

ذر جانچ، نسبت جانچ، 

 

 مقابلہ جانچ، ج 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات7.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 7.5.1

Iاندہی کیجیے

 
 

 : حیح  جواب کی ن

 سلسلہ .1

 

  
 

 

  
 

 

  
 تدق ہوگا اگر  

          (a  (b      (c      (d     

∑سلسلہ   .2 (  )  
 تدق ہوگا اگر   

 (a           (b  
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 (c           (d  
 

 
   

 

 
 

  متبادك  ہارمونی سلسلہ .3
 

 
 
 

 
 
 

 
 کیاہوگا کا حاصل جمع  

 (a صفر  (b اہی

 
ک

امعلول  log 2   (c  (d  لام

 

 ب

رض کرو کہ  .4

 

    ∑ق

ک

      مثبت ارقال کا سلسلہ ہے اور تدق بھی ہے ت
    

  
  اس

ک

ا ہےت

ک

 کی قیمت کیا ہوگی وجود رکھ

 (a 1             (b  (c     (d    

  سلسلہ  .5
 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
 کیا ہے  

 (a Oscillatory  (b مشروط تدق  (c منتشر  (d مطلق تدق 

II: درج ذیل بیام کردہ دعووں کی حیح  ب ا غلط کی پہچام کیجیے۔ 

  سلسلہ  .1
 

  
 
  

  
 
  

  
 (T/F)    تدق  ہے  

  .∑سلسلہ  .2
 

 
/
   

 (T/F)     تدق ہوگا

3. ∑
 

   
 (T/F)         ق ہوگا اگرتد 

∑سلسلہ  .4
  

(  ) 
 (T/F)      تدق ہوگا

∑سلسلہ  .5
  

  
 (T/F)      تدق ہے

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 7.5.2

 ذیل کے سلسلوں کے استدقاق کی جانچ کیجیے 

1. ∑
    

 (   )(   )

 

   

 
2. ∑

 

     

 

   

 
3. ∑.√      /

 

   

 

4. ∑.√     √  /

 

   

 
5. ∑6

 

  
(
   

   
)
 

  7

 

   

 
6. ∑(  

 

√ 
)
      

   

 

7. ∑(
   

    
)
  

   

 
8. ∑

        

       (    )

 

   

 
9.    

   

 
 
   

  
       

 کرو کہ  .10

ک

 
ات

 

ل جانچ کے ذریعہ ب
م
ھ

ک

ن

∑
 

  
    اور منتشر ہے اگر   تدق ہے اگر (   )

 (Long Answer Type Questions)جواب ات کے حامل سوالات طویل7.5.3

 کرو .1

ک

 
ات

 

ذر جانچ کا کلیہ بیام کرو اور ب

 

 ۔و شی کا ج 

 کرودی المبر .2

ک

 
ات

 

 ۔ٹ  کا نسبت جانچ کا کلیہ بیام کرو اور ب

 کرو .3

ک

 
ات

 

ل جانچ و  بیام کرو اور ب
م
ھ

ک

ن

 ۔
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ر کردہ 7.6

 

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد تجوی 

1. Introduction to Real Analysis R.G. Bartle & D.R. Sherbert 

2. Mathematical Analysis T.M. Apostor  
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 قرمشروط استدقامطلق او-متبادك لسلے ۔8اکائی

(Alternating Series-Absolute and Conditional Convergence) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   8.0

 مقاصد   8.1

 متبادك لسلے   8.2

ر کی  8.2.1 

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ن ی
ل

 جانچ 

 استدقاقمطلق   8.2.2 

 استدقاقمشروط   8.2.3 

 اکتسابی نتائج   8.3

 کلیدی الفاظ   8.4

 امتحانی سوالاتنمونہ    8.5

 سوالات معروضی جواب ات کے حامل  8.5.1

 سوالات جواب ات کے حاملمختصر   8.5.2

 سوالات جواب ات کے حاملطویل   8.5.3

ر کردہتجو   8.6

 

 اکتسابی مواد ی 
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 (Introduction)تمہید 8.0

 ہم نے مثبت ارقال کے سلسلوں کے 

ک

 بحث کریں گے جن میں مثبت اور منفی پر بحث کی ہے۔اب ہم ایسی سلسلوں پر استدقاقاب ئ

∑ جس و ۔ہوں گےارقال متبادك  (  )   
 
ر کیا جائے گا۔   

 
 سے اہر

 (Objectives)مقاصد 8.1

 ہوجائیں گے کہ: 
 
 اس اکائی کی تکمیل پر طلبا اس قاب

  ر

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

 ۔پر بحث کریں  ق ستدقااجانچ کے ذریعہ (Leibnitz)متبادك سلسلوں پر

 ۔متبادك سلسلہ آب ا مطلق ہے ب ا مشروط تدق ہے معلول کریں دب ا گیا 

 (Alternating Series)متبادك لسلے  8.2

ا ہے۔ ایسا سلسلہ جس

ک

ا ہے۔ جس و کے ارقال یکے بعد دیگر  مثبت اور منفی علامات رے ہوں متبادك سلسلہ کہلاب

ک

ر کیا جاب
 
 یوں اہر

              (  )
      

  مثاك:  
 

 
 
 

 
 
 

 
 متبادك سلسلہ ہے۔  

 8.2.1 

ل

 
ن 

ر کی

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی

 (Leibnitz’s Test)جانچ 

ر ہے جو کہ   ∑اگر بیام:

ک

 مثبت ارقال کا توای

a)               

b)            

  متبادك سلسلہ

ک

∑ت (  )     
 
 تدق ہوگا۔   

رض  ثبوت:

 

 کرو کہ ق

                 (  )
      

                            
  (   )                                            

                        

اا ہوا ہے۔a)اس لیے کہ 

ک

ن

 

ھی

گ

ر 

ک

 یعنی کے مطابق توای

          

ذا 

 

ہ
رھتا ہوا ہے۔+   *ل

 

 ی 

رھتا ہوا ہے۔ +  *اس لیے

 

 ی 

                            
    ,                    - 
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 بستہ ب الا ہے۔+   *یعنی

رھتا ہوا اور بستہ ب الا ہے۔+   *گوب ا 

 

 ی 

 تدق ہے+   *کے ضیہ  کے  مطابق  استدقاقاس لیے ئ  رنگی 

ذا 

 

ہ
 تدق ہے+  *ل

 ً اا

ک

 ن
 ج
ت

ک

ی

 

∑ن (  )     
 
 تدق ہے۔   

 کرو کہ متبادك سلسلہ  ۔1مثاك

ک

 
ات

 

  ب
 

 
 
 

 
 
 

 
 تدق ہے۔   

 دب ا ہوا متبادك سلسلہ یوں لکھا جاسکتا ہے ثبوت:

∑ (  )     
 

   
   

 

 
 
 

 
 
 

 
   

                                 
 

 
 

  
 

 
 
 

 
 
 

 
   

اا ہوا ہے+  *یعنی 

ک

ن

 

ھی

گ

 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  اور 

               
 

 
 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

ر کے جانچ کے مطابق دب ا گیا متبادك سلسلہ تدق ہوا۔2( اور)1مساوات )

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

 ( کی مدد سے 

 کی ی ت ۔

ک

 
ات

 

 مثاك  ب

 (Absolute Convergence)استدقاقمطلق  8.2.2

∑ائ  متبادك سلسلہ تعریف: (  )     
 
ا ہے اگر    

ک

 مطلق تدق کہلاب

i) گر ا∑ (  )     
 
 تدق ہے اور   

ii)  اگر∑ |  |
 
 بھی تدق ہے )یعنی مثبت ارقال سلسلہ بھی تدق ہے(   

 (Conditional Convergence)استدقاقمشروط  8.2.3

∑و ئی متبادك سلسلہ  تعریف: (  )     
 
ا ہے   

ک

 مشروط تدق کہلاب

a) اگر∑ (  )     
 
 تدق ہے  اور    

b) ∑ |  |
 
 منتشر ہے)یعنی مثبت ارقال کا سلسلہ منتشر ہے(   

 ائ  مطلق تدق سلسلہ ہمیشہ تدق ہوگا۔۔1ضیہ 

∑اگر ثبوت: (  )     
 
     

ک

 ائ  متبادك سلسلہ ہے جو کہ مطلق تدق ہےت
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 |  |     |  | 
       |  |  |  |     |  |  |  |  |  | 
                                |  |   |  | 

∑ں ں کہ سلسلہ مطلق تدق ہے اس لیے  |  |
 
 تدق ہے ۔   

∑اس لیے   |  |
 
 تدق ہے۔   

  مقابلہ جانچ کے مطابق 

ک

∑ت (   |  |)
 
 ق ہوگاتد   

∑ں ں کہ  (   |  |)
 
∑تدق ہے اور     |  |

 
 تدق ہے۔   

∑اس لیے  (   |  |  |  |)
 
    ∑   

 
 تدق ہے۔   

 ہوا

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

ر 1نوٹ ا ضروری نہیں ہے۔ ۔ اس کا ی 

 

 عکس ضیہ  حیح  ہوب

∑مثلاً متبادك سلسلہ 
(  )   

 
 
ر کے جانچ کے مطابق تدق ہے1پر ہم نے مثاك)   

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

 ( میں دیکھا کہ 

∑اور جبکہ  |  |
 
    ∑

 

 
 
ن   ائ      

 
می
ق ش

ذا یہ منتشر ہے۔   سلسلہ ہے 

 

ہ
 ہے۔  ل

∑اس مثاك میں ں ں کہ  ۔2نوٹ (  )     
 
∑تدق ہے اور     |  |

 
∑س لیے منتشر ہےا   

(  )   

 
 
مشروط تدق    

 ہے ۔

  سلسلہ ۔2مثاك
 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
 پر بحث کیجیے۔ استدقاقکے   

ر کیاجاسکتا ہے جس و یہ ائ  متبادك سلسلہ ہےحل۔ 
 
∑یوں اہر (  )     

 
    ∑

(  )   

√ 
 
    

  

ک

 ت

        
 

√ 
 

 

√   
   

ذا

 

ہ
ر ہے۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)+  *ل

ک

اا ہوا توای

ک

ن

 

ھی

گ

1) 

               اور
 

√ 
 (2۔۔۔)۔۔۔۔۔  

ر کی جانچ کے مطابق دب ا گیا سلسلہ تدق ہے ۔2( اور )1)

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

 (کی بنا 

∑سلسلہ  ۔3مثاك 
  

 
 
 ۔پر بحث کیجیے استدقاقکے         

∑   ∑دب ا گیا سلسلہ  حل:    
  

 
 
 ہے۔         

 یہ سلسلہ ہمیشہ مثبت ارقای نہیں ہے۔

   
   

|
    
  
|     

   
|
    

   
 
 

  
| 
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|
 

  
 

 

 | ||  | | 

  نسبت جانچ کے مطابق 

ک

| |تدق ہے اگر|  |∑ت    

| |اور منتشر ہے اگر    

       اگر

ک

∑ہو،  ت
(  )    

 
 
 تدق ہے۔   

 منتشر ہے۔  ∑پر   اور

 کرو کہ سلسلہ ۔4مثاك

ک

 
ات

 

    ب
  

  
 
  

  
 کے لیے مطلق تدق ہے۔    سبھی   

 ۔  دب ا گیا سلسلہحل

∑   ∑
  

  

 

   
 

                       
  

  
  

 ∑|  |  ∑
| | 

  
 

 |
    
  
|  

| |   

(   ) 
 
  

| | 
 

| |

(   )
 

  

ک

 ت

   
   

|
    
  
|     

   
8
| |

(   )
9      

ذا نسبت جانچ کے مطا

 

ہ
ا     سبھی  |  |∑بق ل  کے لیے مطلق تدق ہے۔    سبھی    ∑کے لیے تدق ہے ۔گوب 

       نوٹ:  دب ا گیا سلسلہ
  

  
 
  

  
 ہے۔  

 کرو کہ سلسلہ  ۔5مثاك

ک

 
ات

 

∑ب
(  )      

 
  کہتدق ہے 
 

 ہے۔      ج

      اگر   حل ۔ 

ک

∑ہو، ت
(  )      

 
 ∑

(  )    

 
 ( کے حوالہ سے تدق ہے۔1مثاك)

 ہو۔       اور اگر 

| |یعنی      

ک

   ت
(  )      

 
 ہے۔ 

 |
    
  
|  
| |   

   
 
 

| | 
 
 | |

   
 

   
   

|
    
  
|     

   
2
 

   
3 | | 

    
   

>
 

  
 

 

? | |  
 

   
| |  | | 

ذا نسبت 

 

ہ
| | کے مطابق ں ں کہ جانچل ∑یعنی       (  )∑ہے اس لیے   

(  )      

 
     تدق  ہے 
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ً پر۔  اا

ک

 ن
 ج
ت

ک

ی

 

∑ن
(  )      

 
 ۔پر      تدق ہے

(   )   سلسلہ (Logarithmic)تھمیگردب ا گیا سلسلہ لونوٹ:   ∑
(  )      

 
 ہے۔ 

 کرو کہ سلسلہ  ۔6مثاك 

ک

 
ات

 

     ب
 (   )

  
   

 (   )(   )

  
     

 (   )  (     )

  
مطلق تدق     

| |ہے اگر  ہو۔   

 ے   ں ں کہ حل۔
سلی
 دب ا گیا سلسلہ مثبت ارقال کا نہیں ہے۔اب ا

 (   )  (     )

  
 (   )رکنواں    

    اور

 (   )  (     )(   )

(   ) 
 (   )رکنواں      

 اس لیے

|
(   )واں رکن

(   )واں رکن
|  |

   

   
 |  |

 

 
  

  
 

 

| | | 

   
   

|
اںو رکن (   )

(   )واں رکن
|     

   
|

 

 
  

  
 

 

| | |  | | 

ذا مثبت جانچ کے مطابق دب ا گیا سلسلہ تدق ہے ہوگا اگر

 

ہ
| |ل ً دب ا گیا سلسلہ مطلق تدق ہوگا اگر   اا

ک

 ن
 ج
ت

ک

ی

 

| |ن  ہو۔   

 (Binomial Expansion)کا پھیلاؤ ہے )دو رکنی پھیلاؤ( (   )دب ا گیا سلسلہ نوٹ:

 کرو کہ  ۔7مثاك

ک

 
ات

 

    (  )∑ب
 

 
 مطلق تدق نہیں ہے۔

 دب ا گیا سلسلہ ائ  متبادك سلسلہ ہے۔ حل۔ 

روض کرو کہ

 

(  )∑   ∑ق
    

 

 
 ہے۔ اس لیے 

   (  )
    

 

 
 

      اور اگر 
 

 
        

ں ں کہ

 

 
 (   -  0  

 

 
اور1

 

 
 

 

   
 ہے۔ اس لیے 

   
 

 
    

 

   
 

                       

          
   

      
   

{   
 

 
}    

ر جانچ

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

ذا 

 

ہ
 تدق ہے ۔اور  ∑کے مطابق (Leibnitz Test)ل

∑|  |  ∑|(  )    
 

 
| 

 ∑|   
 

 
| 
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 ∑   
 

 
 

∑   ∑اگر
 

 
  مقابلہ جانچ کرنے پر

ک

 لیاجائے ، ت

   
   

  
  
     

   
>
   

 

 
 

 

?     
 

 
  
>
   

 

 
 

 

?        

ذا اد  مقابلہ جانچ کے 

 

ہ
∑   ∑مطابق ں ں کہ ل

 

 
 ۔منتشر ہے

|  |∑اس لیے   ∑ |(  )
    

 

 
 ۔بھی منتشر ہے|

ذا دب ا گیا متبادك سلسلہ مشروط تدق ہے

 

ہ
 ۔ل

∑سلسلہ ۔8مثاك (  )   (√    √ ) 
 پر بحث کیجیے ۔ استدقاقکے    

رض کرو کہ حل۔

 

(  )∑   ∑ ق
   (√    √ )  ∑(  )      

 ائ  متبادك سلسلہ ہے، جہاں

   (√    √ ) 

 
(√    √ )(√    √ )

(√    √ )
 

 
 

(√    √ )
         

 اب دیکھیں کہ 

√    √    √    √  

 
 

(√    √   )
 

 

(√    √ )
 

                                           

ذا 

 

ہ
ر ہے۔+  *ل

ک

اا ہوا توای

ک

ن

 

ھی

گ

 (1۔۔۔۔۔۔۔۔)   

 اور

               
 

(√    √ )
 (2۔۔۔۔۔۔۔۔)  

ر جانچ کے مطابق 2(اور )1مساوات )

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

 رتدق ہے او  ∑( کی بنا  

∑|  |  ∑|
 

√    √ 
| 

 ∑
 

√    √ 
 

 ∑
 

√ 6√  
 

 
  7

 

∑   ∑اب اگر 
 

√ 
  

ک

 لیا جائے اور د  مقابلہ جانچ کی جائے ، ت
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{
 
 

 
 

 

√ 6√  
 

 
  7

 

√ 

}
 
 

 
 

 
 

√     
 
 

 
     

ذا ں 

 

ہ
∑   ∑کہں ل

 

√ 
  جہاں  ،سلسلہ ہے  

 

 
   

 بھی منتشر ہے۔|  |∑منتشر ہے اس لیے   ∑اس لیے 

 نچہ  نتیجہ یہ نکلا کہ دب ا گیا سلسلہ مشروط تدق ہے۔

 مشقی سوالات:

i)  سلسلہ∑ (  )   
 

    
 
 پر بحث کیجیے استدقاقکے    

ii)  کرو کہ 

ک

 
ات

 

∑ب
     

  
 مطلق تدق ہے    

iii) کرو کہ 

ک

 
ات

 

∑ب (  )   √     √  
 مشروط تدق ہے   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  8.3

ذ کیے استدقاقاس اکائی میں ہم نے متبادك سلسلوں کے 

  

ر جانچ کے ذریعہ نتائج اج

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

ر مطلق تدق پر 
 
 کیا کہ ر

ک

 
ات

 

۔ہم نے یہ بھی ب

ا  اس کاسلسلہ تدق بھی ضرور ہوگا لیکن  ر میں ہم نے دئے گئے متبادك سلسلوں کی جانچ اس پر بھی کی کہ آب 

 

ا ضروری نہیں ۔اور آج

 

عکس حیح  ہوب

 وہ مطلق تدق ہیں ب ا مشروط تدق ہیں ۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ  8.4

 
ن 
ل

ر جانچ، مطلق متبادك سلسلہ ، 

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی

 استدقاق، مشروط استدقاق

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 8.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 8.5.1

  سلسلہ  .1
 

 
 
 

 
 
 

 
 کیا ہوگا  

 (aمطلق تدق  (bمشروط تدق  (cمنتشر   (d نہیں مندرجہ ب الا و ئی 

ر مطلق تدق سلسلہ لازماً ہوگا .2
 
 ر

 (aتدق  (bمنتشر   (c اہتزازی  (dتدق ب ا منتشر 

ر جانچ .3

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

 اطلاق ام پر ہے 
 
 قاب



110 

 

 (aمثبت ارقال سلسلہ (bمتبادك سلسلہ  (c  پہلے دونوں (d و ئی نہیں 

سلسلہ .4

 

√ 
  

 

√ 
  

 

√ 
    (  ) 

 

√ 
 ہے۔ 

 (aمطلق تدق  (bمشروط تدق  (cمنتشر   (dاہتزازی 

∑سلسلہ .5 (  )   
 

    
 
 ہے۔   

 (aتدق  (bمنتشر   (c اہتزازی  (d مندرجہ ب الا و ئی نہیں 

 مندرجہ ذیل و  جوڑئے .6

i)   
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
     (a تدق ہے نسبت جانچ کے مطابق 

ii)   
 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
     (bق سے مقابلہ جانچ کے مطابقتد 

iii)     
  

  
 
  

  
     (cتدق سے نسبت جانچ پر 

iv) ∑.
   

    
/
 

     (dمطلق تدق ہے 

v) ∑ (√     √    ) 
     (e متبادك سلسلہ 

      (f 
م
ھ

ک

ن

 ل جانچ پرتدق ہے 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات  8.5.2

سہ  .1
∑سلل

  

 
 پر بحث کیجئے استدقاقکے 

    بتلاؤ کہ سلسلہ  .2
  

  
 
  

  
 مطلق تدق ہے۔  

 کرو کہ  .3

ک

 
ات

 

∑ب    
 

 
 
 مطلق تدق نہیں ہے۔   

 کرو کہ  .4

ک

 
ات

 

ب

 

   
 

 

   
 

 

   
 تدق ہے۔  

 کرو کہ و ئی بھی مطلق تدق  .5

ک

 
ات

 

ا ہے۔ب

ک

 سلسلہ لازی تدق ہوب

 (Long Answer Type Questions)جواب ات کے حامل سوالات طویل 8.5.3

ر  .1

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

 (Leibnitz)کرو 

ک

 
ات

 

 ۔کا ضیہ  بیام اور ب

 پر بحث کرو۔ استدقاقذیل کے سلسلوں کے  .2

a) ∑ (  )   
 

    
 
    

b) ∑ (  )   (√    √ ) 
    

ر کردہ 8.6

 

 (Suggested Learning Resources)بی مواداکتسا تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 
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 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 

8. Mathematical Analysis,  S.C. Malik and SavithaArora 
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 تفاعل کی اتہائ اور تسلسل ۔9ئیاکا

(Limits and Continuity of a Function) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    9.0

 مقاصد    9.1

 اتہائ کی تعریف     9.2

 تفاعل کی د  بندی   9.2.1 

 تفاعل کی اتہائ   9.2.2 

 9.2.3    
ی

 

قط

 ےاتہائؤں پر 

ا پر اتہائئیں  ∞   9.2.4 

 
ک

 اتہائئیں ہی اور لام

اہی اتہائئیں 9.2.4.1  

 
ک

 لام

 پر اتہائئیں  ∞ 9.2.4.2  

 اکتسابی نتائج    9.3

 کلیدی الفاظ    9.4

 نمونہ امتحانی سوالات    9.5

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات   9.5.1

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات   9.5.2

 طویل جواب ات کے حامل سوالات   9.5.3

ر کردہتجو    9.6

 

 داکتسابی موا ی 
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 (Introduction)تمہید 9.0

 رب اضی میں تفاعل کی اتہائئیں کسی نقطہ کی 

ک

بجائے اسکے کہ اُس خاص نقطہ پر۔یہ ائ  سادہ اور ، میں تفاعل کی خاصیت و  بتاتی ہیں  ہمسائ

کی اصل ہیں اور یہ تفاعل (Mathematical Analysis)کی بنیاد ہے۔اتہائئیں علم احصا اور رب اضیاتی تجزیہCalculus))قوی نظریہ علم احصا 

ل میں استعماك ہوتے ہیں۔
م
ھ

ک

ن

 کے تسلسل کے تفرق اور 

 (Objectives)مقاصد 9.1

 ہوجائیں گے کہ: 
 
 اس اکائی کے تم  پر طلبا اس قاب

  ۔اتہائکی تعریف  اور اُس  و  استعماك کرسکیں 

 ۔اتہائ کے نہ ب ائے جانے کی صورتوں سے واقف ہوں گے اور وجوہات و  پہچام سکیں 

 ۔ئ  طرفہ اتہائ  اور اتہائؤں کے درمیام رشتہ معلول کرسکیں 

  ا اور اتہائؤں کے کلیوں  و  سمجھ سکیں

 

 ۔سادہ الفاظ میں اتہائ  و  بیام کرب

 (Definition of Limit)اتہائکی تعریف 9.2

 ہے۔یہاں ہم

 

ر کے مطالعہ میں ہم نے دیکھا کہ وہ تفاعل ہیں جنکا دامنہ طبعی اعداد کا س

ک

 اس تفاعل پر بحث کریں گے جسکے دانے توای

 ہیں ۔اتہائ کی  تعریف کرنے سے پہلے ہم تفاعل کے محدود ہونے پر بحث کریں گے۔ حقیقی اعداد(Range)اور سعت 

 

 کے تحت س

 Boundedness of a Function) )تفاعل کی د  بندی 9.2.1

اDمنہائ  تفاعل کسی داتعریف:

ک

ریں کہلاب ریں  ہوتیبستہ ب ا(Range) ہے اگر اُس کی سعتپر بستہ ب الا ب ا بستہ زی   ہے ۔اور جو تفاعل لا ب ا بستہ زی 

ا ہے۔دونوں یعنی بستہ ب الا اور بستہ 

ک

ا ہے وہ بستہ تفاعل کہلاب

ک

ریں  ہوب  زی 

|( ) |اور     پر اگر  منہادیگر الفاظ میں ائ  تفاعل بستہ ہوگا اگر کسی د   ،       

 

ص

 ئ  رنگی /ائ  

ف

ی تفاعل

ک

ت

(Monotonic Function): رض کرو کہ تفاعل

 

   کسی درمنہ( ) ق

ک

رھتا  پرمعرف ہے ت

 

و  ی 

 ہوا کہیں گےاگر

 (  )   (  )                  

اا ہوا کہیں گے اگر   اور

ک

ن

 

ھی

گ

 و  

 (  )   (  )                  

   مذو رہ صورتوں و 

ص

 ئ  رنگی/ائ  

ف

ے ہیں 

ک

علھہی

ی/مونوٹوم تفا

ک

ت

 ۔

 Limit of a Function) )تفاعل کی اتہائ 9.2.2
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 ائ  تفاعل ہے۔       اوراگر   اگر تعریف:

    کا اور  ہے   'ائ  اتہائئی نقطہ اگر'

(i) اگر ( ) ا     کے لیےائ  عدد   ب ائیں سے دیے گئے       جیسے     

ک

ہے اس طرح وجود رکھ

        کہ

 | ( )    |          

  

ک

(   ) ت ا     ( )          ب     

 و  ب ائیں اتہائ کہتے ہیں ۔ ’ ‘یہاں 

(ii)  اگر ( ) ا ہے    کے لیےائ  عدد   دائیں سے دیے گئے       جیسے     

ک

اس طرح وجود رکھ

        کہ

 | ( )    |          

  

ک

(   ) ت ا    ( )        ب     

 و  دائیں اتہائ کہتے ہیں ۔ ’ ‘یہاں 

  وہ یکتا قیمت تفاعل کی اتہائ        اگر کسی تفاعل  تفاعل کی اتہائ:

ک

ر ہیں ت رای  کے دائیں اور ب ائیں اتہائ دونوں وجود رے ہیں اور دونوں ی 

 ہے۔

( )          اگر گوب ا             ( ) 

  

ک

( )           ت    

ا چاہیے ’ ‘کے وجود کے لیے ( )        نوٹ:

 

قط ہوب

 

ا ضروری نہیں ’ ‘  کا ۔مگر   اتہائئی ت

 

 کا ممبر ہوب

( )       کے لیے اگر       کسی تفاعل   ۔1ضیہ          

ک

 یکتا ہوگا۔  ت

رض کرو کہ    ۔ثبوت

 

( )         اگر مکن  ہوتو ق      

  اگر  
 

 
 (1لیا جائے۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔) (   )

( )        ں ں کہ       

ک

ا ہے کہ     ائ  عددت

ک

|   |  اس طرح وجود رکھ     

 | ( )    |          

( )       اور ں ں کہ ا ہے کہ     بھی ہے۔ اس لیے ائ  عدد   

ک

|   |  اس طرح وجود رکھ     

 | ( )    |          

رض کرو کہ

 

 (     )     ق

  ں ں کہ

ک

 اس طرح کہ       کا ۔اس لیے    اتہائئی نقطہ ہے’ ‘ ت

  |   |    

( ) | اور    |    | ( )    |  ہوگا۔     
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ک

     ت

|    |  |   ( )   ( )    | 
 |   ( )|  | ( )    | 
     
    

 کے مطابق( 1)مساوات 

|    |    
 

 
(   ) 

 (   ) 

 یہ مکن  نہیں ہے ۔

 ے 
سلی
رض کیا گیا جملہ غلط ہے کہا

 

ذا کسی نقطہ  پر اور    ممکناً ق

 

ہ
 ہیں ل

ک

  ہے تو وہ یکتا ہوگی۔کی اتہائ وجود رکھتی( ) دو اتہائ ہوسکت

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

 ے   9.2.3
ی

 

قط

  (Theorems on Limits)اتہائؤں پر 

ر ہے اگر
 
( )       اب ہم تفاعل کی اتہائؤں پر بحث کریں گے۔اہر   ،  

ک

  ’ ‘ہے بستہ   ت

ک

  میں۔کی ہم سائ

      ں ں کہاگر 

ک

ا ہے کہ    ائ  عدد ،ت

ک

 اس طرح وجود رکھ

     | ( )    |        |   |        
      ( )      
              | ( )|  | |    

| |  اور     اگر | | |( ) |*     اور       + 

  

ک

|( ) |ت ( )  ہوگا       پر۔+ * 

( )       کا ائ  اتہائئی نقطہ ہے اور  ’ ‘اور       اور      اگر  ۔2ضیہ   ( )       اور     جہاں    

        

ک

 ت

   
   
* ( )   ( )+      

رض کرو کہ ثبوت

 

 دب ا گیا ہے۔    ۔ ق

  ں ں کہ

ک

( )        ت       اس لیے    

( ) |  اور    |  
 

 
     |   |         

( )        ای  طرح ں ں کہ       اس لیے    

( ) |  اور   |  
 

 
     |   |         

 

   (     )     اگر

ک

|   |  ہو ت  پر   
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| ( )   |  
 

 
( ) |اور     |  

 

 
 ہے۔ اس لیے 

| ( )   ( )  (   )|  | ( )   |  | ( )   |  
 

 
  

 
    

                     
   
* ( )   ( )+      

 ہوا

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

 ہیں:

ک

 کیے جاسکت

ک

 
ات

 

 ے بھی ب
ی

 

قط

 ضیہ  ب الا کی طرح درج ذیل 

i)       (  )( )     

ii)       (  )( )         

iii)       (  )( )     

iv)       (   )( )      

v)       , ( )-
     

( )       تفاعل ہے جس  کا        پر اور  تفاعل ہے بستہ  ائ  ( ) اگر  ۔3ضیہ       

ک

( )       ت  ( )  

  

|( ) |سے کہ  اس طرح     بستہ ہے اس لیے ( ) ۔ ں ں کہثبوت         

( )       اور ں ں کہ  ے   
سلی
δ کے لیے   ا    

( ) |  اور   |  
 

 
     |   |        

  

ک

( ) ( ) |  ت   |  | ( ) ( )|  
 

 
    

     
   
 ( )  ( )    

 ہوا

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

( )       ہے۔ اگر  ( )   دو  تفاعل ہیں اور        اور       اگر   ۔4ضیہ   ( )       اور      

( ) اور        

ک

( )(   )      ت    

رض کرو کہ ثبوت

 

( )       اور ں ں کہ   ۔ ق δ اس لیے کہ     
 
   اس طرح سے کہ   

| ( )   |        |   |         

( )       اور ں ں کہ δاس لیے   
 
δ کے لیے     ( ) |اس طرح سے کہ       |  δ

 
 ہوگا۔ 

  |   |    |   |  (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)    

( ) ں ں کہ   ہے، اس لیے   

|   |     | ( )   |  (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

   (کی مدد سے 2(اور)1مساوات )

  |   |    | ( )   |    
     |(   )( )   |    
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           (   )( )    

 ہوا

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

  (Sandwich Theorem)ضیہ   چسینڈو ۔5ضیہ  

( )       اور اگر    تفاعل ہیں      اگر          ( )  اور اگر  

 ( )   ( )   ( )   , (    )  * +-    ،δ
 
   

  

ک

( )        ت    

δ کے لیے   ۔  دیے گئے  ثبوت 
 
|   |  اس طرح سے کہ        ،      

| ( )    |  
 

 
 | ( )    |  

 

 
 

| ( )   ( )|  | ( )       ( )| 
 | ( )   |  |   ( )| 

 
 

 
 
 

 
  

 

 
 

   (     )     اگر

ک

|   |ہو ت  کے لیے   

| ( )   |  | ( )   ( )|  | ( )   | 
 | ( )   ( )|  | ( )   | 

 
  

 
 
 

 
   

       
   
 ( )    

+ *    اگر  ۔1مثاك ( ) معرف بہ      
     

   
 کیجیے کہ 

ک

 
ات

 

 اتہائ کی تعریف و  استعماك کرتے ہوئے ب

   
   
 ( )     

( )       حل۔ ا ہوگا کہ دیے گئے    

 

 کرب

ک

 
ات

 

 کرنے کے لیے ہمیں ب

ک

 
ات

 

δ کے لیے      و  ب اس طرح سے کہ    

  |   |  δ  | ( )    |    

| ( )    |  |
     

   
   | 

 |
             

   
| 

 |
         

   
| 

 |
(   ) 

   
| 

 |   | 
| ( )    |    |   |    

      اگر ہم  لیے کے     

ک

 لیں ت

|   |  δ  | ( )    |    
    
   
 ( )     
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 کیا گیا۔

ک

 
ات

 

 ب

 کیجیے کہ  ۔2مثاك

ک

 
ات

 

      ب
   | |

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

| |ں ں کہحل۔  2
          
      

 

 لیےاس 

   
    

   | |

    | |
    
   

    

     
 

    
   

  

  
   

 اور 

   
    

   | |

    | |
    
   

    

     
 

    
   

  

   
 
 

6
 

       ں ں کہ 
   | |

    | |
        

   | |

    | |
 

      اس لیے 
   | |

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

 کیجیے کہ  ۔3مثاك

ک

 
ات

 

      ب
 | |   

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

| |ں ں کہحل۔  2
          
      

 

 اس لیے

   
    

 | |    

    | |
    
   

     

     
 

    
   

 

 
   

 اور 

   
    

 | |    

    | |
    
   

      

     
 

    
   

   

  
    

       ں ں کہ 
 | |   

    | |
        

 | |   

    | |
 

      اس لیے 
 | |   

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

 کیجیے کہ  ۔4مثاك

ک

 
ات

 

      ب
 | |   

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔    

| |ں ں کہحل۔  2
          
      

 

 اس لیے
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 | |    

    | |
    
   

     

     
 

    
   

 

 
   

 اور 

   
    

 | |    

    | |
    
   

      

     
 

    
   

   

  
    

       ں ں کہ 
 | |   

    | |
        

 | |   

    | |
 ہے۔ 

      اس لیے 
 | |   

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

( ) ر اس طور پر کہ      او+ *    اگر  ۔5كمثا       
 

 
 کیجیے کہ 

ک

 
ات

 

  اتہائ کی تعریف و  استعماك کرتے ہوئے ب

ک

ت

       ( )    

( ) دب ا گیا ہے کہ حل۔       
 

 
ا ہے کہ 

 

 کرب

ک

 
ات

 

( )       اور ب δ کے لیے      دیے گئے      اس طرح    

|   |  کہ  سے  δ  | ( )   |    

| ( )   |  |     
 

 
  | 

 |     
 

 
| 

 |  | |    
 

 
| 

 | | 

| ( )   |    | | ا    |   |ب     

      اگر ہم 

ک

( ) |انتخاب کریں ت   |   بھی    

ک

| |ت    

 اس لیے

   
   
 ( )    

 کیا گیا۔

ک

 
ات

 

 ب

( ) معرف بہ       اگر  ۔6مثاك  {
                  
          

                 
  

ک

کے وجود کی جانچ ( )       اور  ( )       ت

 کیجیے۔

 کی جانچ کریں گے ( )       س  سے پہلے ہم حل۔

   
    

 ( )     
   
(   ) 

       

 اور 

   
    

 ( )     
   
(    ) 



120 

 

       

( )        ں ں کہ             ( ) 

 اس لیے

   
   
 ( )    

 وجود رکھتی ہے۔ ( )       یعنی 

 کی جانچ کریں گے ( )       اب ہم 

   
    

 ( )     
   
(    ) 

         

 اور 

   
    

 ( )     
   
(    ) 

        

( )        ں ں کہ           ( ) 

 کا وجود نہیں ہے۔( )       اس لیے

ا  ∞    9.2.4

 
ک

 (Limits on ∞and Infinite Limits) اتہائئیں ہیپر اتہائئیں اور لام

اہی اتہائئیں  9.2.4.1

 
ک

 (Infinite Limits)لام

( )       اگر  تعریف: ا     ( )       ب    تفاعل     

ک

اہی کہلاتی ہے۔  ت

 
ک

 کی اتہائ لام

 اس طور پر کہ     کے لیے    ائ  تفاعل ہے اور دیے گئے     اگر  تعریف:

      |   |    
         ( )    

  

ک

( ) ت      جیسے∞ 

( )       اور   لکھا جائےگا۔   

 اس طور پر کہ     کے لیے    ائ  تفاعل ہے اور دیے گئے     اگر تعریف:

      |   |    
  ( )     

  

ک

( ) ت      جیسے∞  

( )       اور   لکھا جائےگا۔    

( ) اگر    ۔7مثاك  
 

 
 کیجیے کہ      

ک

 
ات

 

  ب

ک

 کا وجود نہیں ہے۔ ( )       ت

   کا اتہائئی نقطہ  ہے ۔ + *  ٔ۔ٔ۔ٔ۔ائ   ہم جانتے ہیں کہ حل۔

ک

( ) میں  (Deleted Neighbourhood)کی خارج ہم سائ  
 

 
 

 دونوں مثبت اور منفی قیمتیں لیتا ہے۔
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        δ  
 

 
 
 

 
   

 
 

 
   

ا     کے لیے اگر انتخاب یوں کیا جائے کہ      گیا دب 
 

 
 ،  

ک

 ت

      
 

 
   

ذا تعریف کے مطابق 

 

ہ
       ل

 

 
 اور    

           
 

 
 
  

 
    

 
 

 
    

    کے لیے اگر    اس لیے 
 

 
   

ک

 انتخاب کیا جائے ت

       
 

 
    

    
    

 

 
    

ذا معلول ہوا کہ 

 

ہ
 کا وجود نہیں ہے۔ ( )       ل

( )       اگر    ۔8مثاك  کیجیے کہ      

ک

 
ات

 

   ب

ک

      ت
 

 ( )
   

( )       اگر حل۔  اس طور پر کہ    کے لیے     ہو تو تعریف کے مطابق    

  |   |  δ 

  ( )     

 
 

 ( )
 
 

  
 

 
 

  
   

 

 ( )
    

 اس لیے 

  |   |  δ  |
 

 ( )
  |    

  جہاں 
 

  
 اس لیےہے۔ 

   
   

 

 ( )
   

   اور اگر

ک

ر خارج ہم سائ
 
( )  میںکی ر  ہو اور  

   
   
 ( )    

  

ک

      ت
 

 ( )
   

 کیجیے کہ    ۔9مثاك

ک

 
ات

 

      ب
 

  
   

رض کیجیے کہ  حل۔

 

 کرتے ہیں کہ     ق

ک

 
ات

 

 اس طور پر کہ    کے لیے ہم ب
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|   |  δ 

  ( )    

 
 

  
   

    
 

 
 

   
 

√ 
 

  کے لیے اگر    اس لیے دیے گئے 
 

√ 
    

ک

 ہو، ت

  |   |  δ   ( )    

 اس لیے

   
   

 

  
   

 کیجیے کہ    ۔10مثاك

ک

 
ات

 

| |         ب     

رض کیجیے کہ  حل۔

 

| |   کے لیے اور     ق     

 | |      
 

  
 

  کے لیے اگر     اس لیے دیے گئے 
 

  
    

ک

 ہو، ت

  | |  δ  ( )     

 اس لیے

   
   
   | |     

 (   Limits on)پر اتہائئیں 9.2.4.2  

   غور کیجیے کہ تفاعل 
 

 
 ہو۔   کیا ہوگا اگر  

  
 

       ہم جانتے ہیں کہ ج

ک

ت

 

 
   

ذا 

 

ہ
           ل

 

 
    

 

 
    ( )    

   یعنی 
 

 
     

 
    ج

 عدہ بیام کیا جا سکتا ہے۔پر و  ب اقا  تے ہوئے اتہائ کی تعریف و  استعماك کر

ی بھی Aggregateائ  موعہعہ)  اگر تعریف:

چکش
ک

    اس طرح سے کہ     کے لیے     ( ہے اس خاصیت کے ساتھ 

    اور     اگر

  دیے گئے 

ک

    اور     اس طور پر کہ     کے لیے کہ     ت

 | ( )   |    

  کہا جائےگا کہ

ک

       جیسےت

ک

( ) ت    

( )       اور اس و    کی طرح لکھا جائے گا۔   
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     اس طرح سے کہ     کے لیے     ہے اس خاصیت کے ساتھ کہ کسی بھی  (Aggregate)ائ  موعہعہ  اگر  تعریف:

 ہو،    اور       اگر 

  دیے گئے 

ک

     اور     اس طور پر کہ     کے لیے کہ     ت

 | ( )   |    

  کہا جائےگا کہ جیسے 

ک

       ت

ک

( ) ت    

( )        اور اس و    کی طرح لکھا جائے گا۔    

    اور     اس طور پر کہ     کے لیے کہ    اور اگر 

  ( )    

  کہا جائےگا کہ جیسے 

ک

      ت

ک

( ) ت    

ذا 

 

ہ
( )       ل    

 کیجیے کہ  ۔11مثاك

ک

 
ات

 

      ب
 

  
   

رض کیجیے کہ  حل۔

 

 کے لیے    ق

| ( )   |  |
 

  
  |  

 

  
 

 اب

| ( )   |    

 
 

  
   

    
 

 
 

     
 

√ 
 

  اگر ہم
 

√ 
  

ک

 اور     لیں، ت

|
 

  
  |         

 اس لیے

   
   

 

  
   

 کیجیے کہ  ۔12مثاك

ک

 
ات

 

       ب
    

ذا  (   )  اور     ں ں کہ  حل۔

 

ہ
    ل

 اور               ں ں کہ 

             

ذا

 

ہ
 لیا جائے     کے لیےاگر     ل
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 اس لیے

   
   

     

 نوٹ: 

   
   

       
   

 

  
   

 کیجیے کہ  ۔13مثاك

ک

 
ات

 

        ب
 

        اور     
  

    

 کے لیے     اور       حل۔

  (    )        

 
 

 
 
 

 
 

  

ک

 ت

        
 

  
 

 
     

        
 

    

 اس لیے

   
    

 
 

    

 اور

   
    

 
  

     
    

 

 
 

 

   

 کیا گیا۔

ک

 
ات

 

 ب

( ) اگر ۔14مثاك  
 
 
 

   
 
 

  معلول کیجیے کہ

ک

ا ہے ب ا نہیں۔ ( )       ت

ک

 وجود رکھ

ر ہے کہ تفا حل۔ 
 
 ہے۔ 0ہے اور اس کا اتہائئی نقطہ + *  عل کا دامنہ اہر

[         
 

   ]         ( )         
 
 
 

   
 
 

 
 

   
   

 اور

   
    

 ( )     
    

 
 

 

   
 

 

    
    

 

 
  

   
 

 

   
   

 

    
    

 ( )     
    

 ( ) 

 کا وجود نہیں ہے۔( )       اس لیے 
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 مشقی سوالات:

( ) اگر  .1  
 
 
   

 
 
   

  دکھائیے  کہ 

ک

ا۔ ( )       ت

ک

 وجود نہیں رکھ

( ) اگر  .2  
 

   
 
 

  جا 

ک

 کا وجود ہے ب ا نہیں۔( )       نچ  کیجیے کہت

 کیجیے کہ  ۔15مثاك

ک

 
ات

 

       ب
         

 غور کیجیے کہ   حل۔

| ( )   |  |         | 
 |       | 
 |   ||    | 
 |   |,  |    |   - 

 اور               ں ں کہ 

| ( )   |    |   |    

 
 

  
    

 

  
 

 
 

      (
 

 
) 

.     کا انتقاب یوں کریں اگر ہم 
 

 
/  

ک

 ، ت

|         |         

 اس لیے

   
   

          

 II-طرقہ  

    |    |    
   |         |  |   |      

       مگر ں ں کہ 
     

 ے کے مطابق
ی

 

قط

 اس لیے سینڈوچ کے 

   
   

|       |    

 یعنی

   
   

          

 مشقی سوالات:

 کیجیے .1

ک

 
ات

 

       ب
         

 کیجیے .2

ک

 
ات

 

      ب
  , -
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 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 9.3  

  کی  اتہائئیں اور 

 

اس  اکائی میں ہم نے اتہائؤں کے وجود اور ام کے معلول کرنے پر بحث کی ۔دیے گئے تفاعل پر دائیں اور ب ائیں جات

اہی ا

 
ک

 اور لام

 
  
 

ا ۔اسکے علاوہ اتہائ ان

 

ر بحث لاب ا۔اُنکے یکتا ہونے پر تفاعل کی اتہائ کے موجود ہونے و  پہچاب  تہائؤں  و  زی 

 (Keywords)کلیدی الفاظ  9.4

اہی اتہائ 

 
ک

 پر، لام

 
  
 

 اتہائ، سینڈویج ضیہ  ، اتہائ ان

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 9.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 9.5.1

1.        
   | |

    | |
 ۔و  معلول  کیجیے

( ) معرف بہ       اگر  .2  {
       

          

        
   

ک

 ۔و  معلول  کیجیے( )        ت

[- ,  ]       کیا  .3  ہے؟   

4.       
  , -

 
       

رھتا ہوا کہیں گے اگر  و  دامنہ    تفاعل  .5

 

 _________________پر ی 

 من درجہ ذیل و  جوڑیے: .6

1.        
   | |

    | |
 a)   

2.            b)   

3.        [  , -] c) 
 

 
 

4.       
 

  
 d)      

5.       
 

  
 e) 1 

 
f) 2 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 9.5.2

( ) اگر .1  |
    

    
      اور|

ک

 معلول کیجیے اس طور پر کہ   ت

| ( )   |      | |    

 کیجیے کہ  .2

ک

 
ات

 

      ب
| |

 
ا۔

ک

 وجود نہیں رکھاکھ
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( ) اگر  .3  
 
 
 

 
 
   

ا     معلول کیجیے  کہ آب 

ک

 ب ا  نہیں۔کا وجود ہے ( )       ت

رض کیجیے  .4

 

( ) اس طور پر کہ       اور  + *    ق      
 

 
ہو۔ اتہائ کی تعریف کے استعماك کرتے ہوئے  

 کیجیے کہ 

ک

 
ات

 

( )       ب    

( ) اگر  .5  
 
 
   

  
 

 
 
   

  
 

 کیجیے کہ  

ک

 
ات

 

  ب

ک

 د نہیں ہے۔کا وجو( )       ت

 کیجیے کہ  .6

ک

 
ات

 

       ب
         

 (Long Answer Type Questions)جواب ات کے حامل سوالات طویل 9.5.3

 کیجیے کہ کسی تفاعل  .1

ک

 
ات

 

( )       کے لیے اگر       ب      

ک

 یکتا ہوگا۔  ہو ت

( )       ہے اور  کا اتہائئی نقطہ  ، ’ ‘اور      اور      اگر  .2 ( )       اور    

 کیجیے کہ       جہاں 

ک

 
ات

 

  ب

ک

 ت

   
   
* ( )   ( )+      

ر کردہ 9.6

 

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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 -I۔مسلسل تفاعل10اکائی

(Continuous Functions- I) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   10.0

 مقاصد   10.1

 تسلسل   10.2

ہ پر تفاعل کا تسلسل  10.2.1 

 

قظ

 

 کسی ت

 غیر تسلسل /عدل تسلسل  10.2.2 

 اکتسابی نتائج   10.3

 کلیدی الفاظ   10.4

 نمونہ امتحانی سوالات   10.5

 کے حامل سوالات جواب اتمعروضی  10.5.1 

 جواب ات کے حامل سوالاتمختصر  10.5.2 

 جواب ات کے حامل سوالات طویل 10.5.3 

ر کردہتجو   10.6

 

 اکتسابی مواد ی 
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 (Introduction)تمہید 10.0

ا ہے۔مسلسل تفاعل کی خصوصیات اور(Calculus)علم احصا 

ک

 کے بہت سے میدانوں میں تفاعل کے تسلسل و  سمجھنا ضروری ہوب

ر  دلچسپ ہوتے ہیں ۔اس اکائی میں ہم مسلسل تفاعل پر بحث کریں گے ۔بہت ی  مثالوں سے مختلف اقسال کے غیر مسلسل 

 

نقاط غیر تسلسل ی 

ر مطالعہ ہوں گے۔  تفاعل بھی زی 

 (Objectives)مقاصد 10.1

 ہوجائیں گے کہ : 
 
 اس اکائی کے تم  پر طلبااس قاب

 تفاعل کے تسلسل و  پہچام سکیں۔ 

 ر بحث  لا سکیں۔تفاعل   کےکسی بھی نقطہ  پر مختلف قسم کے غیر مسلسل ہونے و  زی 

 (Continuity)تسلسل  10.2

ہ  پر تفاعل کا تسلسل کسی  10.2.1

 

قظ

 

 (at a Point of a Function Continuity)ت

         ائ  موعہعہ ہے اور   اگر تعریف:

ک

کے لیےائ     اگر دیے گئے  و  ب ائیں سے مسلسل کہا جائے گا  ائ  تفاعل ہے۔ ت

ا ہے کہ    عدد

ک

 اس طرح وجود رکھ

        | ( )   ( )|    

ا ہے کہ    کے لیےائ  عدد   و  دائیں سے مسلسل کہا جائے گا اگر دیے گئے   اور 

ک

 اس طرح وجود رکھ

        | ( )   ( )|    

ا ہے کہاس طر    کے لیےائ  عدد   پھر اگر دیے گئے 

ک

 ح وجود رکھ

|   |    | ( )   ( )|    

  

ک

    پر تفاعل     ت
 

ا ہے۔[  مسلسل ہوگا ]یعنی ج

ک

 دئیں اور ب ائیں جانبوں سے مسلسل ہو تو وہ مسلسل کہلاب

 (Discontinuous Function) تفاعل مسلسلغیر 

ا     کے لیےائ  عدد      ہو اور دیےگئے       اگر 

ک

  ہے کہاس طرح وجود رکھ

|   |    | ( )   ( )|    

  

ک

ا ہے۔ پر تفاعل     ت

ک

 غیر مسلسل کہلاب

 (:Definitions)تعریفات

i)  پر      اگر    

ک

( )        دائیں سے مسلسل ہے ت   ( ) 

ii)  پر      اگر    

ک

( )        ب ائیں سے مسلسل ہے ت   ( ) 
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iii)  پر      اگر    

ک

( )        مسلسل ہے ت          ( )   ( ) 

ا ہے کہ   تفاعل کے تسلسل کی شرط کی نقطہنوٹ: 

ک

ا ہے ( ) کا ہم سایہ سعت ( ) کا ہم سایہ اور    پر یہ رشتہ ہوب

ک

 میں رشتہ ہوب

 ( )    

 (Continuity on Closed Interval)کسی بند وقفہ پر تسلسل

-   ,  تفاعل  ا ہے اگر  -   ,و     

ک

 پر مسلسل کہا جاب

i)        ( )   ( )    ,   - 

ii)         ( )   ( )         ( )   ( ) 

ر کریں گے  مسلسل ہے  پر  -   ,اگر 
 
  ہم اہر

ک

  کہ -   ,    ت
 

  -   ,  ج

 

 ہے۔پر سبھی -   ,س

 

  مسلسل تفاعل کا س

 نوٹ:

 کی   کا گراف  ( )   اس کا مطلب یہ ہے کہ  مسلسل ہے  پر      .1

ک

 میں شکستہ نہیں ہے۔ ہم سائ

 شکستہ نہیں  (( )   )سے نقطہ (( )   )کا گراف نقطہ  ( )   اس کا مطلب یہ ہے کہ  مسلسل ہے  پر  -   , .2

ک

ئ

 ہے۔

( ) تفاعل ائ  مستقل  ۔1مثاك  پر مسلسل ہے۔  ہمیشہ         

رض کیجیے کہ  حل۔

 

  کسی بھی   اور     ق

ک

 پر     کے لیے اور     ہے ت

|   |    | ( )   ( )|  |   |      

 ۔مسلسل ہے  پر     اس لیے 

( ) (Identity Function)شناختی تفاعل۔2مثاك  مسلسل ہے۔        

رض کیجیے  حل۔

 

ی    ہے اگر   اور     کہ ق

 ھ
 صت
ی

ک

ن

 کے لیے   لیا جائے 

|   |    | ( )   ( )|  |   |    

 ۔مسلسل  تفاعل ہے  نچہ 

( ) تفاعل ۔3مثاك  پر۔  مسلسل ہے            

رض کیجیے کہ  حل۔

 

  غور کیجیے   اور     ق

ک

 ہے  ت

| ( )   ( )|  |         |   |   
(   )

 
   
(   )

 
| 

  |   
(   )

 
| |   

(   )

 
| 

 |      |       |    |         
 

 
 

 اس لیے

|         |   
(   )

 
   |   | 
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  سبھی     کے لیےاگر   اس لیے دیے گئے 

ک

 کے لیے   لیا جائے ت

|   |    |         |    

 ۔مسلسل  تفاعل ہے  نچہ 

ر کے اصوك ب ا ہین کا ضیہ 

ک

 :(Sequence Criterion or Heine’s Theorem)توای

(  ) پر مسلسل ہوگا اگر اور صرف اگر    کسی نقطہ        و ئی تفاعل بیام:   کہ ( )  
 

ر   ج

ک

ر ائ  توای
 
پر   نقطہ  +  *کا ر

 تدق ہو۔

رض  ثبوت۔ 

 

  دیے گئے ۔مسلسل  تفاعل ہے  پر   کیجیے کہ نقطہ ق

ک

ا ہے کہ    کے لیےائ  عدد    ت

ک

  اس طرح وجود رکھ

 کے لیے 

|   |    | ( )   ( )|  (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

 کریں گے کہ 

ک

 
ات

 

(  ) ہم ب   کہ  ( )  
 

ر   ہے ج

ک

ر توای
 
 پر تدق ہو۔  نقطہ  +  *کا ر

ا ہے کہ   کے لیے     اس لیے ائ  عدد      

ک

 اس طرح وجود رکھ

|    |         

 ( سے1مساوات )

| (  )   ( )|    

ر  ( ) اس لیے

ک

 تدق ہوا۔ +(  ) *پر توای

ر  ( ) اگر 

ک

ر  +(  ) *پر توای

ک

 ۔گاپر تدق ہو  نقطہ  +  *تدق ہے تو توای

  کسی مسلسل  تفاعل  نہیں ہے  پر   مام لیا جائے کہ نقطہ اگر 

ک

ا ہے     کے لیےائ  عدد    دیے گئے ، ت

ک

اس طرح وجود رکھ

 کے لیے   کہ

|   |    | ( )   ( )|    

  اگر 
 

 
       

ک

 کے لیے    لیا جائے ت

|    |  
 

 
 | (  )   ( )|    

 اس لیے

      (  )   ( ) 

ذ ہے۔ ردپ 

ک

 یہ ائ  ی

 ہوا کہ نقطہ 

ک

 
ات

 

ارا مام لینا غلط ب
 
 ہوا کہ نقطہ مسلسل  تفاعل  نہیں ہے  پر   اس لیے ہ

ک

 
ات

 

 ۔مسلسل  تفاعل  ہے  پر   ۔ اس لیے یہ ب

ر  مسلسل  تفاعل  نہیں ہے  پر   ب اد رکھیے کہ نقطہ 

ک

 اس طرح وجود رکھتی ہے کہ  +  *اگر اور صرف اگر ائ  توای

+(  ) *      اور             ( ) 

( ) معرف بہ       دکھائیے کہ تفاعل۔4مثاك  {
            
        

 مسلسل  نہیں ہے ۔
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      اگر حل۔

ک

( ) ت    

  
 

 
   

 

 
      

ا  

 

)غیر ب

 

 اس طور پر کہ    طق(پر تکثیف کے ب اع

  
 

 
      

 

 
 

 

|    |  
 

 
     

 پر تدق ہوگا۔  کا ظہور ہوگا جو کہ +  *اس لیے

 اب

   
   

 ( )     
   

 (  )      ( ) 

ر کے اصوك سے 

ک

ذا توای

 

ہ
 مسلسل نہیں ہے۔  ل

اطق  اور    اب اگر

 

   ائ  غیر ب

ک

( ) عدد ہے ت  اور    

       |    |  
 

 
 

ر 

ک

اطق عدد  +  *اس لیے توای

 

 پر تدق ہوگا۔ اور  غیر ب

   
   

 ( )     
   

 ( )     ( ) 

ذا 

 

ہ
 مسلسل نہیں ہے۔  پر تفاعل       ل

 تفاعل نوٹ:

 

 کہتے ہیں۔ (Dirichlet’s Function)اس تفاعل و  ڈرچ لی ت

( ) دیے گئے  تفاعل ۔5مثاك  >

  

 
                             

       
 

 
      

 پر مسلسل  ہونے پر بحث کیجیے۔   کا

 میں اتہائئی نقطہ ہے۔ -   ,وقفہ   حل۔

   
    

 ( )     
   

  

 
 
 

 
 

 اور

   
    

 ( )     
   
(       

 

 
)  

 

 
 

    
    

 ( )     
    

 ( ) 

ذا 

 

ہ
 مسلسل نہیں ہے۔  پر تفاعل     ل

( ) تکنیک کا استعماك کرتے ہوئے دکھائیے کہ  تفاعل   )ڈیلٹا(اور ۔ )اپسلوم(6مثاك  پر مسلسل ہوگا۔   نقطہ       

  ہے دب ا گیاحل۔

 ( )       
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     ( )   ( )      
| ( )   ( )|  |      | 

 |    | 
  |   | 

 اب

| ( )   ( )|    
  |   |    

   |   |  
 

 
 

ذا 

 

ہ
  ل
 

 
   

ک

 لیا جائے،ت

|   |    | ( )   ( )|    

  اگر 
 

 
       

ک

 کے لیے    لیا جائے ت

|    |  
 

 
 | (  )   ( )|    

ذا 

 

ہ
 مسلسل ہے۔  پر تفاعل     ل

( ) تکنیک کا استعماك کرتے ہوئے دکھائیے کہ  تفاعل   )ڈیلٹا(اور   ۔ )اپسلوم(7مثاك  8
     

 

 
          

                        
پر      نقطہ  

 مسلسل ہے۔

 دب ا گیا ہے حل۔

| ( )   ( )|  |     
 

 
  | 

 |     
 

 
| 

 |  | |   
 

 
| 

 |  | 

 اب

| ( )   ( )|    
                    |  |    

                      | |  √  

              |   |  √  

    √  یعنی 

ک

 لیا جائے، ت

|   |    | ( )   ( )|    
    
   
 ( )   ( ) 

ذا

 

ہ
 مسلسل ہے۔  پر تفاعل    ل

( ) ۔8مثاك   
 
 
   

  
 

 
 
   

  
 

( ) اور       کے تسلسل پر بحث کیجیے   

 دب ا گیا ہے کہ حل۔
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 ( )  
 
 

   
  

 

 
 

   
  

 

     

 

 
 

  
 

 
 
 

 
 

  
 

 
 
 

 

 
 
 

   

 
 

   
 

             
    

:
 
 

   

 
 

   
;     

   
:
   

 

 

   
 

 

;  
   

   
    ( ) 

 اور

   
    

:
 
 

   

 
 

   
;     

   
(
   

   
)      ( ) 

 ں ں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

 پر مسلسل نہیں ہے۔    نقطہ   اس لیے 

( ) تفاعل۔9مثاك   | |  پر تسلسل  کی جانچ کیجیے۔     کے  |   | 

 حل۔ دب ا گیا ہے کہ

 ( )  | |  |   | 

  

ک

 ت

 ( )   ، ( )    

 I-صورت 

  
 

          ج

| |     

 اور

|   |   (   )      

 ( )               

 II-صورت 

  
 

      ج

    | |    

              

 ( )  | |  |   | 
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 III-صورت 

  
 

    ج

          

 | |    |   |      

 ( )  | |  |   | 
            

  ( )  {
                        
                         
                        

 

 اب

   
    

 ( )     
   
    

 اور

   
    

 ( )     
   
(    )    

 ں ں کہ 

   
    

 ( )       
    

 ( ) 

         
   
 ( )     ( ) 

 پر مسلسل ہے۔    نقطہ    اس لیے

 اور 

   
    

 ( )     
   
(    )   ( )      

 اور

   
    

 ( )     
   
( )    

 ں ں کہ 

   
    

 ( )       
    

 ( ) 

     
   
 ( )     ( ) 

 پر مسلسل ہے۔     نقطہ  اس لیے 

 (Discontinuity)عدل تسلسلغیر تسلسل /10.2.2

ا ہے۔

ک

 ائ  نقطہ جس پر ائ  تفاعل مسلسل نہیں ہے وہ نقطہ غیر تسلسل کہلاب

 (Types of Discontinuity)عدل تسلسل کی قسمیں

i) رطرف شد  (Removable Discontinuity)غیر تسلسل نیی 

ا ہو مگر  ( )       اگر 

ک

( )       وجود رکھ ا  ( )      ( ) ب 

ک

رطرف شد   و    غیر معلول ہو ت  پر ی 

ن 

 

ی

ل 
س
سل

ک

ی
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 رکھنے والا تفاعل کہیں گے۔

 اس صورت میں تفاعل و  مکرر معرف کرنے سے مسلسل کیا جا سکتا ہے۔

( ) جیسے   ( )        

 ( )     
   
 ( ) 

ii) والا عدل تسلسل 

ک

ُ
 

 (Jump Discontinuity)سب

ر نہیں ہیں یعنی ( )        اور  ( )        اگر  رای   دونوں وجود رے ہوں لیکن ی 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

  

ک

ا ہے۔  پر تفاعل    ت

ک

 والا عدل تسلسل رکھ

ک

ُ
 

 سب

        ( ) ا ہے۔    و  ( )         

ک

 کی بلندی کہا جاب

ک

ُ
 

 پر سب

رطرف شدنوٹ: ا ہے۔ نی ی 

ک

 والا عدل تسلسل و  معمولی عدل تسلسل ب ا پہلی قسم کا عدل تسلسل کہا جاب

ک

ُ
 

 عدل تسلسل ب ا سب

iii)  دوسری قسم کا عدل تسلسل(Discontinuity of Second Kind) 

  دونوں  ( )        اور  ( )        اگر 

ک

اہی ہیں، ت

 
ک

دوسری قسم کا عدل  پر تفاعل    کا وجود نہیں ہے یعنی لام

ا ہے۔

ک

 تسلسل رکھ

( ) ۔10مثاك   
       

       
( ) اور         

 

 
 کے تسلسل کی جانچ  کیجیے۔ 

 دب ا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )  
       

       
 
      

       
 

 
     

      
 

   
   
 ( )     

   

     

      
 

    
   

.
    

 
/
 

   

.
     

  
/
 

    
 

 
   
   
.
    

 
/
 

   
    

.
     

  
/
 

  
 

 
 

 
  ( )  

 

 
 

 ں ں کہ 

   
   
 ( )   ( ) 

ا  ہے۔     نقطہ اس لیے 

ک

رطرف شدنی عدل تسلسل رکھ  پر  ی 



137 

 

 اگر یوں مکرر معرف کیا جائے

 ( )  {

       

       
    

 

 
                      

 

رطرف کر دب ا    یہ مسلسل ہو جائے گا۔ گوب ا کہ عدل تسلسل و  ی 

ک

 گیا۔ ت

( ) اگر۔11مثاك   >

  

 
                            

       
 

 
      

  

ک

 پر بحث  کیجیے۔ پر تفاعل کے تسلسل   ہو ت

 دب ا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )  {

  

 
                            

       
 

 
      

 

   
    

 ( )     
   
4
  

 
5  

 

 
 

 اور

   
    

 ( )     
   
(       

 

 
)      

 

 
 
 

 
 

 ں ں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

ا  ہے۔     نقطہ اس لیے 

ک

 عدل تسلسل رکھ

ک
 

 پر  سب

( ) اگر۔12مثاك     , -     

ک

  کے تسلسل پر بحث  کیجیے۔پر تفاعل    ت

 دب ا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )    , -  
   
    

 ( )     
   
(  , -)        

 اور

   
    

 ( )     
   
(  , -)        

 ں ں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

 عدل    نقطہ اس لیے 

ک
 

ا  ہے۔ پر  سب

ک

 تسلسل رکھ

( ) اگر۔13مثاك   8
    

   
       

              
    

ک

 کے تسلسل پر بحث  کیجیے۔  ت

 دب ا گیا ہے کہ  حل۔
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 ( )  {
    

   
       

                   

 

   
   
 ( )     

   
4
    

   
5 

    
   

(   )(   )

   
 

    
   
(   )    

 ں ں کہ اور

   
   
 ( )     ( )    

رطرف شدنی    نقطہ اس لیے  ا  ہے۔ پر  ی 

ک

 عدل تسلسل رکھ

( ) تفاعل ۔14مثاك   پر تسلسل و  معلول کیجیے۔    کے    - ,   

 دب ا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )    , -  
   
    

 ( )              , -    

 اور

   
    

 ( )     
   
(  , -) 

                                     ,     , -   - 

 ں ں کہ 

   
    

 ( )       
    

 ( ) 

ا  ہے۔    نقطہ  اس لیے نتیجہ یہ نکلا کہ

ک

 عدل تسلسل رکھ

ک
 

 پر  سب

 جہ ذیل دیے گئے تفاعل کے تسلسل پر بحث کیجیے اور عدل تسلسل کی اقسال و  بھی معلول کیجیےدر۔15مثاك 

 ( )  {

                            
                  

               
                         

 

 اتہائئی نقاط ہیں۔ دامنہ پر ، ، ہے  اور  (    )دیے گئے تفاعل کا دامنہ حل۔

ر ہے کہ
 
( ) اہر  پر مسلسل ہے۔ (    )وقفہ      

 اور

   
    

 ( )     
   
(   )    

  کہ
 

 ج

   
    

 ( )     
   
(    )     

 ں ں کہ  
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 ( )     
    

 ( ) 

ا  ہے۔پر     نقطہ   اس لیے 

ک

  عدل تسلسل رکھ

ک
 

   سب

 کی صورت میں    اور 

   
    

 ( )     
   
(      )    

  کہ
 

 ج

   
    

 ( )     
   
(    )        

 اور

   
    

 ( )     
    

 ( )    

       
   
 ( )   ( )    

ذا

 

ہ
 پر  مسلسل ہے۔   نقطہ ل

 کی صورت میں    اور 

   
    

 ( )     
   
(    )  6       

  کہ
 

 ج

   
    

 ( )     
   
(      )   6  6     

 اور 

   
    

 ( )     
    

 ( )     

     
   
 ( )   ( )     

 پر  مسلسل ہے۔     نقطہ اس لیے

( ) کی قیمتیں معلول کیجیے جن کے لیے  تفاعل اور ۔16مثاك   {
                          

                   
                         

ر نقطے پر مسلسل ہو۔ 
 
 ر

ر نقطے پر مسلسل ہے اس لیےیہ ں ں کہ  تفاعل   حل۔
 
 مسلسل ہوگا۔ابپر     اور     ر

   
    

 ( )     
   
(    )        

  کہ
 

 ج

   
    

 ( )     
   
(     )      

( ) ں ں کہ   ر نقطے پر مسلسل ہے، اس لیے اوردب ا ہے کہ تفاعل    
 
 ر

   
    

 ( )     
    

 ( )    

 اس لیے

 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ )     

 پر تفاعل مسلسل ہے۔ اس لیے    اور ں ں کہ

   
    

 ( )     
   
(     )       
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 اور

   
    

 ( )     
   
(     )        

( ) ں ں کہ   ر نقطے پر مسلسل ہے، اس لیے  اور تفاعل        
 
 ر

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

 اس لیے

           

 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ )        

ا ہے۔    اور   و  حل کرنے پر ہمیں (2)اور  (1)مساوات 

ک

 حاصل ہوب

 کیجیے کہ تفاعل۔17مثاك 

ک

 
ات

 

( ) ب  
 

   
 
 

ا   معمولی عدل تسلسل پر     نقطہ

ک

 ہے۔رکھ

 .       معلول  ہے کہہمیں حل۔
  

 /  .       اور  
 

 / ا ہے۔ اس لیے   

ک

 ہوب

   
    

 ( )     
   
4
 

   
 

 

5     
   
:
 
  

 

 
  

   
;  

 

   
   

 اور

   
    

 ( )     
   
4
 

   
 

 

5  
 

   
   

 ں ں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

ا ہے۔ گوب ا کہ معمولی عدل تسلسل ہے۔    نقطہ اس لیے 

ک

 عدل تسلسل رکھ

ک
 

 پر سب

 مشقی سواك:

( ) تفاعل   >
 
 
 

 
 
   
          

                 

 مسلسل  ہونے کی جانچ کیجیے۔پر   (   )کے مبدہ

( ) تفاعل۔18مثاك   |   | ر بحث لائیے۔-   ,کے تسلسل و  وقفہ |   |   میں زی 

 دب ا گیا ہے کہحل۔

 ( )  |   |  |   | 

     اگر 

ک

 ہوں گے۔ اب            ہو،ت

 ( )  |   |  |   | 
         
      

       ( )            

       ( )               

ذیل شکل کا ہوگا

 

 اس لیے تفاعلڈ
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 ( )  {
                   
                      
               

 

ا ہے کہ 

ک

 پر مسلسل ہے۔ (   )اور(   )،(   )وقفوں  اس سے صاف ہوب

 اب

   
    

 ( )     
   
( )    

 اور

   
    

 ( )     
   
(    )    

 ں ں کہ 

   
    

 ( )       
    

 ( ) 

 اور ں ں کہ

   
   
 ( )     ( ) 

 پر مسلسل ہے۔   نقطہ اس لیے 

 اور 

   
    

 ( )     
   
(    )   ( )      

 اور

   
    

 ( )     
   
( )    

    
    

 ( )       
    

 ( ) 

 اور ں ں کہ

   
   
 ( )     ( ) 

ا ہے کہ

ک

ر ہوب
 
 پر مسلسل ہے۔     نقطہ اس  سے اہر

 پر     اور 

   
    

 ( )       
   
(    )   ( )       ( ) 

ذا معلول ہوا کہ 

 

ہ
 ۔پر مسلسل ہے     نقطہ ل

ذ یہ کہ  رپ 

 

 م

   
    

 ( )       
   
(    )     ( ) 

 پر مسلسل ہے۔     نقطہ اس لیے 

ذا وقفہ 

 

ہ
 پر دب ا گیا تفاعل مسلسل ہے۔ -   ,ل

( ) تفاعل ۔19مثاك   
  
 
 

   
 
 

( ) اور      ر بحث لائیے۔(   )کے تسلسل و  مبدا     پر  زی 
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 دب ا گیا  ہے کہ ۔حل

 ( )  
  

 

 

   
 

 

 

 اس لیے 

   
    

 ( )     
   
:
  

 

 

   
 

 

;     
   
4

 

 
  

   
5  

 

   
  0    

    
 
  

        
    

 
 

   1 

 اور

   
    

 ( )     
   
:
  

 

 

   
 

 

;  
   

   
   

 اور ں ں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( )   ( ) 

 پر مسلسل ہے۔     نقطہ اس لیے 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 10.3

ر بند وقفہ پر تسلسل پر بحث کی۔نیز عدل تسلسل تفاعل کی اقسال کی بھی ہمیں اس اکائی میں ہم نے دیے گئے تفاعل کے کسی نقطہ او 

 معلومات حاصل ہوئیں۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 10.4

 عدل تسلسل، معمولی عدل تسلسل 

ک
 

ر سے اصوك پہچام، عدل تسلسل، سب

ک

 تسلسل، توای

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات10.5

 (Objective Answer Type Questions)جواب ات کے حامل سوالات معروضی10.5.1

    نقطہ   اگر  .1

ک

( )        پر دائیں سے مسلسل ہے ت    

2.  ( )  8
    

   
       

              
 مسلسل تفاعل ہے؟   

(a صرف چند صورتوں میں (bمعلول نہیں کیا جا سکتا  (cمسلسل ہے (dہےعدل مسلسل  

( ) اگر .3  {

 

 
         

              

  
 

 
    

   

ک

  ہو، ت
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(a     پر مسلسل ہے (b     پر عدل مسلسل ہے (c 

   
   
 ( )    

(d و ئی نہیں 

 ذیل میں سے و م سا تفاعل مسلسل نہیں ہے؟ .4

(a 
, - (b 

| | (c    (d 

 

 
     

( ) تفاعل .5  
    

   
 کے تسلسل کی جانچ کیجیے۔ 

(a      مسلسل ہے عدل  پر (b ر جگہ مسلسل ہے
 
 ر

(c     مسلسل ہے عدل  پر (d   4 مسلسل ہے عدل  پر 

    اگر  .6

ک

 (- ,  )      ائ  حیح  عدد ہے ت

(a    ہے (b  ا

ک

 ہے   d) ہے c 1)  وجود نہیں رکھ

 (Short Answer Type Questions)کے حامل سوالاتمختصر جواب ات  10.5.2

 کیجیے کہ  تفاعل  اور )ڈیلٹا(  )اپسلوم(  .1

ک

 
ات

 

( ) تکنیک سے ب       
 

 
( ) اور        کے مسلسل ہے۔   

( ) تفاعل .2  
       

       
        ( )  

 

 
 کے تسلسل کی جانچ کیجیے۔ 

 کرو کہ   .3

ک

 
ات

 

( ) ب  
 

   
 
 

 پر مسلسل نہیں ہے۔     نقطہ 

( ) تفاعل  .4  {

                         
               

            
                      

 کے تسلسل پر بحث کیجیے۔ 

( ) اگر .5  
  
 
 

   
 
 

         ( )   مبدا  

ک

 پر تفاعل کےتسلسل پر بحث کیجیے۔ (   )ہو ت

 کیجیے کہ  .6

ک

 
ات

 

( ) معرف بہ      ب  
  | |

 
         ( )  پر نہیں۔    مسلسل ہے لیکن   

 (Long Answer Type Questions)جواب ات کے حامل سوالات طویل10.5.3

( ) تفاعل  .1  | |  ۔پر کرو      کے تسلسل کی جانچ |   | 

( )  معلول کیجیے جن کے لیے  تفاعل کی قیمتیں  اور    .2  {
                          

                   
                         

ر جگہ  مسلسل ہو 
 
 ۔ر

ر کردہ 10.6

 

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Analysis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 
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5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 

8. Mathematical Analysis,  S.C. Malik and SavithaArora 
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 - IIمسلسل تفاعل۔ 11اکائی 

 (Continuous Functions – II)  

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    11.0

 مقاصد     11.1

 مسلسل تفاعل کا الجبرا    11.2

 ے  امسلسل تفاعل کے الجبر   11.2.1
ی

 

قط

 پر 

 بند وقفہ پر مسلسل تفاعل کی خصوصیات   11.2.2

 ضیہ بوریل کا  11.2.2.1

 یکساں تسلسل 11.2.2.2

 اکتسابی نتائج    11.3

 کلیدی الفاظ    11.4

 نمونہ امتحانی سوالات    11.5

 سوالات معروضی   11.5.1

 سوالات ب ات کے حاملمختصر جوا   11.5.2

 سوالات ب ات کے حاملطویل جوا   11.5.3

ر کردہ اکتسابی مواد    11.6

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید 11.0

ہم  نے مختلف قسم کی عدل تسلسل پر بھی بحث کی۔  تفاعل کی جانچ کی کہ آب ا وہ مسلسل ہے ب ا نہیں۔ پچھلی اکائی میں ہم نے دیےگئے

بحث پر خصوصیات  مسلسل تفاعل کی بستہ وقفہ پر  ہم  اب ہم ب الخصوص اپنی توجہ تفاعل کے جمع، ضرب کے تسلسل پر مبذوك کریں گے۔

 ۔یکساں تسلسل کے تصور و  بیام کریں گے  اور کریں گے

 (Objectives)مقاصد  11.1

 ہوجائیں گے کہ وہ: 
 
 اس اکائی کے تم  پر طلبا اس قاب

  کریں اور 

ک

 
ات

 

 کر Maximum Modulus Theoremبوریل کے ضیہ  و  ب

ک

 
ات

 

 ۔سکیںب

  

ک

 
ات

 

 ۔سکیںکردرمیانی قیمت کا ضیہ  ب

  

ک

 
ات

 

ر مسلسل تفاعل سکیںکرب
 
ا ہے۔ہو(Uniform Continuous)بستہ وقفہ پر یکساں مسلسل  کہ ر

ک

 ب

 (Algebra of Continuous Function)الجبرا تفاعل کامسلسل  11.2

 ے تفاعل کے الجبرامسلسل 11.2.1
ی

 

قط

 (Theorems on Algebra of Continuous Function)پر 

،   ،     میں ہم  حصہ اس  
 

 
 کے تسلسل پر بحث کریں گے۔    اور  

      دونوں کسی نقطہ   اور   و تفاعل ہیں۔ اگر د      اور       اگر   ۔1ضیہ  

ک

پر مسلسل     بھی     پر مسلسل ہیں ت

 ہوگا۔

رض کرو کہ  ۔ثبوت 

 

ذا    مسلسل ہے   کہ ں ں      ق

 

ہ
 س طور پر کہ ا        کے لیے     پر ل

    |   |     | ( )   ( )|  
 

 
 

ذا   مسلسل ہے   کہ ں ں  ای  طرح 

 

ہ
 اس طور پر کہ      کے لیے      پر ل

    |   |     | ( )   ( )|  
 

 
 

   +     *      اگر 

ک

 ت

    |   |    | ( )   ( )|  
 

 
( ) |اور     ( )|  

 

 
 

 غور کرو

|(   )( )  (   )( )|  | ( )   ( )   ( )   ( )| 

 | ( )   ( )|  | ( )   ( )|  
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 پر   مسلسل ہے    

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

      اور دونوں تفاعل     اور       اور       اگر  نوٹ :

ک

–  پر مسلسل ہیں ت  پر۔     بھی مسلسل ہوگا   

   ،  ہیںپر مسلسل      اور   اگر     اور       اور       اگر   ۔2ضیہ  

ک

 پر۔   بھی مسلسل ہوگا  ت

رض کرو کہ   ۔ثبوت 

 

    دب ا گیا۔    ق

ک

 اس طرح سے کہ         پر اس لیے      مسلسل ہیں gاور   ں ں کہت

1)     |   |     | ( )   ( )|  
 

 

 

| ( )|  
 

2)     |   |     | ( )   ( )|  
 

 

 

| ( )|  
 

ذ یہ کہ  رپ 

 

 اس طور پر کہ      م

3)     |   |     | ( )   ( )|    || ( )|  | ( )||    | ( )|  
| ( )|   

   +        *        اگر

ک

ر  (3)اور  (2)، (1)ت
 
|   |    حیح  ہوں گے ر    

  |(  )( )  (  )( )|  | ( ) ( )   ( ) ( )| 

  | ( ) ( )   ( ) ( )   ( ) ( )   ( ) ( )| 

  | ( ) ( )   ( ) ( )|  | ( ) ( )   ( ) ( )| 

  | ( )|| ( )   ( )|  | ( )|| ( )   ( )| 

  *| ( )|  +
 

 *| ( )|  +
 | ( )|

 

 *| ( )|  +
 

  
 

 
 
 

 
 

          |   |    

 پر   مسلسل ہے     

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

 نوٹ :

      پر اور     ائ  مسلسل تفاعل ہے   اگر  (1

ک

 پر۔    مسلسل ہوگا   ت

      مسلسل ہے   اگر  (2

ک

 پر۔    بھی مسلسل ہوگا      (  )پر ت

      مسلسل ہے   اگر  (3

ک

 پر۔    بھی مسلسل ہوگا       پر ت

( ) اگر  (4        
     

       
 

      اور                   جہاں  

ک

  ت

 پر۔     مسلسل ہوگا

( ) پر، اس طرح کہ    مسلسل ہے کسی    اور اگر    اور       اگر  ۔3ضیہ        

ک

  ت

 

 
 پر۔    بھی مسلسل ہوگا  

رض کرو کہ   ۔ثبوت

 

}      دب ا گیا، اور     ق
 | ( )|

 

 

 
| ( )|

 
  } 

 اس طور پر کہ       پر     مسلسل ہے   ں ں کہ

    |   |    | ( )   ( )|     
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   | ( )|  | ( )|     

   | ( )|  | ( )|  
| ( )|

 
 
| ( )|

 
 

 س طرح کہا     کے لیے       

 |
 

 ( )
 

 

 ( )
|  |

 ( )   ( )

 ( ) ( )
|  

  
| ( )|

 
| ( )|

 

 |
 

 ( )
 

 

 ( )
|  

 | ( )| 

 |
 ( )

 
| | ( )|

   

اس لیے 

 

 
 پر۔    مسلسل ہے  

( ) پر     نوں مسلسل ہیں دو gاور  fاور پھر اگر     اور       اور       اگر   نوٹ :      

ک

ت

 

 
بھی مسلسل  

 پر۔    ہوگا

( ) اگر   ۔1مثاك     ( )   کہ       
 

   2  ج
 

 
    3   

ک

 پر۔    مسلسل ہوگا  ت

                پر مسلسل ہوتے ہیں اور   تفاعلCosineاور  Sine ۔حل 

  ( )  
    

    
 پر۔    مسلسل ہوگا         

  مرکب تفاعل ( ) مسلسل ہے   پر اور     مسلسل ہے   پھر اگر      اور       اور       اگر  ۔4ضیہ  

ک

    پر ت

 پر۔    مسلسل ہوگا

رض کرو کہ  ۔ثبوت 

 

 ( )   اور      ( )   ق

( ) مسلسل ہے   ں ں کہ  اس طور پر کہ      پر     دیےگئےلیے پر اس   

    |   |     | ( )   ( )|    

 اس طور پر کہ     پر      پر اس لیے     مسلسل ہے    ں ں کہ

    |   |    | ( )   ( )|     

ا |   |       ب     |   |         

    |   |    | ( )   ( )|    

 | ( ( ))   ( ( ))|    

 |(   )( )  (   )( )|    

 پر    مسلسل ہوا     

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

( ) اور       اگر   :(Corollary)نتیجہ        مسلسل ہے   اور         

ک

 پر۔ ’a‘بھی مسلسل ہوگا  √پر ت

( ) دی گیا ہے کہ  ۔ثبوت            ( )  ,   ) 

( ) ہم جانتے ہیں کہ  ا ہے   √ 

ک

 پر۔ (   ,مسلسل ہوب
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( )     اب  (   )( )   ( ( ))  √ ( )     

( ) مسلسل ہے  gپر اور     مسلسل ہے    ں ں کہ  پر۔ (   , 

 پر۔    مسلسل ہوگا   √      اس لیے مرکب تفاعل

      ہے مسلسل       اگر  ۔5ضیہ  

ک

 پر۔    مسلسل ہوگا| |پر ت

 اس طور پر کہ     کے لیے     پر، اس لیے     ہے  مسلسل کہں ں  ۔ثبوت 

    |   |    | ( )   ( )|    

     |   |    | ( )   ( )|  | ( )   ( )|    

ذا

 

ہ
 پر    مسلسل ہوا  | |ل

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

ا ضروری نہیں۔ ضیہ  ب الا نوٹ :

 

      مسلسل ہو  | |یعنی اگر   کا عکس حیح  ہوب

ک

ا ضروری نہیں۔  پر      پر ت

 

 مسلسل ہوب

( )  غور کرو:  2
            
          

 

  

ک

( )| |  ت   | ( )|    

ذا

 

ہ
 ہونے کی بنا     مسلسل ہوگا مستقلاً | |ل

  
 

 کے متعلق  کہج

   
    

 ( )     
   
    

( )           اور              

ذا

 

ہ
( )            ل          ( ) 

 پر۔     عدل مسلسل ہوگا  اس لیے 

ذا نوٹ حیح  ہے۔

 

ہ
 ل

 مسلسل تفاعل کی خصوصیات  بند وقفہ پر 11.2.2

(Properties of Continuous Function on a Closed Interval) 

رض کرو کہ 

 

-   ,  ق   -   ,مسلسل ارفمل ہے   

ک

ا ہے۔خصوصیادرج ذیل   پر ت

ک

 ت و  طمئن کرب

 (Oscillation Property)  خصوصیتی اہتزاز (1

 (Boundedness Property)  خصوصیت یبستو (2

3)  

ک

 (Neighbourhood Property)  خصوصیت ہمسائ

 (InetrmediateValue Property) خصوصیتدرمیانی قیمت کی  (4



150 

 

 پر یکے بعد دیگر بحث کریں گے۔ اب ہم ام خصوصیات

 (Oxillation Property) خصوصیت اہتزازی  (1

 (Partition of a closed interval)بند وقفہ کی تقسیم 

                   ائ  بند وقفہ ہے۔ اگر  -   ,اگر 

 

اہی س

 
ک

  م

ک

و  +                *  ت

ا ہے۔ کی -   ,

ک

  ہیں۔و  نقاط تقسیم کہتے           نقاط(   ) تقسیم کہلاب

-       , -     , -     ,بند وقفے       تحت وقفے کہلاتے ہیں۔-       , 

ا ہے    ہے اس و  -       ,واں تحت وقفہ   کے  -   ,پہلی قسم 

ک

ر کیا جاب
 
ا ہے جس و  (       )اور اس کا طوك   سے اہر

ک

   ہوب

ا ہے۔

ک

ر کیا جاب
 
 سے اہر

 (Borel’s Theorem)بوریل کا ضیہ   11.2.2.1

    -   ,مسلسل ہے وقفہ   اگر تفاعل

ک

،         اس طور پر کہ   کا ائ  تقسیم  -   ,  کے لیے     پر ت

| (  )   (  )|  -       ,     جہاں  ،  

رض کرو کہ   ۔ثبوت 

 

   پر   -   ,مسلسل ہے   ق

ک

 اس طور پر کہ     پر       ت

  ,   - ,   -        ,   - 
 )  | ( )| 

2) | ( )   ( )|      

رض کرلیں کہ و ئی

 

(  ) |نہیں ہے کہ  +               *  تقسیم  اگر مکن  ہو تو ق   (  )|  ہو۔   

ر حصوں میں تقسیم کریں-   ,    اب اگر  رای      و  دو ی 

ک

   جہاں -   , -   ,ت
   

 
  ضیہ ہے،  

ک

کم از کم ائ  تحت وقفہ  ت

 ۔حیح  نہیں ہوگا میں

رض کرو 

 

   -     ,   ق

ک

-  , ت        

 
   

 
           ,   - 

 نہیں ہو   پھر 

ک

   -     ,   و  دو حصوں میں تقسیم کریں اس طور پر کہ ضیہ  کا نتیجہ حیح  / درس

ک

        میں ت

    ,  -        
     
 

 
 

 
[
   

 
]  

   

  
 

 ہیں     کی بنیاد پر ہم ایسے  (Mathematical Induction) استقرا تی ای  طرح رب اضیا

ک

 اس طور پر کہ -     ,   تحت وقفے بناسکت

1)                  

                                

2)  
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 نہیں ہے  (3

ک

      -     ,   ضیہ  درس

ک

ر  کی بنا nested intervals theoremت

ک

ہوں  تدق+  *اور  +  *توای

   ،پر      کسی اتہائ گے
ک

 -     ,  ت

  

ک

        مسلسل ہوگاپر اس لیے  -   ,مسلسل ہے   ں ں کہت

ک

 کے مطابق (1)پر بھی ت

| ( )   ( )|  
 

 
  |   |  

 

 
 

 اس طور پر کہ    اگر ہم منتخب کریں 

   

 
            

   

  
 
   

 
   

[
    
 

  
 
 

 

] 

ر   -     ,  اس لیے 
 
 پر -     ,  اس لیے ر

|   |          

               | ( )   ( )|  
 

 
     ,     - 

       ,     -  | (  )   ( )|           | (  )   ( )|      

 | (  )   (  )|  | (  )   ( )   ( )   (  | 
 | (  )   ( )|  | ( )   (  )| 
           

ذ ہے۔ ردپ 

ک

 اس لیے مکن  مفروضہ غلط ہے۔ یہ ائ  ی

 کہ وجود رکھتی ہے  کی اس طرح سے -   ,،  ائ  تقسیم 

| (  )   (  )|              

ر تحت وقفہ   نوٹ :
 
 ہوگا۔              پر  تقسیم    ر

 (Boundedness Property)صیتبستوی خصو (2

ا ہے اگر       ائ  تفاعل تعریف :

ک

 اس طور پر کہ     بند ب ا بستہ کہلاب

| ( )|         

 (Theorem on Boundedness Property)ضیہ  پرصیت بستوی خصو

-   ,  اگر  بیام:   -   ,ائ  مسلسل تفاعل ہے    

ک

 ہوگا۔ پر بستہ  -   , وقفہ   پر ت

اس طور پر  +            *    کی  -   , تقسیم  ائ   پر     اس لیے  پر  -   ,مسلسل ہے   ں ں کہ ۔ثبوت

 کہ

|( (  )   (  )|             ,       - 

Borel} اگر}کے ضیہ  کے مطابق  

  ,   -        

رض کرو کہ 

 

  کے درمیام ہیں    اور     نقاط        ق

ک

 ۔ ت
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| ( )   ( )|  | ( )   (  )   (  )   (    )   (    )     (  )   ( )| 
 | ( )   (  )|  | (  )   (    )|    | (  )   ( )| 

(   )مرتبہ          (   ) 

   | ( )   ( )|               

   | ( )   ( )|        

   | ( )   ( )|    

        ( )     ( )   ( )    

 ہیں۔  محدود ( )   اور   ں ں کہ  درمیام کے   د ود دو  بستہ / بند ہوا ( ) یعنی 

ذا

 

ہ
 پر۔  -   ,بستہ / بند ہوا    ل

 ہوا۔ضیہ 

ک

 
ات

 

  ب

 (Absolute Maximum – Minimum Theorem)اقل قیمت کا ضیہ    –مطلق اعظم 

-   ,  اگر  بیام:    پر   -   ,مسلسل ہے    

ک

ا   -   ,و      اور     اپنے د ود   پر اور   -   ,ہوگا بستہ ت

ک

میں اختیار کرب

 ہے۔

-   ,  دب ا گیا ہے کہ  ۔ثبوت  ذا وہ بستہ ہے۔  -   , ہے مسلسل   

 

ہ
 پر ل

رض کرو کہ

 

 +-   ,   ( ) *      ق

 +-   ,   ( ) *      اور 

رین   اور   یعنی 

ک

رین  د  ب الا ب الترتیب اقل ی

ک

ریںد  اور اعظم ی ن ہ ہیںہیں زی 
و یہ اور سفل

عل
 ۔، یعنی 

ا ہے کہ

 

 کرب

ک

 
ات

 

( )   ہمیں ب  -   ,  کسی    

( )     اور  -   ,  کسی    

 کر

ک

 
ات

 

اگوب ا یہ ب

 

( )    ہے کہب              ,   - 

     ( )             ,   - 

i)  اگر مکن  ہو تو مام لیں کہ ( )        ,   - 

    ( )       ,   - 

  پر -   ,  مسلسل ہے  تو ائ  مستقل قیمت ہے اور      

 مسلسل ہوگا پر  -   ,وقفہ  ( )   اس لیے 

اور پھر 

 

   ( )
( )   ں ں کہمسلسل ہوگا پر  -   ,وقفہ       

نچہ  

 

   ( )
   بستہ ہوگاپر  -   ,وقفہ   

  

ک

 کہہے  اس طرح      ت

 

   ( )
             ,   - 
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       ( )  
 

 
 

              ( )    
 

 
           ,   - 

  یہاں 
 

 
ذ ہے۔ ( ) ائ  د  ب الا ہوا   ردپ 

ک

 کا جوکہ ی

رین د ب الا   اس لیے کہ

ک

  ہونے پر  (   )اقل ی
 

 
 د ب الا نہیں ہوسکتا۔ 

ارا مکن  ہونے کا مفروضہ غلط ہے۔
 
 یہ اس لیے ہوا کہ ہ

( ) کہ  ہے  پر  اس طور -   ,  اس لیے   گا۔ہو   

ii) مام لیں مکن  ہو کہ   اگر ( )          ,   - 

  ( )             ,   -  

  

ک

( ) * ت  مسلسل ہوگاپر  -   ,وقفہ   +  

  اس لیے

 

 ( )  
 مسلسل ہوگاپر  -   ,وقفہ   

ذا

 

ہ
 ل

 

 ( )  
 بستہ ہوگا پر  -   ,وقفہ   

  

ک

اس طرح سے کہ        ت

 

 ( )  
    

  ( )    
 

  
   ( )    

 

  
 

ا    گوب 
 

  
ریں ہوا جوکہ مکن  نہیں۔ اس لیے کہ  ذ ہوئی، یہ اس لیے ہوا  د زی  ردپ 

ک

رین ہے۔ یہاں ی رین د  زی 

ک

کہ مفروضہ   اعظم ی

 ( )  غلط ہے۔ -   ,         

( ) اس لیے  ( ) ں ں کہاور     ( ) نچہ       ہوگا۔ -   ,        

 کیا گیا کہ 

ک

 
ات

 

ا ہے۔ -   ,اپنے د ود و    گوب ا یہ ب

ک

 میں اختیار کرب

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

3)  

ک

 (Neighbourhood Property)صیت خصو ہمسائ

-   ,   تفاعل اگر ( ) پر مسلسل ہے اور      نقطہ         

ک

 کے لیے(     ,  تمال  کہ ہے  اس طور پر    ت

 ( )  

ک

 ۔کی ہی ہوگی ( ) کی علام

 کہ ہے  اس طور پر    پر     پر اس لیے     مسلسل ہے   ں ں کہ ثبوت :

  (     )  ,   - | ( )   ( )|    

  ( )    ( )   ( )           (     )                    ………(1) 

( ) ں ں کہ ( ) و  اگر       لیا جائے اور    
 

 
 ( )    

  

ک

 ہوگا(1) مساوات ت
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 ( )   ( )  

 

 
 ( )    (     ) 

                                 ( )       (     ) 

  ( ) یعنی 

ک

 کی ہی ب ائی ی ت۔ ( ) کی علام

( ) اور اب اگر    لیا جائے اور    
 

 
 ( )      

ک

 یوں ہوگا۔ (1)ت

 

 
 ( )   ( )  

 

 
 ( )       (     ) 

              ( )           (     ) 

  ( )  اس صورت میں بھی

ک

 کی ہی ب ائی ی ت۔ ( ) کی علام

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

 نوٹ :

1.   ,   - ( ) مسلسل ہے اور پر  (   )  نقطہ          

ک

کے  (       )  تمال   کہہےاس طرح     ت

  ( )  لیے

ک

 کی ہی ہوگی ( ) کی علام

-   ,  اگر  .2 ( ) اور  مسلسل تفاعل ہے  پر     نقطہ          

ک

 (     )   تمال کہ ہے اس طور پر    ت

  ( ) کے لیے

ک

 ۔کی ہی ہوگی ( ) کی علام

 (Intermediate Value Property) صیتدرمیانی قیمت کی خصو (4

ا کہ اگر ائ  تفاعل 

 

-   ,  مذو رہ ضیہ  میں ہم نے جاب      

ک

ا ہے۔ مسلسل ہے اس بند وقفہ میں ت

ک

اس کے   بستہ ہوب

ا ہے۔  اور یہ بھی ضیہ  ہم نے دیکھا کہ ام د ود و    کے بیچ۔      اور       

ک

 کریں گے کہ اگر د ود   اختیار بھی کرب

ک

 
ات

 

اور    اب ہم یہ ب

ا ہے   

ک

  ام دونوں کے درمیانی تمال قیمتوں و  بھی اختیار کرب

ک

 میں۔ -   ,ہیں ت

 (Bolzano’s or Location of roots Theorem) ریشوں کی تعین کا ضیہ  ب ا  بولزانو

   ( ) اور  ( ) اور  مسلسل ہے  پر  -   ,وقفہ    اگر بیام:

ک

کہ  ہے اس طور پر (   )  کی علامتیں مختلف ہوں ت

 ( )    

  ۔ثبوت 

( )  :(Iصورت ) ( ) اور        

( )      یعنی     ( ) 

 

 

( )  -   ,  *       غور کرو کہ س   + 

  

ک

( ) ں ں کہت ( ) ں ں کہاور     اس لیے         اس لیے    

ذا

 

ہ
 اس کا د  ب الا ہوگا۔  اور     ل

 کے علم متعارفہ کی وجہ 

ک

  کاملی ت

ک

رض کرو کہ وہ     کا   ت

 

 ۔ہے ’c‘موجود ہوگا ق
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( ) پر مسلسل ہے اور       ں ں کہ ( )  کے لیے (     )  تمال  کہہے  اس طور پر     اس لیے      ۔ہوگا    

     

   
 

 
        

                

( ) پر اور     مسلسل ہے    ں ں کہاور     

( ) کہ  ہے  اس طور پر              (      ) 

          
   (   ) 

( ) اب اگر ہے۔        یعنی  لیا جائے   

  

ک

( ) کہ  سے ہے اس طرح     ت       (       ) 

( ) اور یوں بھی ہوگا کہ   ہوگا۔    تو پھر  (     )      

ذ ہوگی  ردپ 

ک

 اس لیے         ں کہکیویہ ائ  ی

 ( )  (1) ــــــــــ      

( ) ای  طرح اگر     لیا جائے   

ک

( ) کہ  ہے  اس طرح    ت اس         اس لیے    (       )      

        اور     لیے 

      مگر 

ک

( ) ت    

ذ ہوگی  یہ ردپ 

ک

( )  کیوں کہپھر ی  اس لیے   

 ( )  (2) ـــــــــــ   

( ) کی مدد سے  (2) اور (1) اور مساوات کی مدد سے (Trichotomy Law)قانوم کے  تثلیث  اب  ۔ہوگا    

رض کرو کہ  :(IIصورت )

 

( ) ق       ( )    

  

ک

( )     ت     ( ) 

  اگر 

ک

-   ,  ت ( ) اور        ( )    ,   - 

  

ک

( )    ت ( ) اور  ( )       ( ) 

( )  تو پھر  ہوگا۔ ( )    

ذا-   ,مسلسل ہے   ں ں کہاور 

 

ہ
 پر۔ -   ,بھی مسلسل ہوگا   پر ل

  مذو رہ صورت )

ک

( ) اس طرح سے کہ  (   )  ( کے مطابق 1ت  ہوگا۔   

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

  :نوٹ
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(1)  ( )   ( )  )مختلف( ہیں۔کی علامتیں ضد پر  ( ) اور  ( ) سے مراد    

( ) پر اور  -   ,مسلسل ہے   اگر  (2) ا  ( )     ( ) ب      ( )   

ک

کہ  ہوگااس طرح  (   )  ت

 ( )  اس لیے اس ضیہ  و  ریشہ کی تعین کا ضیہ  بھی کہتے ہیں۔  تفاعل کا ریشہ ہوا۔ (   )  یعنی    

 (Bolzano’s Intermediate Value Theorem)بولزانو کا درمیانی قیمت کا ضیہ  

( ) اور پر  -   ,مسلسل ہے   اگر  بیام:   ( )   

ک

ر قیمت و   ( ) اور  ( ) ت
 
 میں۔ -   ,اختیار کر  گا  ( ) کی ر

 ب ا

   ( ) اور  ( ) جو     پر اور اگر  -   ,مسلسل ہے   اگر 

ک

( ) اس طور پر کہ  (   )   کے درمیام ہے ت    

-   ,  اگر  ۔ثبوت  ( ) اور       ( ) ( ) جہاں         ( ) 

  

ک

 پر -   ,مسلسل ہوگا  ت

( )      اور   ( )      

 ( )   ( )      

( ) کہ  ہے  اس طور پر (   )  کی علامتیں مختلف ہیں۔ اس لیے  ( )   ( ) مسلسل ہے اور   یعنی   ہوگا۔   

 انو کے ضیہ  کے مطابق()بولز 

ذا

 

ہ
( )      ل   ( )      

  ( )    

 ہوا کہ 

ک

 
ات

 

ا ہے  ( ) اور  ( ) تفاعل   اس سے ب

ک

ر قیمت و  اختیار کرب
 
 میں۔ -   ,کی ر

 کرو کہ مساوات  ۔1مثاك 

ک

 
ات

 

 کے بیچ ہے۔  اور   کا ائ  حقیقی ریشہ           ب

-   ,  تفاعل ۔حل  ( )  جو ر کرو غوپر       ہے۔         

( ) اور  پر -   ,اس لیے یہ مسلسل ہے  (Polynomial)یہ ائ  کثیر رکنی جملہ ہے  ں ں کہ       ( )     

 یعنی دونوں علامتیں ضد پر ہیں۔

ذا درمیانی قیمت کے ضیہ  کے مطابق 

 

ہ
( )  کہ ہے  اس طور پر (   )  ل  ہوگا۔          یعنی  ہوگا   

 ۔کے بیچ   اور   ائ  ریشہ ہے     مطلب 

( ) پر اور  -   , پر ٹھیٹ مونوٹوم ہے  -   ,مسلسل ہے   اگر  ۔2مثاك     صرف ائ   ( )    

ک

اس طور  (   )  ت

( ) پر کہ     

رھتا ہوا لیا جائے  اگر  ۔حل 

 

 پر -   ,و  ٹھیٹ ی 

        اور  -   ,      اگر مکن  لیا جائے کہ 

ک

 ت

 (  )   (  )      
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 جوکہ مکن  نہیں

    (  )   (  ) 
                      
           (   ) 

( )  کہ  یکتا ہے۔   

+        *پر اور  -   ,مسلسل ہے   اگر   ۔ 3مثاك   کر -   , 

ک

 
ات

 

  ب

ک

 کہ ہے  اس طور پر(   )  و کہ ت

 (  )   (  )       (  )    ( ) 

ا ہے  پر اس لیے  -   ,مسلسل ہے   ں ں کہ ۔حل

ک

، د ود ہوں  اور    میں۔ -   ,بستہ ہے اس وقفہ پر اور اپنے د ود و  اختیار بھی کرب

  

ک

 ت

   (  )    

   (  )    

                    
   (  )    

(  )    ام س  و  جمع کرنے سے    (  )       (  )     

             
 (  )  (  )      (  )

 
   

 اس طور پر کہ (   )  درمیانی قیمت کے ضیہ  کے مطابق 

 ( )  
 (  )   (  )       (  )

 
 

    (  )   (  )       (  )    ( ) 

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ب

 کرو کہ تفاعل  ۔4مثاك

ک

 
ات

 

( ) مصرف بہ       ب  
 

  | |
 مسلسل اور بستہ ہے۔ 

 پر     مسلسل ہے | | حل:

  

ک

 پر   مسلسل ہے  | |   ت

ذا

 

ہ
( )  ل  

 

  | |
  مسلسل ہوگا پر     بھی  

ر ہے 
 
اہر

 

  | |
   

   | |    

 
 

  | |
   

   
 

  | |
          

ذا 

 

ہ
 پر    بستہ ہوا     ل

( ) ں ں کہ  
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 نہیں ہے۔    کا و ئی   اور 

 (Uniform Continuity)یکساں تسلسل   11.2.2.2

       ائ  موعہعہ ہے اور   اگر  تعریف:

ک

ا ہے و   ائ  تفاعل ہے ت

ک

کے لیے      پر اگر دیے گئے      یکساں مسلسل کہا جاب

ا ہے اس طر    ائ  

ک

 کہ ح وجود رکھ

         |     |    

 | (  )   (  )|    

 نوٹ:

 منہ( بحث کی جاتی ہے۔اپر )د   یکساں تسلسل وہ خاصیت ہے جو کسی نقطہ پر نہیں بلکہ پور  موعہعہ .1

ا ہے   صرف   یعنی  ( ) تسلسل میں  یکساں .2

ک

ا ہے۔ بحث سے مبرا  نقطہ  پر نہیں۔ گوب ا   پر نحصر  ہوب

ک

 ہوب

 اس طور پر کہ     پر     پر اگر   یکساں مسلسل نہیں ہوگا    .3

|     |        | (  )   (  )|    

( ) ،      ائ  مستقل تفاعل  ۔5مثاك ا ہے یکسا       

ک

 پر۔  ں مسلسل ہوب

|     |        لیا جائے گا کہ     پر     دیے گئے  ۔حل    

 | (  )   (  )|  |   | ا ہے۔    

ک

ذا مستقل تفاعل ہمیشہ یکساں مسلسل ہوب

 

ہ
 ل

( ) دب ا گیا       اگر  ۔6مثاك         

ک

 پر۔  یکساں مسلسل ہوگا   ت

رض کرو کہ  ۔حل

 

        اور     ق

  

ک

(  ) |   ت   (  )|  |      (     )| 

 |       | 
  |     | 

  اگر 
 

 
   

ک

 لیا جائے ت

 |     |    | (  )   (  )|   |     |    
 

 
   

ذا 

 

ہ
 پر۔    یکساں مسلسل ہوا   ل

        اگر  ۔6ضیہ 

ک

 پر۔  مسلسل ہے   یکساں مسلسل ہے ت

رض کرو کہ  ۔ثبوت

 

    یکساں مسلسل ہے       ق

ک

 اس طور پر کہ    پر     پر۔ ت

        |     |    | (  )   (  )|    

       اور      اگر 

ک

 راو     کے لیے     لیا جائے ت

|   |    | ( )   ( )|    

ذا

 

ہ
  پر۔       ہوا مسلسل  ( )   ل
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قط ہے    ں ں کہ

 

ذا   کا جہاں   و ئی بھی ت

 

ہ
 پر مسلسل ہے۔    پور    مسلسل ہوا۔ ل

ا ضروری نہیں ہے۔ یعنی تسلسل  نوٹ:

 

 ہوب

ک

 یکساں تسلسل  ضیہ  ب الا کا عکس درس

( ) اور       غور کرو  ۔7مثاك       

ک

 یکساں مسلسل نہیں ہے۔  اب ہم بتائیں گے کہ  پر۔   مسلسل ہے   ت

رض کرو  ۔حل

 

 اس طور پر کہ    اور     ق

      
 
 ⁄  

|     |  
 

 
   

  

ک

 ت

| (  )   (  )|  |  
    

 | 
 |     ||     | 

 
 

 
|    

 

 
|      

  

 
 

(  ) |      اور   (  )|    

     
  

 
          4 

  

 
  5 

                                 

 یکساں نہیں ہے۔  اس لیے   لیکن یہ مکن  نہیں ہے۔

   -   ,مسلسل ہے    اگر  ۔7ضیہ 

ک

 پر۔ -   ,مسلسل ہوگا  یکساں  پر ت

رض کرو کہ  ۔ثبوت

 

کا وجود  Pکے ضیہ  کے مطابق تقسیم (Borel)پر اس لیے بوریل  -   , مسلسل ہے   ں ں کہاور     ق

 اس طور پر کہ +                    *  ہوگا

………… (1) | (  )   (  )|  
 

 
                

   اگر 
 

 
   *|       |         + 

|     |   -   ,       اگر    

  

ک

ر تحت وقفوں میں        ت

ک

 ۔ہوں گےب اتو ائ  ہی تحت وقفہ میں ہوں گے ب ا دو متوای

رض کرو کہ   :1صورت 

 

 ائ  ہی تحت وقفہ میں ہیں۔      ق

  

ک

(  ) | ت   (  )|  
 

 
        |     |    

ر وقفوں میں ہیں۔      اگر   :2صورت 

ک

 دو متوای

رض کرو کہ وہ 

 

 ہیں -       ,   -       ,ق

  

ک

 ت

| (  )   (  )|  | (  )   (  )   (    (  )| 
 | (  )   (  )|  | (  )   (  )| 
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 پر -   ,یکساں مسلسل ب اب ا گیا  دونوں ہی صورتوں میں 

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

   (Cauchy)و شی  +  *پر اور   یکساں مسلسل ہے کسی موعہعہ   اگر  ۔8ضیہ 

ک

ر ہے ت

ک

ر ہوگا۔+(  ) *توای

ک

 بھی و شی توای

ا ہے اس طر     کے لیے     پر۔ اس لیے   یکساں مسلسل ہے    دب ا گیا ہے کہ ۔ثبوت

ک

 کہ ح وجود رکھ

         |     |    | (  )   (  )|    ……… (1) 

ر ہے اس لیے +  *ں ں کہ

ک

 اس طرح کہ       کے لیے     و شی توای

|     |           

( )  اس طرح کہ       کے لیے    مدد سے  کی  

| (  )   (  )|               

* (  )+ ر ہے۔  

ک

 ائ  و شی توای

( ) بتلاؤ کہ تفاعل  ۔8مثاك  پر۔ -    ,یکساں مسلسل ہے    

رض کرو کہ  ۔حل

 

   -    ,      ق

ک

|  |ت |  |اور        

  غور کرو

ک

 ت

| (  )   (  )|  |  
    

 | 
 |(     )(  

    
      )| 

 |     ||  
    

      | 
 |     |(|  |

  |  |
  |  ||  |) 

 |     |( 
        )    |     | 

 | (  )   (  )|         |     |  
 

  
 

   کے لیے     یعنی 
 

  
 اس طور پر کہ 

| (  )   (  )|        |     |    

 پر -    ,یکساں مسلسل ہے    

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ب

 کرو کہ تفاعل جو  ۔9مثاك

ک

 
ات

 

( ) ف ہے پر معر   ب     (
 

 
)  یکساں مسلسل نہیں ہے ۔  پر     مسلسل ہے لیکن     

رض کرو کہ  ۔حل

 

      ق

ک

 کا   ہے  ائ  اتہائئی نقطہ    مثبت حقیقی عدد ہے ت

    
   
 ( )     

   
   
 

 
    

 

 
  ( ) 

 کا   ہے  و ئی بھی نقطہ    ں ں کہ

 پر   ہے مسلسل   اس لیے 
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 اس طور پر کہ      کے لیے     اور اب کسی بھی 

 

  (   
 

 
)
           

رض کرو کہ 

 

   ق
 

      
    

 

  
        

 
 

|     |  |
 

      
 
 

  
|  |

         

  (   
 

 
)
|  

 

  (   
 

 
)
   

 لیکن

| (  )   (  )|  |   .   
 

 
/       |  |     |      

ذا

 

ہ
 پر۔   یکساں مسلسل نہیں ہے   ل

 مشقی سوالات:

 کرو کہ  .1

ک

 
ات

 

( ) تعریف و  استعماك کرتے ہوئے ب  پر۔ -    ,یکساں مسلسل ہے     

( ) تعریف کے مطابق بتلاؤ کہ  .2  پر یکساں مسلسل ہے۔-    ,،       

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 11.3

۔ پر بحث کی۔ مسلسل تفاعل کی چند اہم خصوصیات و  بھی کسی بند وقفہ پر ہم نے دیکھا  اس اکائی میں ہم نے مسلسل تفاعل کے الجبرا 

ا۔ 

 

ا ہے ۔جو مسلسل ت دو تفاعلاکہ ہم نے دیکھا یکساں تفاعل و  بھی پہچاب

ک

بوریل کا ضیہ  اور درمیانی    ہیں اس کا جمع اور مرکب بھی مسلسل ہوب

 کیا گیا۔

ک

 
ات

 

ا ہے۔  قیمت کا ضیہ  و  بھی ب

ک

ا کہ دب ا گیا تفاعل کب یکساں مسلسل ہوب

 

 یہ بھی جاب

 (Keywords)کلیدی الفاظ 11.4

 ں تسلسلیکساتسلسل اور  ، بولزانو کا ضیہ  ، صیتکی خصو زی اہتزا، وقفہ کی تقسیم 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  11.5

 (Objective Answer Type Questions)سوالات ت کے حامل جواب ا معروضی  11.5.1

I رہ لو کہ آب ا دیے گئے بیام حیح  ہیں ب ا غلط

 
ک

 جای

( ) تفاعل  .1  (T / F)     پر۔  مسلسل ہے      √    

( ) اور  +         *  اگر  .2       

ک

 (T / F)  پر۔  یکساں مسلسل ہے   ت

( ) تفاعل  .3  
 

 
 (T / F)     پر۔ (   )مسلسل اور یکساں مسلسل ہے  
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ر بستہ تفاعل  .4
 
ا ہے۔  ر

ک

 (T / F)       مسلسل ہوب

( ) اگر  .5  
  

    
   (    )مسلسل اور بستہ ہے  

ک

ا ہے۔ اپنے د ود اختیار  پر ت

ک

 (T / F)  کرب

II ر کیجیے۔ ُ
 خالی جگہوں و  ی 

ر مسلسل تفاعل  .1
 
ا ہے۔ ـــــــــــــــــر

ک

 ہوب

ر یکساں مسلسل تفاعل  .2
 
ا ہے۔ ـــــــــــــــــــــر

ک

 ہوب

-   ,  اگر  .3 ( ) پر اور     مسلسل ہے          

ک

 ــــــــــــــــــــ-     )  ت

ا ہے۔ ـــــــــــــــــــــائ  مستقل تفاعل ہمیشہ  .4

ک

 ہوب

  ( )   ( ) پر اور  -   ,مسلسل ہے   اگر  .5

ک

 ـــــــــــــــــــمختلف علامتیں رے ہیں ت

 (Short Answer Type Questions)سوالات ت کے حامل جواب ا  مختصر 11.5.2

 کرو کہ پر تو     مسلسل ہیں   اور   پھر اگر     اور       اور       اگر  .1

ک

 
ات

 

 پر۔    بھی مسلسل ہوگا     ب

 کرو کہ     مسلسل ہے       اگر  .2

ک

 
ات

 

  ب

ک

 پر۔ کیا اس کا عکس بھی حیح  ہوگا؟    بھی مسلسل ہوگا  | |پر ت

ر مسلسل تفاعل بستہ ہوگا۔ .3
 
 کرو کہ ر

ک

 
ات

 

 ب

 ہوگا .4

ک

ر یکساں مسلسل تفاعل مسلسل ہوگا۔ کیا اس کا عکس بھی درس
 
 کرو کہ ر

ک

 
ات

 

 ؟ب

 کرو کہ تفاعل  .5

ک

 
ات

 

( ) ب  پر۔ -    ,یکساں مسلسل ہے     

 (Long Answer Type Questions)سوالات ت کے حامل جواب ا  طویل 11.5.3

 کرو۔ .1

ک

 
ات

 

 بوریل کے ضیہ  و  بیام اور ب

ا ہے۔ .2

ک

ر مسلسل تفاعل اپنے د ود و  اختیار کرب
 
 کرو کہ ر

ک

 
ات

 

 ب

 کر .3

ک

 
ات

 

 و۔درمیانی قیمت کے ضیہ  و  بیام اور ب

ر مسلسل تفاعل کسی بند وقفہ  .4
 
 کرو کہ ر

ک

 
ات

 

ا ہے۔ -   ,ب

ک

 پر یکساں مسلسل بھی ہوب

ر کردہ اکتسابی مواد 11.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introduction to Real Analysis: R.G. Bartle and D.R. Shevbert. 

2. Mathematical Analysis: New Age International (P) Ltd. 

3. Mathematical Analysis: T.M. Apostol. 
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تفاعلات کاتفرق ۔12اکائی  

(Differentiation of Functions) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   12.0

 مقاصد   12.1

ری   12.2 ذی 

 

 کسی نقطہ پر تفاعل کی تفرق پ 

ری کسی    12.3 ذی 

 

 وقفہ میں تفاعل کی تفرق پ 

 تفاعل کا تفرق   12.3.1

  معنیہیہتفرق کا جیومتر 12.3.2

 الجبرا  کا مشتقات    12.4

 مشتقاتکے  اعلی رتبےتفاعل کے   12.4.1 

 ے   12.5
ی

 

قط

 اوسط قیمت کے 

 ے   12.6
ی

 

قط

 سلسلوں کا پھیلاؤ:لمل اوسط قیمت کے 

 اکتسابی نتائج    12.7

 کلیدی الفاظ   12.8

 نمونہ امتحانی سوالات   12.9

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات 12.9.1

  جواب ات کے حامل سوالاتمختصر 12.9.2

 طویل  جواب ات کے حامل سوالات 12.9.3

رکردہ اکتسابی مواد  12.10

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید  12.0

 اس طرحہیں اور ام و  دو حصوں میں  لیےو  اچھی طرح ذہن نشین کر تتفاعل کے مسلسل ہونے کے بنیادی نکااس سے قبل آپ 

ا غیر مسلسل تفاعل و اچھی طرح سمجھ(ii)عل مسلسل تفا (i)تقسیم کرتے ہوئے

ک

 چکے ہیں۔ہم جانتے ہیں کہ غیر مسلسل تفاعل غیر تق ہ ہوب

ر ہونے پر  ہے۔ ذی 

 

 گے۔ ھیںرکھیں گے  لیکن اس و  دو مختلف حصوں میں پڑاس ب اب میں ہم اپنی توجہ تفاعل اور مسلسل تفاعل کے تفرق پ 

 (i) ا  کسی

 

ر ہوب ذی 

 

ا کسی (ii)  نقطہ پر تفاعل کا تفرق پ 

 

ر ہوب ذی 

 

  وقفہ میں تفاعل کا تفرق پ 

 (Objectives)مقاصد 12.1

ا چاہیےاس اکائی کے تم  پر آپ و  ا 

 

 ہوب
 
ر ہونے کہ ہم و ئی نقطہس قاب ذی 

 

ر ہونے و  وقفہ میں تفرق  کسی  اور  پر تفاعل کے تفرق پ  ذی 

 

پ 

رتفاعل کی الجبرا  ذی 

 

ذ ہم اوسط قیمت کے   ح عبور حاصل کرچکے ہوں ۔بھی اچھی طر پر اچھی طرح سمجھ چکے ہوں۔ہم تفرق   پ  رپ 

 

 ے جیسے رولز کا م
ی

 

قط

ذ   ں ۔ہو لیےں اور ام مسئلوں پر متفرق سوالات بھی حل کروسط قیمت کا ضیہ  بھی پڑھ چکے ہواکا   مسئلہ اور و شیکالیگرانج  مسئلہ رپ 

 

 ہم علم مثلثی م

ا ٹیلرؤ بھی تفاعل اور قوت نما سلسلہ کا پھیلا  ہیں ۔ رینسلسلہ اور میک 

ک

سلسلہ اور مکلارین سلسلہ سے متعلق عددی  ٹیلرہم  سلسلہ سے کرسکت

 ہوچکے ہو سوالات
 
 ۔ گے ںبھی حل کرنے کے قاب

ری 12.2 ذی 

 

 (Differentiability of a Function at a Point)کسی نقطہ پر تفاعل کی تفرق پ 

رض کرو    تعریف:

 

ر′ ′تفاعل ہے جہاں ائ       ق

 

cمیں یعنی  و ئی نقطہ ہے′ ′ض کروموعہعہ ہے۔ق S ائ  اتہائئی نقطہ   جہاں

cکا ب ا   ہے S S  

(i) اگر  
    

 ( )  ( )

   
  ہم(   )    

ک

ا ہے،ت

ک

ر ہے گے کہیں موجود ہوب ذی 

 

  ، تفرق پ 

 

  پر۔′ ′دائیں جات
ل
 و  دائیں اس 

 

مت

 

 

مت
ل
)و  پرکہتے ہیں اور اس′ ′ہاتھ کا  0)f c ر کرتے ہیں۔( )   ب ا صرف

 
 سے اہر

(ii) اگر  
    

 ( )  ( )

   
  ہم کہیں(   )    

ک

ا ہے،ت

ک

   گے موجود ہوب

 

ر ہے ب ائیں جات ذی 

 

 و  ب ائیں ہاتھ  پر۔′ ′تفرق پ 

 

مت
ل
اس 

  

 

مت
ل
ر کرتے ہیں۔سے( )   و    پرکہتے ہیں اور اس′ ′کا 

 
  اہر

(iii) اگر  
   

 ( )  ( )

   
  ہم کہیں(   )    

ک

ا ہے،ت

ک

ر ہے گے  موجود ہوب ذی 

 

 و  ۔پر  ′تفرق پ 

 

مت
ل
  کہتے پر   ′ ′کا تفرق اس 

ر کرتے ہیں ۔( )  و  اس ۔ہیں
 
 سے اہر

 و  ب اد رکھیں: نکات اہم 

i)    ( )ا ب ا   و  رجعت پسندانہ تفرق ب 
 

 کہتے ہیں ۔′ ′ئیں ہاتھ کا تفرقی ضرت

ii)    ( )  
 

 پر کہتے ہیں۔′ ′و  بتددریج پڑھنے والا تفرق ب ا دائیں ہاتھ کا تفرقی ضرت
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iii)   
    

 ( )   اور(   )   
    

 ( )   اور   (   )   
   
 ( )    ( )    

iv)   ( ) اوجود

ک

 ہوں۔ موجود ہوں اور مساوی( )    اور( )    گر اور صرف اگر ہے ارکھ

 

ر  وقفہ میں تفاعل کیکسی  12.3 ذی 

 

 (Differentiability of Function in an Interval)یتفرق پ 

رض کرو 

 

-   ,   ق  تفرق کہتے ہیں اگر-   , و  تفاعل ہے۔ ائ    
 
 پر قاب

i)   ( )موجود ہو پر    .   / 

ii)    ( )  موجود ہو اور(   )   

iii)    ( )  موجود ہو(   )   

 (Differentiation of Function)تفاعل کا تفرق  12.3.1

رض کرو

 

رہو موعہعہ ہے۔اگر تفاعل ہے جہاں ائ       ق ذی 

 

cتفرق پ  S تفرق  

ک

 یکتا ہوگا۔( )  ت

رض کر ۔1مثاك

 

( ) کی ی ت ہے اس طرحتفاعل کی تعریف  مستقل     وق xتمال   R   لیےکے 

رض کرو  حل۔

 

cق R سے کہ اس طرح( )f c k ،  
   

 ( )  ( )

   
   

  
   

   

   
   
   

 

   
   

cتبدیل ہونے والا ہے تمالcں ں کہ R  قبوك ہے۔ لیےکے 
 
cپس  قاب R اور  ( )    

ا ہے۔  

ک

ری یہاں ائ  ب ات  پس مستقل تفاعل کا تفرق "صفر"ہوب

 

ا ہے۔ عکسدلچسپ ہے کہ اس مسئلہ کا  ی 

ک

اگریعنی  بھی صادق ہوب

( ) 0f c تمال x R  ۔لیےکے   

ک

 پر۔ ائ  مستقل تفاعل ہے ت

رعکس بھی  ا ہے اور اس کا ی 

ک

 اس مستقل تفاعل کاتفرق صفر ہوب

رض کرو ۔ 2مثاك  

 

)ق ) 1 , 2f x x x  اور( ) 5 , 2f x x x   رض کرو

 

پر یعنی ق

1 , 2
( )

5 , 2

x x
f x

x x

 
 

 
 

  کے پڑوس      حل۔

 

)میں کے ب ائیں جات ) 1f x x (2)اور 3f  

2 2 2

( ) (2) (1 ) 3
1 1 (2)

2 2x x x

f x f x
Lt Lt Lt Lf

x x    

  
   

 
 

  کے پڑوس      

 

(2)میں(nbd)کے دائیں جات 3, ( ) 5f f x x   

2 2 2

( ) (2) (5 ) 3
( 1) 1 (2)

2 2x x x

f x f x
Lt Lt Lt Rf

x x    

  
     

 
 

 کہ ب ائیں ہاتھ کا تفرق اور دائیں ہاتھ کا تفرق دونوں موجودہوتے ہیں مگر مساوی نہیں ہیں۔ ہیں تے کرکا مشاہ ہ ( ) یہاں ہم تفاعل

( )  ۔3مثاك            



166 

 

  غور کرو حل۔

( ) ( ) sin sin

x a x a

f x f a x a
Lt Lt

x a x a 

 


 
 

2 sin
2 2

x a

x a x a
cos

Lt
x a

    
   
   


 

sin
2

2

2

x a x a

x a

x a
Lt cos Lt

x a 

 
         

 
 

 

cos .1 cosa a  

 ( ) sinf x xرہے جو تمال ذی 

 

aتفرق پ  R  پر اور( ) cosf a a ا ) ب  ) cosf x x تمالx R  لیےکے 

 (Geometrical Meaning of Differentiation)یہ معنیہتفرق کا جیومتر12.3.2

رض کرو کہ

 

 ( )   دو نقاط ہیں منحنی ((   )     ) اور (( )   ) ق

رض کرو کہ کارڈ

 

 پر ملتے ہیں۔Tاور L محور کے ساتھ  پرP نقطہاورعکسPQپر ق

رض کرو کہ 

 

  QMعمودوار ہےPHپرعمودوار ہےاورPN،ox۔     اور       ق

ک

 پر ت

                    

(   )                    اور   ( ) 

       
  

  
 
 (   )   ( )

 
             ( ) 

  نقطہ    جیسا کہ

ک

ا ہے جسمنحنی  Q،ت

ک

ر ہوجائے یعنی و   کے وہ پر اس طرح حرکت کرب

ک

  ی
 

ت ر

ک

ا PQ (Cord)رڈکے ق

ک

 پہنچ جاب

ک

ئ

'کے اور زاویہ TPمماس کی خط ہے۔ ا ہے۔

ک

ر ہوجاب

ک

  ی
 

ت ر

ک

  پس کے ق
ل

 

 

     مت

ک

ا ہے۔( )        مساوات ت

ک

 ہوجاب

ا ہے۔ کا   tanمحور کے ساتھ  پر کا مماس     کاخط(( )   )  پر نقطہ( )    منحنی اور ہے  س ائ  مما( )  پس

ک

 زاویہ ہوب

 (Algebra of Derivatives)مشتقات کا الجبرا12.4 

 ں و  مسئلہ کی صورت میں لکھتے ہیں۔کے اہمت  کا الجبرا اس عنوام میں ہم مشتقا

ک

 
 کی دلچسپی پر نحصر  ہے۔ ام کا ثبوت طلبا   ہ

رض کرو      ۔ 1مثاك

 

-   ,  ق     ،:[ , ]g a b R   0   1   

ک

ر ہیں ت ذی 

 

 پر تفرق پ 

.f g,  f g    , f gر ہوتے ہیں ذی 

 

 پر اور ’c‘ تفرق پ 

i) (   ) ( )    ( )    ( )      

ii) (   ) ( )    ( )    ( ) 

iii) (   ) ( )    ( ) ( )   ( )  ( )   
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]:اگر   ۔3كمثا , ]g a b Rر ہے ذی 

 

تفرق پ  ,c a b پر اور( ) 0g c   

ک

ت

1

g
ر ہے   ذی 

 

 اور  پر ’c‘تفرق پ 

4
 

 
5 ( )  

   ( )

, ( )- 
 

  نتیجہ:

 (i)اگر  ,   - ر ہے تفرق   ذی 

 

   پر   اور-   ,  پ 

ک

ر ہی ہوگا  ت ذی 

 

 پر اور ’c‘بھی تفرق پ 

(  ) ( )     ( ) 

 (ii)اگر  ,   - -   ,  اور   ر ہے .   ذی 

 

   پر     پراور ’c‘تفرق پ 

ک

ر ہی ہوگا  تفرق بھی     ت ذی 

 

 پر  ’c‘پ 

( ) (     )اور     ( )     ( ) 

(iii)اگر  ,   - -   ,  اور   ر تفاعل ہیں .   ذی 

 

)پراور ’c‘تفرق پ  ) 0g c   

ک

ت

 

 
ر ہوگابھی تفر ذی 

 

  ’c‘ ق پ 

.پراور
 

 
/
 

ا ہےاس ( )

ک

 طرح لکھا جاب

(
 

 
)
 

( )  
 ( )  ( )   ( )  ( )

, ( )- 
 

 (Chain rule)کلیہزنجیر کا  

-   ,  اگر ر ہے   ذی 

 

ر ہے  اور سعت ہے   جہاں  پر     اور-   ,  تفرق پ  ذی 

 

   پر۔( ) تفرق پ 

ک

 ’c‘بھی   ت

ر ہوگا اور  ذی 

 

( ) (   )پر تفرق پ     , ( )-   ( )  

 ۔زنجیر کا کلیہ کہتے ہیں  لیے اس و  تفرق کے

  ز   ( )       ( )   یعنی     

ک

   کا کلیہ کے مطابقنجیرت

  

  
 
  

  

  

  
 

 (Higher Order Derivatives of a Function) مشتقاتکے  اعلی رتبےتفاعل کے  12.4.1

رض کرو

 

ر ہے وقفہ  ق ذی 

 

  اگر کا    تفرق ہے    میں اور تفرق پ 
   

  (   )  ( )

 
ر ائ  
 
ا ہے ر

ک

  یہ  میں      موجود ہوب

ک

ت

ا ہے کہ 

ک

ر ہے  کہا جاب ذی 

 

ر کرتے ہیں۔   کا تفرق    پر اور تفرق پ 
 
 سے اہر

f و  دوسر  درجہ کا تفرق کہتے ہیں۔اس طرحf ر ہے۔ ذی 

 

2دوب ارہ تفرق پ  1I I I  ہم کہیں  

ک

تیسر    گے کہ تفاعل  ت

ا   درجہ کا تفرق

ک

ر کرتے ہیں۔    و    ہے اور اسمیں رکھ
 
رآگے  ای  طرح سے اہر

 

اصوك سے اگر کے  اھتے ہوئے استقر ی 

( 1)nf 

ر ہے۔ ذی 

 

 تفرق پ 

1 2 2 1....n nI I I I I     ہم کہیں  

ک

ا ہے واں    ,  گے  ت

ک

و  میں اور اس     درجہ کا تفرق رکھ

( )nf سے

ر کرتے ہیں یعنی 
 
اہر

( 1) ( 1)
( )

0

( ) ( )
( )

n n
n

h

f x h f x
f x Lt

h

 



 
 

 نوٹ:
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)اگر .1 )nf x
  

ک

    موجود ہوت
 
  
 
     

(   )
ر ہیں  ذی 

 

    پر اور تمال تفرق پ 
 
  
 
     

(   )
 پر۔  تمال مسلسل ہیں 

 انٹر .2

 

 

ک

  قدر کی خصوصیت کا کلیہمیڈئ

-   ,   اگر ر ہیں اور         -   ,ہو کہ  اس طرح    ذی 

 

( )  پر تفرق پ    حقیقی عددہےKاور  ( )   
 
  اور  ( )

 
( )   

  ائ  نقطہ   

ک

ا ہے -   ,  کے درمیام  ت

ک

( )  کہ  اس طرحموجود ہوب    

ر ہےاور  (   )دوسر  الفاظ میں اگر ذی 

 

( )  پر تفرق پ     ( )  

ک

 ( )  اور ( )     ( )  ت

ا تمال قدریں کی 

ک

 ۔میں(   )ائ  ب ار وقفہ  ہے کم از کم اختیار کرب

 ے12.5 
ی

 

قط

 (Mean Value Theorems)اوسط قیمت کے 

]اس سے پہلے ہم مسلسل تفاعل بند وقعہ , ]a bر کھلا وقفہ ذی 

 

میں اور تفرق پ  ,a bو  ہی اوسط قیمت کے  میں پڑھ چکے ہیں اس

 ے کہتے ہیں۔
ی

 

قط

 کی قدروں اور ام کے تفرق سے منسلک ہے۔   یہی مسئلے تفاعل 

 (Rolle’s Theorem)رولز کاضیہ   12.5.1

-   ,   اگر  بیام:  ایسا تفاعل ہے کہ   

(i)   ۔میں مسلسل ہے-   ,بند وقفہ 

(ii)   ر ہے(   )کھلے وقفہ ذی 

 

 ۔میں تفرق پ 

(iii)  ( )   ائ  ( )    

ک

( )  موجود رہتا ہےاس طرح سے کہ (   )  حقیقی عددت    

رض کرو  ۔ثبوت

 

ہے اور اپنی د ودی قیمتیں  (Bounded)میں بستہ -   ,بندوقفہ پس  میں مسلسل تفاعل ہے۔-   ,بند وقفہ ق

ا ہے۔

ک

 اختیار کرب

( ) کہ اس طرح -   ,             ( )    ، ( )  میں-   ,وقفہ  بند ( )      

 (i)صورت 

رض کرو

 

      ق

ک

( ) ت ]تمال        , ]x a b  ذا  -   ,بندوقفہ ہےمستقل تفاعل   پس لیےکے

 

ہ
 میں اور ل

( ) 0f x  تمال[ , ]x a b ا ہے۔

ک

 دس اس صورت میں مسئلہ صادق ہوب

 (ii)صورت 

رض کر

 

( ) ں ں کہ    و ق  ہیں جس  سے مختلف ( )  اور( )  دونوں    اور  ب ا تو  لیےاس      اور( )    

 ( )       ( )    ب ا  ( )   ،  ( )    مطلب یہ ہے کہ  کا

رض کرو کہ 

 

 ( )       ( )   ق
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ک

 ت

 ( )     ( )      

 اور

 ( )     ( )      

b  ( , )a b  

ری ہونے کا مطلب یہ (   )کے    ذی 

 

ر ہے۔   ،   پس (   )   ہے کہمیں تفرق پ  ذی 

 

 پر تفرق پ 

 کریں

ک

 
ات

 

 گے اب ہم ب

  ( )   ( )۔۔۔۔۔۔۔۔۔  

  

ک

1ت 0  ا ہے

ک

 1   0 /      .   تمال     ( )  ( )  سے کہ اس طرحموجود ہوب

اM ،l.u.bکہ  جو کہ ائ  متضاد بیام ہے جیسا  ہے۔Supremumب 

 ہیں کہ

ک

 کرسکت

ک

 
ات

 

 اس طرح ہم ب

  ( )  ( )۔۔۔۔۔۔۔۔۔  

)سے( )اور( ) پس مساوات    ) 0f   ,a b ا ہے , 

ک

( )  سے کہ اس طرحموجود ہوب  اور صادق  پس  

ک

 
ات

 

مسئلہ ب

ا ہے۔

ک

 ہوب

 (Points to be Remembered)نکاتاہم 

i) دیتا ہے کہ کم از کم ائ  حقیقی عدد 

ک
 

ا ہےجس کے (   )  مندرجہ ب الا مسئلہ اس ب ات کی ضمات

ک

( )  لیےوجود رکھ    

ر ہو ہم  ہے کہیہ ضروری نہیں  ذی 

 

ر(   )میں لیکن صرف-   ,تفرق پ  ذی 

 

ا چاہیےمیں تفرق پ 

 

 ۔ ہوب

ii) اگر  ,   - ا ہےشرائط و  کے ضیہ  کی رولز  

ک

  پورا کرب

ک

ا ہےصفرپر g.l.b اور l.u.b    ، ت

ک

 ۔  ہوب

iii) کرتے ہیں       ( )   اور( )   اگر 

ک

 
ات

 

  ہم ب

ک

( )  ت     ،  (   ) 

iv) ا،اگر

ک

 قبوك نہیں ہوب
 
ا-   ,نقطہ و ئی  غیر مسلسل ہو   رولز کا مسئلہ قاب ر(   )،   پرب  ذی 

 

( )  ہو ب ا نہ  پر تفرق پ    ( )  

 (Geometrical Meaning of Rolle’s Theorem)یہ شریح کی جیومترضیہ رولز کے 

رض کرو

 

-   ,  ق  ں شر ائ  تفاعل ہے۔  

 

 

ک

ا ہے۔رولز کے مسئلے کی ت

ک

 ائط و  طمئن کرب

  

ک

 کہ ہے  اس طرح( )   گراف اس کات

i)  سے نقطہ  -( )   , منحنی    ہے۔نقاط        یہ ائ  مسلسل ,   ( )- 

ک

 ئ

ii)  ا ہے دو نقاط

ک

 کے درمیام سےBاورAیہ ائ  ایسی منحنی ہے جس پر ائ  مماس گذرب

iii)  ( )صاات اس کے دوسر ( ) اور

ک

ی

 

ج
م

 مساوی ہیں۔ پر اور  BاورAہیں اور(ends)کے 
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رولز کے مسئلہ سے ائ  نقطہ ,c a b  ا ہے

ک

)اس طرح سے کہ موجود ہوب ) 0f c  دونقاط -( )   , یعنی ائ  نقطہAاورB کے

 ہیں اس طرح سے کہ ائ  خط متوازی ہوتی ہے محور کے۔

ک

 درمیام واقع ہوسکت

اب رولز کے مسئلہ سے ائ  نقطہ ,c a b ا ہےاس طرح سے کہ

ک

( )  موجود ہوب ائ  حقیقی ریشہ ہے(   )   یعنی  

( ) 0f x کا 

)رولز کے مسئلہ کی تصدیق کرو   ۔1مثاك ) cosf x x، ,5 کے درمیام۔ 

رض کرو   حل۔

 

)ق ) cosf x x ر ہے تمال ذی 

 

xہم جانتے ہیں کہ یہ ائ  تفرق پ  R  لیےکے( ) cosf x xائ  مسلسل ہے

 ,5 ر ہے۔ق پر اور تفر ذی 

 

پ  ,5  پر اور( ) cos 1 cos(5 ) (5 )f f             ہیں( ) cosf x x  رولز کے        ،

ا ہے

ک

  درمیامکے(    )مسئلہ کے تمال شرائط و  طمئن کرب

( ) sin 0f x x    

            (    ) 

2یعنی تین نقاط    ,3 ,4x        موجود ہوتے ہیں   اس طرح کہ( ) 0f x  

کرو   رولز کے مسئلہ کی تصدیق    ۔2مثاك

3 2( ) 2 4 2f x x x x     ۔ لیےکے 

ا  ں ں کہ   حل۔

 

ی تفاعل ہےائ  ب

مل
ھ

ک

ن

ر ہے میں اور طق  ذی 

 

رولز کے مسئلہ کے  پس  لیےکی تمال حقیقی قدروں کے  مسلسل اور تفرق پ 

 پہلے دو شرائط طمئن ہوتے ہیں و ئی بھی وقفہ میں ۔

)غور کرو ) 0f x ا ہے

ک

 جس سے حاصل ہوب

3 22 4 2 0x x x    

  2 2 2 1 0x x   

1
2,

2
x    

 پس

1
( 2) ( 2) 0

2
f f f

 
     

 
 

,2اب ہم     2 
 
ا ہے۔کا علاقہ پر غور کریں   

ک

 گے،جورولز کے مسئلہ کے تمال شرائط کی تصدیق کرب

) کہہم و  چاہیے ) 0f x  ا ہے کہ کم از کم ائ  دفعہ

 

ا ہے تصدیق کرب

ک

صفر ہوب 2, 2کھلے وقفہ میں 

2( ) 6 2 4f x x x     ا ہے جہاں

ک

ہوب

26 2 4x x ا ب 

23 2x x   یعنیہے۔ 

   3 2 1 0x x   

2
, 1

3
x   
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2
( 1) 0

3
f f

 
    

 
 

دونوں نقاط ں ں کہ

2
1,

3
.ہوتے ہیں واقع  2, 2رولز کے مسئلہ و  تصدیق کیاگیا ہے۔کے درمیام پس  

 ,  رولز کے مسئلہ کی جانچ کرو تفاعل   ۔3مثاك 
2

3( ) 1 1f x x    0,  کے درمیام 2

ر  اگر[0,2]مسلسل سے  ائ  الجبرائی تفاعل ہے، ں ں کہ  ۔حل ذی 

 

     تفرق پ 

ک

 پر ت

 
2

1
3

2
( ) 0 1

3
f x x


    

 
1

3

2

3 1x






 

 پر نہیں کی جاسکتی ۔    یفکی تعر تفاعل

ر بھی نہیں ہے  ذی 

 

1پر یعنی تفرق پ  (0,2)  

یعنی
f

ا ہے۔

ک

 رولزکے مسئلہ کی دوسری شرط و  طمئن نہیں کرب

ا ہے۔-   , ہوئے تفاعللیے رولز کا مسئلہ دیے  اس 

ک

 قبوك نہیں ہوب
 
 پرقاب

)کیا رولز کا مسئلہ   ۔4مثاك )f x x ،[ 2,2]ا ہے۔

ک

 قبوك ہوب
 
 میں قاب

رض کرو   ۔حل

 

)ق )f x x  پر مسلسل ہےاور-    ,یہ ائ( 2) 2 (2)f f  ،( )f x x ،0 [ 2,2]  ر ذی 

 

پرتفرق پ 

ا ہے، 

ک

 رولز کے مسئلہ کی دوسری شرط طمئن نہیں ہوتی ہے۔ ں ں کہنہیں ہوب

( )f x x ،[ 2,2]   رولز کے مسئلہ کی تصدیق نہیں ہوتی ہے۔ میں 

 (Lagrange’s Mean Value Theorem)کا ضیہ انج کا اوسط قیمت لگر

 )پہلا اوسط قیمت کا ضیہ ( 

-   ,  اگر بیام:  ایسا تفاعل ہے کہ  

i)  میں مسلسل ہے-   , وقفہ 

ii)  ر ہے(   )وقفہ ذی 

 

 تفرق پ 

  ائ  نقطہ  

ک

ت ,c a b   ا ہے

ک

 سے کہ اس طرحموجود ہوب

( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a





 

-   ,   کی جاتی ہے اس طرحکی تعریف    و  غور کرو،   تفاعل   ثبوت:  ائ  مستقل  Aجہاں ( )  ( )  ( )  ،   

( ) کہ ہےاس طرح    ( ) 

  ( )      ( )     
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 ( )   ( )

   
           ( ) 

ر ہے اور (   ) دب ا گیا ہے کہ  ذی 

 

ر ائ  تفرق پر تفرق پ  ذی 

 

 اس کا مطلب یہ ہوا کہ مستقل ہے   اور  تفاعل ہے پ 

ر ہے۔ تفرق ( )  ( )  ( )   ذی 

 

 پ 

 ۔لیےکے   تفاعل  رولز کے مسئلہ کے تمال شرائط طمئن ہوتے ہیںپس

 ائ  نقطہپس ,c a b  ا ہے

ک

)کہ اس طرحموجودہوب ) 0c  

 لیکن

( ) ( )x f x A   

0 ( ) ( )c f c A    

( ) ...... (2)A f c  

 (سے2(اور(1) مساواتپس

( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a





 

 ہوا  ضیہ  

ک

 
ات

 

 ۔ب

 (Second Form)دوسری صورت

bاگر لگرانج کے اوسط قیمت کے ضیہ  میں، a h   

ک

aدرج کریں ت hا ہے مساوی

ک

 مساوی  کےbاور   اگر ۔کے   ہوب

a پس    ،اگرگاہو h 0جہاں 1 اس طرحاس مندرجہ ب الا مسئلہ و   کے درمیام و ئی قدر ہوتی ہے۔  اور   کا مطلب 

 ہیں ۔

ک

 لکھ سکت

[     ] ، (   )   ( )    (    ) 

  کے ضیہ  کا جیوریہیہ تجزیہلگرانج کے اوسط قیمت

رض کرو 

 

ا ہےکہ ق

ک

ر ہوب
 
)،   شکل میں صاف اہر )f x 

رسیم ہے

ک

ر  -   ,کی ی

ک

رض کرو کہ وی

 

ا ہےزاویہ    میں اور ق

ک

 کہ اس طرحمحور کے ساتھ xبناب

      
 ( )   ( )

   
 

  ( )       ]اوسط قیمت کے ضیہ  سے[

aجہاں  c b  

ا ہے (   )   و ئی نقطہپس

ک

ر   -( )   ,کہ منحنی کا مماس  نقطہ  اس طرحموجود ہوب

ک

 کے  پر متوازی ہے پر متوازی ہے وی

( ) اگر    ۔1مثاك   (   )(   )           
 

 
 معلول کروcسط قیمت کے ضیہ  سےاو لیےکے 
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( ) دب ا گیا ہے    ۔حل   (   )(   )           
 

 
 

 ( )   (
 

 
) 

 
 

 
(
 

 
  )(

 

 
  ) 

 
 

 
 

 

( ) اور    

 
 ( )   ( )

   
 

 

 
  

 

 

 
 

 
 

ذ رپ 

 

 م

 ( )   (   )(   ) 
             

   ( )      6    
   ( )      6    

 لگرانج کے اوسط قیمت کے ضیہ  سے

( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a





 

2 33 6 2
4

c c    

212 24 5 0c c    

224 (24) 4(12)(5)

24
c

 
  

6 21

6
c


  

6 21 6 21
,

6 6
c

 
  

6 21 21
1

6 6


 ا ہے

ک

واقع ہوب

1
0,

2

 
 
 

 کھلے وقفہ میں 

6 21

6
c


  

 مطلوبہ قدر ہے۔

بتاؤ کہ   ۔2مثاك

1 1
0 log 1

2

xe

x


 0تمالx  لیےکے 
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)غور کرو ۔حل ) xf x e.   ،[0, ]xمیں 

( ) xf x e  

)یہاں ہم مشاہ ہ کرچکے ہیں کہ )f xا ہے۔

ک

 اس لیے لگرانج کے اوسط قیمت کے مسئلہ کے تمال شرائط و  طمئن کرب

 ( )   ( )

   
   ( )       

  ( )   ( )     (  )       

                      

            
    

 
     

                          (
    

 
) 

                         
 

 
   (

    

 
)        

1 1
0 log 1

xe

x x

 
  

 
 

ا ہے۔

ک

 واقع ہوب

ضیہ  سے   اوسط قیمت ۔3مثاك
3  کرو۔ ب و  محسو28

رض کر  ۔حل

 

وق
3( )f x xصاف طور پر-     ,  جہاں( )f xر ہے ذی 

 

میں اور [     ]مسلسل اور تفرق پ 

  ( )  
 

 
 
  

ا ہے -     ,  کے اوسط قیمت کے ضیہ  سے لگرانجمیں  ⁄ 

 

 سے کہ اس طرحموجود ہوب

3 3

2
3

28 27 1

28 27 3c





 

3 3

2
3

1
28 27

3c
  

 
2

3

1 1
3 3

273 27
    

3.037 

(   )     بتاؤ کہ  ۔4مثاك  
 

   
)اگر ) log(1 )f x x 0تمالx  لیےکے 

)غور کرو،   ۔حل ) log(1 )f x x 0]کی تعریف, ]t0کی جاتی ہے جہاںt  

,0]ہم مشاہ ہ کرچکے ہیں کہ ]t،( )f x   0)پر مسلسل اور, )t ر ہے۔ ذی 

 

 پر تفرق پ 

(0, )x t تمال

1
( )

1
f x

x
 


 

,0)مسئلہ سے    کے لگرانج )c t  ا ہے۔

ک

 موجود ہوب

 اس طرح کہ
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 ( )   ( )

   
   ( ) 

   (   )      

 
 

 

   
                       ( ) 

0لیکن c t  

 

   
 

 

   
 

 

   
 (2۔۔۔۔۔۔)

 سے(2) اور (1)مساوات

  
   (   )

 
 

 

   
    تمال

     (   )  
 

   
ا         تمالب 

     (   )  
 

   
ا          ب 

 کیا گیا ہےپس

ک

 
ات

 

 ۔ ب

 (Cauchy’s Mean Value Theorem)و شی کا اوسط قیمت ضیہ   

رض کرو بیام:

 

 کی ی ت ہے۔ اس طرحو تفاعلات کی تعریف د  اور ق

,   -  ہیں کہ طرح اس اور اور  

(i)    پر-   ,مسلسل ہیں 

(ii)    ر ہیں ذی 

 

 پر(   )تفرق پ 

(iii) .    ( )    (   )  تمال  

ک

ا اس طرحcائ  نقطہ  ت

ک

ہے کہ موجود ہوب

 ( )  ( )

 ( )  ( )
 
  ( )

  ( )
 

-   ,     ثبوت:  کی ی ت ہے۔ اس طرحکی تعریف   

( ) ( ) ( )x f x k g x     جہاں k R اس طرح ہے کہ 

( ) ( )a b  

)غورکرو ) ( )a b اس لیے 

( ) ( ) ( ) ( )f a k g a f b k g b   

    ( )             , ( )    ( )-   ( )    ( )  

                                  [
 ( )   ( )

 ( )   ( )
]    ( ) 

 پرمسلسل ہیں۔-   ,، پرمسلسل اور -   ,،   ں ں کہ 

(i) ( ) ( ) ( )x f x k g x     ر ہے   پراور -   ,بھی مسلسل ہے ذی 

 

ر ہے پر اور(   )تفرق پ  ذی 

 

 اور پر(   )بھی تفرق پ 

(ii) ( ) ( ) ( )x f x k g x   ر ہے ذی 

 

)پر اور(   )بھی تفرق پ  ) ( )a b یعنی رولز کے مسئلہ کے تمال شرائط طمئن ہوگئے 

 ہیں۔ 
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ا ہے  (   )   اس لیے

ک

( )  کہ    اس طرحموجود ہوب ر ہے۔  ں ں کہ    ذی 

 

 تفرق پ 

 (   )  پراور(   )

   ( )    ( )      ( )    

   ( )    

    ( )  
( )

( )

f c
k

g c


  


 ( ) 0g c  

 سے(3)اور(2)اس  مساوات 

 ( )   ( )

 ( )   ( )
 
  ( )

  ( )
 

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

 (Second Form of Cauchy’s Mean Value Theorem)اوسط قیمت ضیہ  کی دوسری صورت  کےو شی

رض کرو 

 

کی ی ت ہے اس طرحدو تفاعلات کی تعریف     ق : ,f a a h R  اور : ,g a a h R سے کہ اس طرح 

(i)     مسلسل ہے ,a a h پر 

(ii)     ر ہے ذی 

 

تفرق پ  ,a a h پر اور 

(iii)  ( ) 0g x تمال ,x a a h    

ک

0پرت 1  ا ہے

ک

 سے کہ  اس طرح موجود ہوب

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f a h f a f a h

g a h g a g a h





  


  
 

 -جو نوٹ کئے گئے ہیں: نقاطاہم 

(i)  اگر ہم( )g x x   

ک

ا ہے۔ و شیدرج کرتے ہیں ت

ک

 کا مسئلہ لگرانج کے مسئلہ میں تبدیل ہوجاب

(ii) اگر( ) 0f x اور( ) 0g x  مشترک ریشہ" "a  

ک

ا ہے ت

ک

 رکھ

 ( )

 ( )
 
  ( )

  ( )
   (   ) 

اسط قیمت والے ضیہ  کی تصدیق کرو تفاعلات و شی  ۔1مثاك

2x 3اورx علاقہ میں۔ -   ,کے 

رض کرو ۔حل

 

ق

2( )f x x   ،
3( )x x   

ک

 ت

( ) 2f x x ،
2( ) 3x x  

  

ک

 اوسط قیمت والے ضیہ  کے مطابق و شیت

(2) (1) 8 7 7

(2) (1) 4 1 3f f

  
 

 
 

اور

( ) 3

( ) 2

x
c

f c





 

7 3

3 2
c 
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14

9
c  

ہیں کہ اور ہم یہاں یہ مشاہ ہ کرتے

14
(1,2)

9
c   اوسط قیمت والے ضیہ  کی تصدیق ہوتی ہے۔ و شی پس 

) والے ضیہ  میں اگر ہمقیمت  اوسط  و شی   ۔2مثاك )x x  اور

1
( )f x

x
  

ک

 یہ اوسط ہوگا اور اگر ہمکا جیوریہ اور    ′ ′ہو ت

2

1
( )x

x
  اور

1
( )f x

x
   

ک

ا ہے۔ کا  اور    ′ ′لکھتے ہیں ت

ک

 ہارمونی اوسط ہوب

)اگر ۔حل )x x اور

1
( )f x

x
   

ک

 ت

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b a c

f b f a f c

  



 

1
2

3
2

1

2
11 1

2

c
b a

c
b a








 
 

 

 

c abا abب  c   

ا ہے جیوریہ′ ′یعنی

ک

رض کرو اگر دوب ارہ  کا   اور   یہ اوسط ہوب

 

ق
2

1
( )x

x
 اور

1
( )f x

x
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b a c

f b f a f c

  



 

32 2

2

1 1

2

1 1

cb a

c

b a





   
        

   
   

   

 

2 2a b ab
c

ab c a b


   


 

ا ہے ′ ′یعنی 

ک

 کا۔ اور   ہارمونی اوسط ہوب

 (Different Examples on Mean Value Theorem) مثالیں مختلفپر   ضیہ  اوسط قیمت 

ر ہیں    اگر    ۔1مثاك ذی 

 

کہ اس طرح پر-   , تفرق پ  (0) 2, (0) 0; (1) 6, (1) 2f g f g    

  بتاؤ کہ 

ک

ت 0,1c   ا ہے

ک

)کہ  اس طرحموجود ہوب ) 2g (c)f c  

ر     ۔حل ذی 

 

  (   ) ہیں تفرق پ 

ک

 پر-   , مسلسل ہیں   پر ت

کے اوسط قیمت والے ضیہ  کے خاص صورت کے مطابق و شی 0,1c   

ک

ا ہے ت

ک

 موجود ہوب

   (1) (0) ( ) (1) (0) ( )f f g c g g f c    

6)یعنی 2) ( ) (2 0) ( )g c f c    

( ) 2g (c)f c  
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 ہواہےپس 

ک

 
ات

 

 ۔ب

رض کرو   ۔2مثاك 

 

ق

3( ) 3 0f x x x k     بتاؤ  

ک

ا ہے Kکہ و ئی بھی حقیقی عدد ت

ک

  دو  تفاعل کہ اس طرحموجود نہیں ہوب

ا ہے۔

ک

رض کرو کہ متفرق ریشے رکھ

 

ق 0,1 پر۔ 

رض کرو کہ ۔حل

 

ق

3( ) 3 0f x x x k     ، 0,1  ،
2( ) 3 3f x x   

رض کرو   

 

,ق      دو متفرق ریشے ہیں( ) 0f x  پر[0,1]کے 

  

ک

0ت 1,0 1     اور( ) 0, ( ) 0f f   اور   , 0,1   

ر ہے  ہے،اور3ائ  کثیر رکنی ہے جسکا درجہ ( )  پس ذی 

 

مسلسل اور تفرق پ  , پر۔ 

رولز کے مسئلہ سے ,c     ا ہے

ک

)کہ اس طرحموجود ہوب ) 0f c  

 ,c      

ک

 ت

23 3 0c   

1c   

0 1     

1c   

 د ہے۔جوائ  متضا

( ) 0f x   ا ہے

ک

دو متفرق ریشے رکھ 0,1 پر 

  کہ
 

ا۔Kج

ک

 و ئی قدر نہیں رکھ

منحنی      ۔3مثاك

3y x و  ملانے والی خط قطعہ متوازی ہوتی (   )اور (     )سے کہ نقاط اس طرح،ائ  نقطہ معلول کرو لیےکے

  جو مماس ہے۔خط کے ہے۔

رض کرو    ۔حل

 

پر.-    ,ق

3( )f x x 

ر -    ,مسلسل ہے( ) پس ذی 

 

 سط قیمت والا مسئلہ استعماك کرتے ہیں۔او پر یہاں ہم لگرانج  کا(    )ہے پر اور تفرق پ 

 1, 2c  ا ہے

ک

 کہ اس طرحموجود ہوب

  ( )  
 ( )   ( )

  (  )
 
   

 
 

               

لیکن 1 1,2   

ا ہے(    )ہی   

ک

 کے درمیام واقع ہوب

ا ہےکارڈ(   ) اور (     ) اگر

ک

 کے۔ABپر کھینچا گیا مماس متوازی ہوب

رض کرو   ۔4مثاك

 

پر(    )ق

1 1( ) sin cosf x x x   
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 ہم جانتے ہیں کہ  ۔حل

2 2

1 ( 1)
( )

1 1
f x

x x


  

 
 

0 ( 1 1)x    

 پر۔(1 ,1-) تفاعل ہےائ  مسلسل  پس

0xلیےمستقل کی قدر معلول کرنے کے     

ک

ا ہے ت

 

)درج کرب )f x cحاصل ہوگا۔ 

ں ں کہ 1 1sin cos , 1,1
2

x x x
     

c
2


  

10.22اوسط قدروالے ضیہ  و  استعماك کرتے ہوئے بتاؤ کہلگرانج  کے    ۔5مثاك 105 10.25  

رض کرو   ۔حل

 

ق 100,105x  تمال( )f x x 

)یہاں ہم یہ مشاہ ہ کررہے ہیں کہ )f xر ہے ذی 

 

مستقل اور تفرق پ  100,105 پر اور

1
( )

2
f x

x
  

لیگرانج کے اوسط قدر والے ضیہ  کے مطابق 100,105c   ا ہے

ک

 کہ اس طرحموجود ہوب

(105) (100)
( )

105 100

f f
f c





 

105 100 1

5 2 c


  100تمال 105c  

5
105 10

2 c
 ...........(1) 

100لیکن 105c  

100 105c  

10 105 11c   

1 1 1

10 11c
  

5 1 5 1 5 1
. . .

2 10 2 2 11c
  

 سے (1)مساوات 

5 5
105 10

22 20
   

0.22 105 10 0.25   

10.22 105 10.25   

 کیا گیا ہے۔

ک

 
ات

 

 پس ب
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1بتاؤ کہ   ۔6مثاك 2 1 2sin sinx x x x  .1تمال 2,x x R   لیےکے 

رض کرو کہ  ۔حل

 

1ق 2x x   
ک

1ت 2 0x x اور 

1 2 1 2 1 2sin sin 0 sin sinx x x x x x      

رض کرو کہ

 

1ق 2x x 

رض کرو کہ

 

)ق ) sinf x x تمال 1 2,x x x  

( )f x  ر ہےمسلسل ذی 

 

 اور تفرق پ  1 2,x x پر لیگرانج کے اوسط قدر والے مسئلہ سے 1 2,c x x   کہ سے اس طرحہے 

 1 2

1 2

sin sin
cos

x x
f c c

x x


 


 

1 2

1 2

sin sin
cos 1

x x
c

x x


 


 

1 2 1 2sin sinx x x x   

1ح ہم ای  طر 2x x  ذ کرتے ہیں۔ نتیجہکے لیے بھی یہی

  

 اج

 ےلمل اوسط    12.6
ی

 

قط

 ؤسلسلوں کا پھیلا:قیمت کے 

(General Mean Value Theorems:Expansion of Series) 

 (Expansion of Series)پھیلاؤ سلسلوں  کا 

 (Taylor’s Theorem)ضیہ کا  ٹیلر

اگر بیام: : ,f a b R  

i)  
( 1)nf 

مسلسل ہے ,a b پر  

ii) ( 1)nf 
ر ہے ذی 

 

پر ب ا (   )تفرق پ 

( )nf اوجود

ک

pپراور (   ) ہےرکھ Z    ائ  نقطہ  

ک

ت ,c a b ا ہے موجود ہو

ک

 اس طرحب

 کہ سے 

     
2 1

( 1)

n( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) R
1! 2! ( 1)!

n

n
b a b a b a

f b f a f a f a f a
n




  

      


 

جہاں

   
( )

( 1)!

p n p

n

n

b a b c
R f p

n p


 




 

 جو ب اقی رکن ہے

رض کرو   ۔ثبوت

 

-   ,  ق  کی جاتی ہے اس طرحکی        تعریف      
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2 1

( 1)[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1! 2! ( 1)!

n p

n
b x b x b x b x

F x f b f x f x f x f x A
n b a




    

           
 

( )  اس طرح کہ حقیقی عدد ہے جہاں  ے کی تیسری  ( )   
ی

 

قط

 شرط پوری کر  یعنی رولز کے 

     
2 1

( 1)0 ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1! 2! ( 1)!

n p

n
b a b a b a b a

f b f a f a f a f a A
n b a




    

            
 

   
1

( 1)( ) ( ) ( ) ... ( ) ........(1)
1! ( 1)!

n

n
b a b a

f b f a f a f a A
n




 

    


 

( 1)nf 
مسلسل ہے  ,a b پر یعنی

( 1), ,... nf f f f    مسلسل ہے ,a b پر 

( 1)nf 
ر ہے  ذی 

 

تفرق پ  ,a bیعنی

( 1), ,... nf f f f  . ر ہیں ذی 

 

 پر(   )تفرق پ 

ں ں کہ       
2 1

, ,.... ,
n p

b x b x b x b x


     رپر  اور یہ مسلسل اور  رکنی ہیںکثیر میں  متغیر ذی 

 

 ۔ہیں  تفرق پ 

ر ہے(   )مسلسل ہےFپس  ذی 

 

 پر (   )پر اور تفرق پ 

ذا 

 

ہ
  ائ  نقطہتمال شرائط و  طمئن رولز کے مسئلہ کی  Fل

ک

ا ہے،ت

ک

 کرب ,c a b   ا ہے

ک

)کہ اس طرحموجود ہوب ) 0F c ، غور کیجیے  

ک

 ت

   ( )     ( )  8   ( )  
(   )

   
   ( )9   * +  

 8 
(    )   

(   )  
 (   )( )  

(   )   

(   )  
 ( )( )9  

  

(   ) 
(   )    

  ( )   
(   )   

(   )  
 ( )( )  

  

(   ) 
(   )    

( )   کے لیے  (   )    اس لیے   

 
(   )   

(   )  
  ( )  

  

(   ) 
(   )      

   
(   ) (   )   

(   )     
  ( )       ( ) 

 سے (2)اور (1)مساوات

     
1

( 1)
( )

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
1! ( 1)! ( 1)!

n p n p

n n
b a b a b a b c

f b f a f a f a f c
n n p

 


   

    
 

 

ریمارک:

 

  ( )
( )

( 1)!

p n p

n

n

b a b c
R f c

n p

 



 بھی کہتے ہیں۔بشکل روشے  ب اقی  اس و  ارکام کے بعد کا ب اقی کہتے ہیں۔   و  

(i) ہم و  حاصل ہوگا   اگر  

ک

 درج کریں ت

  ( )

( )!

n n

n

b a f c
R

n
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 لیگرانچ کہتے ہیں۔ ب اقی بشکل جس و 

(ii) ہم و  حاصل ہوگا   اگر  

ک

 درج کریں ت

  1( )
( )

( 1)!

n

n

n

b a b c
R f c

n

 



 

 کہتے ہیں۔ و شی ب اقی بشکل جس و 

اگر :کی دوسری صورتیں ضیہ  کے  ٹیلر : ,f a a h R کہ اس طرح 

(i) 
( 1)nf 

مسلسل ہے ,a a h پر 

 
( 1)nf 

 (ii)   ر ہے ذی 

 

تفرق پ  ,a a h پر اورp Z  ائ  حقیقی عدد  

ک

0ت 1   ا ہے

ک

 سے کہ اس طرحموجود ہوب

2 1
( 1)

n( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) R
1! 2! ( 1)!

n
nh h h

f a h f a f a f a f a
n


       


 

جہاں

 1 ( )

( 1)!

n pn n

n

h f a h
R

n p

 


 



 

  :ریمارکس

(i) ب اقی بشکل روشے 

 1 ( )

( 1)!

n pn n

n

h f a h
R

n p

 


 



 

(ii)  لیگرانج ب اقی بشکل

( )

!

n n

n

h f a h
R

n


 

(iii)  و شیب اقی بشکل

 

 
1

1 ( )

( 1)!

nn n

n

h f a h
R

n

 


 



 

ارم   (Maclaurin’s Theoremضیہ )کا  میک 

اگر تفاعل بیاں: : 0,f x Rسے کہ اس طرح 

(i) 
( 1)nf 

مسلسل ہے 0, x پر  

(ii) ( 1)nf 
ر ہے  ذی 

 

تفرق پ  0, xپر اورp Z     
ک

 ت

ائ  حقیقی عدد 0,1 ا ہے  

ک

 سے کہ اس طرحموجود ہوب

   
1

( 1)
1 ( )

( ) (0) (0) ... (0)
( 1)! ( 1)!

n n pn n

n
x x f x

f x f xf f
n n p

 
 




    
 

 

تفاعل ۔ثبوت : 0,f x R کی ی ت ہے 

 
1

( 1)[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
( 1)!

n p

n
x s x s

F s f x f s x s f s f s A
n x




  

        
  

 

ا ہے کہ اس طرححقیقی عدد و   یہاں

ک

 ]رولز کی تیسری شرط[ اب ( )  ( )  منتخب کیا جاب
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1
( 1)0 ( ) (0) (0) ... (0)

( 1)!

n
nx

f x f x f f A
n


     


 

1
( 1)( ) (0) (0) ... (0) ......

( 1)!

n
nx

f x f x f f A I
n


    


 

( 1)nf 
مسلسل ہے  0, x پر 

یعنی

( 1), , ,..... nf f f f   مسلسل ہے 

( 1)nf 
ر ہے ذی 

 

تفرق پ  0, x پر 

یعنی

( 1), , ,..... nf f f f   ر ہے ذی 

 

تفرق پ  0, x پر 

یہاں 
12 3 1

( ), ( ) , ( ) ,.... ,

p
n x

x s x s x s x s
x

  
     

 
 

ر ہےکثیر رکن تفاعلات ہیں  ذی 

 

اور وہ مسلسل اور تفرق پ  0, x پر 

ذا 

 

ہ
مسلسل ہے ل 0, x ر ہے ذی 

 

پر اورتفرق پ  0, x اور پر 

 , -   ( ) 

ا ہے۔  پس

ک

پس ائ  نقطہ رولز کے مسئلہ کے تمال شراعط و  طمئن کرب 0,c x   ا ہے

ک

]کہ  اس طرحموجود ہوب ] 0F c  یعنی

0 1 سے کہ   اس طرح( ) 0F x  

 لیکن 

  

   
 

2

2

( 1) ( )

2( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0 ( ) 1 ( ) ( ) ( )

2! 2!

1 ( )
....... ( ) ( ) ( 1)

( 1)! ( 1)!

nn
pn n

p

x s f s x s f s
F s f s f s x s f s

n x s x s A
f s f x p x s

n n x





    
           

 

    
     

   

 

 
 ( )( ) ( )

( 1)!

n

pn

p

x s A
F s f x p x s

n x


    


 

 
 ( )( ) 0 ( ) 0

( 1)!

n

pn

p

x x A
F x f x p x x

n x


  


      


 

 1
........( )

( 1)!

n pnx
A II

n p








 

 سےIIاورIمساوات

2 1
( 1) ( 1) (1 ) ( )

( ) (0) (0) (0)... (0) (0)
2! ( 1)! ( 1)! ( 1)!

n n n n p n
n nx x x x f x

f x f xf f f f
n n n p

  
  

      
  

 

 ریمارک:
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   بشکل روشے ب اقی (1  

(1 ) ( )

( 1)!

n n p n

n

x f x
R

n p

 



 

p n لیکرانج حاصل ہوتی ہے بشکل  ب اقی درج کرنے پر 

( )

( )!

n n

n

x f x
R

n


 

1p   حاصل ہوتی ہےشیو بشکل  ب اقیدرج کرنے پر  

1(1 ) ( )

( 1)!

n n n

n

x f x
R

n

 



 

0aمیں اگر ہم ضیہ   ٹیلر  (2 اورb x،c x 

  ہم

ک

ارم کی صورت حاصل ہوتی ہے۔ درج کرتے ہیں ت  و  میک 

 ے کے ذریعہ ٹیلرنتیجہ) ( 3
ی

 

قط

 (:کے 

ا ہےکے مسئلہ کے تمال شرائط و  ٹیلر، اگر  ائ  تفاعل 

ک

) طمئن کرب , )a h a h  اور[ , ]x a h a h    

ک

)ت )f x  و  مندرجہ ذیل

ا ہے

ک

 کی صورت میں لکھاجاب

 
 

2

1 ( 1)1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )... ( )

2! ( 1)!

1
( ) ( ) ; 0 1

!

n n

n n

x a
f x f a x a f a f a x a f a

n

x a f a x a
n

 

 


      


     

 

ارین کا مسئلہ(:  (4  -نتیجہ )میک 

)ائ  تفاعل )f x  ا ہےکے مسئلہ کے شرائط ٹیلر،اگر

ک

] و  طمئن کرب , ]h h  0پرh  اور[ , ]x h h  

  

ک

 ت

2
1 ( 1)1 1

( ) (0) (0) (0)... (0) .... ( ) ; 0 1
2! ( 1)! !

n n n nx
f x f xf f x f x f x

n n
          


 

 (Taylor’s Series)کا سلسلہ  ٹیلر

ر درجے کے مسلسل تفرfاگر   تعریف:
 
ا ہےتفاعل ر

ک

]ق رکھ , ]a h a h  0کا ب اقی   میں اور ٹیلرnR جیسا کہnتمال  

ک

ت

[ , ]x h h   لیےکے 

2
( )

0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )... ( ) ...

! 2! !

n n
n n

n

x a x a x a
f x f a f a x a f a f a f a

n n





  
        

"کا         fکا سلسلہ  ٹیلر جس و  "a پر    کہتے ہیں۔ 

ارم سلسلہ  (Maclaurin’s Series)میک 

ا ہے fاگر تفاعل : تعریف

ک

]درجہ کے مسلسل تفریق رکھ , ]h h ارین کا ب اقی 0nRمیں اور میک   ا ہےجیسا کہ

ک

  تمال nہوب

ک

ت
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[ , ]x h h   لیےکے 

2
( )

0

( ) ( ) ( )
( ) (0) (0) ( ) (0) (0)... (0) ...

! 2! !

n n
n n

n

x x x
f x f f x f f f

n n





       

ارین کا سلسلہ جس و   صفر پر کہتے ہیں۔ "0"کا         fمیک 

غور کرو  ۔ 1مثاك

5 4 3 2( ) 2 2 1f x x x x x x     لے ضیہ  و  استعماك کرتے ہوئےلمل اوسط قیمت وا( )f x   و( 1)x کے

 ارکام میں پھیلاؤ۔

دب ا گیا ہے  ۔حل

5 4 3 2( ) 2 2 1f x x x x x x      

ا ہےxویں درجہ کا5ائ  کثیر رکنی ہے۔

ک

1]میں اور یہ مسلسل اور تمال تفرقات رکھ , 1 ]h h  

h جہاںبند وقفہ میں R  5 

ک

 پہنچے ئ

ک

ویں درج ئ

5 4 3 2( ) 2 2 1f x x x x x x      

(1)پس 0, (1) 0, (1) 0, (1) 18, (1) 72, (1) 120v vf f f f f f         

6nلیےکے   تمال
( ) ( ) 0nf x  

 کے لسلے سے ٹیلر

2 3 4 5( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) (1) ( 1) (1) (1) (1) (1) (1)

2! 3! 4! 5!

v vx x x x
f x f x f f f f f

   
          

3 4 518( 1) 72( 1) 120( 1)
( ) 0 0 0

3! 4! 5!

x x x
f x

  
      

3 4 5( ) 3( 1) 3( 1) ( 1)f x x x x      

)اگر   ۔2مثاك ) log(1 )f x x ٹیلر  

ک

 لیگرانج بشکل  ب اقی  کے مسئلہ و   ت
ھی
لھ

 ۔ےمیں 

رض کرو   ۔حل

 

)ق ) log(1 )f x x  یہ،nا ہے تمالویں تفر

ک

2)ق رکھ , 2 )x h h    0لیےکےh اور 

1
( )

1

( 1)
( )

(1 )

n
n

n
f x

x









 

1
( )

(1 )
f x

x
 


,  

2

1
( )

(1 )
f x

x


 


,

3

2
( )

(1 )
f x

x
 


 ,  

4

6
( )

(1 )

vf x
x


 


 

, , ,f f f f    2] ہے تمال مسلسل , 2 ]h h    پر   اور( )f x ر ہے ری 

 

2]تفرق ی  , 2 ]h h  ہو ٹیلر کے مسئلہ سے ، ہم لکھ

 ہیں

ک

 سکت

     
2 3 4

2 3 2
( ) (2) ( 2) (2) (2) (2) (2 2)

2! 3! 4!

v
x x x

f x f x f f f f x
  

            

0جہاں 1  
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2 3 4

2 3

2 2 21 1 2 6
log(1 ) log3 ( 2)

3 2! 3 3! 3 4! 2 2

x x x
x x

x

         
               

        
 

     

 

2 3 4

42 3

2 2 2 6 22
log3

3 2!3 3!3 4! 2 2

x x xx

x

   
     

   
 

بتاؤ کہ    ۔3مثاك

3 3 5

sin
3! 3! 5!

x x x
x x x     0تمالx  

اور

3 5 3

sin
3! 5! 3!

x x x
x x x     0تمالx  

رض کرو (i) صورت    ۔حل

 

0xق   

ک

 ت

, sin 0x  ,
3 5

0
3! 5!

x x
x   

3

0
3!

x
x   

 اس طرح

3 3 5

sin
3! 3! 5!

x x x
x x x     

رض کرو (ii) صورت

 

0xق  اور( ) sinf x x تمال[ , ]x h h  

0h  ا ہے اور

ک

ارم مسئلہ کے تمال شرائط و  طمئن کرب  جو میک 

( ) cosf x x ( ) sinf x x  , ( ) cosf x x   

( ) sinvf x x  ( ) cosvf x x 

ارم کے مسئلہ و  استعماك کرتے ہوئے   رت میں ارکام کے بعد ہم و  حاصل ہوگا۔کی صوnRمیک 

2 3

( ) (0) (0) (0) ( )
2! 3!

x x
f x f xf f f x     0جہاں 1  

2 3

sin sin 0 (cos0) ( sin 0) (cos )
2! 3!

x x
x x x     

3

sin (cos )
3!

x
x x x  

cosلیکن  1 , 0x x x    

3 3

cos
3! 3!

x x
x x x    

3 3

sin cos
3! 3!

x x
x x x x    

 ارکام5کےnRك کرتے ہوئے لیگرانج کی صورت کے مسئلہ و  استعما ٹیلر

3 5

sin (cos )
3! 5!

x x
x x x   
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cosلیکن 1 , 0x x x    

3 5 3 5

(cos )
3! 5! 3! 5!

x x x x
x x x     

پس

3 3 5

sin
3! 3! 5!

x x x
x x x     

 سے(ii)اورصورت (i)پس صورت 

0x تمال

3 3 5

sin
3! 3! 5!

x x x
x x x     

رض کرو  (iii)صورت

 

0xق  ،      0درج کرو جہاںy  

 (iii)اب صورت

0y تمال

3 3 5

sin
3! 3! 5!

y y y
y y y     

3 3 5( ) ( ) ( )
( ) sin( )

3! 3! 5!

x x x
x x x

  
        

0xتمال    ہوگیا ہےکے لیے 

ک

 
ات

 

 ۔پس ب

 :لیںمثا

   

xe  (i) کا پھیلاؤ 

رض کرو   ۔حل

 

xق R  تمال( ) xf x e 

n N اورx R تمال

( ) ( )n xf x e 

n N  تمال
( ) 0(0) 1nf e   

اور

( ) ( )n xf x e ا ہے اور یہ

ک

xتمال موجود ہوب R   بشکل انج ۔ اب لگرمسلسل ہے لیےکے nRاور کی 

0 1  جہاں

( ) ( )
!

n
n

n

x
R f x

n
 

0 1   ،
!

n
x

n

x
R e

n

 

0لیکن
!

n

n

x
Lt

n
 

0. 0
!

n
x x

n
n n n x

x
Lt R Lt Lt e e

n

 

  

   

( ) xf x e ارم سلسلہ کا پھیلاؤ ہے تمال ]میک  , ]x h h   لیےکے 

2

(0) (0) (0) ....
2! !

n
x x x

e f xf f
n
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2

0

1 ....
2! ! !

n n

n

x x x
x

n n





      

2 )sin x ؤکا پھیلا 

رض کرو ۔حل

 

xق R  تمال( ) sinf x x  لیےکے 

xپس R  تمال( )( ) sin
2

n n
f x x

 
  

 
 

n N اور تمال

( )(0) sin
2

n n
f


 

 کہ اس طرح

(0) 0f   ،(0) sin 1
2

f


  ،(0) sin 0,f     

یعنی اگر

( )
0,

(0)
1,

n
if n is even

f
if n is odd


 


 

( )( ) sin
2

n n
f x x

 
  

 
 

 پرRموجود ہے اور مسلسل ہے

f  ر درجہ کا
 
ا ہے ر

ک

]مسلسل تفرق رکھ , ]h h  0جہاں پرh  

nRکے   لگرانج کی صورت 

( )( ) sin
! 2

n
n

n

x n
R f x x

n


 

 
   

 
 

0 1 جہاں 

sin
! 2 !

n n

n

x n x
R x

n n




 
   

 
 

xتمال  R کے لیے  
   

.
  

  
/      

  
   

|  |     

  پس
   

         

)یعنی ) sinf x xار ]تمال سلسلہ کا پھیلاؤ ہے ممیک  , ]x h h   0اور لیےکےh  

xپس تمال R   لیےکے 

2 3

sin 0 (1) (0) ( 1)
2! 3!

x x
x x         

3 5

3! 5!

x x
x      
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ار  (3  کرو کہ کے مسئلہ و  استعماك ممیک 

ک

 
ات

 

 کرتے ہوئے ب

2 42 2
cos 1

3! 4!

x x x
e x x       

رض کرو   ۔حل

 

)ق ) cosxf x e x تمالx R  لیےکے 

nتمال  ہم جانتے ہیں      کہ N اورx R کے لیے  ( )( ) 2 cos
4

n
n x n

f x e x
 

  
 

  

nاب N  تمال ( )
2(0) 2 cos

4

n
n n

f
 

  
 

 

(0)جیسا کہ  1f 
1

(0) 2. 1
2

f    

3
2

1
(0) 2(0) 0, (0) 2 2

2
f f

 
       

 
 

)پس  )f x ا ہے

ک

]مسلسل تفرق رکھ , ]h h 0پر اورh  

 صورت انجکا لگر nRغور کرو

22 .cos
! 4

n
n

x

n

x n
R e x

n

 

 

  
 

 

2 22 . cos 2
! 4 !

n n
n n

x x

n

x n x
R e x e

n n

 

 

   
 

 

0لیکن
!

n

n

x
L

n
 0اورn

n
L R


 

( ) cosxf x e x   ا ہے تمال

ک

اریں سلسلہ پھیلاؤ رکھ ]میک  , ]x h h  لاور تما لیےکےx R   جو اس طرح ہوگا لیےکے 

2 3 4

cos 1 (1) (0) ( 2) ( 4)
2! 3! 4!

x x x x
e x x           

3 42 4
1

3! 4!

x x
x        

بتاؤ کہ    (4

3 5
1 9

sin
3! 5!

x x
x x        

رض کرو  ۔حل

 

ق 1,1x تمال

1( ) sinf x x 

2

1
( ) ........(1)

1
f x

x
 


 

  
221 ( ) 1x f x   

(۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔2)
 

   
221 .2. ( ) ( ) ( 2 ) ( ) 0x f x f x x f x       
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ر دفعہ تفرق کرتے ہوئے nو        (2)مساوات 

 

ر

 

ٹ

 

 ن
ی ن 
ل

 کے مسئلہ سے ہم و  حاصل ہوگا۔

            2 1 12 ( 1)
1 . ( ) . ( 2 ) ( 2) . ( ) . (1) 0

2

n n n n nn n
x f x n f x f x f x n f

   
         
 

 

       2 12 21 . ( ) (2 1). . ( ) ( ) 0
n n n

x f x n x f x n f x
 

      

0x  ،درج کرنے پر 

   2 2(0) . (0) 0
n n

f n f


   

   2 2(0) . (0)
n n

f n f


  

پس

1( ) sinf x x ر درجہ کا
 
ا ہے،ر

ک

مسلسل تفرق رکھ   , 1,1h h  .،0پرh  پس 

2(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 1f f f f        

2 2 2(0) 2 , (0) 0, (0) 3 ; (0) 3vf f f f      

ارین کے سلسلہ کے پھیلاؤ کے مطابق.  میک 

2 3 4 5

( ) (0) (0) (0) (0) (0) (0) ....
2! 3! 4! 5!

v vx x x x
f x f xf f f f f          

3 5
20 (1) 0 (1) 0 (3) ....

3! 5!

x x
x       

3 5

9 ....
3! 5!

x x
x    

3 5
1sin 9 ....

3! 5!

x x
x     

5) ( )
4

f x sin x
  

   
  

ارین کا مسئلہ استعماك کرتے ہوئے پھیلاؤ۔  و  میک 

رض کرو  ۔حل

 

xق R .تمال( )
4

f x sin x
  

   
  

 

)جانتے ہیں کہہم  )f x  کاn  واں تفرق

( )( )nf x ہے۔ 

n تمال اور N   لیےکے 
( ) (0)

4 4

n n
f sin

  
  

 
 

 اس طرح

1
(0)

4 2

n
f sin

 
  

 
 

1
(0)

2 4 2
f sin

  
    

 
 

( )( )nf xا ہے اور یہ مسلسل ہے

ک

 ۔پرRموجود ہوب
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ا ہے  اس لیے 

ک

مسلسل تفرق رکھ ,h h 0جہاںh   سے انج بشکل لگر ب اقی.sin
! 4 4

n

n

x n
R x

n

 


 
   

 
 جہاں  

0 1  

. sin
! 4 4 !

n n

n

x n x
R x

n n

 


 
    

 
 

  
   

|  |     

  
   

      

( )
4

f x sin x
 

   
 

ار ا ہے ممیک 

ک

]تمال سلسلہ کے پھیلاؤ رکھ , ]x h h   0لیےکےh  

xپس،تمال R  لیےکے 

2 3 41 1 1 1 1

4 2! 3! 4!2 2 2 2 2

x x x
sin x x

 
          

 
 

2 3 41
1 ....

2! 3! 4!2

x x x
x

 
      

 
 

 حل کریں: مشقی سوالات 

1)

 

3 5
2sin ....

3 30

x x x
e x x x     

2 )nRساتھ کے ب اقی انج و  لیگر( ) cosf x x 

3 )

8 5x x و( 1)x  ۔کی قوتوں میں پھیلاؤ 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 12.7

ری،الجبراتفر ذی 

 

 ، اعلی رتبہ، مشتقاتق پ 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  12.8

ر ہونے و  سمجھا ذی 

 

ا اور و ئی علاقہ پر تفرق پ 

 

ر ہوب ذی 

 

۔ اس اکائی  میں ہم نے مختلف نکات  پر بحث کی اور کسی  تفاعل کےکسی  نقطہ پر تفرق پ 

ر ہونے  پر روشنی ڈالی ہے۔ہم نے کئی اہم سوالات و  حل کیا ہے جس میں تفاعل کے تفر ذی 

 

  ق پ 

ک

ر تفاعلات کے الجبرا کی فہرس ذی 

 

یہاں پر تفرق پ 

ساتھ  بھی تیار کی ہے۔خاص کر ہم نے رولز کا مسئلہ لگرانج کا مسئلہ اور و شی کا اوسط قدر والے ضیہ  و  ام کے ثبوت کے ساتھ پڑائ ہے۔ اس کے

ارم کے مسئلہ کی بھی مشق کی اور دئے ہوئے تفاعلات ٹیلرکئی حل شدہ سوالات پر عنوام حل کئے۔ اس کے بعد  )کے مسئلہ اور میک  )f x  و  ام
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ر کار ہم نے بہت اچھے اور کافی مقدار میں حل شدہ سوالات بچوں کی مدد کے لیے درج کیا ہے۔ سلسلوں سے پھیلانے کاہنر سیکھا ہے۔

 

 آج

 (Model Examination Questions)امتحانی  سوالات نمونہ  12.9

 (Objective Answer Type  Questions)معروضی جواب ات کے  حامل سوالات 12.9.1

 (Aر کریں ُ
 خالی جگہ و  ی 

( ) اور      اگر     ( )  دائیں اور ب ائیں ہاتھ کے تفرقات .1      اور    اگر      

 پر۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔

2.  ( )  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ پر     کا تفرق | |   

ا ہے اگر تفاعل .3

ک

 قبوك ہوب
 
اقاب

 

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ب ا  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ fرولز کا مسئلہ ب

اگر .4 : 0,3f R کی تعریف( ) 0f x تمال

1
0,

2
x

 
   

مسلسل ہےfسے لی ی ت ہے۔کیا 

1

2
x پر۔۔۔۔۔۔۔۔ 

)اگر .5 )f x x، 2,2ا کا مسئلہ استعما  لزمیں رو

ک

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔ کیوں کہك نہیں ہوب

)کیا رولز کا مسئلہ .6 ) tanf x x،     ا ہے۔ لیےکے      اور

ک

 استعماك ہوب

تفاعل .7 1,2پر

2( ) 1f x x لیگرانج اوسط قدر والے تفاعل سےcکی قدر کیا ہوگی۔ 

 متعدد امتحانی سوالات

ی   cکہ کم از کم ائ  نقطہ بق اوسط قیمت والے ضیہ  تا    ہے  ی کے مطاجیومتر .1

 

جت

 

جت
م

( )y f x  کا جسxمحور( , )a b. پر واقع

  اس کا ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔

ک

ا ہے ت

ک

 ہوب

(a y xکے متوازی ہوگا     (b yمحور کے متوازی ہوگا 

(c ری

 

 محور کے متوازی ہوگاd x)    سے بنے خط کے متوازی وں و  جوڑنےسر منحنی کے آج

  ائ  نقطہ -   ,،  ( )    اگر رولز کا مسئلہ .2

ک

ا ہے ت

ک

 کہ  اس طرحموجود ہوگا  (   )   پر تصدیق ہوب

 (a ( ) 0f c  (b ( ) 0f c  (c ( ) 0f c  (d ( ) 0f c  

3. c   ی

 

جت

 

جت
م

)کی قدر  )y f x،[    ]میں،لیگرانج کے مطابق 

 (a      (b  
 

 
  (c 

 

 
 (d [    ] موجود نہیں ہے میں 

4. c کی قدر معلول کرو،تفاعل

2( ) 8 12f x x x  ،(2,6) کے مطابق ضیہ میں رولز کے 

 (a  4  (b 6   (c  8  (d  2  

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ قیمت ضیہ  کی صورت اختیار کر لیتا ہے اگرانج اوسط لیگرقیمت ضیہ   اوسط و شی .5

 (a. ( ) 0f x  (b ( )g x x  (c. ( ) 0f c  (d ( ) 0g x  
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  اوسط قدر والے مسئلہ میں .6
 ( )  ( )

   
( ) اور       ،   اگر ( )      (   )(   )  

ک

کی cت

 قدر۔۔۔۔۔۔۔۔۔

 (a 
15

1
6

 (b 1 15 (c 

21
1

6
 (d 1 21  

 (Short Answer Type  Questions)مختصر جواب ات کے  حامل سوالات  12.9.2

ر ہونے کی تصریف لکھئےxنقطہ .1 ذی 

 

 ۔پر تفاعل کے تفرق پ 

ر ہونے کی تعریف لکھئے .2 ذی 

 

 ۔وقفہ میں تفاعل کے تفرق پ 

  و  بیام کرو؟رولز کے مسئلہ .3

 ۔انج اوسط قدر والے ضیہ  و  بیام کرولیگر .4

 ۔کے اوسط قدر والے ضیہ  و  بیام کرو و شی .5

 ۔کے ساتھnRکے سلسلہ کی تعریف کرو مختلف  ٹیلر .6

ار .7  ۔کے ساتھnRکے سلسلہ کی تعریف کرو مختلف ممیک 

 م کرو؟کے مسئلہ و  بیا ٹیلر .8

اریں کے مسئلہ و  بیام کرو؟ .9  میک 

 اوسط قدر والے ضیہ  .10
ھی
لھ

 ے۔ کے کیا اطلاق ب ا استعمالات 

 ۔کیجیے  بحث پر  یہ  مسئلہ کا جیومتررولز کے .11

 الے ضیہ  کا جیومترلیگرانچ اوسط قدر و .12
ھی
لھ

 ے۔یہ نظریہ 

 (Long Answer Type  Questions)طویل جواب ات کے  حامل سوالات  12.9.3

 کرو ۔اور رولز کے .1

ک

 
ات

 

  اس کا مسئلہ و  بیام اور ب
ھی
لھ

 ے۔جیومتریہ نظریہ بھی 

 کرواور  .2

ک

 
ات

 

 ےجیومتر اس کالیگرانج اوسط قدر والے ضیہ  و  بیام اور ب
ھی
لھ

 ۔یہ نظریہ بھی 

 کرو اور  و شی .3

ک

 
ات

 

رسیمی اظہار بھی کیجیےاس کااوسط قدر والے ضیہ  و  بیام کرو ب

ک

 ۔ی

اریں سلسلہ کے پھیلاؤ کی تعر .4 و ںیف کرو مختلف ب اقی میک 
کل

 

 ص
ت

 ۔کے ساتھ 

 کرو ٹیلر .5

ک

 
ات

 

 ۔سلسلہ کے پھیلاؤ کی تعریف کرو مختلف ب اقی صورتوں کے ساتھ بیام اور ب

6. (i)  کیجیے ضیہ ٹیلر کا 

ک

 
ات

 

اریں کا (ii) ۔بیام اور ب  کیجیے۔ضیہ  میک 

ک

 
ات

 

 بیام اور ب

 مندرجہ ذیل کے اطلاق پر بحث کرو۔ .7

 (i) ضیہ رولز کا  (a) (    ) میں( ) sinf x x (b)  0,میں( ) tanf x x 
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    (c) 
3 2( ) 6 11 6f x x x x     ، 1,3پر 

 (ii) درجہ ذیل تفاعل پر بحث کیجیے: قیمت ضیہ لیگرانج اوسط 

   (a) , 1, ( ) logb e a f x x    (b)

 

1
1, 1, ( )b a f x

x
     

8. cا ہے۔ کی  قیمت ضیہ اوسط  اگر کی قدر معلول کرو۔

ک

 شرائط و  طمئن کرب

 (i)ضیہ  کا   لیگرانج 

   (a ( ) ( 1)( 2)( 3)f x x x x       ، 0,4پر 

   (b

 

31
, 1; ( )

2
h a f x x   

 (ii)ضیہ  قیمتاوسط  و شی 

   (a

 
,   -   ( )  

 

 
  ( )  

 

  
,پر 0a b  

   (b  ,   -   ( )       ( ) ,پر    0a b  

   (c    ( )           ( )       0 
 

 
 پر 1  

   (d    ( )           ( )     0  
 

 
 پر 1

 کرو،اوسط قدر والے مسئلہ و  استعماك کرتے ہوئے .9

ک

 
ات

 

 مندرجہ ذیل و  ب

(i)                       

(ii)   
  

 
    (   )    

  

 (   )
 ،0x  لیےکے 

(iii) 1 1

2 2
tan tan

1 1

y x y x
y x

y y

  
  

 
،0 y x  ذ کرو کہنیز  لیےکے

  

 اج

 

 
 
 

  
      .

 

 
/  

 

 
 6 

(iv) 
 

 
 
√ 

  
      (  6)  

 

 
 
 

 
 

ار مندرجہ ذیل کا پھیلاؤ .10    کی صورت کے ساتھ کے لیگرانجnRو  استعماك کرتے ہوئے ضیہ  کے  ممیک 
ھی
لھ

 ے

 (i) 

xe (ii) cosx (iii) log(1 )x  

ار .11  کیجیےضیہ  کے  ممیک 

ک

 
ات

 

  کہو  استعماك کرتے ہوئے ب

3 5
2sin

3 30

x x x
e x x x          

 کیجیے کہ  .12

ک

 
ات

 

ب

3 5
1tan

5 5

x x
x x          

رکردہ اکتسابی مواد  12.10
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ل۔ 13اکائی
م
ھ

ک

ن

 -Iریمام 

(Riemann Integral-I) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   13.0

 مقاصد   13.1

 ابتدائیہ   13.2

ریں ریمام  ب الائی    13.3  کا حاصل جمع ریماماور زی 

 اکتسابی نتائج   13.4

 کلیدی الفاظ    13.5

 نمونہ امتحانی سوالات   13.6

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات 13.6.1

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات 13.6.2

 طویل  جواب ات کے حامل سوالات 13.6.3

رکردہ اکتسابی مواد   13.7

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید  13.0

ا ہے۔ 

ک

ل اس کا مخالف تق ہ ہوب
م
ھ

ک

ن

 جس و ائ  نیا تصور پیش کیا  ریماممیں 1850سابقہ مطالعہ سے ہم جانتے ہیں کہ و ئی تفاعل کا 

ل کہتے ہیں۔انہوں نے اتہائئی موعہعوں اور رقبو
م
ھ

ک

ن

ال دب ا۔ جسےموعہعوں کے اں کے

 

ل کا ب
م
ھ

ک

ن

تہائ کے طور پر  طریقے و  اتہائئی جمع بندی کرتے ہوئے 

و ں کے ذریعہ پیش کیاجو ائ  وقفہ پر تعریف  ریمامب ا تفرق کے معکوس عمل کے طور پر پیش کیا۔
عل
ل دوسر  طرقہ  سے چند تفا

ن لک
نے اس و  

و ں و  کیے گئے تھے۔ام تفا
عل

ر تفاعل کہا  ریمام ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ل کا  ریمامگیا۔ہم  
م
ھ

ک

ن

 کریں گے جیسے تفاعلات کا مطالعہ اہم استعماك کرتے ہوئے مختلف 

ل نہیں ہوتے۔پس ہم ریما ریمامکہ بعض تفاعلات ہم نے دیکھا  ہے  مونوٹوں تفاعلات وغیرہ۔، زینہ تفاعل،مسلسل تفاعلات 
م
ھ

ک

ن

ل و   م 
م
ھ

ک

ن

ل سے متعلق ہیں مجھنے 
م
ھ

ک

ن

 سمجھیں گے۔ اس و   کے لیے ابتدائی تصورات جو ریمام  

 (Objectives)مقاصد 13.1

ا چااس اکائی  کے مطالعہ 

 

 ہوجاب
 
ریں ریماہیے کے بعد طلبا و  اس قاب اور حاصل جمع کے معنی  محاصل جمع اور ب الائی ریما م کہ وہ زی 

اکائی میں  گی اور اسکے منسلک مسئلے بھی پڑھیں گے۔اسکی بحث کی جائے  نقاطگے۔یہاں چند اہم تقسیم پر مقاصد پر عبور حاصل کرچکے ہوں 

  متفاعلات پر ریما کی مدد سے طلبا سجن سوالات پر عبور حاصل ہوگا ا

ھ

ک

ن

 ہوں 
 
ل کا استعماك کرنے کے قاب

م
گے۔اور وہ اس کے منسلک سوالات 

ل کے مجو ریما
م
ھ

ک

ن

 ہوں کے موعہعہ کے متعلق ہو اور ریمام 
 
و  مجھنے  کی و شش  نقاطگے۔اس سے قبل بنیادی  سوالات بھی حل کرنے کے قاب

ا چاہیےو  ذہن نشین کر نقاطکریں گے۔ام ابتدائی 

 

 ۔ب

 (Preliminaries)ابتدائیہ 13.2 

رض کرو کہ :(Partition)تقسیم

 

ق ,a b Iمیں ائ  بند وقفہ ہےIکی تقسیم(Partition)   نقاط کا ائ  

ک

  سے مراد محدود مرت

 

س

 ہے،یعنی 

  *                    + 

 کہ سے  اس طرح

                      

 اور

   ,     -,     ,     -       ,       - 

 و  غیر ملحقہ ہوئے تحت وقفوں میں تقسیم کرتے ہیں۔-   ,نقاط کے 

رض کرو کہ

 

کا۔تمال -       ,   قطعہ ہےائ     کہ اس طرح کے لیے                       ق

ارل‖ ‖و   آعظم طوك  تقسیم کے حصے ہے طولوں کے قطعوں و 

 

ا (Norm)ب ر کرتے ہیں،ب 
 
ارل اس و سےاہر

 

 بھی کہتے ہیں۔(Mesh)ب

 ‖ ‖     *              + 
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ا 

 

ر کرتے ہیں۔بھی  سے ( ) ل و رکے ب
 
 اہر

Pائ  تقسیم   تعریف:
ر تقسیم ہے

ک

Pکی ب ا  بھی نفیس ی
Pیعنی    سے اگر اور صرف اگر ائ  ب ارئ  ہے

ر ائ  
 
کی تیاری میں ر

 کا استعماك کیا گیا ہے۔  نقطہ

رض کرو کہ

 

Pدو تقسیم ہے اور  اور  ق
ر تقسیم ہے اگر

ک

 ہو         ام کا مشترک نفیس ی

 تبصرہ:

ر ہے  اگر .1

ک

    نفیس ی

ک

ر ائ  نقطہ  سے ت
 
ا ہے یعنی نقاط کی تعداد  کا ائ  نقطہ ہوگا اور   کا ر

ک

کے   ہے میں زب ادہ  کئی نقاط رکھ

 نقاط سے۔

رض کرو .2

 

   دو تقسیم ہیںکے  وقفہ    ،  ہے۔اگروقفہ ائ  -   ,  کہ ق

ک

Pت P P اورP P P     

ک

Pت P

ر کہا 

ک

 کا۔  اور  جائےگا و  مشترک نفیس ی

Pاور ہیں  دوتقسیمکے  وقفہ   اور  اگر .3 P  

ک

‖  ‖ت ارل‖ ‖ 

 

ا  ہوگا ب ا مساوی ہوگاکم   یعنی ب

 

 ل سے۔رکے ب

4. ∑    
 
               (    )  (     )    (      )      

   نوٹ:

ف

 

طی
م

 بعض 

 

ن
 
 استعماك کرتے ہیں۔  کے بجائے  ی

  تقسیم  جس .5

ک

ا ہے ت

ک

ر پہنچ جاب

ک

  ی
 

ت ر

ک

ارل،صفر کے ق

 

ا کا ب

 
ک

‖ ‖ہی و  پہنچ جاتی ہے یعنی اگرکے نقاط کی تعداد،لام     

ک

( ) ت  ∞ 

ریں ریمام کا حاصل جمع13.3  (Upper Riemann and Lower Riemann Sum)ب الائی ریمام اور زی 

رض کرو کہ

 

 ائ  تقسیم کی -   ,ائ  بند وقفہ ہے۔ مام لیجیے کہ -   ,  بستہ تفاعل ہے اور ائ       ق

ر تحت وقفہ    مطلب اس کا ،بستہ تفاعل ہے میں -   ,وقفہ  کہ  جیسا ۔ہے+                    *  
 
بستہ  بھی  میں ر

رض کرو

 

ر کئے جاتے ہیں۔غور کرو کہ اور میں-   ,کےSupremum ، اورInfimumہوگا۔ق
 
واں تحت  سے اہر

               -       ,   وقفہ

ک

 سے تعبیر کرتے ہیں۔Supremumاور Infimumکے و   راو  ت

ا ب الائی ڈربو ریمامب الائی   :(Upper Riemann Sum)ب الائی ریمام حاصل جمع  کے  ،تقسیم حاصل جمع (Dorboux)کسحاصل جمع ب 

اظر موعہعہ کی تعریف 

 
ک

 کی جاتی ہے کہ اس طرحم

 (   )                    ∑    

 

   

 

ریں ریمام حاصل جمع ریں   :(Lower Riemann Sum)زی  ریں ڈربکو ریمامزی  حاصل  (Dorboux)سحاصل جمع ب ا زی 

اظر موعہعہ کی تعریف  ،تقسیمجمع

 
ک

 کی جاتی ہے کہ اس طرحکے م

 (   )                    ∑    
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 نوٹ:

1.  

 

ن
 
فی

 

طی
م

(   ) کا اظہار کرتے ہیں اس طرحبعض   ∑     
 
(   ) اور     ∑     

 
    

ر کرتے ہیں۔ کے موعہعوں و  مختصراً  ریمام .2
 
 موعہعے سے اہر

(   ) یہ ب ات مشاہ ہ کی ی ت ہے کہ .3   (   ) 

4.  (    )    (   ) 

5.  (    )    (   ) 

  -   ,   ائ  بستہ تفاعل ہے اور-   ,  کہ اس طرح     اگر  (Oscillatory Sum):ازی موعہعہ اہتز

ک

ت

 (   ) رازی موعہعہ  و (   )  

 
ک

اظرکہتے ہیں۔یعنی یہکے تقسیم کا اح

 
ک

رق ہے۔اس (   ) اور(   ) م

 

کا ق

ا (   ) و  ر کرتے ہیں۔(   ) ب 
 
 سے اہر

 ازی موعہعہپس اہتز

 (   )   (   )   (   ) 

 نوٹ:

1)  (   ) (   ) ,ں ں کہ      (   )            (   )   (   )- 

2)  (   )   (   )   (   ) 

 ∑    

 

   

 ∑    

 

   

 

 ∑(     )  

 

   

 

 گے۔ پیش کرنے کی و شش کریں گے اور اس کا ثبوت بھی ئج پر پہنچ چکے ہیں اور ام و  ہم مسئلہ کے طور پر پڑھیںیہاں ہم اہم نتا

رض کرو  ۔1كمثا

 

-   ,   کہ  ق   بتاؤکہ ، تقسیم ہےپر-   ,وقفہ   بستہ تفاعل ہے اور ائ    

ک

 ت

i)  (   )   (   ) 

ii)  (    )    (   ) 

iii)  (    )    (   ) 

رض کرو کہ  حل۔

 

-   ,   اورہے  تقسیم+                    *  ق تفاعل  بستہ تفاعل ہے۔ ائ    

رتیب وار ہیں۔ اور پر -   ,وقفہ    InfاورSupکے 

ک

 ی

   ۔ہیں            جہاں ہے،  -       ,   پر-   ,واں  تحت وقفہ غور کرو کہ

ک

 ت

        ( )               

              ( )             اور

 موعہعہ کی تعریف کے مطابق ریمامب الائی  ۔ہیں
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 (   )  ∑    

 

   

 

ریں اور   موعہعہ کی تعریف کے مطابق ریمامزی 

 (   )  ∑    

 

   

 

(iہم جانتے ہیں کہ 

                        

                          

 اس لیے

∑    

 

   

 ∑    

 

   

 

  (   )   (   ) 

(ii اس لیے ۔ بستہ تفاعل ہےپر -   ,وقفہ کہں ں–  ۔بستہ تفاعل ہوگاائ   پر-   ,وقفہ  بھی 

رض کرو کہ

 

رتیب   اور  ق

ک

 ہیں۔   اور   پر  کے واری

  

ک

رتیب    اور   ت

ک

ریں اس لیے ب الائی ۔ہوں گے    اور   پر  کے  واری  موعہعہ کی تعریف سے اور زی 

 (    )  ∑     

 

   

  ∑    

 

   

   (   ) 

 اور

 (    )  ∑     

 

   

  ∑    

 

   

   (   ) 

 اس لیے

 (    )    (   ) 

(    )      اور    (   ) 

 کیا گیا ہے۔

ک

 
ات

 

 پس ب

رض  ۔ 2ضیہ 

 

رتیب پر-   ,وقفہ کے علتفا  اور اگرکی تعریف کی ی ت ہے۔ تفاعل بستہپر-   ,وقفہ کہ  کروق

ک

ی

  ۔ ںہو    اور   وار

ک

  لیے کے   تقسیم کسی پر-   ,وقفہ  ت

 (   )   (   )   (   )   (   ) 

رض کرو کہ   ۔ثبوت

 

رتیب وار  اور  تقسیم ہے اور+                         *  ق

ک

 کے تحت وقفہ  ی

ر کرتے ہیں   اور   میں-       ,     
 
  ہم جانتے ہیں کہ   ۔و  اہر

ک

          ت
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∑    

 

   

 ∑     

 

   

 ∑     

 

   

 ∑    

 

   

 

 یعنی

 (   )   (   )   (   )   (   ) 

[
 
 
 
 
 
 
 
  ∑    

 

   

  ∑(       )

 

   

                                                            (                      )

             (     )
         (   )

∑      (   )

 

   

ای  طرح
]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)پس , )L P fاور( , )U P fتشکیل ب اتے ہیں۔ 

 

 بستہ س

 رزلٹس:

(   ) کے لیے  تمال تقسیم  پر -   ,وقفہ  .1   (   ) 

رض کرو کہ .2

 

رض کرو کہپر  -   ,وقفہ   ق

 

ر کرتی ہے اور-   ,کی  ،  ائ  بستہ تفاعل ہےاور ق
 
کی  تقسیم    پر تقسیم و  اہر

ر

ک

   ۔ تقسیم ہے نفیس ی

ک

(    ) ت (    ) اور(   )     (   ) 

3.  (   )   (   )   (   ) ے اور یعنی تفاعل(   )  
ہہ

ک

 صت
ت

( , )L P fاور( , )U P f 

 

بستہ س

 تشکیل ب اتے ہیں۔

رض کرو ۔3ضیہ 

 

   ۔ پر تقسیم ہے-   ,وقفہ   مام لیجیے کہاور گئے ہیں پر تعریف کیے-   ,ت ہیں جودو بستہ تفاعلا   ق

ک

 ت

a)  (     )   (   )   (   ) 

b)  (     )   (   )   (   ) 

c)  (     )   (   )   (   ) 

 +                         *  ہے تقسیم پر بستہ تفاعلات ہیں-   ,وقفہ   کہ  دب ا گیا ہے ۔ ثبوت

رض کرو کہ

 

  ق
( )

  اور
( )

  ہیں اور   اور     پر  وقفہ  کے تفاعل
( )

  اور
( )

 ہیں   اور   پر  وقفہ  کے تفاعل

 ۔ہیں     اور   پر  وقفہ  کے   تفاعل  اور  اور

  
( )

  اور
( )

 کے لیے     تمالاس لیے ہیں۔    پر  وقفہ  کے   ت تفاعلا

 ( )    
( )

، ( )    
( )

 

 ( )   ( )    
( )    

( )       

  اس لیے
( )   

( )
 ۔ ہےب الائی بستہپر  کا وقفہ    تفاعل

رین ب الائی بستہپر  کا وقفہ    تفاعل    لیکن

ک

 کے لیے             تمال  پر  اس لیے وقفہ  ۔ہے اقل ی
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( )
   

( )
 

 س لیےا

 (     )  ∑    

 

   

 

 ∑.  
( )   

( )/  

 

   

 

 ∑  
( )  

 

   

 ∑  
( )  

 

   

 

  (   )   (   ) 
  (     )   (   )   (   ) 

 ہیں کہ

ک

 کرسکت

ک

 
ات

 

 ای  طرح ہم ب

 (     )   (   )   (   ) 

 اور

 (     )   (     )   (     ) 
 * (   )   (   )+  * (   )   (   )+ 
 * (   )   (   )+  * (   )   (   )+ 
  (   )   (   ) 

رض کرو  ۔4ضیہ 

 

ق : ,f I a b Rبتاؤ کہ      کہ اس طرح دو تقسیم ہیںپر-   ,وقفہ        ائ  بستہ  تفاعل ہےاور  

ک

 ت

a)  (    )   (    ) 

b)  (    )   (    ) 

c)  (    )   (    ) 

  ائ  حقیقی مثبت عدد ۔ بستہ تفاعل ہےپر-   ,وقفہ   کہ  ں ں  ۔ثبوت

ک

ا    یعنی  ت

ک

  ہے کہ اس طرح وجودرکھ

| ( )|       ,   - 

ر ہے۔سے چھو  پر -   ,وقفہ    کا اس لیے  رای  ا ب ا ی 

 

 یعنی ب

   
     

 ( )    

رض کرو کہ

 

 +                            *   اور+                         *   ق

 ۔زائد ہے  نقطہ ائ   سے میں تقسیم     سے کہ اس طرح

رض کرو کہ 

 

ر کرتے ہیں   اور   کے تفاعل       ق
 
 میں-       ,   و  اہر

رض کرو کہ

 

 میں -     ,، -       ,ہیں  Supremaکے تفاعل      ق

رض کرو

 

رتیب وار-     ,اور-       ,ہیں Infimaکے تفاعل      ق

ک

 کے ی

         اور        
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ذ دوب ادو سے زائد تحت وقفوں میں  ویں تحت وقفہ کےr-  کے   رپ 

 

اور ب اقی مساوی طور پرتحت وقفوں  میں      جاتے ہیںتقسیم کیےم

ر    ،  میں رای   ہوتے ہیں۔ی 

 (    )   (    )    (       )  *  (       )    (     )+ 

(       )   ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔(۔۔1)  *  (       )    (     )+    

 دوب ارہ

 (    )   (    )    *     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ +  *  (       )    (     )+ 

 (     )(       )  (     )(     ) 

 لیکن

  (     )  |  |  |  |     

 سے (1)مساوات 

  (     )  |  |  |  |     

  (    )   (    )    (       )    (     ) 

   (       )         ‖ ‖ ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔(۔۔2)  

 سے (2)اور (1)پس مساوات

   (    )   (    )    ‖ ‖ 

 ہیں کہ

ک

 کرسکت

ک

 
ات

 

 ای  طرح ہم ب

   (    )   (    )    ‖ ‖ 

رض کرواگر

 

ا ہے   ق

ک

ذ تقسیم ہوب رپ 

 

 ہیں کہ  م

ک

 کرسکت

ک

 
ات

 

  ہم ب

ک

 کے ت

   (    )   (    )    ‖ ‖ ۔۔۔۔۔۔۔۔۔(۔ A) 

   (    )   (    )    ‖ ‖ 

 اور

   (    )   (    )  ( )۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔‖ ‖   

 سےBاور مساوات Aمساوات

 (    )   (    ) 

 اور

 (    )   (    ) 

(    )    نیز   (    )   (    )   (    ) 

ریںکہ ہم جانتے ہیںں ں   ۔ اس لیےکے کم ب ا مساوی ہوتے ب الائی موعہعہ کے ،تقسیمموعہعہ  کہ زی 

 (    )   (    )  * (    )   (    )+  * (    )   (    )+ 

 * (    )   (     )+  * (    )   (    )+        
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     (    )   (    ) 

 ہوگئے ہیں۔(c)اور(b)، (a)پس مساوات 

ک

 
ات

 

 ب

  بتاؤ کہ، پر  دوتقسیم ہیں -   ,وقفہ    اور  اگر  ۔5ضیہ 

ک

 ت

 (    )   (    ) 

رض کرو ۔ ثبوت

 

         ق

ر تقسیم ہے دونوں 

ک

 کی   اور  نفیس ی

 (   ) (    ) اور(    )     (   ) 

(   ) لیکن  کے لیے و ئی بھی تقسیم (   )  

  (    )   (    ) 

ا ہے ب الائی موعہعہ کے

ک

ریں کا موعہعہ کم ب ا مساوی ہوب  اس لیے زی 

-   ,   اگر ۔ 6ضیہ    ائ    ہے بستہ تفاعل ائ    

 

  س

ک

ہوگا  بھی بستہ ب الائی +-   ,   |(   ) *تقسیم ہے۔ ت

 

 

ریں بستہ  +-   ,   |(   ) *اورس  ہوگا۔ زی 

رض کرو ۔ثبوت

 

رض کرو کہ-   ,ہے ائ  تقسیم+                    *  ق

 

رتیب   ، کی اور ق

ک

 ی

ر رInfimumاورSupremumپر-   ,کے وا ر کرتے ہیں او
 
ر  ،  و اہر رتیب وا

ک

میں    کے ی

SupremumاورInfimumلیےکے          ہیں 

ا ہے۔ اس لیے         کے لیے         ہم جانتے ہیں کہ

ک

 ہوب

                  

 لیےکے          

∑   

 

   

 ∑    

 

   

 ∑    

 

   

 ∑   

 

   

 

 ∑  

 

   

  (   )   (   )   ∑  

 

   

 

 (   )   (   )   (   )   (   ) 

ر ائ  تقسیم 
 
 لیےکے -   ,پس ر

 (   ) (   ) اور(   )     (   ) 

 (   ) 

 

ریں بستہ ہو(   )  کا اور+-   ,   |(   ) *ب الائی بستہ ہوگا س  زی 

 

 +-   ,   |(   ) *گا س

 :مثالیں

غور کرو وقفہ .1   , 1,4a b رض

 

،اگر+       *  ہے  تقسیم کرو اور ق  

ک

 -   ,    -   ,   کے تحت وقفے ت
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  بتاؤکہ-   ,   اور

ک

‖ ‖ہیں ت     

-   ,غورکرو .2  ،-6      ,    -       ,   ،  -     ,    اور +      6            *  اور -   , 

  تحت وقفوں کا طوكہیں،  -     ,    اور -    6  ,   

ک

 اور                  ،      ت

‖ ‖  ہوگا۔      

( ) کی ی ت ہے اس طرحکی تعریف  غور کرو تفاعل .3  
 

 
 اور +      6            *  پراور -   ,وقفہ  

           کے تحت وقفے -     ,   اور  -    6  ,   ، -6      ,   ، -       ,   ،  -     ,   

ر ائ  کا طوك میں   جنہیں
 
( ) مساوی ہے۔ یہاں ہم مشاہ ہ کررہے ہیں کہ کے                    ر  

 

 
وقفہ 

اا ہوا تفاعل ہے پر  -   ,

ک

ن

 

ھی

گ

 ۔ائ  

1 2 3 4 5

1 1 1 1
1; ; ; ;

1.2 1.4 1.6 1.8
M M M M M     

1 2 3 4 5

1 1 1 1 1
; ; ; ;

1.2 1.4 1.6 1.8 2
m m m m m     

 اب 

1

( , )
n

r rU P f M  

10 10 10 10
0.2 1

12 14 16 18

 
      

 

1 1 1 1 1
2

10 12 14 16 18

 
      

 

 2 0.1 0.083 0.071 0.063 0.056

0.75

    


 

10 10 10 10 10
( , ) 0.2

12 14 16 18 20
L P f

 
      

 

1 1 1 1 1
2

12 14 16 18 20

 
      

 

 2 0.083 0.071 0.063 0.056 0.050

0.65

    


 

 (   )   (   )   (   )         6      

 حل شدہ سوالات:

1.  ( )  بند علاقہ کا ب الائی موعہعہ معلول کرو۔  محور کے ساتھ  میں-   ,کا   
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رض کرو کہ۔حل

 

( ) ق  پر کی ی ت ہے۔-   ,کی تعریف   

          غور کرو

   
   

 
 
 

 
            

 اب

     ∑   ب الائی موعہعہ

 

   

 

  ∑
 

 

 

   

 (
 

 
 )  

 

 
∑(

 

 
 )
 

 

   

 

 
2

2
1

2 4n

i

i
n n

   

 
   2

3 3
1

1 2 18 8

6

n

i

n n n
i

n n

 
   

   
2

4 1 2 1

3

n n

n

 
  

2

2

8 12 4

3

n n

n

 
 

  ہے۔جو کہ ائ  مطلوبہ ب الائی موعہعہ

2.  ( ) ریں موعہعہ معلول کرو۔ کا        اور     محورکے ساتھ د  بند علاقہ کا زی 

   غور کرو۔حل
   

 
 
 

 
 

 
2

1im f i
n

 
  

 
 

 
2

2
1 1

2 4
. 1

n n

i i

i i

m x i
n n 

     

 2

3
1

8
2 1

n

i

i i
n 

    

2

3
1 1 1

8
2 1

n n n

i i i

i i
n   

 
   

 
    

     
3

1 2 1 18
2

6 2

n n n n n
n

n
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3

1 2 1 18
3.2

6 3

n n n n n
n

n

   
   

 
 

3 2 2

3

8 2 3 6 6 6

6 6 6

n n n n n n

n

   
   

 
 

3 2

3

8 2 3

6

n n n

n

  
  

 
 

2

2

8 2 3 1

6

n n

n

  
  

 
 

2

2

8 12 4

3

n n

n

 
 

ریں موعہعہ ہے۔ ارا مطلوبہ زی 
 
 جو کہ ہ

3.  ( ) کا تقسیم  

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

 کرو؟کی قدر معلول  (   ) اور(   ) کے 

دی ہوئی تقسیم  ۔حل

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

( ) اور    ہے۔  

1ہم جانتے ہیں کہ تحت علاقے  2 3

1 1 2 2
0, ; , ; ,1

3 3 3 3
I I I

     
            

 ہیں۔

ر ائ    اور  ہم و 
 
ا ہے جہاں  کی قدریں ر

 

ا 3کے تحت وقفہ کے  معلول کرب

ک

     ب

 تحت وقفوں میں 

1 1 1

1 1
0, 0

3 3
I m and M

 
     

 

2 2 2

1 2 1 2
,

3 3 3 3
I m and M

 
     

 

3 3 3

2 2
,1 1

3 3
I m and M

 
     

 

         
 

 
   

 

 
 

         
 

 
 
 

 
 
 

 
 

           
 

 
 
 

 
 

 غور کرو



208 

 

 (   )  ∑    

 

   

 

 (   )  ∑    

 

   

 

                

  (
 

 
)  (

 

 
) (
 

 
)  (

 

 
) (
 

 
)  

 

 
 

 اور

 (   )  ∑    

 

   

 

                

1 1 2 1 1 2
1.

3 3 3 3 3 3

       
          
       

 

منحنی  .4

2( ) 5f x x ل کے موعہ -   , کا
م
ھ

ک

ن

ریں ریمام  ریں علاقہ کا رقبہ زی   و  استعماك کرتے ہوئے معلول کرو۔   عہپر زی 

رض کرو  ۔حل

 

( ) ق اا ہوا تفاعل ہے ں ں کہ( ) یہاں ہم مشاہ ہ کررہے کہ     

ک

ن

 

ھی

گ

( )  ائ          

    جہاں

اا ہوا تفاعل ہے( ) جیسا کہ

ک

ن

 

ھی

گ

ر-   ,ائ     کا ریمام کا موعہعہ محسوب کریں گے۔زی 

 

موعہعہ معلول کرنے کے یں ریمام پر، ہم دائیں جات

 لیے

   پس
   

 
    اور    ،   جہاں

 (  )    0  
 

 
 1
 

   اور
   

 
 
 

 
 

 ہے۔        جیسا کہ 

ریں اب  ا ہے اس طرحریمام کا موعہعہ  زی 

ک

 حاصل کیاجاب

∑
 

 
6  (  

 

 
 )
 

7

 

   

 
 

 
[(  

 

  
)  (  

 6

  
)  (  

 6

  
)  (  

6 

  
)  (   )] 

 
 

 
, 6  -  6    

( ) اگر .5 پر کی ی ت ہے اور-   ,کی تعریف   

1 2 3
0, , , ,1

4 4 4
P

 
  
 

  محسوب کرو

ک

 (   ) اور(   ) ت

رض کرو  ۔حل

 

( ) ق  پر-   ,وقفہ    



209 

 

      اس لیے      ،   

 تحت وقفے

1 1 1

1 1
0, 0

4 16
I m and M

 
    
 

 

2 2 2

1 2 1 4
,

4 4 16 16
I m and M

 
    
 

 

3 3 3

2 3 4 9
,

4 4 16 16
I m and M

 
    
 

 

4 4 4

3 9
,1 1

4 16
I m and M

 
    
 

 

 اب

 (   )  ∑     

 

   

 

    یہاں 
 

 
             

 (   )                          

1 1 1 4 1 9 1
0

4 16 4 16 4 16 4

          
             
          

 

1 1 4 9 1 14 7

4 16 16 16 4 16 32

   
       

   
 

(   ) اب   ∑      
 
    

 (   )  ∑     

 

   

 

1 1 2 2 3 3 4 4M x M x M x M x         

1 1 4 9 1 30 15
1

4 16 16 16 4 16 32

   
        

   
 

(   ) مطلوبہ جواب  
 

  
(   ) اور  

  

  
 

رض کرو تفاعل .6

 

( ) کہ  حاس طرپر کی ی ت ہے -   ,کی تعریف ق اور      

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

 

  

ک

 معلول کرو۔(   ) اور(   ) ت
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رض کرو کہحل۔ 

 

( ) ق پر کی ی ت ہے اور-   ,کی تعریف     

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

 ہے۔

 ل کریں گے:و  مندرذیل میں معلو  اور   اور          ہم جانتے ہیں کہ تحت وقفے 

1 1 1

1 1
0, 1

3 3
I m and M

 
      
 

 

2 2 2

1 2 1 1
,

3 3 3 3
I m and M

 
     
 

 

3 3 3

2 1
,1 1

3 3
I m and M

 
    
 

 

(   ) کی تعریف کے مطابق (   )   ∑      
 
 اس لیے    

3

1

( , ) i i

i

L P f m x


  

    یہاں 
 

 
     

1 1 2 2 3 3m x m x m x       

1 1 1 1
1

3 3 3 3

 
      

 
 

(   ) اور   ∑      
 
 اس لیے  ہے۔   

3

1

( , ) i i

i

U P f M x


   

1 1 2 2 3 3M x M x M x       

1 1 1 1
1

3 3 3 3

 
     

 
 

(   ) پس مطلوبہ جواب   
 

 
(   ) اور  
 

 
 ہیں۔ 

( ) تفاعل .7 ریں ریمام کا موعہعہ،تقسیم-   ,کے        پر زی 

2
0, , ,

3 3
P

 


 
  
 

 معلول کرو؟ لیےکے 

رض کرو۔ حل

 

( ) ق پراور-   ,وقفہ       

2
0, , ,

3 3
P

 


 
  
 

 

 اس لیے تحت وقفے

1 1 1

3
0, 0

3 2
I m and M
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2 2 2

2 3 3
,

3 3 2 2
I m and M

  
    
 

 

   [
  

 
  ]     

√ 

 
            

(   ) اب  ∑      
 
 اس لیے     

3

1

( , ) i i

i

L P f m x


   

1 1 2 2 3 3m x m x m x       

3 3
0

3 2 3 2 3

          
                     

 

2 3 3

3 2 3

     
            

 

 معلول کرو۔(   ) ( میں دئے ہوئے تفاعل کا7مثاك بر ک) .8

 ۔حل

3

1

( , ) i i

i

U P f M x


   

1 1 2 2 3 3M x M x M x       

3 3 3
0

3 2 2 3

    
         

   
 

 اہم نکات:

ارل .1

 

‖ ‖تقسیم کا ب     *              + 

2. ‖ ‖       ( )  ∞ 

 ب الائی ریمام کا موعہعہ .3

1

n

i i

i

M x


 1 1 2 2 ... n nM x M x M x        

ریں ریمام کا موعہعہ .4  زی 
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1

n

i i

i

m x


 1 1 2 2 ... n nm x m x m x        

ریں ریما(   ) و  ڈرب اکسم کا موعہعہ ب اب الائی ریماب الائی  .5 ر کرتے ہیں اور زی 
 
ریں سےاہر کا موعہعہ  ڈرب اکسم کا موعہعہ ب ا زی 

ر کرتے ہیں۔(   ) و 
 
 سے  اہر

6. ( , ) ( , )L P f U P f
 

7. ( , ) ( , )L P f U P f  
 

8. ( , ) ( , )U P f L P f  
 

ا ہے یعنی(   )  اور(   )  تعریف کی  عہ کہتے ہیں اور اسموعہ Oscillatory))اہتزازی و (   )  .9

ک

رق ہوب

 

 کا ق

 (   )   (   )   (   ) 

 ∑(     )   

 

   

 

-   ,  اگر .10 رتیب وار   ائ  بستہ تفاعل ہے اور  

ک

ر کرتے ہیں    اور   ی
 
  -   ,و  اہر

ک

 پر ت

 (   )   (   )   (   )   (   ) 

   پر اور-   ,دوبستہ تفاعلات ہیں   اور   اگر .11

ک

 تقسیم ہے ت

a)      , , ,U P f g U P f U P g   

b)      , , ,L P f g L P f U P g   

c)      , , ,w P f g w P f w P g   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج13.4 

ہم نے اہم مسئلوں کے   مثالات کے ذریعہ تقسیم کی خصوصیات جھی۔پر بحث کی اور مختلف تعریفیں نقاطاس ب اب میں ہم نے کئی 

موعہعہ)ب الائی ڈرب اکس کا موعہعہ(اور  م کے مجھنے  کے بعد ہم نے ب الائی ریماو  نقاطکے اہم  ںلوکی خصوصیات بھی پڑھیں۔مثا ثبوت اور اس

ریں  ریں ڈ کے ریمامزی    تعریف و  سمجھا۔موعہعہ کیاز کےرب اکس کا موعہعہ( اور اہترموعہعہ)زی 

اظر مثالو

 
ک

 بھی بطور حوالہ  ت نکااہم  و  پڑائ اوراس پر عبور حاصل کیا۔ ںہم نے اہم مسئلوں کے ثبوت اور اس کے م

ک

کی ائ  فہرس

 تیار کی کی ی ت ہے۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ13.5

ل، 
م
ھ

ک

ن

ریں ریمام  ل، زی 
م
ھ

ک

ن

 اہتزازیب الائی ریمام 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 13.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات  13.6.1
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 ہی نفیس تقسیم ہے  پر اور-   ,بستہ تفاعل ہے ائ   اگر .1

ک

 
    نہات

ک

(    ) کے ت             

   پر اور -   ,ہیں  تفاعلات دو  بستہ   اگر .2

ک

(     ) تقسیم ہے ت             

      اگر .3

ک

(    )  ت                   

رض کرو .4

 

( ) ق پر اور -   ,وقفہ   

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

  

ک

 اور          (   )  ت

 (   )           

اا ہوا تفاعل (   )  .5

ک

ن

 

ھی

گ

         اس طرح ہوگا کا ائ  

  2  پر اور -   ,ائ  بستہ تفاعل ہے اگر .6
 

 
 
 

 
 
 

 
  3  

ک

‖ ‖ت                 

 (a 0  (b 

 

 
 (c 1  (d ام میں سے و ئی نہیں 

رض کرو .7

 

  +                   *  بستہ تفاعل ہے اور کی اور-   ,تقسیم ہے  ق

ک

‖ ‖ت            

 (a 0.3  (b 0 (c 1  (d 0.8 

   -   ,    پر اور -   ,ائ  بستہ تفاعل ہے اگر .8

ک

           (     ) ت

 (a      , , ,U P f g U P f U P g   (b  (     )   (   )   (   ) 

 (c  (     )   (   )   (   ) (d  (     )   (   )   (   ) 

 کی جاتی ہے اس طرحکی تعریف (   ) ازی موعہعہاہتر .9

 (a صفر  (b ∑ (     )   
 
    (c  (   )   (   ) (d و ئی نہیں  

ریں ریمام موعہعہ .10 ( ) زی   کے ساتھ+      6            *  میں ،تقسیم -   ,، وقفہ    

 (a 1 (b 0   (c 5.84   (d و ئی نہیں 

ریں ریمام موعہعہ .11 ( ) زی    2  اور تقسیم      
 

 
 
 

 
 
 

 
 میں 3  

 (a 0 (b 6.48   (c 5   (d و ئی نہیں 

( ) اگر .12 میں ہو اور  -   ,، وقفہ      

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

  

ک

 ہے (   ) ت

 (a 

 

 
 (b  

 

 
   (c صفر   (d و ئی نہیں 

اا ہوا تفاعل ہے  اگر .13

ک

ن

 

ھی

گ

ریں ریمام کا موعہعہ محسو-   ,   زی 

ک

 ب کرو۔۔۔۔۔۔۔پر ت

 (a  موعہعہکا  ریمامدائیں (b  کا موعہعہ ریمامب ائیں (c دونوں   (d نہ(aاورنہ(b 

        کی تقسیم ہیں اور-   ,،     اگر .14

ک

 و ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔کہتے ہیں۔  ت

 (a    کاInfimum (b   کی تقسیم (c    کاSupremum  (d ر تقسیم

ک

 نفیس ی
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 (Short Answer Type Questions)تمختصر جواب ات کے حامل سوالا 13.6.2

ارل کی .1

 

  تقسیم کی تعریف کرو اور ب
ھی
لھ

 ے۔تقسیم کی تعریف  معہ مثالات 

 ب الائی ریمام کے موعہعہ کی تعریف کرو مع مثالات۔ .2

ریں ریمام کے موعہعے کی تعریف کرو مع مثاك .3  زی 

  بتاؤ کہ -   ,وقفہ        اگر .4

ک

(    ) کی تقسیم ہیں ت   (     ) 

( ) اگر .5    کے   پر-   ,وقفہ    

ک

 کی قدریں معلول کرو۔ (   ) اور (   ) ساتھ ت

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 13.6.3

)2اگر .1 ) 5f x x ,   -و ل کرو۔ (   ) اور (   ) کے ساتھ 6  کا
معل
 کی قدرن ں

( ) اگر .2 1 ، 0، وقفہ       و  (   )  کی قدریں معلول کرو اور نیز (   ) اور (   ) کے ساتھ 6   

 محسوب کرو۔

  بتاؤ کہ  پر اور  -   ,ہیں   تفاعلاتبستہدو    اگر .3

ک

 تقسیم ہے ت

a)  (     )   (   )   (   ) 
b)  (     )   (   )   (   ) 
c)  (     )   (   )   (   ) 

رض کرو .4

 

  بتاؤ کہ-   ,کے ہیں    اور    ، اور پر اور-   ,بستہ تفاعل ہے  ق

ک

 پر ت

       , ,m b a L P f U P f M b a     

ر کردہ اکتسابی مواد13.7

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

4. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 
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ل  ۔14اکائی 
م
ھ

ک

ن

 II-ریمام 

(Reimann Integration -II) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   14.0

 مقاصد   14.1

ل   14.2
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

ریں اور  ب الائی  14.2.1  ل زی 
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

ل 14.2.2 
م
ھ

ک

ن

  ریمام 

ل    14.3
م
ھ

ک

ن

  پر ریمام 
ی

 

قط

 ے

 ضیہ  کا ڈرب اکس 14.3.1 

ری کے 14.3.2  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 شرط کافیضروری اور  لیے

ل کی دوسری تعریف   14.4
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

 ےت پر علااور مسلسل تفا رنگی ئ     14.5
ی

 

قط

 

 اکتسابی نتائج   14.6

 کلیدی الفاظ    14.7

 نمونہ امتحانی سوالات   14.8

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات 14.8.1

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات 14.8.2

 طویل  جواب ات کے حامل سوالات 14.8.3

ر کردہ اکتسابی مواد   14.9

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید 14.0

ریں اور  ب الائی میں ہم و  اکائی  موجودہ  کے سوالات کے تصورات کے ب ار  میں پڑھ چکے ہیں۔ریمام  میں ہم  اکائی گذشتہ  ریمام  زی 

ملات کی
ھ

ک

ن

ا ہے۔ تعریفات، 

 

ل کی تعریف، مثالوں اور اس سے جڑ  ہوئے مسئلوں پر بحث کرب
م
ھ

ک

ن

ری ریمام  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

(R-Integrability)اور مسلسل تفاعلات اور نگی ر ئ   شرائط سیکھیں گے۔کافی ضروری اور  کی-R ری سے جڑ  ہوئے ڈر ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ب اکس 

ل کیR-اُس کے علاوہ کے مسئلے اور دوسر  مسئلوں کے ب ار  میں سیکھیں گے۔
م
ھ

ک

ن

کے ب ار  میں بھی معلومات حاصل  دوسری صورت 

 تمال تصورات کا مثالوں کے ذریعہ مشاہ ہ کریں گے۔ کریں گے۔

 (Objectives)مقاصد  14.1

ملات کے  طلبا، و  سیکھنے کے بعد  ئیاکا اس
ھ

ک

ن

ل و  جانیں گے۔ ب الائیریمام 
م
ھ

ک

ن

ل اورنچلی 
م
ھ

ک

ن

ملات کے بنیادی تصورات اور  
ھ

ک

ن

ریمام 

 ہوں مختلف
 
ملات سے جڑ  ہوئے سوالات و  سمجھیں  گے۔ سوالات و حل کرنے کے قاب

ھ

ک

ن

حاصل شدہ معلومات کی مدد سے طلبا ریمام 

 ہوں  گے اورحل کرنے کے
 
 بن جائیں گے۔ ۔گےقاب

 
 چند اہم مسئلوں کے ثبوت و  مجھنے  کے قاب

ل 14.2
م
ھ

ک

ن

 (Riemann Integral)ریمام 

راور  ب الائی 14.2.1 ل یںزی 
م
ھ

ک

ن

 (Upper and Lower Riemann Integral)ریمام 

 تعریفات:

ل ب الائی
م
ھ

ک

ن

(Upper Integral): رض کرو کہ

 

ق : , f I a b R   ہےاورتفاعل  بستہ ائ 0 1 1, ,... ,n nP a x x x x b    ،

وقفہ ,a bکی تقسیم ہے۔  

ک

کا وقفہfت ,a b  ل،اس طرح تعریف شدہ ہے کہ ب الائی میں
م
ھ

ک

ن

)ریمام  , )U P f  کا

 

 م
فت

 

ت

۔اس و (Infimum)ما
b

a

fا )ب  )
b

a

f x dxر کرتے ہیں۔
 
 سے اہر

ریں ل زی 
م
ھ

ک

ن

(Lower Integral): وقفہ ,a bمیںf  ریںکا ل اس  طرح  تعریف  شدہ  ہے  زی 
م
ھ

ک

ن

)کہ  , )L P f کا

 

 م
ی

)اس و (Supremum)مسپر )

b

a

f x dxا ب 
b

a

fر کرتے ہیں ۔
 
 سے اہر

وقفہfمام لو کہ ,a bمیں د  بند تفاعل(Bounded Function)ہے۔ ہم دیکھتے ہیں کہ( , )L P fبہ لحا،

 

ظ وقفہکے تمال اعداد کاس

 ,a bروی حصوں کے

 

 
)سے ج )M b a. د  بند ہے۔اس طرح ب الائیپر( , )L P fا ہے۔

ک

م وجود رکھ

 م
ی

)کا ائ  سپر , )L P f کا یہ

م،

 م
ی

ریںسپر لریما زی 
م
ھ

ک

ن

ا ہے ب ا مختصر(Lower Riemann Integral)م 

ک

ریںکا fکہلاب مل-Rزی 
ھ

ک

ن

(Lower R- Integral)وقفہ،

 ,a b  ا ہے اس و

ک

)میں کہلاب )

b

a

f x dxر کرتے ہیں۔
 
 سے اہر
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)ای  طرح سے , )U P f،

 

ریںکے تمال اعداد کاس   اس (   )  د  بند زی 

ک

م ہے۔ت

 م
فت

 

ت

وجود (Infimum)میں ائ  ا

ا ہے تو

ک

م، رکھ

 م
فت

 

ت

لریما ب الائییہ ا
م
ھ

ک

ن

ا ہے ب ا مختصراً اس و (Upper Riemann Integral)م 

ک

ل وقفہRب الائیکا fکہلاب
م
ھ

ک

ن

 ,a b  میں کہتے

)ہیں ۔اس و  )
b

a

f x dxر کرتے ہیں۔اس طرح
 
∫ سے اہر  ( )   

 

 
 اور  +-   ,       (   ) *    

∫ ( )       * (   )    ,   -+

 ̅

 

 

 : نوٹ

 ) ∫ (  )   
 

 
 

∫  
 ̅

 
 

2) ∫ (  )
 ̅

 
  ∫  

 

 
 

 

لریما 14.2.2
م
ھ

ک

ن

 (Riemann Integral) م 

رض کرو کہ ائ  تفاعل تعریف:

 

وقفہfق ,a b میں تعریف شدہ ہے اورfائ  د  بند(Bounded)  

ک

  ریمامائ  fہے۔ت
 
قاب

ل 
م
ھ

ک

ن

(Riemann R-Integrable) ہے ب اfوقفہ ,a bپرR ل ہے اگر
م
ھ

ک

ن

 
 
قاب

b b

a a

f f   اور ام کی مشترکہ قدر وfکا وقفہ

 ,a bمیںR  ل کہتے ہیں اور اس و
م
ھ

ک

ن


b

a

fر کرتے ہیں۔
 
 سے اہر

اب ہم  ,R a bکے تمال د  بند تفاعلات کی جماعتوں جو وقفہ ,a bر کرتے ہیں۔جو وقفہ
 
پر تعریف شدہ ہیں،اہر ,a b

ل ہیں۔اعدادپرریما
م
ھ

ک

ن

 
 
ل کے bاورaم قاب

م
ھ

ک

ن

رتیب وار 

ک

ریںی  کہلاتی ہیں۔(Limit)د  ب الائیاور  زی 

کےوقفہfتفاعل ,a bری کے د ود ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 :درجہ ذیل ہیں پر 

 (i) تفاعلfد  بند(Bounded)ا ہے۔

ک

 ہوب

 (ii)اہی

 
ک

ل کا وقفہ م
م
ھ

ک

ن

(Finite)اہی نہیں

 
ک

اہی نقاط م

 
ک

ا ہے اس لیے و ئی بھی م

ک

  ہوتے۔ہوب

(iii) ا ضروری نہیں ہے یعنی

 

ر"ہوب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ر ائ  د  بند تفاعل"
 
∫ ر   

 

 
∫  
 ̅

 
 

 نوٹ:

ا ہے وقفہ ریمامfائ  د  بند تفاعل .1

ک

ل ہوب
م
ھ

ک

ن

 
 
قاب ,a bپر اگر اور صرف اگر ∫  

 

 
 ∫  

 ̅

 
 

∫ ائ  د  بند تفاعل ہے اس طرح سے کہfاگر .2   
 

 
∫  
 ̅

 
  

ک

ائ  وقفہfت ,a b" ا۔ ریمامپر

ک

ل"نہیں ہوب
م
ھ

ک

ن

 
 
 قاب

)ائ  مستقل تفاعل۔1مثاك ) f x k ،Rل وقفہ
م
ھ

ک

ن

 
 
قاب ,a bپر 

رض کروکہ

 

)ق ) f x k، ,  x a b جہاں ،ائ  مستقل تفاعل ہے k R 
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ک

وقفہfیہ صاف ہوگا کہ ت ,a bپرد  بند ہے اورinf sup f k f 

رض کرو کہ

 

ق 0 1 1, ,... ,n nP a x x x x b    ہے تقسیمائ ,a bیہ مام لو کہ  

ک

 پر ت

 1 2 ....

b

n

a

f inf k x k x k x       

 1 2 .... ninf k x x x       

( )......(1) inf k b a 

 یہ بھی مام لو کہ

 1 2sup ....

b

n

a

f k x k x k x       

 1 2sup .... nk x x x       

sup ( )......(2) k b a 

  مساوا

ک

](سے2) (اور1) ںتوت , ] k R a bاور( )

b

a

k k b a  

رض کرو کہ۔ 2مثاك

 

)ق ) f x xوقفہ 0,1  

ک

پرتعریف شدہ ہے ت

1

0

 xdx اور

1

0

 xdx ل و کی قدر محسوب
م
ھ

ک

ن

ا اس طرح کہ 

 

nکرب

  بتاؤ کہ

ک

f [0,1]مساوی حصوں میں تقسیم کیا جائے ت R 

رض کرو کہ  ۔ حل

 

)ق ) f x xوقفہ 0,1پر تعریف شدہ ہے اور

1 2 1
0, , ,... ,1

n
P

n n n

 
  
 

اب اس میں  

1
r

r
m

n
، 

r

r
M

n
اور 

1
1,2,....  rx r n

n
 

1 1 1 2 1 3 1 1 1
( , ) 0. ,....

        
             

        

n
L P f

n n n n n n n n n
 

 
 

2 2

11 1
1 2 ... (n 1)

2 2

n n n

n n n

 
       

 اور

1 1 2 1 1
( , ) . ...

n
U P f

n n n n n n

 
    
 

  

 
 

2 2

11 1
1 2 ... n

2 2

n n n

n n n

 
      

 اب
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1

0
0

1 1
( , )

2 2P n

n
x dx Lt L P f Lt

n 


    

 اور

1

0
0

1 1
( , )

2 2P n

n
x dx Lt U P f Lt

n 


    

    ∫ ( )    
 

 

 

 ̅

∫ ( )    

 ̅

 

 
 

 
 

[0,1]  f R 

ل ریما 14.3
م
ھ

ک

ن

 ے پرم 
ی

 

قط

(Theorems on Riemann Integral) 

 (Darboux Theorem) ضیہ کا ڈرب اکس 14.3.1

:اگر [ , ]f I a b R   ر ائ
 
  ر

ک

0لیے کے  0ائ  د  بند تفاعل ہے ت ا ہے کہ

ک

 اس طرح وجود رکھ

(i)  (   )  ∫  ( )   
 ̅

 
   

(ii)  (   )  ∫  ( )   
 

 ̅
   

ر ائ  
 
Pکے ساتھ  تقسیم  اورر کے لیے 

  fکہ دب ا گیا ہے  ۔ثبوت

ک

ا ہے کہ0Mائ  رکنائ  د  بند علاقہ تفاعل ہے ت

ک

)اس طرح وجود رکھ ) f x M تمال،[ , ] x a b

0لو کہ دیے گئے مام لیےکے   کے لیے( )
b

a

f x dx، ( , )U P fم

 م
فت

 

ت

  ائ   تقسیم Pہے تمال(Infimum)کا ا

ک

تقسیمکے لیے ت

Pا ہے کہ

ک

 اس طرح وجود رکھ

 (    )  ∫ 

 ̅

 

 
 

 
          ( ) 

رض کرو کہ

 

اب ق 1 0 1 1, ,... ,  n nP a x x x x b 1اس طرح کہPمیں جملہ( 1)nو ئی نقاط  

ک

0موجود ہیں۔ت  اس طرح

 لیں کہ

.............(II) 

2 ( 1)


 

M n
 

 جاسکتا ہے۔کے تحت وقفوں و  گروپس میں تقسیم کیاPکے ساتھ اس طرح ہو کہP،Pتقسیماب یہ مام لو کہ 

(i)میں کچھ وہ تحت وقفے جسrxاس کے اندرونی حصہ(Interior)میں ہوگا اور یہ یقینی طور پر عدد( 1)nہوگا۔ 
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(ii)1میں  تحت وقفے جسPجو وقفہ  

ک

)ہوکے اوپر لیا گیا (I)کے تحت وقفے ب ائے جاتے ہیں ت , )     r r r rU P f M x M x 

 کے اوپر لیا گیا ہو(II)جو وقفہ

       .............(III)   

)کے وقفوں کی جملہ تعداد(I)لیکن 1)nسے زب ادہ نہیں ہوسکتی۔ 

1 ( 1) ( 1) . .........( )
2 ( 1) 2

 
    


U n M n M IV

M n
 

)سے(II)اب مساوات , )U P fسے زب ادہ نہیں ہوسکتا ۔(   ) کا موعہعہ 

    (   )  ∫ 

 ̅

 

 
 

 
        ( ) 

  مساواتیں 

ک

 سے(V)اور  (IV)،  (III)ت

( , )
2 2

 
  

b

a

U P f f 

( , ) .......( ) 
b

a

U P f f VI 

(VI) کہ تمالسے پتہ چلتا ہےP تقسیمکےP  ہیں کہکے ساتھ 

ک

 کرسکت

ک

 
ات

 

 ای  طرح سے ہم یہ ب

( , )  
b

a

L P f f 

ری کے 14.3.2 ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 شرط کافی ضروری اور    لیے

(Necessary and Sufficient Condition for Integrability) 

:ائ  تفاعل  :بیام [ , ]f a b R   

ک

]وقفہ.fد  بند تفاعل ہے ت , ]a b  رائ
 
ا ہےاگر اور صرف اگر ر

ک

ر ہوب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

0پر   کے لیے

]وقفہPتقسیمائ   , ]a bا ہے کہ

ک

0کا،اس طرح وجود رکھ ( , ) L( , )   U P f P f 

 ۔ثبوت

 (Necessary Condition)ضروری شرط

رض کرو

 

ر"تفاعل ہے وقفہ ریمام"ائ  fکہ ق ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

[ , ]a b  

ک

 پر ت

)۔۔۔۔۔۔۔(1) ) ( ) ( )

b b b

a aa

f x f x dx f x dx    

رض کرو کہ

 

0ق  0مسئلہ سے ائ  رکن ڈرب اکس لیےکے  ا  ہے

ک

 کہاس طرح وجود رکھ

)۔۔۔(۔۔۔۔2) , ) ( )
2


 

b

a

U P f f x dx 



221 

 

)(۔۔۔۔۔۔۔3) , ) ( )
2


 

b

a

L P f f x dx 

رائ  
 
Pلیےکے Pتقسیمر  کے ساتھ 

 سے(2)اور(1)ںاب مساواتو

( , ) ( )
2


 

b

a

U P f f x dx 

 سے (3)اور(1)ں اور مساواتو

( ) ( , )
2


 

b

a

f x dx L P f 

 اس طرح

( , ) ( , )
2 2

  
    

U P f L P f 

( , ) L( , )  U P f P f 

)اس کے علاوہ , ) L( , ) 0 U P f P fاس لیے 

0 ( , ) L( , )   U P f P f 

 (Sufficient Condition) شرطکافی

ر ائ  
 
0ر  وقفہ لیےکے[ , ]a bتقسیمائ   میں P ا ہے

ک

0کہ اس طرح وجود رکھ ( , ) L( , )   U P f P f 

 تعریف سے

 ( ) inf ( , ) / [ , ]  
b

a

f x dx U P f P a b 

)(۔۔۔۔۔۔۔1) ) ( , ) 
b

a

f x dx U P f 

 تعریف سے

 ( ) sup ( , ) / [ , ]  
b

a

f x dx L P f P a b 

( ) ( , ) 
b

a

f x dx L P f 

)(۔۔۔۔۔۔۔2)  ) ( , )

b

a

f x dx L P f   

 ( سے2( اور )1مساوات )
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∫ ( )  

 ̅

 

 ∫ ( )  

 

 ̅

  (   )   (   )    

 اور بھی

( ) ( ) 0  
b b

a a

f x dx f x dx 

ر ائ  
 
  ر

ک

0ت  کے لیے 

( ) ( )     
b b

a a

f x dx f x dx 

( ) ( ) 
b b

a a

f x dx f x dx 

  

ک

ر"ہے وقفہ ریمام"fت ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

[ , ]a b پر 

:ریمارک: [ , ]f a b  ر ائ
 
  ر

ک

0ت  لیےکے[ , ] P a b ا

ک

0ہے کہاس طرح وجود رکھ ( , ) w P f 

)بتاؤکہ تفاعل۔1مثاك ) 1f xکہ  
 

x ج Qاور( ) 1 f xکہ  
 

x ج R Q  ر"نہیں ہے وقفہ ریمام"ائ ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

[ , ]a bپر 

 کی دی ی ت تعریف سےfتفاعل ۔حل

 1 ( ) 1, ,     f x x a b 

  

ک

]ائ  د  بند تفاعل وقفہfت , ]a bپر ہوگااورinf 1 f 1اورSup f 

رض کرو کہ

 

ق 0 1 2, , ,... nP a x x x x b   وقفہ[ , ]a b اورrI ہے  تقسیمائ  میں ،  

ک

رتیبrMاورrmت

ک

کےf پرrI  واری

infاورSup1,2,3۔ ہوں گے...r nکہ  
 

1ج ,rm  1rM 

 
1 1

( , ) 1 ( )
n n

r r rL P f m x x b a         

 اور

1 1

( , ) ( )
n n

r r rU P f M x x b a       

( ) ( )

b

a

f x dx b a   

  

ک

)ت , ) ( )L P f b a  ائ  مستقل ہوگا۔ 



223 

 

( ) ( )

b

a

f x dx b a  

  

ک

)ت , ) ( )U P f b a مستقل ہوگا۔ 

ل وجود رے ہیں۔لیکن وہ مساوی نہیں ہیں۔اس  ریماماور نچلی  ب الائیہم مشاہ ہ کرتے ہیں کہ دونوں 
م
ھ

ک

ن

]وقفہfلیے , ]a b ل  ریمام"پر
م
ھ

ک

ن

ر"نہیں ہے ۔ ذی 

 

 پ 

 پر اس طرح کہ[0,1]کا وقفہfائ  تفاعل اس طرح تعریف شدہfاگر  ۔2مثاك

اطق ہے  غیر 

 

  کہب
 

)ج ) 0f x  

ا  
 

  کہطق ہے ب
 

)ج ) 1f x  

  

ک

ت

1

0

fاور
1

0

fذ بتاؤ کہ رپ 

 

f[0,1]محسوب کرو اور م R 

0تمال x[0,1]صاف طور پر بستہ تفاعل ہے اورfتفاعل    ۔حل ( ) 1f x  

  و ئی Pاگر

ک

وقفہ(Subinterval)تحت وقفہو ئی تقسیم ہے ت 1,r rP x x میں 

0rm 1اورrM 0,1,2،تمال,......r n  لیےکے 

 1 2( , ) 0. 0. ... 0. 0nL P f x x x        

 راو

 1 2( , ) 1. 1. ... 1. nU P f x x x       

 1 2 ... 1nx x x        

 ∫ 

 

 ̅

    
   

 (   )    

 اور

 ∫ 

 

 

    
   

 (   )    

 ∫ 

 

 ̅

 ∫ 

 

 

 

f[0,1]اس لیے  R 

)بتاؤکہ  ۔3مثاك ) (3 1)f x x   ا ہے اور پر [1,2]وقفہ

ک

ر ہوب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

2

1

11
(3 1)

2
x dx  
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رض کرو کہ  ۔حل

 

)ق ) (3 1)f x x   تقسیمکہ  غور کرو۔ ائ  بستہ تفاعل ہےپر [1,2]وقفہ 

1 2
1,1 ,1 ,... 1 ,..., 2

r
P

n n n

 
     
 

 ہے۔ 

تحت وقفہ ںواrکہ غور کرو

1
1 ,1r

r r
I

n n

 
   
 

ر ائ  اصوك کا تحت وقفہ اس کااور
 
ر

1
r

n
  

)ں ں کہ ) (3 1)f x x  رھتا ہوا تفاعل ہے

 

 پر[1,2]ائ  ی 

3
sup 3 1 1 4r r

r r
M of f in I

n n

 
      

 
 

1
inf 3 1 1r r

r
m of f in I

n

 
    

 
 

3( 1)
4

r

n

 
   

 
 

1 1

3 1
( , ) 4

n n

r r

r

r
U P f M x

n n

 
    

 
  

2
1 1

4 3
( )

n n

r r

r
n n 

   

2
1

4 3
( )

n

r

n r
n n 

   

2

3 ( 1)
4

2

n n

n


  

3 1
4 1

2 n

 
   

 
 

1 1

3( 1) 1
( , ) 4

n n

r r

r

r
L P f m x

n n

 
    

 
  

2
1 1

4 3
1 ( 1)

n n

r r

r
n n 

    

2

4 3 ( 1)
( )

2

n n
n

n n


  

3 1
4 1

2 n

 
   

 
 

2

1

3 1
( ) ( , ) 4 1

2n n
f x dx Lt L P f Lt

n 

  
     

  
 

3 11
4

2 2
   

2

1

3 1
( ) ( , ) 4 1

2n n
f x dx Lt U P f Lt

n 
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3 11
4

2 2
   

 ∫ 

 

 ̅

 ∫ 

 

 

 

 اور -   ,    اس لیے 

2

1

11
(3 1)

2
x dx  

اگر  ۔ 4مثاك

2( )f x x،[0, ]a،0پرa بتا  

ک

ؤ کہت 0,f R a  اور

0

a

fمعلول کرو۔ 

 مساوی حصہ ہیں(nاس میں)و  غور کرو تقسیم ۔حل

  {  
 

 
 
  

 
     

(   ) 

 
 
  

 
  } 

اب 

  2

2

1
r

r a
m

n


،

2 2

2r

a r
M

n
 

 
2 22 2 2 2

2 2 2

1 .1 . 2 .
( , ) 0. ...

n aa a a a a a
L P f

n n n n n n n

 
     
  

 

 
3

22 2

3
1 2 ... 1

a
n

n
     
 

 

3
3

3 2

( 1) (2 1) ( 1)(2 1)
.

6 6

a n n n n n
a

n n

    
  

 
 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 . 3 . .
( , ) . ...

a a a a a a n a a
U P f

n n n n n n n n

 
     
 

 

3
2 2 2

3
1 2 ...

a
n

n
      

3
3

3 2

( 1)(2 1) ( 1)(2 1)
.

6 6

a n n n n n
a

n n

    
  

 
 

3
2 3

2

0

( 1)(2 1)
.

6 3

a

n

n n a
x dx Lt a

n

 
  

3
2 3

2

0

( 1)(2 1)
.

6 3

a

n

n n a
x dx Lt a

n

 
  

3
2

0 0

( )
3

a a
a

f x dx x dx   
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اگر۔5مثاك

2( )f x x x ،x اطق قدروں کے

 

پراور[0,2]لیےکی ب

2 3( )f x x x ،n اطق قدروں  کے

 

[0,2]لیےکی غیر ب

ریں    ب الائی اورزی 

ک

ل ریمامپرت
م
ھ

ک

ن

 پر محسوب کرو۔[0,2]

 حل۔

2 1 2

2 3 2

0 10

( ) ( )f x x dx x x dx      

1 2
3 4 2 3

0 1

1 1 4 8 1 1 53

3 4 2 3 3 4 2 3 2 3 12

x x x x   
             
   

 

2 1 2

2 2 3

0 0 1

( ) ( )f x x dx x x dx      

1 2
2 3 3 4

0 1

1 1 8 1 1 1 83

2 3 3 4 2 3 3 4 3 4 12

x x x x   
             
   

 

 کی تعریف fمندرجہ ذیل تفاعل۔6مثاك

  کہ 
 

اطق عدد ہےxج

 

( ) ب  √     

  کہ 
 

اطق عدد ہےxج

 

)غیرب ) 1f x x  

ریںب الائی اور  لیےکے  ملات معلول کرو۔ کے زی 
ھ

ک

ن

 

 غور کرو  ۔ حل

(    )(   )         

   (   )،   (   ) 

 یعنی

√            (   ) 

ذا

 

ہ
 ل

11 1 2

00 0

1 1
(1 ) 1

2 2 2

x
f x dx x

 
       

 
  

1 1 1

0 0 0

[0,1]f f f f R      

)بتاؤ کہ تفاعل ۔ 7مثاك ) sinf x x    ،0,
2

 
 
 
ر ہے اور نیز بتاؤکہ       ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

∫میں          
 

 

 
 

رض کرو کہ۔حل

 

)ق ) sinf x x 

ا 

ک

ر ہوب
 
  0ہےبستہ تفاعل fہے کہصاف طور پراہر

 

 
 پر1
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  2  غور کرو پرتقسیم 
 

  
 
  

  
    

  

  
      

  

  
3 

r-وقفہںوا 

ک

جت

ک

0   ت
(   ) 

  
 
  

  
ابہے۔ 1

2
r

n


  

)یہاں )f xرھتا ہوا تفاعل ہے

 

  0ائ  ی 
 

 
 پر1

2
r r

r
M Sup of f on I sin

n

 
   

 
 

 1

2
r r

r
m Inf of f on I sin

n


  

1 1

( , ) sin
2 2

n n

r r

r r

r
U P f M

n n

 

 

 
    

 
  

2
sin sin ... sin

2 2 2 2

n

n n n n

    
    

 
 

( 1)
sin . sin

2 2 2 4
( , )

2
sin

4

n n

n n n
U P f

n

n

  





   
  

  
 
  

 

( 1)
sin sin

2 4 4

sin
4

n

n n

n

 





 

 

 

 √  
2   

 

 
    

 

  
    

 

 
    

 

  
3

   
 

  

 

 
 

 √  

 

√ 
.   

 

  
  / 

cos 1
4 4n n

  
  

 
 

 ای  طرح

( , ) cot 1
4 4

L P f
n n

  
  

 
 

 ∫  ( )  

 
 ⁄

 
¯

   
   

 (   )    
   

.
 

  
/

   .
 

  
/
   
   

.
 

  
/        

 اور

∫  ( )     
   

 (   )  

 
 ⁄

̅̅ ̅̅ ̅
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 ∫  ( )   

 
 ⁄

 ̅

∫  ( )   

 
 ⁄

̅̅ ̅̅ ̅

 

  

)اس لیے  ) sinf x xر ہے ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

0,
2

 
 
 

ر 

 

پراورب الآج

2

0

sin 1xdx



 

ل کی دوسری تعریف 14.4
م
ھ

ک

ن

 (Second Definition of Riemann Integration)ریمام 

رض کرو کہ :تعریف

 

]:کی ی ت ہے  اس طرحتفاعل کی تعریف fق , ]f a b R اورتقسیم 0 1 2, , ,... nP a x x x x b   تقسیم

]ہے , ]a b 

 

پر اور ائ  س 1 2, ,... [ , ]nQ Q Q a b 1ایسا ہےr r rx Q x   تمالr n ا

ک

 1ب

  تفاعل

ک

ر کہتے ہیں fت ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

]و  ریمام  , ]a b 0پراگر   0ائ ا ہے و ئی حقیقی عدد

ک

کے ساتھ lموجود ہوب

1

( )
n

r rf Q l  تمال تقسیم[ , ]a bپر 

P 1کے ساتھ اور[ , ]r r rQ x x عددl وfکا[ , ]a bل کہتے ہیں اور اس
م
ھ

ک

ن

)و  پر ریمام  )

b

a

f x dxر کرتے ہیں ۔
 
 سے اہر

ل کے مساوی ہوتے ہیں۔نوٹ:  ہم نے اس ب ات کا
م
ھ

ک

ن

  مشاہ ہ کئے ہیں کہ پہلے اور دوسر  تعریفیں ریمام 

 ت پر علامسلسل تفا اور ئ  رنگی 14.5
ی

 

قط

 ے

(Theorems on Monotonic and Continuous Functions) 

]:اگر   ۔1ضیہ  , ]f a b Rمسلسل تفاعل ہوتوfبھی[ , ]a bر ہوگا۔ ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر 

]کے وقفہf۔ثبوت , ]a b میں مسلسل ہونے کا یہ مطلب ہے کہf اس وقفہ[ , ]a b میں بستہ ہوگااوربوریل کے مسئلہ و  استعماك کرتے

ر ائ  
 
0ہوئے ر  ائ  تقسیملیےکے 0 1 2, , ,... nP a x x x x b   ،[ , ]a b کہ اس طرحپرموجود ہوگا 

| (  )   (  )|  
 

   
 

r,تمال r ry z I ،1,2,...r n ۔لیےکے 

rIرض کرو کہ

 

ا ہے،rmاورrMو infاورSupمیں ق

ک

ر کیا جاب
 
رتیب وار اہر

ک

موجود ہوگا rپر یعنیrIائ  مسلسل ہےfں ں کہسےی

rاور rn I کہ اس طرح 

 r rM f  اور r rm f  

      | (  )   (  )|  
 

   
              

 پس
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 (   )   (   )   (   ) 

 ∑(     )  

 

 

 

 ∑(
 

   
)   

 

 

 

 
 

   
∑  

 

 

 

 
 (   )

   
   

0پس و ئی   لیےکے ,P a b ا ہے کہ  اس طرح

ک

(   )   موجود ہوب    

ر ہوگاfیعنی ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

[ , ]a bپر 

ر ہوتے ہیں لیکن مسلسل نہیں ہوتے)یہاں اس ب ات کی ب اددہانی کرائی جاتی چند تفاعلات ایسے ہوتے ہیں جوریمارک: ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ہے  

او ئی ضروری نہیں بلکہ صرف کافی ہے(کہ

 

 "مسلسل" ہوب

]وقفہfاگر  ۔2ضیہ  , ]a b میں ائ  رنگی(Monotonic) ہوتو بتاؤکہ ,f R a b  

رض کرو کہ ۔ثبوت

 

0 ہے۔عل والا تفاائ  رنگی نہ گھٹنےfق  وقفہ لیےکے[ , ]a b کی تقسیم 0 1 2, , ,... nP a x x x x b  

لیےپرغور کروجس کے.

 ( ) ( ) 1
P

f b f a

 


 
 

رض کرو کہ

 

رتیب وارمیں  rIوقفہ rMوراrmق

ک

 کہ سے  اس طرح ہیںSupاورinfکے fی

 r rM f xاور 1r rm f x  

 لیےنہ گھٹنے والا تفاعل ہے(اس ائ  fں ں کہ)

1

( , ) ( , ) ( )
n

r r rU P f L P f M m x    

 1

1

( ) ( )
n

r r rf x f x x   

 
 

, ( )   ( )   -
, (  )   (    )- 

 
 

, ( )   ( )   -
, (  )   (  )   (  )   (  )      (  )   (    )- 

 
 

, ( )   ( )   -
, ( )   ( )-    
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]پس , ]f R a b کیا گیا ہے۔ 

ک

 
ات

 

 ب

 ہیں کہ

ک

 کرسکت

ک

 
ات

 

]وقفہ fای  طرح ہم یہ بھی ب , ]a b ۔نہ گھٹنے والا تفاعل ہوگاپر 

 :ریمارکس

اگر (1
1

( )f x
x

،,   - ہم  

ک

نہ گھٹنے والا تفاعل ہوگا اورائ   گے کہیںپر ت

1

x
ر ہوگا۔-   ,، ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر

2) 
2( )f x x

رھنے والا تفاعل ہوگا اور-   ,لیےکے 

 

پری 

2x،,   - ر ہوگا۔ ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر 

]:اگر تفاعل (3 , ]f a b Rاہی اعداد کے ا

 
ک

  تہائئی نقاط رے ہیںم

 

   غیر مسلسل ہے fجس میں کےاس س

ک

ل   f ت
م
ھ

ک

ن

ر   ذی 

 

پ 

 پر۔-   ,ہوگا

4) Rر تفاعلات کے لا ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

اہی نقاط غیر مسلسل 

 
ک

]ہوں گےم , ]a bمیں۔ 

ر تفاعلاتRچند (5 ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 کے  غیر مسلسل جو ہوں گے  

 

اہی اتہائئی نقاطنقاط کے س

 
ک

 ہیں ۔ رے  لام

6)  ( )  -   ,      ،     پر-   ,ائ  مسلسل تفاعل ہے     

7)  ( )  ہےیعنیRپر جو-   ,ائ  مسلسل تفاعل ہے   

 

  -   ,     کاتحت س

رض کرو ۔1مثاك

 

ق

1
( )

3n
f x یہاں

1

1 1

3 3n n
x


  

( 0,1,2,3,....)n (0) اور 0f  بتاؤ کہ  

ک

f[0,1]ت R  

اگر        ۔ حل

1
0, ( ) 1; 1

3
n f x x    

2

1 1 1
1, ( ) ;

3 3 3
n f x x    

1

1 1 1
, ( ) ;

3 3 3n n n
n n f x x


    

0xجہاں  ،( ) 0f x  

x  ،[0,1]f[0,1]تمال   fاور I[0,1]بستہ تفاعل ہےfاور 

 

کاس
2

1 1 1
, ,... ,...

3 3 3n

 
 
 
 

اہی نقاط 

 
ک

ا ہے جو غیر مسلسل ہوسکتا ہے اتہائئی نقطہ لام

ک

 کے ساتھ۔ 0رکھ

 ہوگیا ہے 

ک

 
ات

 

ر ہوگاfپس ب الامسئلہ ب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر۔[0,1]

رض کرو۔ 2مثاك

 

)یفکی تعرfق )f x x،[ 1,2]1پراگر 1x    اور
2( ) 3f x x x  1اگر 2x بتاؤ کہ  

ک

ت

[ 1,2]f R  

0 -    ,    , ں ں کہ  حل۔ ( ) 1f x  
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(1,2)x       ( )      

( )f x  وقفہ [ 1,2] ۔ ائ  بستہ تفاعل ہےپر 

ا 

ک

ر ہوب
 
1,2xنقاط f،ہے کہیہاں صاف اہر  ۔غیر مسلسل ہےپر 

f۔ کے دونقاط،غیر مسلسل ہے 

ر ہےf،Rپس ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

[ 1,2]پر 

رض کرو     ۔3مثاك 

 

)ق )f xتعریف کی ی ت ہے اس طرحپر [0,1]کی تعریف  ( )  >
    

 

 

    
 

 
 

 

  بتاؤ کہ 

ک

f[0,1]ت R واورنیز  محسوب کر

1

0

( )f x dx 

رض کرو ۔حل

 

0ق ( ) 1f x [0,1]تمالx  یعنی لیے،کےfپر[0,1]ائ  بستہ تفاعل ہے 

1سے کہ اس طرحائ  تقسیم پر غور کرو [0,1]

1
[ , ]

2
s s sI x x   

ک

r...,1,2ت n 1تمالr rM m اورr s لیےکے

1sM اور, 0sr s m .. اور 

1

1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n s n

r r r r r r s s s r r r

s

w P f M m M m M m M m




              

1

1

1 1

(1 1) (1 0) (1 1) 1. ( ).......(1)
s n

r r r s s s

s

x x






              

0  تقسیم،ائ  لیےکےP،[0,1] 1 کہ اس طرحو  منتخب کرتے ہیںs sx x   1اور

1

2
s sx x   

(   )    مساوات سے    

fر ہے ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر اور[0,1]

1 1

00

( ) ( )f x dx f x dx اور  

1

1 10

( ) ( , ) 1.
n n

r r r
n n n

f x dx Lt U P f Lt M Lt
  

      

1

(1) 1
n

n
Lt



 

 اس لیے

1

0

( ) 1f x dx 
 

 (Key Concepts)بنیادی تصورات

1 ) ( ) sup ( , ) : [ , ]

b

a

f x dx L P f P a b   
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2) ( ) ( , ) : [ , ]

b

a

f x dx Inf U P f P a b    

3) ( ) ( )

b b

aa

f x dx f x dx   

4) ( ) ( )

b b

a a

f x dx f x dx    

,Rبستہ تفاعل ائ   (5 f  

ک

ا ہے ت

ک

ر ہوب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن
b b

aa

f f  

ر ہے لیکن وہ مسلسل نہیں ہے۔ (6 ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 چند تفاعلات ایسے ہیں جو کہ 

ئ  رنگی تفاعل ہے.fاگر (7 ,a b   
ک

]ت , ]f R a b  

اہی نقاط غیر مسلسل ہوتے ہیںfائ  بستہ تفاعل (8

 
ک

کے م ,a b  

ک

,Rت f رہے ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ,a bپر 

9)Rر ہونے پرچند ب ابندب اں ہیں تفاعل ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

f لیےکے ,a bپر 

10)

b

a

f  

ک

ا ہے ت

ک

موجود ہوب

b

a

f بھی موجود ہوگا لیکن

b b

aa

f f   

ک

]ت , ]f R a b 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 14.6

ریں م ریما میں ہم نے ب الائی اس اکائی ل اور زی 
م
ھ

ک

ن

ل کی تعریفیں پڑھی ہیں اور اسریمام 
م
ھ

ک

ن

کے بنیادی تصورات پر عبور حاصل کیا  

 مشق کی ی ت ہے۔ و  مثالات کے ذریعے ہے اور اس

ل کے اہم مسئلہ کا ثبوت بھی پیش کیا ہے۔ریمام 
م
ھ

ک

ن

رنگی اور مسلسل تفاعلات کے مسئلہ پر کافی بحث کی ہے اور بہت سار   خاص کر ئ   

 الات و  حل کیا ہے۔سو

 (Keywords)کلیدی الفاظ 14.7

ل  ریمام
م
ھ

ک

ن

ریں ریمام  ل، زی 
م
ھ

ک

ن

ل، ب الائی ریمام 
م
ھ

ک

   ن

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 14.8

 (Objective Answer Type Questions)سوالات معروضی جواب ات کے حامل 14.8.1

ر کریں ُ
 :خالی جگہ و  ی 

رہونے کی لازی اور ضروری شرط  ریمام کےfتفاعل .1 ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ہے۔ ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔
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وقفہو ئی بستہ تفاعل  .2 ,a bریں ل ب ا میں،زی 
م
ھ

ک

ن

ل سے  لائیریمام 
م
ھ

ک

ن

ا ہے۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ریمام 

ک

 ہوب

رہوگا اگر اورصرfائ  بستہ تفاعل .3 ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔گرف اریمام 

ئ  رنگی تفاعل ہےfاگر .4 ,a b  

ک

∫ پر ت  
 

 
 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ہے۔   

اگر .5 ,a bپر
 

  غیر مسلسل  کے  f  تفاعلبستہ

 

اہی  ہو نقاط کا س

 
ک

   م

ک

 ہے۔ ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔fت

6. fکےRر ہونے کی شرط ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہے۔  ہے کہ  

( ) اگر .7 اور   

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

  

ک

(   )     ت        

( ) اگر  .8     ، 0,1پر مسلسل ہے   

ک

 ت

ر .9 ر تفا-R ر  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ا  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ عل

ک

 ہے۔ہوب

10. ( , )w P f  
 

11. ( , )w P f  وR-ر کیجیے
 
ر کے رقول میں اہر ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ۔

( ) کی ی ت ہے اس طرحپر (   ) تعریف کی اگر .12 اطق ہے اورxجہاں     

 

( ) ب  غیر       

ل   
م
ھ

ک

ن

  ب الائی ریمام 

ک

اطق ہے ت

 

 میں (   )ب

 (a  

  

  
 (b 

  

  
  (c 

  

  
  (d  و ئی نہیں 

( )  پر کی ی ت ہے اور[0,1]کی تعریفf اگر .13  8
     

اطق ہے   
 

   غیر ب
 

 (a. f بستہ ہے    (b f بستہ نہیں ہے 

 (c. f بستہ اورRری ہے ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

   (d  ام میں سے و ئی نہیں 

 ہیں۔ ۔۔۔۔۔۔ اور بستہ ہوتے ہیں وقفہ میں وہ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔تفاعلات جو ئ  رنگی .14

 (a  مسلسل  (b  ر ذی 

 

رریمام  c) تفرق پ  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 (d و ئی نہیں 

رض کرو .15

 

ق

1
( )f x

x
میں کی ی ت ہے(0,1)کی تعریف 

1 1

1
x

n n
 


(0)اورکے لیے   0f   

ک

(0,1)ت ' ( )f x میں 

 ۔۔۔۔۔۔۔۔

 (a  غیر مسلسل ہے    (b R- ر نہیں ہے ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 

  (c   R-ر ہے ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

    (d ام میں سے و ئی نہیں 

رض کرو .16

 

( ) ق   کہ،  
 

اطق اورxج

 

( ) ب   کہ  
 

  xج

ک

اطق ہے ت

 

 ائ   غیر ب

 (a 

1

0

( )f x dx  وجود ہوگاکا  (b  R- رنہ ہوگا ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن
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 (c  ر ہوگا ذی 

 

دونوں   d)   تفرق پ 

b

a

fاور
b

a

f  ہوں گےلیکن مساوی نہیں   رے ہیںوجود 

 (Short  Answer Type Questions)تسوالا مختصر  جواب ات کے حامل  14.8.2

 ب الائی او .1
ھی
لھ

ل کی تعریف 
م
ھ

ک

ن

ریں ایماں   ۔ےر زی 

2. ( )f xکےRر ہونے ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ۔ کی اہم اور ضروری شرط بیام کیجیے

 ۔ کے مسئلہ و  بیام کروڈرب اکس .3

4. ( )f xکی تعریف ,   -  ( ) ریں اور ب الائی ایماں معلول کرو       اس کے زی 

ک

 ۔پر کی ی ت ہے ت

  بتاؤ کہ-   ,ئ  رنگی تفاعل ہے اگر .5

ک

ا ہے۔    ,-   ,پر ت

ک

ر ہوب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر 

6.  
ھی
لھ

ل کی متبادك تعریف 
م
ھ

ک

ن

 ے۔ریمام 

 (Long Answer Type Questions)سوالات طویل جواب ات کے حامل  14.8.3

 کرو۔fو ئی تفاعل .1

ک

 
ات

 

ر ہونے کی اہم اور ضروری شرط و  بیام اور ب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 کے ریمام 

ر نہ ہونے کی مثاك و  قائم کریں۔ .2 ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 بستہ تفاعل کے 

)اگر .3 )f x cosx0 تمال,
2

x
 

  
 

,0بتاؤ کہ
2

 
 
 

f ا ہے اور پھر بتاؤ کہ

ک

ر ہوب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

پر 

2

0

cos 1xdx



 

)بتاؤ کہ .4 ) 3 1f x x ، 1,2ا ہے اور نیز بتاؤ کہ

ک

ر ہوب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

پر 

2

1

11
(3 1)

2
x dx  

 کرو۔کسب ارڈ .5

ک

 
ات

 

  کے مسئلہ و  بیام اور ب

رتیب       اور-   ,  اگر .6

ک

کے  وار تفاعلی ,a bپر infبتاؤ کہ   اور  

ک

ر کرتے ہیں ت
 
 و  اہر

( ) ( ) ( )

b

a

m b a f x dx M b a    

رکردہ اکتسابی مواد 14.9

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

4. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

5. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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ل کی خصوصیاتر     ۔15اکائی   
م
ھ

ک

ن

یمام   

(                                 ) 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    15.0

 مقاصد    15.1

ل کی خصوصیات    15.2
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

 اکتسابی نتائج    15.3

 کلیدی الفاظ    15.4

 نمونہ امتحانی سوالات    15.5

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات 15.5.1  

 ت کے حامل سوالاتمختصر جواب ا 15.5.2

 طویل  جواب ات کے حامل سوالات 15.5.3

رکردہ اکتسابی مواد    15.6

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید 15.0

ا۔ ہم نے  ڈرب ا

 

ل و  جاب
م
ھ

ک

ن

ل اور ریمام 
م
ھ

ک

ن

ل اور ب الائی ریمام 
م
ھ

ک

ن

ریں ریمام  کس ضیہ  اور ریمام پچھلی اکائی میں ہم نے زی 

ل ہونے کے لیے ضروری او
م
ھ

ک

ن

ل تفاعل 
م
ھ

ک

ن

ری تعداد میں مسائل و  حل کیا۔ اس اکائی میں ہم ریمام 

 

ر کافی ضیہ  پر بحث کی اور ی 

 ے اور تبصروں پر بحث کریں گے۔
ی

 

قط

 کی خصوصیات کے 

 (Objectives)مقاصد 15.1

 ہو جائیں گے کہ:
 
 اس اکائی کے اختتال پر طلبا اس قاب

 ل تفاعل کی خصوصیات و  سمجھ سکیں
م
ھ

ک

ن

 ۔ریمام 

 ا  سمجھ  سکیںریما

 

ل تفاعل پر مبنی مسائل و  حل کرب
م
ھ

ک

ن

  ۔م 

ل کی خصوصیات 15.2
م
ھ

ک

ن

 (Properties of Riemann Integration)ریمام 

ر تفاعل کی خصوصیات و  قضیوں اور تبصروں اور مناس  مثالوں کے ذریعے تعریفات کی روشنی میں سمجھیں گے۔ ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

 :  تتعریفا

1. ∫  ( )  
 

 ̅
 ∫  ( )  

 ̅

 
 ∫  ( )  

 

 
    ، جہاں 

     اگر .2

ک

∫ت  
 

 
  ∫  

 

 
  کہ

 
∫اور  -   ,   ج  

 

 
   

-   ,   اگر  ۔1ضیہ  ذ  

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ر ریمام    -   ,   تفاعل ہے یعنیی 

ک

 ت

∫ (  )
 

 
( )    ∫  ( )  

 

 
 -   ,    اور

 -   ,   دب ا گیا ہے کہ ۔ثبوت

 اس لیے

∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 ̅

 ∫  ( )  
 ̅

 

 

رض کرو کہ 

 

رض کیجیے کہ-   ,وقفہ   +                 *  ق

 

پر خصوصًا  -   ,وقفہ    اور   کی تقسیم ہے۔  ق

یہ (Infimum)کے ب الترتیب اسفل پر-       ,

م

 

عض

  -   ,وقفہ  ہیں۔ہم جانتے ہیں کہ  ( Supremum)اور 

ک

پر بستہ ہوگا ت

 پر بستہ ہوگا۔  اب-   ,بھی وقفہ   

    (  )                   
    (  )                   

 اور
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 (   )  ∑     

 

 

  ∑    

 

 

   (   ) 

 (   )  ∑     

 

 

  ∑    

 

 

   (   ) 

 اس لیے

∫ (  )
 

 

( )      * (   )|   ,   -+     *  (   )|   ,   -+ 

    * (   )|   ,   -+   ∫  ( )  
 

 

 

∫  ( )  
 

 

     * (   )|   ,   -+ 

     *  (   )+ 
     * (   )+ 

  ∫  ( )  
 

 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 اس لیے

∫ (  )
 

 

( )   ∫ (  )
 

 

( )    ∫  ( )  
 

 

 

 نچہ 

∫ (  )
 

 
( )    ∫  ( )  

 

 
 -   ,    اور

 ہوا۔

ک

 
ات

 

ذا ب

 

ہ
 ل

  -   ,وقفہ   اگر تفاعل۔2ضیہ 

ک

ر ہے ت ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ر ہوگا۔ | |پر ریمام  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 بھی ریمام 

 ب ا

    -   ,   اگر  

ک

| |ت   ,   - 

   -   ,   اگر  ثبوت۔ 

ک

ϵپر تقسیم +                 *  ت  اس طور پر کہ   

   (   )   (   )       (   )  (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

 پر  -   ,ں ں کہ بستہ ہوگا  

 | ( )|                ,   - 

ذا 

 

ہ
 پر۔  -   ,بستہ ہوگا  ل
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رض کیجیے کہ 

 

  ہوں اور   اور   کے  پر  وقفہ    اور     ق
 

  اور  
 

     اور   کے| |پر  وقفہ

ک

کے      ψہیں۔ ت

 لیے

|| ( )|  | ( )||  | ( )   ( )| 

   
    

        ،             

  (  | |)   (  |  |)  ∑(  
    

 )  

 

   

 

 ∑(     )  

 

   

 

(   )  (               1الے )بحو   (   )    

ر ہے۔ یعنی   | |اس لیے   ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

| |ریمام    ,   - 

ا ضروری نہیں ہےمشاہ ہ:

 

ن االا کا عکس حیح  ہوب
 ہ
ت

 

قط
   | |یعنی اگر    ۔ 

ک

ر ہےت ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ر ہوایسا ضروری نہیں۔ ریمام  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 کا  ریمام 

  ہے۔اسے اس مثاك سے سمجھا جا سکتا

-   ,   اگر  ( ) معرف بہ      {
                  
        

 

   

ک

 پر+                 *  کی تقسیم  -   ,ت

∫  ( )  
 

 

    * (   )+ 

    {∑    

 

   

} 

    *   +      

 اور پھر

∫  ( )  
 

 

    * (   )+ 

    {∑(  )   

 

   

} 

    * (   )+   (   ) 

 ∫  
 

 
 ∫  

 

 
( )| |ں ں کہ  -   ,      | ( )|         

| |ائ  مستقل تفاعل ہے اس لیے  | |ں ں کہ   ,   - 

-   ,   اگر   ۔3ضیہ  ل  
م
ھ

ک

ن

  تفاعل  ریمام 

ک

ر ہے ت ذی 

 

ر ہے     پ  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 بھی ریمام 

    -   ,   ہم جانتے ہیں کہ اگر ثبوت۔

ک

| |ت   ,   - 

 پر-   ,بھی بستہ ہوگا  | |پر اس لیے -   ,بستہ ہے ں ں کہ 

ذا 

 

ہ
 پر -   ,بھی بستہ ہوگا | |ل
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ک

  | |   پر اس لیے کہ  -   ,بھی بستہ ہوگا   ت

 پر -   ,وقفہ           اگر  

     

ک

 اس طور پر کہ  کے لیے ائ  تقسیم     ت

∑ (     )  
 
     (  | |)   (  |  |)  

 

    
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔) 

 میں   اور اگر 

    (  )    
 

    (  )    
 } 

  (    )   (    )  ∑(  
    

 )  

 

   

 

 ∑,(     )(     )-  

 

   

 

 ∑,(     )(   )-  

 

   

 

   ∑(     )  

 

   

 

   
 

    
   

 کا اس طور پر کہ -   ,ہوگا کے لیے تقسیم     اس لیے 

 (    )   (    )    

ذا  

 

ہ
 -   ,    ل

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 اس لیے ضیہ  ب

ر ہے   اگر  ۔4ضیہ  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

   پر  ہے  اور-   ,ریمام 

ک

 اور -   ,    و ئی مستقل حقیقی عدد ہے، ت

∫   ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

  کا ثبوت طلبا کی مشق کے لیے چھوڑ دب ا گیا ہے۔اس ضیہ  ثبوت۔

ر ہیں اور  اگر   ۔5ضیہ  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ر ہوگا    پر  تو -   ,ریمام  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر اور-   ,ریمام 

∫ (   )( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

ذا   -   ,ں گے بستہ ہو      اس لیے  -   ,     ں ں کہ ثبوت۔

 

ہ
 پر -   ,بھی بستہ ہوگا وقفہ       پر ل

   -   ,   اور    اگر  

ک

δت
 
ا ہے  اس طور پر  

ک

 کہ وجود رکھ

 (    )   (    )  
 

 
‖  ‖جہاں    

 
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔) 
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   -   ,   اور 

ک

δت
  
 کہ ہے  اس طور پر    

 (    )   (    )  
 

 
‖  ‖جہاں    

  
 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔) 

         اگر 

ک

 ت

‖ ‖  ‖  ‖ ‖ ‖  ‖  ‖ 

                  ‖ ‖     ‖ ‖      

  تقسیم 

ک

 ( حیح  ہوں گے2( اور )1کے لیے ) ت

 اور غور کیجیے

 (     )   (     )   (     ) 
 , (   )   (   )-  , (   )   (   )- 

 
 

 
 
 

 
   

     δ     { 
 
  
  
}     (   ) ‖ ‖جہاں       

 -   ,      اس لیے

   ,   -  ∫  ( )  
 

 

    
‖ ‖  

∑ (  )  

 

 

 

   ,   -  ∫  ( )  
 

 

    
‖ ‖  

∑ (  )  

 

 

 

 مگر

   
‖ ‖  

∑(   )(  )  

 

 

    
‖ ‖  

∑* (  )   (  )+  

 

   

 

    
‖ ‖  

∑ (  )  

 

   

    
‖ ‖  

∑ (  )  

 

   

 

 اس لیے

∫ (   )( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

 نتائج: 

i)   اگر     ,   -    

ک

∫اور  -   ,     ت (   )( )  
 

 
 ∫  ( )  

 

 
 ∫  ( )  

 

 
 

ii)   اور  -   ,     اگر        

ک

(     )ت   ,   - 

    -   ,     اگر   ۔6ضیہ  

ک

 -   ,     ت

 پر  -   ,بستہ ہیں وقفہ      اس لیے  -   ,     ں ں کہ ثبوت۔
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 پر  -   ,بھی بستہ ہوگا وقفہ     اس لیے  

 اب غور کیجیے

(   )  (   )       

    
 

 
 ( 1۔۔)۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔     - (   )  (   ),

    -   ,     گزشتہ قضیوں کے مطابق ہم جانتے ہیں کہ اگر  

ک

ر ہوں گے وقفہ      اور     ت ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر  -   ,بھی ریمام 

   

ک

ر ہوں گے   (   )اور   (   )ت ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 بھی ریمام 

ر ہوگا  (   )  (   )پھر   ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 بھی ریمام 

ذا  

 

ہ
ل

 

 
,(   )  (   ) -   ,   - 

 -   ,     یعنی

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

ر ہو سکتا ہے وقفہ       نتیجہ:  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

  کہ   پر  -   ,ریمام 
 

 -   ,     ج

( )  مثاك:  {
              
       

( ) اور    {
              
       

    

ک

 ت

(   )( )   ( ) ( )         

ر ہے۔    اب  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ائ  مستقل تفاعل ہوا ، اس لیے یہ ریمام 

  کہ ہم دیکھتے ہیں کہ
 

ر نہیں ہیں۔   ج ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

       اور  -   ,   اگر  ۔7ضیہ 

ک

 اور -   ,   اور  -   ,   ت

∫  
 

 

 ∫  
 

 

 ∫  
 

 

 

ری کی کافی اور ضروری شرط کے مطابق -   ,   ں ں کہ   ت۔ثبو ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

  ریمام 

ک

   ت

 

کی پیمائش صفر   غیر مسلسل نقاط کے س

 ہوگی۔

 

 

ر ہے کہ س
 
 کی پیمائش صفر ہے۔ -   ,  اہر

 -   ,   اس لیے  

 -   ,   اس طرح 

 کا۔-   ,ہے   تقسیم   کا اور  -   ,ہے  اگر تقسیم  

ریے-   ,تقسیم ہوگا       

 

 
ریے ہوں گے۔      کاجس کے ج

 

 
 کے ج

 (    )  (    )   (       )  ∫  
 

 
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔) 

 اس لیے-   ,   ں ں کہ 
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∫  
 

 

 ∫  
 

 

 

(  

ک

 ( سے1ت

 (    )  (    )  ∫  
 

 
 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  

 لینے سے +(    ) *   

∫  
 

 

  (    )  ∫  
 

 

 

∫ لیکن  
 

 
 ∫  

 

 
 -   ,   ں ں کہ   

 اس لیے

∫  
 

 

  (    )  ∫  
 

 

 

 لینے سے +(    ) *   

∫  
 

 
 ∫  

 

 
 ∫  

 

 
 (3۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  

 (    )  (    )  ∫  
 

 

 

 اس لیے-   ,   ں ں کہ  

 (    )  (    )  ∫  
 

 

 

 

∫  
 

 

  (    )  ∫  
 

 

 

 لینے سے +(    ) *   

∫  
 

 
 ∫  

 

 
 ∫  

 

 
 (4۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  

 ( سے4( اور )3ات )مساو

∫  
 

 

 ∫  
 

 

 ∫  
 

 

 

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

رائنے  سے اس و  یوں لمل کیا جا سکتا ہے کہ نوٹ:

 

 من درجہ ب الا  تصور و  ی 

∫  
 

 

 ∫  
  

 

 ∫  
  

  

  ∫  
  

  

   ∫  
 

    

 

-   ,اور  -   ,   اگر   نوٹ:  ,   -   

ک

 -   ,   ت
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( ) مثاك ۔  2
       
               

ر ہوگا وقفہ ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر -   ,

( ) اگر  حل۔  ( )  جہاں          ( )  اور                

  ( )  اور پر  -   ,وقفہ مسلسل ہے   

∫   ( )  
 

 

  ∫     
 

 

 
 

 
 

( )  اور پھر           

ذا  

 

ہ
 پر  -   ,مسلسل ہے وقفہ   ل

ذا  

 

ہ
ر ہے وقفہ   ل ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر  -   ,ریمام 

 نچہ 

∫   ( )  
 

 

  ∫     
 

 

 ,   -    

  ً اا

ک

 ن
 ج
ت

ک

ی

 

ر ہے وقفہ   ن ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر  اور   -   ,ریمام 

ر ہے وقفہ   ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر  -   , ریمام 

ذا 

 

ہ
ر ہوگا وقفہ        ل ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر  -   ,ریمام 

 اس لیے 

∫  ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 
 

 
   

 

 
 

∫  
 

 
∫ Inequalities on) پر لامساوات  ( )  ( )  

 

 
) 

( ) اور   -   ,   اگر   ۔8ضیہ        ,   -  

ک

∫ت  ( )  
 

 
   

 -   ,   دب ا گیا ہے کہ   ثبوت۔

  ں ں کہSupremumاور Infimumپر -   ,وقفہ   اور    کے  اگر تفاعل

ک

( ) ہوں، ت اس   -   ,      

    لیے

  کسی بھی تقسیم

ک

 کے لیے -   ,  ت

 (   )   (   )   (   )    

∫  ( )  
 

 

    * (   )+    

ذا

 

ہ
 ل

∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

   

 کیا گیا۔

ک

 
ات

 

 ب
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( ) اور   -   ,   اگر    ۔9ضیہ        ,   -  

ک

∫|ت  ( )  
 

 
|  ∫ | ( )|  

 

 
 

ر ہےاس لیے ں  ں کہ ثبوت۔ ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ر ہوں گےبھیر| | اور| |ریمام  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر۔-   ,یمام 

∫  | ( )|  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫ | ( )|  
 

 

 

  ∫ | ( )|  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 ∫ | ( )|  
 

 

 

 اس لیے

|∫  ( )  
 

 

|  ∫ | ( )|  
 

 

 

ا ضروری نہیں ہے۔ نوٹ:

 

 ضیہ  ب الا کا عکس حیح  ہوب

( ) اگر  ك:مثا  {
                    
                  

 

  کہ -   ,وقفہ غور کیجیے کہ
 

ر نہیں ہے ج ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ر ہے ۔ | |پر  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 

( ) اور  -   ,     اگر   ۔10ضیہ     ( )    ,   -   

ک

∫ت  ( )  
 

 
 ∫  ( )  

 

 
 

 -   ,     اس لیے  -   ,     ں ں کہ   ثبوت۔

( ) اور ں ں کہ دب ا گیا ہے  اس لیے-   ,    ( )  

 ( )   ( )       ,   - 
 (   )( )       ,   - 

 ∫ (   )( )  
 

 

   

 ∫ , ( )   ( )-  
 

 

   

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

   

       ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

ت  Supremumاور  Infimumکے  پرتفاعل-   ,وقفہ   اور  اور -   ,   اگر    ۔11ضیہ 

ک

 ہ ی ںی

 (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

∫    اور  ( )  
 

 
 -   ,  جہاں  (   )  

  Supremumاور  Infimumپر -   ,وقفہ   اور    کے  ں ں کہثبوت۔

ک

 ہیں، ت
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   ( )       ,   - 

ر ہیں، یعنی اور    ں ں کہ   ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 مستقل ہیں اس لیے 

∫    
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫    
 

 

 

 اس لیے

 (   )  ∫  ( )  
 

 
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔) (   )  

 اس لیے، -   ,  اور ں ں کہ  

      

  

ک

 ت

∫    
 

 

 ∫    
 

 

 ∫    
 

 

 

 اس لیے

 (   )   (   )  ( 2۔۔۔۔۔۔۔۔) (   )  

∫کی قیمت پر     ( سے مناس  2( اور )1مساوات )  ( )  
 

 
 ہوگا۔ (   )  

 کیا گیا۔

ک

 
ات

 

 ب

( ) اگر  مثاك:   سبھی    -   ,        √ 

ک

( )  کے لیے -   ,  ت  
 

√    
 ہوگا۔   

رھتا ہوا ہے۔ اس لیے[1، 3وقفہ ]  اور ں ں کہ  

 

 پر  ی 

 ( )  √         

( )      اور  √      √    

 اس لیے

 (   )  ∫ √      
 

 

 √  (   ) 

   ∫ √      
 

 

  √   

|( ) |اور -   ,   اگر    ۔11ضیہ        اور -   ,      

ک

∫|ت  ( )  
 

 
|   (   ) 

 اس ضیہ  کا ثبوت طلبا کی مشق کے لیے چھوڑ دب ا گیا ہے۔ثبوت۔

  -   ,   اگر    ۔12ضیہ 

ک

( ) ت  ∫  ( )  
 

 
 پر مسلسل ہوگا  -   ,وقفہ     -   ,     

 پر -   ,اس لیے بستہ ہوگا -   ,   ں ں کہت۔ثبو

 کہ  ہوگا  طور پر اس     اس لیے 

| ( )|       ,   - 
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    اور   -   ,  اگر 

  

ک

 ت

 (   )   ( )  |∫  ( )  
   

 

 ∫  ( )  
 

 

| 

 |∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
   

 

 ∫  ( )  
 

 

| 

 |∫  ( )  
   

 

| 

  |     | 
  | | 
  

 

| |اگر     
 

 
 

 ہیں    کسی بھی

ک

 . کے لیے ہم لے سکت
 

 
/ 

 اس طور پر کہ 

 (   )   ( )     | |    

ذا  

 

ہ
ا   -   ,  نقطہ ل  پر مسلسل ہے۔-   ,وقفہ پر مسلسل ہوا گوب 

  -   ,   ،اور -   ,   اگر  ۔13ضیہ 

ک

( ) پر مسلسل ہےت  ∫  ( )  
 

 
ر  ہوگا  اور   نقطہ-   ,    ذی 

 

پر تفرق پ 

  ( )   ( ) 

 پر مسلسل ہے-   ,   ،ں ں کہثبوت۔

 طور پر کہ  اس     کے لیے    اس لیے

| ( )   ( )|     |   |  (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

| |غور کیجیے کہ     

  

ک

 ت

 (   )   ( )  ∫  ( )  
   

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 ∫  ( )  
   

 

 

∫  ( )  
   

 

  ( )∫   
   

 

   ( ) 

|
 (   )   ( )

 
  ( )|  |

 

 
∫  ( )  
   

 

 
 

 
∫  ( )  
   

 

| 

 |
 

 
∫ * ( )   ( )+  
   

 

| 
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| |
|∫ | ( )   ( )|  
   

 

| 

 
 

| |
|∫    
   

 

|  
 

| |
 | |   

 

ر  ہے اور    نقطہ  اس لیے   ذی 

 

( )  پر تفرق پ    ( ) 

 تبصرہ:

( ) اگر   .1  ∫  ( )  
 

 
  -   ,وقفہ   

ک

 پر مسلسل ہے ت

 ( )  ∫  ( )  
 

 

    
   
 ( ) 

  -   ,وقفہ   اگر .2

ک

( ) پر مسلسل ہے ت  ∫  ( )  
 

 
ر ہوگا سبھی  -   ,    ذی 

 

کے لیے اور  -   ,  تفرق پ 

  ( )   ( ) 

-   ,  اور -   ,   تعریف: اگر   ( )  کہ ہے اس طور پر     ( )    ,   -  

ک

ا  ت و  اصلی تفاعل ب 

ا( Primitive)اولیہ ا ہے۔ (Anti Derivative)ضد تق ہ  ب 

ک

 کہا جاب

 : تبصر 

ا۔  اگر     .1

ک

     اولیہ ہے   کا اولیہ یکتا نہیں ہوب

ک

ا ہے          کا ت

ک

 کا۔   بھی اولیہ ہوب

( ) مثاك کے طور پر   -   ,  اور           

 پر۔  -   ,مسلسل ہے       ہمیں معلول ہے کہ 

  اولیہ رہے گا۔کا      اس لیے

-   ,  اگر   ( )  بہ  معرفہ              

ک

 ت

  ( )  (      )          ,   - 

ذا   

 

ہ
( ) ل  پر۔  -   ,کا اولیہ ہوا     تفاعل        

( ) اور اگر     بھی              

ک

 ت

  ( )  (        )          ,   - 

ذا   

 

ہ
( ) ل ا ہے         

ک

 پر۔   -   ,بھی  اولیہ ہوب

ا ہے۔

ک

 یعنی اولیہ یکتا نہیں ہوب

ا ضروری نہیں اس کے اولیہ کے وجود کے لیے۔     .2

 

 کا مسلسل ہوب

( ) مثاك کے لیے    8
     

 

 
    

      
    -   ,وقفہ   

ک

( )  پر۔ ت  8
     

 

 
    

 

 
    

                  
 

ر  ہے 
 
 پر    مسلسل نہیں     اہر

     -   ,و    اگر  

ک

( )  پر دیکھیں ت   کہ اولیہ کا وجود ہے۔  -   ,مسلسل نہیں ہے ( )  
 

 پر۔ ج
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 کیجیے کہ   ۔1مثاك 

ک

 
ات

 

ب

√ 

 
 ∫

    

 
  

 

 
 

 

 
√ 

 
 

 غور کیجیے  حل ۔

 ( )  
    

 
 

   ( )  
           

  
 
(      )     

  
 

           0  
 

 
1    ( )       0

 

 
 
 

 
1 

0وقفہ   اس لیے 
 

 
 
 

 
اا ہوا ہے ۔  1

ک

ن

 

ھی

گ

 میں  

اا ہوا ہے،  اس لیےاب ں ں کہ  

ک

ن

 

ھی

گ

 

 (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

 √ 

  
.
 

 
 
 

 
/  ∫ (

    

 
)   

 

 

 

 

 
 √ 

 
.
 

 
 
 

 
/ 

 
√ 

 
 ∫ (

    

 
)   

 

 

 

 

 
√ 

6
 

( ) اگر   ۔2مثاك  ∫ √      
 

 
       

ک

 معلول کیجیے۔( )     ت

 دب ا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )  √        ,   - 

   ( )   ( )        ( )   ( )  √   6  √       

       محسوب کیجیے:  ۔3مثاك
∫ |   |
 
   

   (   )
 

رض کیجیے کہ  حل۔  

 

( ) ق  ∫ |   |
 

 
( ) اور          (   ) 

   
    

 ( )  ∫ |   |
 

 

         
    

 ( )     (   )    

   
    

 ( )

 ( )
 
 

 
      

 اب لاپتاك کے قاعد  کے ذریعے سے

   
    

  ( )

  ( )
    
    

|   |

   (   )
    
    

(   )

   (   )
   

 کیجیے  ۔4مثاك

ک

 
ات

 

∫  ب
   

    

 

 
 
 

 
 

رض کیجیے کہ حل۔

 

 ق

 ( )  
 

    
 

 اس لیے
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  ( )  
(    )   (   )

(    ) 
 

 
     

(    ) 
 

ر ہے کہ  
 
اا  ہو اہر

ک

ن

 

ھی

گ

 ہے۔-   ,ا  وقفہ 

  

ک

( )        ت       ( )  
 

 
 

 ہم جانتے ہیں کہ

 (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

 (   )  ∫
   

    

 

 

 
 

 
(   )    ∫

   

    

 

 

 
 

 
 

 کیجیے کہ    ۔5مثاك

ک

 
ات

 

∫  ب √      
 

 
  √   

( )    غور کیجیے کہحل۔   √        ,   - 

ر ہے کہ 
 
ذا-   ,بستہ ہے وقفہ   اہر

 

ہ
 پر اور پڑھتا  ہوا ہے۔ ل

   ( )  √         ( )  √     √   

ذا -   ,   ئ  رنگی ہے اس  لیے    ں ں کہ 

 

ہ
 ل

 (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

 (   )  ∫ √      
 

 

 √  (   )    ∫ √      
 

 

  √   

 کیا گیا۔

ک

 
ات

 

 ب

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 15.3

ل کی خصوصیات ہیں۔ ام میں بعض 
م
ھ

ک

ن

 ے ریمام 
ی

 

قط

ل کے اہم قضیوں پر۔ یہ تمال 
م
ھ

ک

ن

اس موجودہ اکائی میں ہم نے توجہ دی ریمام  

ا ضروری نہیں ہے ام و  مثالوں کے 

 

 ے اور خصوصیات مسائل و  حل قضیوں کے عکس حیح  ہوب
ی

 

قط

ل کے 
م
ھ

ک

ن

ذریعے تحقیق میں لیا گیا ہے۔ ریمام 

 مسائل و  حل کیا گیا۔ ہیں۔ ام و  استعماك کر کے بہت سے کرنے میں مدد گار ہوتے

 (Keywords)کلیدی الفاظ 15.4

ل
م
ھ

ک

ن

 ، عکسریمام 
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 15.5

 (Objective Answer Type Questions) جواب ات کے حامل سوالاتمعروضی 15.5.1

    -   ,   اگر   .1

ک

∫|ت  ( )  
 

 
|            

2.   

ک

ر ہو ت ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

∫اگر ریمام   ( )  
 

 
 ∫  ( )  

 

 
                   

         اور       پر -   ,وقفہ    اور  اور  -   ,   اگر   .3

ک

 ہیں  ت

              ∫  ( )  
 

 

                 

   -   ,   اگر   .4

ک

 ________________ت

   -   ,     اگر   .5

ک

∫ت (   )( )  
 

 
 ________________ 

   -   ,   اگر   .6

ک

 ت

a) | |ر نہیں ہے ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ر ہوگا مگر| | (b ریمام  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

  عکس  نہیںریمام 

c) | |ر ہوگا اور عکس بھی حیح  ہوگا ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 و ئی نہیں (d ریمام 

     اور  -   ,   اگر   .7

ک

 اور-   ,    ت

a) ∫   ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 
b) ∫   ( )  

 

 

 ∫    ( )  
 

 

 

c) ∫   ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 
d) و ئی نہیں 

( ) پر اور     -   ,مسلسل تفاعل ہے وقفہ     اگر .8  ∫  ( )  
 

 
    ,   -  

ک

 ت

a) 

  ( )   ( )    ,   - 
b) 

  ( )    ( )    ,   - 

c) 

 ( )    ( )    ,   - 
d) 

 ( )   ( )    ,   - 

( ) اور -   ,     اگر   .9   ( )    ,   -  

ک

 ت

a) ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 
b) ∫  ( )  

 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

c) ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 
d) ∫  ( )  

 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

( ) اگر   .10  ∫ √           
 

 
   

ک

 ( )  ت

a) 
√ (    ) 

b) 
√(    ) 

c) 0 d) 
√(    ) 
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 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات15.5.2

ر تفاعل کی و ئی ب انچ خصوصیا ت بیام کیجیے۔ .1 ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

 ے۔ .2
ھی
لھ

ر تفاعل کی جمع اور ضرب کی  خصوصیا ت  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

ر تفاعل کی تعریف کیجیے اور مثاك دیجیے۔ریما .3 ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 م 

 کیجیے -   ,   اگر   .4

ک

 
ات

 

  ب

ک

 -   ,    ت

ا ضروری نہیں۔ .5

 

ری کے لیے  تفاعل کا مسلسل ہوب ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ائ  مخالف مثاك دیجیے یہ قائل کرنے کے لیے کہ 

 (Long Answer Type Questions)طویل  جواب ات کے حامل سوالات  15.5.3

         اور       پر -   ,وقفہ    اور  اور  -   ,   اگر   .1

ک

 ہیں  ت

 (   )  ∫  ( )  
 

 
∫اور (   )    ( )  

 

 
  (   )   ,   - 

     اور  -   ,   اگر   .2

ک

 اور -   ,     ت

∫ (   )( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 کیجیے کہ  .3

ک

 
ات

 

∫  ب √      
 

 
  √   

 کیجیے کہ  .4

ک

 
ات

 

∫  ب
   

    

 

 
 
 

 
 

 کیجیے  .5

ک

 
ات

 

∫ب             
 

 
 ∫    

 
         

 

 
 ∫    

 
   

 

 
 

 کیجیے  .6

ک

 
ات

 

ب

√ 

 
 ∫

    

 
  

 

 
 

 

 
√ 

 
 

رکردہ اکتسابی مواد 15.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, R. G. Bartle, D.R. Sherbert 

2. A Text Book of Mathematics Vol. II, S. Chand 

3. Real Analysis , J. N.Sharma, A. R. Vashishtha 
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 16اکائی   

ک

ن

ی احصا کا اسای  ضیہ  ۔    

مل
ھ

 ے اوسط :
ی

 

قط

 قیمت 

.
                                          

                   
/ 

را

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   16.0

 مقاصد   16.1

16.2    

مل
ھ

ک

ن

 کا اسای  ضیہ  احصای 

ل حاصل جمع کی اتہائ کے طور پر   16.3
م
ھ

ک

ن

 

 ے   16.4
ی

 

قط

 اوسط قیمت 

 قیمت کا پہلا ضیہ اوسط  16.4.1 

 اوسط قیمت کا دوسرا ضیہ  16.4.2 

 اکتسابی نتائج   16.5

 کلیدی الفاظ   16.6

 نمونہ امتحانی سوالات   16.7

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات 16.7.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات 16.7.2

 طویل  جواب ات کے حامل سوالات 16.7.3

رکردہ اکتسابی مواد   16.8

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید 16.0

ر  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ہم اورام  کے متعلقہ مسائل و  حل کرنے میں استعماك کیا۔ اس اکائی میں  تفاعل کی خصوصیات و  دیکھا پچھلی اکائی میں ہم نے 

 

مل
ھ

ک

ن

  کر کے اسے متعلقہ مسائل   و  حل احصا  کا اسای  ضیہ  اور  اوسط ی

ک

 
ات

 

اور یہ  بھی   کرنے میں استعماك کریں گےقیمت کا پہلا اور دوسرا  ضیہ  ب

ل  حاصل جمع
م
ھ

ک

ن

   جانیں گے کہ 

م
ھ

ک

ن

ا ہے۔ مسائل و   

ک

 کی اتہائ ہوب

ل

 ے اور اوسط  قیمت کے قضیوں و  استعماك کر کے  حل کریں گے۔ ی
ی

 

قط

 احصا کے 

 (Objectives)مقاصد 16.1

 ہو جائیں گے:اس  اکائی کے تم   پر طلبا مندرجہ ذیل قضیوں  و  سمجھ  کر ام کے متعلقہ 
 
  مسائل و  حل کرنے کے قاب

   ل کا اسای  ضیہ
م
ھ

ک

ن

 

 ے 
ی

 

قط

 اوسط قیمت کے 

16.2  

مل
ھ

ک

ن

 (Fundamental Theorem of Integral Calculus)کا اسای  ضیہ  احصا ی

ر  ہے   اور اگر  -   ,   پر اور  -   ,ائ  مسلسل  تفاعل ہے    اگر بیام:  ذی 

 

کے  -   ,  تمال  س طرح  سے کہپر  ا -   ,تفرق پ 

( )  لیے     ہے  (Primitive)اولیہ   یعنی  ( )  

ک

 کا ت

∫  ( )  
 

 

  ( )   ( ) 

ر ہے   ں ں کہ ۔ثبوت ذی 

 

 پر اور  -   ,تفرق پ 

  ( )   ( )    ,   -      (1)   

 اور +                 *  کی ائ  تقسیم  -   ,وقفہ اس لیے-   ,   اور ں ں کہ

                       

  

ک

 ت

   
‖ ‖  

∑ (  )    

 

   

 ∫  ( )  
 

 

 

ر وقفہ  ں ں کہ 
 
ر ہے اس لیے مسلسل بھی ہے ر ذی 

 

 پر۔             -       ,تفرق پ 

 اس لیے لگرانج کے اوسط قیمت ضیہ  کے مطابق 

 (  )   (    )  (       ) 
 (  )    (       )             

∑, (  )   (    )-

 

   

 ∑  (  )    

 

   

 

 سے (1)مساوات 
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∑, (  )   (    )-

 

   

 ∑ (  )    

 

   

 

 * (  )   (  )+  * (  )   (  )+    * (  )   (    )+  ∑ (  )    

 

   

 

  (  )   (  )  ∑ (  )    

 

   

 

    
‖ ‖  

, (  )   (  )-     
‖ ‖  

∑ (  )    

 

   

 

 ( سے2مساوت )

 ( )   ( )  ∫  ( )  
 

 

 

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

ل احصا کا دوسرا اسای  ضیہ  بھی کہتے  ہیں۔1تبصرہ)
م
ھ

ک

ن

 (:اس ضیہ  و  

   -   ,مسلسل ہے وقفہ    (:اگر 2تبصرہ)

ک

∫پر  ت   ( )  
 

 
  ( )   ( ) 

 کیجیے کہ  ۔1مثاك

ک

 
ات

 

∫ب      
 

 
 
 

 
 

( ) ں ں کہ  حل۔ ذا  پر بھی -   ,پر اس لیے یہ  مسلسل ہے     

 

ہ
∫مسلسل ہوگا ۔ل      

 

 
 کا وجود ہوگا۔ 

( ) اگر   
  

 
   -   ,اولیہ لیا جائے وقفہ  

ک

ر ہے وقفہ   پر ت ذی 

 

ر ہے تفرق پ 
 
( )  پر اور  -   , اہر      ( )    

,   - 

ل کے اسای  ضیہ  کے مطابق
م
ھ

ک

ن

ذا 

 

ہ
 ل

∫      
 

 

  ( )   ( )  
  

 
 
  

 
 
 

 
 

 کرو کہ  ۔2مثاك

ک

 
ات

 

∫ب      
 

 
 
 

 
(       ) 

( ) اگر  حل۔   یہ مسلسل ہے      

ک

ذا ۔ پر -   ,ور خصوصاً پر ا  ت

 

ہ
∫ل      

 

 
 کا وجود ہوگا۔ 

( )  اب اگر        ( )    ,   - 

  

ک

( ) ت  
 

 
 اولیہ ہوگا۔    

  

ک

 ت

∫      
 

 

  ( )   ( ) 

 
 

 
    

 

 
    

 
 

 
(       ) 
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ک

 
ات

 

  کیا گیا۔ب

 کرو کہ  ۔3مثاك

ک

 
ات

 

∫ب        
 

 
 
 

 
(           ) 

( ) حل۔ ( ) پر بھی مسلسل ہوگااور اگر  -   ,پر اس لیے وقفہ   مسلسل ہے          
     

 
   -   ,لیا جائے وقفہ  

ک

 پر ت

  ( )        

ل احصا کے اسای  ضیہ  کے مطابق -   ,کا وقفہ    اولیہ ہے  اس لیے 
م
ھ

ک

ن

  

ک

 پر۔ ت

∫        
 

 

  ( )   ( )  
 

 
(           ) 

 کیجیے کہ  ۔4مثاك

ک

 
ات

 

( ) ب ر ہوگا وقفہ  - ,   ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

∫پر اور  -   ,  , -   
 

 
 
 

 
 

( ) ہم جانتے ہیں کہ  حل۔   بستہ ہے اور صرف د ود نقاط پر غیر مسلسل ہے۔ اس لیے   لیکن  ۔مسلسل ہےپر    نقطہ - ,  

ر ہوگا وقفہ  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 پر۔ اور -   ,ریمام 

∫  , -   
 

 

 ∫  , -   
 

 

 ∫  , -   
 

 

 

 ∫     
 

 

 ∫  ( )   
 

 

 

   
 

 
 
 

 
 

 قی سوالات:مش

 کیجیے کہ  .1

ک

 
ات

 

∫ب
 

    
   

 

 
 
 

 
 

 کیجیے کہ  .2

ک

 
ات

 

∫ب
 

    
   

 

 
 
 

 
 

 

ل حاصل جمع کی اتہائ کے طور پر 16.3
م
ھ

ک

ن

(Integral as a Limit of a Sum) 

   -   ,   اگر    ۔1ضیہ 

ک

∫ت  ( )  
 

 
       ∑   (    ) 

  ، جہاں      
   

 
 

 و  یوں بھی لکھا جا سکتا ہے +                 *  اور تقسیم    -   ,   کہ  ں ں   ثبوت۔

  *                   + 

ر  تحت وقفہ کا طوك 
 
  ر

ک

  ت
   

 
 -      (   )  ,   ہوگا اور  

             ، جہاں           (   )  اگر  

  

ک

 ت

∫  ( )  
 

 

    
‖ ‖  

∑ (  )   

 

   

 

   
   

∑  (    )
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      (:سلسلہ و  اس طرح لکھو 1تبصرہ)
 

 
∑  .

 

 
/ 

    

(:2تبصرہ)

 

 
اور   کے عوض  

 

 
 لکھو۔   کے عوض  

   (:3تبصرہ)
   

∫کے عوض   ∑  
 

 
 لکھو۔ 

 کیجیے کہ ۔5مثاك

ک

 
ات

 

ل حاصل جمع کی اتہائ کے طور پر استعماك کرتے ہوئے ب
م
ھ

ک

ن

∫       
 

 
        

رض کیجیے کہ   حل۔

 

( ) ق ذا ۔ مسلسل ہےپر-   ,وقفہ  اور      

 

ہ
∫ل       

 

 
 وجود ہوگا۔کا  

 ضیہ  ب الا کے مطابقاب 

∫  ( )  
 

 

    
   

∑  (    )

 

   

،   
   

 
 
 

 
 

 ∫       

 

 

    
   
∑

 

 
   
  

 

 

   

    
   

 

 
[   

 

 
    

  

 
      

  

 
] 

    
   

 

 
<
   .

 

 
 
   

 
 
 

 
/     

  

  

   
 

  

= 

    
   

 

[
 
 
 
 
 

(
   

 

  
 

  

)

    
 

 
(  

 

 
)     

 

 

]
 
 
 
 

 

  
 

 
    

 

 
    

 

 
      

 

 
        

ل ۔6مثاك
م
ھ

ک

ن

∫
 

   
  

 

 
 کرو کہ         

ک

 
ات

 

ر کرو اور ب
 
 و  حاصل جمع کی اتہائ کے طور پر اہر

        
   

[
 

   
 

 

   
   

 

  
] 

 حل۔ 

   
   

[
 

   
 

 

   
   

 

  
]     

   
∑

 

   

 

   

 

    
   

 

 
∑

 

  
 

 

 

   

 

 ∫
 

   
  

 

 

 

( ) اگر   
 

   
    ,   -  

ک

ذا   ت

 

ہ
 -   ,   مسلسل ہے۔ ل

 غور کیجیے

 ( )      (   )     ,   - 
  ( )   ( )    ,   - 
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 اسای  ضیہ  کے مطابق

∫
 

   
  

 

 

  ( )   ( ) 

  ( )   ( ) 
    (   )     (   ) 
    ( ) 

 مشقی سوالات:

 کرو کہ  .1

ک

 
ات

 

0           ب
 

 
 

 

   
   

 

  
1 

 کرو کہ  .2

ک

 
ات

 

             ب
 

 
0   

 

 
    

 

 
      

 

 
1 

 کرو کہ  .3

ک

 
ات

 

∑      ب
 

     
 
    

 

 
 

م  .4
ھ

ک

ن

∫ل 
 

   
  

 

 
 و  حل کرو حاصل کی اتہائ و  استعماك کرتے ہوئے۔ 

 

 ے 16.4
ی

 

قط

 (Mean Value Theorems)اوسط قیمت 

 (First Mean Value Theorem)ضیہ   پہلا  اوسط قیمت کا   16.4.1

   -   ,  ہیں اور     اور     تفاعل کے       اور -   ,   اگر 

ک

∫ت  ( )  
 

 
اور اگر تفاعل مسلسل  (   )  

  

ک

 ہے ت

∫  ( )  
 

 

 (   ) ( )       

ر ہے کہ
 
( )   ثبوت۔ اہر       ,   - 

ر ہیں۔      اور   -   ,   ں ں کہ   ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 مستقل ہیں اس لیے 

ذا 

 

ہ
 ل

∫    
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫    
 

 

 

 اس لیے 

( )    (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

 -   ,  اور ں ں کہ 

      

ر ہیں۔  اور   ،   ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 مستقل ہیں  اس لیے  

 اس لیے 
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∫    
 

 

 ∫    
 

 

 ∫    
 

 

 

 اس  لیے

( )    (   )   (   )   (   ) 

 س  قیمت کے لیےکی  منا   ( سے 2( اور )1مساوات )

∫  ( )  
 

 

  (   ) 

  کسی   اور اگر 

ک

( ) کے لیے  -   ,  مسلسل ہے ت  ہوگا۔تو پھر   

∫  ( )  
 

 

 (   ) ( ) 

 ہوا۔

ک

 
ات

 

 ضیہ  ب

 (Second Mean Value Theorem)اوسط قیمت کا دوسرا ضیہ   16.4.2

( ) اور  -   ,     اگر  بیام:        ( )       ,   -  

ک

کہ  ہوگا اس طور پر -   ,   ت

∫  ( ) ( )  
 

 
  ∫  ( )  

 

 
  کہ  
 

 پر۔ -   ,ہیں وقفہ    اور      کے   تفاعل     ج

 ثبوت۔ 

رض کرو کہ غیر منفی تفاعل ہے یعنی (1صورت )

 

( ) : ق  بستہ  ہے۔ اس لیے  اس لیے  -   ,   ں ں کہ  -   ,      

   ( )       ,   - 

 اور  

  ( )   ( ) ( )    ( ),  ( )   - 

 ∫   ( )  
 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 

 اس لیے

( )    ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

( )   اور ں ں کہ   اس لیے   

               ( )    ( )    ( ) 

 ∫   ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 

 اس لیے

( )    ∫  ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

  یہ ہوگا کہکی قیمت کے لیے  ( سے مناس  2( اور )1مساوات  )
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∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

( ) غیر مثبت ہے یعنی   اگر  : (2صورت)       ,   -   

ک

( )  ت  اور نتیجہ ب الا سے    

∫  ( ),  ( )-  
 

 

  ∫   ( )  
 

 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 ہوا۔دونو صورتو

ک

 
ات

 

 ں میں ضیہ  ب

 (: 1تبصرہ)

    ضیہ  ب الا میں دی گئیں شرائط کے علاوہ اگر 

ک

 کہ ہے  ح سےاس طر -   ,   مسلسل ہے ت

∫  ( ) ( )  
 

 

  ( )∫  ( )  
 

 

 

 -   ,  اس لیے کہ 

( ) اور -   ,    اس لیے  ہوگا۔  

( ) اور  -   ,     (      اگر 2تبصرہ)        ,   -   

ک

 ت

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 ہیں ۔     اور      پر  -   ,کے وقفہ   تفاعل     جہاں 

 کیجیے  ۔7مثاك

ک

 
ات

 

ب

 

 
 ∫

  

√    

 

 
 

 
 

√  
 

رض کیجیے کہ  حل۔

 

( ) ق  
 

√    
 

  

ک

  0ًٔ  پر  اور خصوصا مسلسل ہے      ت
 

 
 پر 1

  0مسلسل ہے      √اور 
 

 
       پر ں ں کہ  1

  0          اور ں ں کہ 
 

 
( ) اس لیے  1  

 

√    
  0مسلسل ہے  

 

 
 پر۔ 1

ذا 

 

ہ
ر ہے   ل ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

0  
 

 
 پر 1

  اوسط قیمت

ک

 ے سےت
ی

 

قط

  کے پہلے 

   (  
 

 
) ∫

  

√    

 

 

 

  ( ) (
 

 
  ) 

 
 

 

 

√    
 

    (
 

 
)       

 

 6
 



260 

 

        
 

 6
 

        (  
 

 6
) 

 
 

 
 

 

√    
 
 

√  
 

 اس لیے

 

 
 ∫

  

√    

 

 

 

 
 

√  
 

اوسط قیمت ضیہ  کی مدد سے قائل کرو کہ   ۔8مثاك 

 

 
 ∫       

 

 
 

 
 

 √ 
 

رض کرو کہ حل۔

 

( ) ق         0  
 

 
1 

ر ہے 
 
ذا   اہر

 

ہ
  0   مسلسل ہے ل

 

 
 ے کے مطابق 1

ی

 

قط

 اور اوسط قیمت  کے پہلے 

   0  
 

 
1  ∫       

 

 

 

 

      .
 

 
  / 

 
 

 
     

    
 

 
              

 

 
 

        √  

 
 

 
 
 

 
     

 

 
√  

 
 

 
 ∫       

 

 

 

 
 

 √ 
 

 

 
      

 
کے لیے      اور   √

 

 
      

 
ذا  

 

ہ
 ہے ۔ ل

 

 
 ∫       

 

 

 

 
 

 √ 
 

  کیجیے کہ   ۔9مثاك 

ک

 
ات

 

ب

  

  
 ∫

  

       
  

 

 
 
  

 
 

رض کیجیے کہ   حل۔

 

( ) ق  
 

       
( ) اور       

ر ہیں اور   اور   ں ں کہ  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

ن اس لیے 
 
چی
سل
سل
م

 ائ  ہے وقفہ   

ک

 پر  -   ,کی علام

                      

 
 

 
 

 

       
 
 

 
 

 ( )  
 

       
  کے لیے

 

 
   

 

 
 پر -   ,وقفہ

  اوسط قیمت کے دوسر  ضیہ  کے مطابق

ک

 ت
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 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

          
 

 
∫     
 

 

 ∫
  

       
  

 

 

 
 

 
∫     
 

 

 

                 
 

 
 
  

 
 ∫

  

       
  

 

 

 
 

 
 
  

6
 

                          
  

  
 ∫

  

       
  

 

 

 
  

6
 

 کرو کہ  ۔10مثاك

ک

 
ات

 

ب

 

 
 ∫

     

    
  

 

 
 
 

 
 

رض کیجیے کہحل۔

 

( ) ق         ( )  
 

    
     

ر ہے 
 
( ) اور -   ,     مسلسل ہیں اس لیے   اور   اہر                ,   - 

اا ہوا ہے۔ اس لیے   اور  ں ں کہ 

ک

ن

 

ھی

گ

 

       ( )  
 

 
 

( )            اور    

  

ک

,  اوسط قیمت کے ضیہ  کے مطابقت
 

 
 اس طور پر کہ-  

∫
     

    
  

 

 

  ∫        
 

 

  ( )∫        
 

 

 
 

 
 

∫
     

    
  

 

 

  ( )
 

 
          

 لیکن

      
 

 
  ( )    

 
 

 
 
 

 
 
 

 
  ( )    

 

 
 

 
 

 
 ∫

     

    
  

 

 

 
 

 
 

 کرو کہ  ۔11كمثا

ک

 
ات

 

(   )     اوسط قیمت کے ضیہ  کی مدد سے ب  
 

   
     

رض کیجیے کہ حل۔

 

( ) ق     ( )  
 

   
 پر -   ,وقفہ      

ر  بستہپر  -   ,وقفہ   اور   ہم دیکھتے ہیں کہ  ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

  ائ  ہی کی  ہی ساتھ ہیں۔  اور 

ک

  اگر۔ ہےپر -   ,علام

ک

 ت

                

   
 

   
 

 

   
 

  اوسط قیمت کے دوسر   ضیہ  کے مطابق

ک

 کے بیچ ہوگا  اور            کی د ود    جو کہ    ت
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∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 اس لیے۔ ائ  عدد ہےروں کے درمیام تفاعل کے ب الائی قد ں جہا

∫
 

   
  

 

 

  ∫    
 

 

    

    (   )      
 

   
     

      اگر  

ک

 ت

 

   
     

 

   
 
   (   )

 
   

 
 

   
    (   )    

 نچہ 

     (   )  
 

   
ا ب 

 

   
    (   )    

∫کیا ہم   ۔12كمثا
  

    

 

  
 ہیں 

ک

  و  محسوب  کر سکت
 

 
 ؟کے ساتھ 

( ) مام  کیجیے کہ  حل۔          ( )  
 

    
         ,    - 

  

ک

( )  ت  
 

    
  ( ) 

ل کے اسای   ضیہ  کے مطابق
م
ھ

ک

ن

  

ک

 ت

∫
  

    

 

  

      ( )       (  ) 

  اگر 
 

 
  ( )  

ک

( )  رکھا جائے  ت   
 

  
        اور         اور 

 اس لیے

∫
  

    

 

  

 ∫
   

    

 

  

  
 

 
 

  متبادك 
 

 
ل کی 
م
ھ

ک

ن

  

ک

اکال ہے ں ں کہ قیمت دینے میں درس

 

 ب

 ( )  
 

 
      ( )   

 

  
 

 ۔وجود نہیں ہے  پر-    ,  کا

( ) کے لیے -    ,   اوسط قیمت کے ضیہ  کی تسدیق  کرو اگرتمال ۔13مثاك ( ) اور      ہوں۔     

( ) کے لیے -    ,   دب ا گیا ہے کہ تمال   حل۔ ( ) اور      ہیں۔     

 ۔  ہیں مسلسلپر-    ,وقفہ   اور    ہم دیکھتے ہیں کہ 
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( ) اور-    ,     اس لیے       ,    - 

 ب اوسط قیمت ضیہ  کی تمال شرائط پوری ہوئیں۔ ا

( )   ∫  ( ) ( )  
 

  

 ∫      
 

  

 ,      -  
  

 

 
 

 اور 

∫  ( )  
 

  

 ∫     
 

  

 ,  -  
        

    

 
 

(  ) مسلسل ہے۔ اس لیے وہ   پر  -    ,ں ں کہ  ( ) اور      ر قیمت  کے بیچ کی  
 
ا ر

ک

 ۔ ہےرکھ

رض کیجیے کہ

 

   ق
 

    
ا ہے۔     ں ں کہ ہے۔ 

ک

 اس لیےہوب

            

        اور اگر  

ک

 اس طور پر کہ -    ,   ت

( )    ( )∫  ( )  
 

  

 
 

    
 
    

 
 
 

 
 

ذ کرتے ہیں کہ2( اور )1مساوات )

  

 ( سے ہم اج

∫  ( ) ( )  
 

  

  ( )∫  ( )  
 

  

 

 نچہ  اوسط قیمت کا ضیہ  دول کی تصدیق ہوتی ہے۔

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 16.5

 اس اکائی میں ہم نے بہت ہی اہم  ضیہ  پر بحث کی جو کہ  

مل
ھ

ک

ن

ا ہے۔اس و  استعماك کرتے ہوئے   ی

ک

مسئلے  حل چند احصا کا اسای  ضیہ  کہلاب

 کیے اور ام کیے۔ اس کے علاوہ ہم نے اوسط قیمت

ک

 
ات

 

 ے بھی ب
ی

 

قط

 و  استعماك کرتے ہوئے  مسائل و  حل کیا۔ کے دو  

 (Keywords)کلیدی الفاظ 16.6

 

مل
ھ

ک

ن

 کا اسای  ضیہ  احصا  ی اوسط قیمت ضیہ ، 

 (Model Examination Questions)نہ امتحانی سوالاتنمو 16.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات16.7.1

ی احصا  کا اسای  ضیہ  .1

مل
ھ

ک

ن

                 

 ے۔ ضیہ  کا بیام اوسط قیمت کے پہلے .2
ھی
لھ
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3. ∫ | |  
 

  
                  

4. ∫       
 

 
 ____________ 

5.       
 

 
. 

 

   
 

     
  

 /  ___ 

6. ∫  , -  
 

 
                  

a) 

 

 
 b)   

c) 

 

 
 d)   , - 

7. ∫ , -  
 

 
                  

a)   b)   

c)   d) و ئی نہیں 

( )  اگر .8           

ک

رھتا ہوا ہے    ت

 

 پر              ی 

a) 
,   - b) 

(   ) 

c) 
(   ) d) 

,   - 

( )  تفاعل  .9  | |  |   | ر  ہے|   |  ذی 

 

 پر              تفرق پ 

a)       b)          

c)      d) و ئی نہیں 

( ) اگر   .10               

ک

( )   اور  (   )  معلول  کرو کہ  ت   ( )   ( ) 

a) وجود نہیں ہے b) 

 

 
 

c) 

 

 
 d) 

 

 
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات16.7.2

مل  .1
ھ

ک

ن

 احصا کا اسای  ضیہ  بیام   کیجیے۔ ی

 اوسط قیمت کا پہلا ضیہ  بیام کیجیے۔ .2

 اوسط قیمت کا دوسرا  ضیہ  بیام کیجیے۔ .3

 (Long Answer Type Questions)طویل  جواب ات کے حامل سوالات16.7.3

مل  .1
ھ

ک

ن

    کیجیے۔ ی

ک

 
ات

 

 احصا کا اسای  ضیہ  بیام اور ب

  کیجیے۔ .2

ک

 
ات

 

 اوسط قیمت کا پہلا ضیہ  بیام اور ب
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  کیجیے۔ .3

ک

 
ات

 

 اوسط قیمت کا پہلا ضیہ  بیام اور ب

 

مل
ھ

ک

ن

 کیجیے یدرجہ ذیل سوالات و  

ک

 
ات

 

 :احصا کے اسای  ضیہ   ب ا اوسط قیمت ضیہ  میں سے مناس  ضیہ  کا استعماك کرکے ب

4. 
 

 
 ∫       

 

 
 

 
 

 √ 
 

5. 
 

 
 ∫

  

√    

 

 
 

 
 

√  
 

6.       .
 

 
 

 

   
   

 

  
/       

7.       
 

 
.   

 

 
    

 

 
      

 

 
/         

8. ∫       
 

 
           

9. ∫
  

    

 

 
 
 

 
 

10. ∫
  

√    

 

 
 

 
 

 
 

11.   ∫ √      
 

 
           √  

12. 
 

 √ 
 ∫

  

√   
  

 

 
 
 

 
     √  

13. 
  

  
 

  

        
    

رکردہ اکتسابی مواد 16.8

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introduction to Real Analysis, R. G. Bartle, D.R. Sherbert 

2. A Text Book of Mathematics Vol. II, S. Chand 

3. Real Analysis , J. N.Sharma, A. R. Vashishtha 
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 ہ اب ات:

ر جواب کے لیے لفظوں کی تعداد
 
ارتن ہے۔ تمال حصوں یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل ہے: حصہ اوك، حصہ دول اور حصہ سول۔ ر

 

اش

 سے سوالوں کا جواب دا ہ  لازی ہے۔

ر سواك کا جواب  10حصہ اوك میں  ۔1
 
ا/مختصر جواب والے سوالات ہیں۔ ر

 

لازی سوالات ہیں جو کہ معروضی سوالات/خالی جگہ پر کرب

ر سواك کے لیے 
 
              بر ک مختص ہے۔ 1لازی ہے۔ر

 حصہ دول میں آٹھ سوالات ہیں۔ اس میں  ۔2

 
 
 

ر سواك کا جواب تقری
 
سے طال  علم و  و ئی ب انچ سوالات کے جواب دینے ہیں۔ ر

ر سواك کے لیے 200
 
6      مختص ہیں۔ اتبر ک 6لفظوں پر مشتمل ہے۔ ر     

  تینسوالات ہیں۔ اس میں سے طال  علم و  و ئی  ب انچل میں سوحصہ  ۔3

 
 
 

ر سواك کا جواب تقری
 
سوالات کے جواب دینے ہیں۔ ر

ر سواك کے لیے لفظوں 500
 
            مختص ہیں۔ اتبر ک 10پر مشتمل ہے۔ ر

 حصہ اوك

(i) رع  تد

ک

 کی تعریف کیجیے۔ توای

(ii) ر

ک

 کی ائ  مثاك دیجیے۔ ئ  رنگی توای

(iii)  

 

2  س
 

 
 کے کتنے اتہائئی نقطے ہوں گے 3    

a)   b)   

c)   d) و ئی نہیں 

(iv) رین د  ب الا

ک

 ۔کی تعریف کرو اقل ی

(v) ∑
 

  
 
 تدق ہوگا اگر    

a)     b)     

c)     d) و ئی نہیں 

 نمونہ امتحانی پرچہ

 )حقیقی تجزیہ( رب اضی

BSMM401CCT 

   مسٹر(ں تھا(-ی  بی۔ایس

ات:

 

اب

 
 

70ن           :

ک
ک

گھنٹ3وق  
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(vi) ر کی ائ  مثاك د

ک

رھتے ہوئے توای

 

 و۔ی 

(vii)  ۔کی ائ  مثاك دیجیے تسلسلیکساں 

(viii)  تفاعل ( ) ر نہیں۔    ، | |  ذی 

 

 غلط\حیح     پر تسلسل ہے مگر تق ہ پ 

(ix) کیجیے۔ و  بیام  روك کا نظریہ 

(x) ۔ بیام کیجیےاوسط قیمت نظریہ و  کے و شی 

 حصہ دول

 ہوگا۔ (union)بتلاؤ کہ دو کھلے سٹوں کا اتحاد  .2

 

 بھی ائ  کھلا س

 ہے۔ کیا یہ بیام اتحاد  .3

 

اہی بند سٹوں کا تقاطع بھی ائ  بند س

 
ک

 ہے ائ  مثاك کے  (union)بتلاؤ کہ لام

ک

کے لیے درس

 ذریعہ سمجھائیے۔ 

       بتلاؤ کہ  .4
 

  ٔ ٓںجہا 
 

   
 

 

   
   

 

   
ر ہے۔ ہےائ  تدق

ک

 توای

∑سلسلہ  .5
    

     
 
 ۔کی جانچ کرو استدقاقکے     

  سلسلہبتلاؤ کہ  .6

√ 

 
 
√ 

 
 
√ 

 
 ۔تدق ہے  

ی جانچ کے استعماك سے بتلاؤ کہ  .7

مل
ھ

ک

ن

∑
 

  
(   ) 

ع ہے اگر     تدق ہے اگر     

ک

سی
م

 ۔   اور 

( ) (   )اگر .8  
       

       
( ) اور          

ک

 کے تسلسل ہونے کا امتحام کرو۔ ( ) ت

( ) تفاعل  .9  8
    

 

 
   

    
ری  پر تفرق    کی   ذی 

 

 جانچ کرو۔ کی  پ 

 حصہ سول

( ) بتلاؤ کہ  .01  | | ر نہیں۔      ، |   |  ذی 

 

 پر تسلسل ہے لیکن تفرق پ 

 کرو کہ .00

ک

 
ات

 

( )  ب  
 4 

 
   

 
 
 5 

 
 
   

 
 
 

،  ( )    ہو   

ک

ذ تق ہ مگر ہے  مسلسل   پر     کہ ؤبتلا ت

 

رپ   ۔نہیں ی 

 بتلاؤ کہ ذیل میں دیے گئے لسلے تدق ہیں۔ .12

(i)

√ 

 
 
√ 

 
 
√ 

 
    (ii)

 

     
 

 

     
 

 

     
   

ا روا مبیا و  ضیہ  قیمت سطوا کے نجالیگر .13

 

 ب

ک

 
( )  سے كستعماا کے سا رواکیجیے ت  کی (   )(   )  

cکیجیے لمعلو   
 

  0   کہ ج
 

 
1 

( ) بتلاؤ کہ  .14 ل  -   ,،      
م
ھ

ک

ن

ر ہے نیز پر  ذی 

 

∫پ   ( )  
 

 
 ہے۔      
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BSMM450CCP 

 

 

 

 

 

 

 لیب مینوك

 حقیقی تجزیہ
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امہ

 

 تصدیق ب

 تصدیق کی جاتی ہے کہ بئ یس ی  )ں تھا مسٹر(   حقیقی تجزیہ  کے تجرب اتی حصہ کے کال کا یہ اصلی ریکارڈ ہے جسے

 

______________________________________________________________ 

رنل اردو یونیورسٹی کے اسٹڈی سینٹر

 

 

 

ا اذٓاد ن

 

 میں تعلیمی ساك _______________________________نے مولاب

 کے دورام تیار کیا۔___________ 

 

 

 

اریخ

ک

 دستخط و نسلر          ب
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ر اور سلسلو۔  5بلاک  

ک

 ں کے ملی  مسائلتوای

(Practical Problems on Sequences and Series) 

 

پر مشتمل ہے۔ جس میں حقیقی اعداد اور بستہ سٹس سے متعلق کئی تعریفات اور مسائل ہیں جو اکائی  20سے  17ب انچواں بلاک اکائی  

ر اور ام کے  18میں درج ہیں۔ اکائی  17

ک

 20اور  19کے تجرب اتی مسائل پیش کیے گئے ہیں۔ اکائی  (Convergence)استدقاقمیں توای

اہی سلسلوں سے متعلق کئی مسائل اور ام کے حل دیے گئے ہیں۔میں 

 
ک

 لام

 

 سٹس نظال اور بستہعددی حقیقی ۔ 17اکائی

(Real Number System and Bounded Sets) 

 

 (Objectives)صدمقا 17.0

 و  بہتر بنانے کے لیے حقیقی عددی نظال اور بستہ سٹس کے کئی  اس اکائی میں طلبا 

ک

 تعریفات، مثالیں اور بہت سے کی مسئلہ حل صلاح 

 مسائل دیے گئے ہیں۔

 (Introduction)تمہید 17.1

اطق عدد   اور  (     )ہیںحیح  اعداد  اور   کی ہے جہاں   ائ  ایسا حقیقی عدد جس کی شکل 

 

ا ( Rational Number) ب

ک

کہلاب

 و  ہم 

 

اطق اعداد کے س

 

ر کرتے ہے۔ ب
 
}   ہیں۔سے اہر

 

 
 
     
   

} 

ℤیہاں   ہے۔  +                     * 

 

 حیح  اعداد کا س

اطق اعداد کی مثالیں

 

 ب

    
 

  
  

 

 
  

 

 
           

 

 
 
 

 
 
 

 
 
  

 
  

عدد جو  حقیقی  ایسا

 

 
اطق عدد     

 

ا ہے (Irrational Number)کی شکل کا نہ ہو غیرب

ک

  مثلاً کہلاب

    √ 
 
  √ 

 
  √  √  √ 

 
 √ 
 
   √  √  

 و  

 

اطق اعداد کے س

 

ر کریں تو  Qاگر ہم غیرب
 
ℝسے اہر ا ہے۔      

ک

 ب ا حقیقی اعداد کا نظال کہلاب

 

 حقیقی اعداد کا س
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  (Modulus of A Real Number)حقیقی عدد کی مطلق قیمت  تعریف :

     حقیقی عدد کی مطلق قیمت : اگر 

ک

ر کرتے ہیں کی تعریف اس طرح کی گی ہے۔ | |ہم  کی مطلق قیمت جسے ہو ت
 
 سے اہر

| |  2
    
     

 

| |مثاك : |  |اور     (  )    

 (Properties of Modulusمطلق قیمت کے خصوصیات)

(i) | |        

(ii) |   |  | || |             

(iii) |
 

 
|  | |                    

(iv) |   |  | |  | |             

(v) || |  | ||  |   |          

(vi)  کسیδ | |         کے لیے     اور        

(vii)  کسیδ |   |             کے لیے      اور        

 (Bounded and Unbounded Sets)سٹس بستہ اور غیربستہ

  حقیقی اعداد 

 

 کہتے ہیں۔ ’(Aggregate)‘و  موعہعہ  Aکے ائ  غیرخالی س

  تعریف :

 

 ( / Bounded Above Set)اوپر سے بستہ س

     اور   اگر

ک

 کہا جائے گا اگر ائ  حقیقی عدد Bounded Aboveو   Aت

 

ا ہے کہ  Lس

ک

اس طرح وجود رکھ

 کہتے ہیں۔ (Upper Bound)کی د  ب الا  Aو   ’L‘، نیز          

   A = {-1, 3, 7, 9, 1, 15, 18}مثاك : اگر 

ک

  A، اس طرح           کہ  اس طرح ہے    ہو ت

 

اوپر سے بستہ س

 کی د  ب الا ہے۔ A 18ہے اور 

 Lاگر  نوٹ :

 

   Aس

ک

را و ئی بھی حقیقی عدد  Lکی د  ب الا ہو ت

 

‘سے ی  L      اور      کی د  ب الا ہے، ں ں کہ  Aبھی  ’

 ۔    

 

 

 (/ Bounded Below Setتعریف : )نیچے سے بستہ س

(  ) اگر      

 

  س

ک

 کہتے ہیں اگر ائ   Aہے ت

 

و   ’M‘اور          اس طرح ہو کہ    و  نیچے سے بستہ س

 

 

 اس طرح ہے کہ     کہتے ہیں۔ اوپر دی ی ت مثاك سے  (Lower Bound)کی د ب ائین Aس

 کا د ب ائین کہتے ہیں۔ Aو   1-، یہاں         

   کی د ب ائین M ،Aنوٹ : اگر 

ک

ا  Mہے ت

 

رسے چھوب
 
 کی د ب ائین ہے۔ Aبھی      ر

رین د  ب الا 

ک

 ( / Least Upper Boundتعریف : )اقل ی
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ا و ی عدد د ب الا نہ ہو تو  Lہو نیزL  ب الاد کی ائ   Aاگر کسی موعہعہ 

 

ا  Aو  L س چھوب رین د  ب الا ب 

ک

 Least UpperBound(l.u.b)کی اقل ی

ا ہے۔ د  ب الا و  

ک

و یہ Aکہا جاب
عل
ا ہے۔ (supremum) کا 

ک

 بھی کہا جاب

رین د  ب ائین

ک

 (/ Greatest Lower Boundتعریف : )اعظم ی

را و ئی بھی حقیقی عدد  Mہو نیز  Mکی ائ  د ب ائین Aاگر کسی موعہعہ 

 

   Aسے ی 

ک

رین  Aو   Mکی د ب ائین نہ ہو ت

ک

کی اعظم ی

 بھی کہتے ہیں۔ Infimumب ا  (Greatest Lower Bound)د ب ائین

2  موعہعہ  : بستہ1مثاك 
 

 
 ہیں۔        اور         کے لیے  3    

   -   )    : اگر  2مثاك 

ک

 ہیں۔        اور         اور           ہو ت

 کاملی  

ک

 (Completeness Axiom)کا علم متعارفہ ت

ا 

ک

رین د  ب الا رکھ

ک

 جو اوپر سے بستہ ہو ائ  اقل ی

 

  کا ائ  غیرخالی تحت  ℝ ہے۔ ای  طرح حقیقی اعداد کا وہ س

 

جو نیچے سے بستہ ہو ائ  اعظم س

ا ہے۔

ک

رین د  ب ائین رکھ

ک

 ی

 (Archimedean Property)آرشمیری اصوك 

  ائ  طبعی عدد  ℝ      اگر 

ک

ا ہے کہ  n(Natural Number)ہوں ت

ک

 ۔n.x>yاس طرح وجود رکھ

 (Intervals)وقفہ

ℝ 

 

ا ہے اگر وقفہ  (Interval)کا ائ  تحت س

ک

           اور       کہلاب

 مثالیں :

 ائ  وقفہ ہے۔   (1)

 وقفے نہیں ہیں۔       (2)

 وقفہ نہیں ہے۔ (   ) (   )   (3)

 ائ  وقفہ ہے۔ (   )    (4)

        اگر 

ک

 ہو ت

(   )   {  ℝ      }  و  کھلا وقفہ(Open Interval) کہتے ہیں۔ 

 ,   -   {  ℝ      }  و  بند وقفہ(Closed Interval) کہتے ہیں۔ 

 (   -   {  ℝ      }  و  دائیں سے بند اور ب ائیں سے کھلا وقفہ(Right Closed And Left Open Interval) 

 کہتے ہیں۔

 ,   )   {  ℝ      }  و  دائیں سے کھلا اور ب ائیں سے بند وقفہ(Right Open Left Closed Interval) کہتے ہیں۔ 

 نقطہ کی 

ک

 (Neighbourhood of a point)ہمسائ
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     اور     اگر  

 

  س

ک

 و ئی حقیقی عدد ہو ت

  ( )  *    |   |   +   کی  ’a‘و   (       ) 

ک

 کہتے ہیں۔ Neighbourhoodہمسائ

        اور     مثاك : اگر 

ک

( )    ہو ت    (           )  یعنی .  (       )   

     کی  (       ),   

ک

 ہے۔ ہمسائ

 (Interior Point)تعریف : داخلی نقطہ 

رض کرو کہ 

 

ا ہے کہ     ۔ اگر ائ  حقیقی عدد    اور     ق

ک

( )    اس طرح وجود رکھ      

ک

کا داخلی نقطہ  Aو   ’a‘ت

(Interior Point) کہتے ہیں۔ 

   (   )    مثاك : اگر 

ک

 کے داخلی نقاط ہیں۔ A، 2.1 ,3 ,3.5 ,4...ت

 

 

 (Open Set)کھلا س

ر نقطہ  Aاور     اگر 
 
   ’A ‘aکا ر

ک

 کہتے ہیں۔ و  Aکا ائ  داخلی نقطہ ہو ت

 

 کا ائ  کھلا س

 کے کھلے سٹس ہیں۔  (   )،  مثاك : 

 (Limit Point)اتہائئی نقطہ 

ا ہے اگر کا اتہائئی Aائ  موعہعہ     و ئی نقطہ 

ک

ر  a نقطہ کہلاب
 
 کی ر

ک

 کا و ئی نقطہ موجود ہو۔ Aسے مختلف  ’a‘میں  ( )  ہمسائ

Limit Point   وCluster Point ،Accumulation Point  اورCondensation Point ا ہے۔

ک

 بھی کہا جاب

 :Derived Setتعریف

 و   کسی موعہعہ  

 

ر کرتے ہیں۔ ( ) کہتے ہیں۔ اسے  Derived Setکا کے تمال اتہائئی نقاط کے س
 
 سے اہر

2  : اگر 1 مثاك
 

 
    3   

ک

( ) ہو ت  * + 

 2  

 

 گے۔ں  و ئی بھی اتہائئی نقاط نہیں ہوکے ℤاور  N،(Finite Set): و ئی محدود س

 

 

 (Closed Set)بند س

   

 

ا ہےاگر  closed set’ ‘ کا ائ  تحت س

ک

( ) کہلاب  ں۔ہومیں موجود    ل اتہائئی نقاطکے تما Aہو یعنی    

 ، کے بند سٹس ہیں۔ ، -   ,،   مثاك :

رشٹراس ضیہ  

ک

 (Bolzano – Weierstrass Theorem)بولزانووای

ا ہے۔

ک

ہ موعہعہ کا ائ  اتہائئی نقطہ ہوب

ک

ن
 ص
ی ن   
ہ

ا

 
ک

رلام
 
 ر

 (Interior of a Set)سٹکا اندروم

 

 

   کسی س

 

ا  کے تمال داخلی نقاط کا س ا ہے۔ اسے (Interior) اندروم کا داخل ب 

ک

ر کرتے ہیں۔ ( )   سٹکا ہم  کہلاب
 
 سے اہر

( )   کے لیے  -   ,    مثاك :   ہے۔ (   )   
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راتعریف: 
 
 کا حالہ ب ا گھ

 

 (Closure of a set)س

رکرتےہیں کی تعریف  ̅ جسے ہم  closureکا     اگر  
 
̅ سے اہر  ہے۔ ( )    

رض کر

 

   -   )    و کہ مثاك: ق

ک

( ) ہے ت  اور -   ,   

 ̅     ( )  (   -  ,   -  ہے۔ -   , 

 :مثالیں 17.2

17.2.1 (i)     لیے کے         | |    

  (ii)  | |    | | 

| |اور     دب ا گیا ہے کہ  :(i)حل       اگر    

ک

| |ہو ت  اور   

       | |             

 | |             

         اگر 

ک

| |      ،      ،           ،     اور     ہو ت    

| |اس طرح   ہے۔         

(ii)  اگر       

ک

 ہو ت

        | | 

      ( )   | |    | | 

     اگر 

ک

 | |   ہو ت

*))__________         | | 

     (  )   | |   | |    | | 

 کے( )*()بحوالہ  

 17.2.2 مثاك

(i)     (   )  کاDerived Set معلول کرو۔ 

(ii)  اہی تقاطع

 
ک

 کھلا نہیں ہے۔ (Arbitrary Intersection)بتلاؤ کہ کھلے سٹوں کا لام

رض کرو کہ  : (i)حل 

 

 (   )    ق

 کا اندرونی نقطہ ہے  '  

 کے لیے     

 (       )  (   )    

 کا اتہائئی نقطہ ہے۔    ،  

ر  
 
(     )کا اتہائئی نقطہ ہوگا۔ نیز  (   )   (   )  اس طرح ر  (   )  اور    

(     )  (   )    
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 کے اتہائئی نقاط ہیں۔ (   )    بھی    ،  

   (   )    ,   -  

(ii)     رض کرو کہ

 

  .   کے لیےق
 

 
   

 

 
ر          /

 
    ر

 

 ہے۔ (open set)ائ  کھلا س

لیکن  

1 1

1 1
, { }n

n n

I a a a
n n

 

 

 
    

 
 ہے کھلا نہیں۔

 

 جوکہ ائ  بند س

 :ئلملی  مثا 17.3

 ہوگا۔ (Union)بتلاؤ کہ دو کھلے سٹوں کا اتحاد  17.3.1

 

 بھی ائ  کھلا س
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 ہے۔ کیا یہ بیام ا 17.3.2

 

اہی بند سٹوں کا تقاطع بھی ائ  بند س

 
ک

 ہے ائ  مثاك  (union)تحاد بتلاؤ کہ لام

ک

کے لیے درس

 کے ذریعہ سمجھائیے۔
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 معلول کرو۔ supremumاور Infimum ں کے ذیل کے سٹو 17.3.3

(i)   2
 

 
    3  (ii)   2  

(  ) 

 
    3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



278 

 

 ل کرو۔معلوSupremumاورInfimumں کے ذیل کے سٹو 17.3.4

(i)   *         +  (ii)   2    
   
    

3 
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 معلول کرو۔Derived setsذیل کے سٹوں کے  17.3.5

(i)   2
 

 
    3 

(ii)   2  
 

 
    3 

(iii)   2
 

 
 
 

 
      3 
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ر اور ام کا ۔ 18 اکائی

ک

 استدقاقتوای

(Sequences and their Convergence) 

 

 (Objectives)مقاصد 18.0

ر کی تعریف اور اس کے مختلف مثالوں کے ب ار  میں جام کاری حاصل کریں گے۔ نیز اس کے 

ک

اس اکائی میں آپ توای

 کے طریقوں سے بھی واقف ہوکر کئی مسائل حل کرسکیں گے۔ (Convergence)استدقاق

 (Introduction)تمہید 18.1

ر حقیقی تو

ک

ر  (Real Sequence)ای

ک

 (Sequence)ب ا توای

ر 

ک

ر       ائ  تفاعل (Real Sequence)ائ  حقیقی توای
 
 ( ) کے لیے ائ      ہے جس میں ر

 میں ہوگا۔‘  

ر و  ہم  

ک

   +  *اس توای
 

ا      (  )ب 
 

ا          ب 
 

ر کرتے ہیں۔ 
 
 سے اہر

nx  اگر  : 1مثاك  n ہو تو        
                  

(  )〉        اگر 
 〉   
 

   

ک

 ہو ت

         
                               

<    اگر : 2مثاك 

 

 

 
 

 

 جفت

 طاق
 

   

ک

            ت
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
       

ر 

ک

 (Constant Sequence)مستقل توای

ر

ک

       ائ  توای
 

ا ہےاگرمستقل 

ک

ر کہلاب

ک

   ہو      توای

 ۔                         مثلاً

ر کی سعت

ک

 (:Range of a sequence)توای

ر کی سعت

ک

 و  توای

 

ر کے تمال مختلف ارکام کے س

ک

 کہتے ہیں۔ (Range)توای
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ر مثاك :

ک

       توای
   (  )     

 
 +    *کی سعت ہے  

ر  بستہ

ک

 :(Bounded Sequence)توای

ر

ک

       ائ  توای
 

ر کہلاتی ہے اگر دو حقیقی اعداد  

ک

kبستہ توای
1
, k

2
            اس طرح وجود رے ہوں کہ  

     (  )  مثاك :
 

     (  )   اور
 

ر ہیں۔ بستہ

ک

 توای

ر کی اتہائ اور 

ک

 (Limit and Convergence of a Sequence)استدقاقتوای

رض کرو کہ 

 

       ق
 

ر ہے۔ ائ  حقیقی عدد  

ک

       ائ  توای
ر      

 
حیح  کے لیے ائ  مثبت     کی اتہائء کہلاتی ہے۔ اگر ر

ا ہے کہ  Nعدد 

ک

|    |اس طرح وجود رکھ ر کرتے ہیں۔          اسے ہم        
 
 سے اہر

ر  تعریف :

ک

       ائ  توای
 

ر   ، 
 
ا ہے اگر ر

ک

|    |اس طرح ہو کہ  mکے لیے ائ  مثبت عدد    کی طرتدق کہلاب   

ر کرتے ہیں       ہو اسے ہم            یعنی      
 
 ۔سے بھی اہر

(i)  
 

 
    
     (ii)  

  

   
    
    

 رزلٹس :

ر  ۔1

ک

ر ائ  تدقتوای
 
ا ہے۔ (Bounded)بستہ(Convergent Sequence)ر

ک

 ہوب

(    )                  ۔2    

                        اگر  ۔3

ک

(      )      ت      

      اور            اگر  ۔4

ک

 ۔            ت

             اور            اگر  ۔5

ک

              ت

ر ع  تد

ک

 :(Divergent Sequence)توای

ر

ک

       ایسا توای
 

ربستہ نہ ہونے کی صورت میں  (Divergent)نہیں ہے مسدع جو تدق

ک

ا ہے۔ اگر توای

ک

ا    کہلاب کی طرف   ب 

ا ہے۔

ک

 تدع ہوب

ر 

ک

 :(Monotonic sequence) ئ  رنگی توای

ر

ک

       توای
 

ر 

ک

رھتا ہوا ئ  رنگی توای

 

ا ہے اگر  (Monotonically Increasing)و  ی 

ک

          کہا جاب

ر     

ک

اا ہوا ئ  رنگی توای

ک

ن

 

ھی

گ

ا ہے اگر  (Monotonically Decreasing)و  

ک

 ۔         کہا جاب

ر  و شی

ک

 :(Cauchy Sequence)توای

ر

ک

ر      توای
 
ا ہے اگر ر

ک

ر کہا جاب

ک

 ای

ک

 

 

|     |اس طرح ہوگا کہ  Nکے لیے ائ  مثبت حیح  عدد    و  و ش           

 رزلٹس :

رتدقہوگا۔ ا1

ک

 وہ بستہ ہو۔  ئ  ئ  رنگی توای
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ر ہے۔2

ک

 ای

ک

 

 

رو ش

ک

ر تدقتوای
 
 ۔ ر

 (Examplesمثالیں) 18.2

ر  : 18.2.1

ک

 بتلاؤ کہ توای
    

    
اا ہوا نیچے سے بستہ ہے   

ک

ن

 

ھی

گ

(Decreasing & Bounded Below) 

رض کرو کہ حل :

 

    ق
    

    
 

        
 (   )  

 (   )  
 
    

    
 

           
    

    
 
    

    
 

    
 

(    )(    )
       

             

  (  ) ر ہے۔  

ک

اا ہوا توای

ک

ن

 

ھی

گ

 ائ  

       نیز 
   (    )    

    
 

 
 

 
 

 

 (    )
 
 

 
        

    
 

 
      

 نیچے سے بستہ ہے۔       

 کرو کہ  18.2.2

ک

 
ات

 

      ب
 

    
    
 

 ہے۔ (Convergent)تدق

       دب ا گیا ہے کہ حل : 
 

    
 

  

ک

           ت
 

      
 

   
 

  
 

ر  
 
 ہوگا۔       کے لیے     ہمیں معلول ہے کہ ر

  

 

  
 

 

    
  

    
 

  
   

 

    
  

              

ر ہے۔        

ک

ذھتا ہوا توای

 

 ائ  پ 

       نیز
 

    
       

ر ہے جو اوپر سے بستہ ہے۔        

ک

رھتا ہوا توای

 

 ائ  ی 

 تدقہوگا۔       

 ملی  مسائل 18.3

       بتلاؤ کہ  18.3.1
 

  ٔ ٓجہاں  
 

   
 

 

   
   

 

   
ر ہے۔تو ہےائ  تدق 

ک

 ای
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ر  : 18.3.2

ک

      بتلاؤ کہ توای
 

  
 
 

  
   

 

  
 ہوگا۔ تدق 

  



285 

 

ر  : 18.3.3

ک

      بتلاؤ کہ توای
 

 
 
 

  
   

 

  
رہوگا۔ ائ  تدق  

ک

 توای
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 کرو کہ  : 18.3.4

ک

 
ات

 

    ب
 

    
اا ہوا، نیچے سے بستہ  

ک

ن

 

ھی

گ

ر ہے۔ 

ک

 توای
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   اگر : 18.3.5
 

 
       اور  

 

  
 کرو کہ 

ک

 
ات

 

  ب

ک

 ہوگا۔ ئ  رنگی اور بستہ     ت
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اہی لسلے  ۔19  اکائی

 
ک

  I –لام

(Infinite Series – I) 

 

 (Objectives)صدمقا 19.0

اہی سلسلوںا 

 
ک

و   (Convergence)استدقاقکی جانکاری حاصل کرکے نیز ام کے (Infinite Series)س اکائی میں طلبا لام

 جانچنے کے چند طریقوں سے واقف ہوجائیں گے۔

 (Introduction)تمہید 19.1

ر  

ک

ر کے ب ار  میں معلومات حاصل کی۔اس اکائی (Real Sequence)پچھلی اکائی میں آپ نے حقیقی توای

ک

 میں آپ اس حقیقی توای

(Real Sequence) کا مطالعہ کریں گے۔ 

 

 ی ت
سی

 

ت
 کے ارکام و  جوڈنے کے کا

رض کرو کہ 

 

   〈  〉ق
 

ر ہے۔ اس کے

ک

اہی حقیقی توای

 
ک

nائ  لام

th

ر کرتے ہیں۔ 
 
روی حاصل جمع و  اس طرح اہر

 

 
  ج

1

n

n i

i

S x n N


    

                               یعنی 

ر 

ک

   〈  〉اگر توای
 

  ہم اتہائکی قدر  

ک

∑و   (Limit Value)کی اتہائ وجود رکھتی ہے ت                
 
سے    

اہی سلسلہ 

 
ک

 کہتے ہیں۔ (Infinite Series)بیام کرتے ہیں۔ جس و  ہم لام

nاگر 

th

روی جمع کی 

 

 
ر ج

ک

   〈  〉 توای
 

 ،s  ہم سلسلہ  

ک

∑کی طرف تدق ہو ت   
 
  تدق   sو       

 

 کہیں گے۔ (Convergent)کے جات

اہی ہندسہ سلسلہ 

 
ک

  (Geometric Series)ائ  لام
 

 
 
 

  
 
 

  
    

 

    
nپر غور کریں۔ اس میں   

th

ذوی  

 

n)جمعج 

th

 

Partial Sum) 

                

    
 

 
 
 

  
   

 

    
 

  ∑   .
 

 
/
   

 
    

  
 (  .

 

 
/
 
)

.  
 

 
/
 
 

 
.  

 

  
/ 

                
 

 
.  

 

  
/  

 

 
   

 

 
   

 رزلٹس:
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اہی لسلے ہیں جو ب الترتیب    ∑اور   ∑اگر  (1

 
ک

    اور   دو لام

ک

کی طرف     ، (     )∑کی طرف تدق ہیں۔ت

 کی طرف تدق ہیں۔   ،    ∑کی طرف     ، (     )∑

∑اگر سلسلہ  (2   
 
      

ک

 ہوگا۔           تدق ہو ت

 (Cauchy’s General Principle of Convergence):  لمل اُصوك کے لیے  قاستدقاو شی کا

ر    ∑سلسلہ 
 
ا ہے کہ Nکے لیے ائ  مثبت حیح  عدد     تدق ہوگا اگر اور صرف اگر ر

ک

 اس طرح وجود رکھ

|              |             

 :|(Test –  )جانچ  –  

ا

 
ک

∑ہی سلسلہ مثبت ارقال کا لام
 

  
 
ع  p>1ہوگا اگر  (Convergent)تدق     

ک

سی
م

    ہے اگر  (Divergent)اور 

 (Comparision Test)مقابلہ جانچ 

رض کرو کہ 

 

    جہاں        دو مثبت ارقال کے دو سلسلہ ہیں۔ اس طرح ہیں کہ    ∑اوك    ∑ق

ک

 ائ  مستقل ہے ت

(i) ∑    تدق ہو   ∑تدق ہوگا اگر 

(ii) ∑    ع ہوگا اگر

ک

سی
م

ع ہو   ∑

ک

سی
م

 

 (Limit Comparision Test)اتہائ مقابلہ جانچ 

∑اگر       دو مثبت ارقال کے سلسلہ ہیں۔ اس طرح کہ    ∑اور  
  

  
      

ک

دونوں ائ  ساتھ تدق     ∑اور   ∑ت

 ع ہوں گے۔ب ا تد

 (Geometric Series)ہندسہ سلسلہ 

∑ہندسہ سلسلہ     
ہے    جہاں     

 

   
| |کی طرف تدق ہوگا اگر   ع ہوگا اگر    

ک

سی
م

    ہو اور 

nو شی کی 

th

ذر جانچ  

 

Cauchys n)ج 

th

 – root test) 

∑اگر    
 
اہی سلسلہ ہو اس طرح کہ ا    

 
ک

(  )      ئ  مثبت ارقال کا لام
 

      

ک

 ت

(i) ∑   
 
 ہو    تدق ہوگا اگر    

(ii) ∑   
 
ع ہوگا اگر    

ک

سی
م

 ہو   

(iii)     کے لیے اس جانچ سے کچھ نہیں کہا جاسکتا ہے۔ 

 (Examples)مثالیں 19.2

∑سلسلہ  (1 
    

     
 
 کی جانچ کرو: استدقاقکے     

∑ دب ا گیا سلسلہ ہے حل:
    

     
 
    

 اور       کے لیے     ہمیں معلول ہے کہ  
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∑ ں ں کہ
 

  
 ہیں کہ کی وجہ سے مقا      تدق ہے  

ک

∑بلہ جانچ کی مدد سے ہم بتاسکت
    

     
 بھی تدق ہے۔ 

2) ∑
 

(   )(   )
 
 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے     

∑ دب ا گیا سلسلہ ہے  حل:
 

(   )(   )
 
    

رض کرو کہ

 

.       ق
 

(   )(   )
/ 

    :
 

  .  
 

 
/ (  

 

 
)
; 

   لو کہ  مام
 

  
   

ک

ہے ت

  

  
 

 

.  
 

 
/(  

 

 
)

      اور  
  

  
 

 

(   )(   )
     

  ہم اتہائمقابلہ جانچ 

ک

 ہیں کہ  Limit Comparision Testت

ک

ع ہو    اور     کی مدد سے بتاسکت

ک

سی
م

گے۔ ں دونوں سلسلہ تدق ب ا 

   ∑لیکن 
 

  
∑   ∑ہے۔ اس لیے       تدق ہے، ں ں کہ  

 

(   )(   )
 بھی تدق ہوگا۔ 

∑سلسلہ  (3 (√    √ ) 
 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے     

∑دب ا گیا سلسلہ ہے  حل: (√    √ ) 
    

رض کرو کہ  

 

 ہے۔  √    √   ق

   

ک

       ت
(√    √ )(√    √ )

(√    √ )
 

 
 

√    √ 
 

 
 

√ 6  √
   

 
7

 

 
 

    4  √  
 

 
5

 

   اگر ہم  
 

    
   

ک

 لیں ت

   
   

  
  
    
   

 

√ 4  √  
 

 
5

 
 

√ 
 

          
 

  √  
 

 

 
 

  √   
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ک

 ہیں کہ  Limit Comparision Testت

ک

ع    ∑اور    ∑کی مدد سے ہم بتاسکت

ک

سی
م

۔ ں ں ہوں گےدونوں سلسلہ تدق ب ا 

∑   ∑کہ 
 

    
 ،  

 

 
ع ہے۔ اس لیے    

ک

سی
م

∑کی وجہ سے  (√    √ ) 
ع ہے۔    

ک

سی
م

 بھی 

∑سلسلہ  (4   .
 

 
/
 

 
 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے     

∑دب ا گیا سلسلہ  حل:   
 
    ∑   .

 

 
/
 

 
 ہے۔     

      اور 
 

  0 .
 

 
/
 

1
   

 

     (
 

 
) 

     
   

  
 

     
   

 
 

  
 

 
 

 
 

 
    
   

     
 

 
  

 

 
   

  بحوالے و شی 

ک

n–ت

th

ذر جانچ کے 

 

. ∑دب ا گیا سلسلہ، ج 
 

 
/
 

 تدقہوگا۔ 

 ملی  مسائل 19.3

 کی جانچ کرو۔ استدقاق 19.3.1

 (i)∑ (√     √  ) 
     (ii)∑ (√     √    ) 
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 بتلاؤ کہ ذیل میں دیے گئے لسلے تدق ہیں۔ 19.3.2

 (i)

√ 

 
 
√ 

 
 
√ 

 
    (ii)
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 کی جانچ کرو۔ استدقاق 19.3.3

   ∑
(    )

 (   )(   )
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 کی جانچ کرو۔ استدقاقذیل میں دیے گئے سلسلوں کے  19.3.4

 (a) ∑
 

(    ) 
   (b) ∑.

   

    
/
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 کی جانچ کرو۔ استدقاق 19.3.5

 (a) ∑
  

 
     (b) ∑

 

  
.
   

   
/ 
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  .∑بتلاؤ  19.3.6
 

√ 
/
  

.
 
 
/

 ۔تدق ہے 
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اہی لسلے  ۔20اکائی  

 
ک

 II – لام

(Infinite Series – II) 

 

 (Objectives)صدمقا 20.0

 Conditional)استدقاقاور مشروط  (Absolute Convergence)استدقاق، مطلق استدقاقاس اکائی میں طلبا 

Convergence) اہی سلسلو

 
ک

کی جانچ کرسکیں  استدقاقکے  ںکے مختلف مسائل و  حل کرنے کی جانکاری حاصل کرکے دیے ہوئے لام

 گے۔

 (Introduction)تمہید 20.1

اہی سلسلوں اور ام کے 19اکائی ) 

 
ک

 سے چند مختلف جانچوں کے استعماك سے کئی متعلقکے  استدقاق( میں ہم نے مثبت ارقال کے لام

ی جانچ  D’ Alemberts Ratio – Testمسائل کا حل معلول کیے تھے۔ اس اکائی میں ہم 

مل
ھ

ک

ن

اور  (Cauchys Integral Test)و شی کی 

Leibnitz – Test کے متعلق مسائل و  حل کرنے کے طریقوں کے ب ار  میں جانکاری حاصل کریں گے۔ 

 (Ratio – Test)نسبت جانچ 

      ائ  مثبت ارقال کا سلسلہ اس طرح ہے کہ    ∑اگر 
    

  
     

ک

 ت

(i) ∑    ہو    تدق ہوگا اگر 

(ii) ∑    ع ہوگا اگر

ک

سی
م

 ہو    

(iii)  اس جانچ سے کچھ نہیں کہا    اگر  

ک

 جاسکتا۔ ہو ت

ل جانچ 
م
ھ

ک

ن

 (Cauchys Integral Test)و شی 

رض کرو کہ

 

  سلسلہ  (   ,،  ق

ک

اا ہوا تفاعل ہے۔ ت

ک

ن

 

ھی

گ

∑پر غیرمنفی   ( ) 
ل     

م
ھ

ک

ن

∫اور   ( )  
 

 
ع ہو 

ک

سی
م

 گے۔ں دونوں تدق ب ا 

 (Alternating Series)متبادك لسلے 

∑ سلسلہ (  )                   
 
 و  متبادك سلسلہ کہتے ہیں۔    

∑مثلاً  
(  )   

 
   

 

 
 
 

 
 
 

 
   

    

 (Absolute Convergence)استدقاقمطلق 
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∑اگر سلسلہ    
 
∑کے لیے سلسلہ      |  |

 
  سلسلہ     

ک

∑مسدق ہو، ت   
 
 سلسلہ کہتے ہیں۔ Absolute Convergentو      

∑اگر    
 
∑مسدق ہو اور      |  |

 
ع تو اس سلسلہ و  مشروط تدق     

ک

سی
م

(Conditionally Convergent) ا ہے۔

ک

 کہا جاب

Leibnitz Test :  اگر*  +   
 

ر اس طرح ہے کہ 

ک

 ائ  مثبت ارقال کی توای

i)                      

ii)            

  متبادك سلسلہ 

ک

∑ت (  )     
 
 تدق ہوگا۔    

 (Examples)مثالیں 20.2

  کی جانچ کرو:  استدقاق (1
 

  
 
 

  
 
 

  
   

   دب ا گیا سلسلہ ہے حل:
 

  
 
 

  
 
 

  
   

   ور ا      یہاں 
 

  
 

      
 

(   ) 
 

    
  

 

 

(   ) 

 

  

  

 
 

(   )
    

 
 

(   )  
    

 

   
 

    
   

    

  
    
   

 

   
     

 کی مدد سے دب ا گیا سلسلہ تدق ہوگا۔(Ratio Test)نسبت جانچ 

∑سلسلہ  (2
         

        (    )
 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے  

∑   ∑دب ا گیا سلسلہ  حل:
         

        (    )
 ہے۔ 

    
         

        (    )
 

      
         (   )

        (    )(    )
 

 
    
  

 
         (   )

        (    )(    )
 
        (    )

         
 

 
   

    
 
 (  

 

 
)

 (     )
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:
  

 

 

     
;  

   

   
 
 

 
   

 نسبت جانچ کی مدد سے دب ا گیا سلسلہ تدق ہوگا۔  

ی جانچ کے استعماك  (3

مل
ھ

ک

ن

∑سے بتلاؤ کہ 
 

  
(   ) 

ع ہے اگر     تدق ہے اگر     

ک

سی
م

    اور 

∑دب ا گیا سلسلہ ہے حل:
 

  
 
    

رض کرو کہ 

 

( ) ق  
 

  
        ,   ) 

   ∑  ( )   
   ∑

 

  
 
    

( ) کی تعریف سے یہ ب ات واضح ہے کہ  ( )  اا ہوا تفاعل ہے۔ (   ,، ( ) اور  (   ,      

ک

ن

 

ھی

گ

 پر ائ  

 ∫  ( )  

 

 

 ∫
 

  
   ∫      

 

 

 

 

 

 
     

    
 [

 

   

    

]

 

 

 

 لیےکے   

,    - 
  ∫

 

 
  

 

 

 ∫
 

  
  

 

 

 

 ,    - 
                  

∫
 

  
  

 

 
ع ہے اس لیے   

ک

سی
م

∑
 

  
 
      

 
ع ہوگا ج

ک

سی
م

ی جانچ کی مدد سے 

مل
ھ

ک

ن

 ہو۔    

      اگر 

ک

 ہو ت

∫  ( )  

 

 

 6
    

   
7
 

 

 

   
 

   
   

    ∫  ( )  
 

 
    

ک

ع ہے ت

ک

سی
م

∑کے لیے 
 

  
 
ع ہوگا     

ک

سی
م

 کے لیے۔   بھی 

     اگر 

ک

 ہے اور      ہو ت

∫  ( )  

 

 

 6
    

   
7
 

 

    
 

   
 

 

   
 

∫  ( )  
 

 
  ،

 

   
∑کی طرف تدق ہوگا اس لیے  

 

  
 
∑ہو۔ اس طرح دب ا گیا سلسلہ     بھی تدق ہے اگر    

 

  
 
    

ع ہے اگر     گر تدق ہوگا ا

ک

سی
م

    ہو اور 

 کرو کہ  (4

ک

 
ات

 

∑ب
(  ) 

  
   

 

  
 
 

  
 
 

  
   

 تدق ہے۔    
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   دب ا گیا سلسلہ متبادك سلسلہ ہے اور  حل:
 

  
 اور               اور      یہ واضح ہے کہ  

   
   

      
   

 

  
     

ک

 ہیں کہ دب ا گیا سلسلہ  Leibnitz Test ت

ک

∑کی مدد سے ہم بتاسکت
(  ) 

  
 
 تدق ہوگا۔    
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  ملی  مسائل 20.3

 کی مدد سے بتلاؤ کہ لسلے (Ratio Test)نسبت جانچ  20.3.1

 (i) ∑
 

    
∑ (ii) اور 

  (   ) 

  
 گے۔ں تدق ہو 
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∑کی جانچ کرو  استدقاق 20.3.2
        )    )
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 کی جانچ کرو۔ استدقاق 20.3.3

 (i) ∑
  

 
    (ii) ∑

    

    
(   ) 
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ی جانچ  20.3.4

مل
ھ

ک

ن

(Integral Test)  کے استعماك سے بتلاؤ کہ سلسلہ∑
 

 (    ) 
 
ع     تدق ہوگا اگر     

ک

سی
م

ہو اور 

    ہے اگر 
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ی جانچ کی مدد سے بتلاؤ کہ  20.3.5

مل
ھ

ک

ن

∑و شی 
 

 √    

 
 تدق ہے۔    

  



306 

 

 کی جانچ کرو۔ استدقاق 20.3.6

 (i) ∑
(  )   

 √ 
 
∑ (ii) اور    

(  ) 
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کی  (Absolute And Conditional Convergence)استدقاقوط ذیل کے سلسلوں کے لیے مطلق اور مشر 20.3.7

 جانچ کرو۔

 (i) 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
∑ (ii) اور      

(  ) 
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ل - تفاعلمسلسل 6 –بلاک 
م
ھ

ک

ن

و ں کا تفرق اور 
عل
 کے ملی  مسائل تفا

.
                                            

                                            
/ 

 

۔ اکائی  24سے لیکر اکائی  21اس بلاک میں چار اکائیاں ہیں اکائی  

ک

و ں کے ب ار  میں  طلبا   میں 21ئ
عل
و ں کی اتہائ اور تسلسل تفا

عل
تفا

و ں کے تفرق 22جانکاری حاصل کرکے ام سے متعلق بہت سے مسائل حل کریں گے۔ اکائی 
عل
اور ام کے چند مسائل حل کریں  میں تفا

ری اکائی  23گے۔ اکائی 

 

ل  کے کئی مسائل کے حل معلول  24میں اوسط قیمت نظرب ات کے بہت سے مسائل حل کریں گے۔ آج
م
ھ

ک

ن

میں ریمام 

 کریں گے۔

 

 تفاعل کی اتہائ اور مسلسل تفاعلات۔21اکائی

(Limit of a Function and Continuous Functions) 

 

 (Objectives)صدمقا 21.0

 آپ اس قا 

ک

 ہوجائیں گے کہ تفاعل کی اتہائاس اکائی کے تم  ئ
 
رق کرسکیں گے اور ام سے  ب

 

اور ائ  نقطہ پر تفاعل کے تسلسل میں ق

 متعلق کئی مسائل حل کریں گے۔

 (Introduction)تمہید 21.1

 ب ات کے ب ار  میں جانکاری حاصل کریں گے۔اور اس کے تسلسل سے متعلق کئی تعریفات اور نظر  اس اکائی میں تفاعل کی اتہائ 

رض کرو کہ  تعریف:

 

کی اتہائ  ( ) تفاعل     ائ  تفاعل ہے۔ ائ  حقیقی عدد       کا اتہائئی نقطہ ہے اور  ،    ،    ق

  
 

ر     کہلائیگی ج
 
ا ہے کہ    کے لیے ائ      ہو اگر ر

ک

 اس طرح وجود رکھ

   | ( )   |            |   |    

( )       اسے ہم  ر کرتے ہیں۔   
 
 سے اہر

:

 

 رزل
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 ہوتی ہے۔ (unique) پر کسی تفاعل کی اتہائ وجود رکھتی ہے تو یہ یکتا ’a‘(اگر کسی نقطہ 1

رض کرو کہ 2

 

( )       کے لیے     دو تفاعلات ہیں اس طرح کے    ،  سے اور    (ق اور   

،        ( )     

ک

 ت

      (   )( )     ،      (  )( ) .      اور     
 

 
/ ( )  

 

 
(     ( )    

 (Continuous Functionمسلسل تفاعل)تعریف:

رض کرو کہ 

 

ا ہے اگر  مسلسل کہا پر   و    ائ  تفاعل ہے۔       ،    اور     ق

ک

( )       جاب ر  ( )  
 
یعنی ر

ا ہے کہ     ائ      

ک

( ) |اس طرح وجود رکھ   ( )|       |   | ا ہے اگر  پر مسلسل کہا و    ۔ نیز تفاعل  

ک

جاب

ر نقطہ پر مسلسل ہو۔  ،  
 
 کے ر

 نوٹ:

ا ہے۔کہا (discontinuous)پر غیرمسلسل   پر مسلسل نہ ہو تو اسے   ،   اگر (1

ک

 جاب

( )       اگر (2 ( ) ہو لیکن    ا ہے کہ  تو کہا   

ک

رطرف شدنی عدل تسلسل    ،  جاب  Removable)پر ائ  ی 

discontinuity) ا ہے۔

ک

 رکھ

ا   پر   اگر  (3

ک

 Jumpپر    ،  ہے کہ  کی سیدھے ہاتھ اور ب ائیں ہاتھ کی اتہائئی وجود رکھتی ہے مگر مساوی نہ ہوں تو کہا جاب

Discontinuity ا ہے

ک

 ۔(Discontinuity Of First Kind)رکھ

ا ہے۔ Discontinuity Of Second Kindپر   و    وجود نہ رکھتی ہوں تو  یہ دونوں اتہائئیں

ک

 کہا جاب

 (Uniform Continuity)یکساں مسلسل تعریف:

رض کرو کہ  

 

ر   و    ائ  تفاعل ہے            ق
 
ا ہے اگر ر

ک

اس     کے لیے ائ      پر یکساں مسلسل کہا جاب

ا ہے کہ

ک

 طرح وجود رکھ

| ( )   ( )|             |   |    

 :

 

ر یکساں تسلسل تفاعل تسلسل ہوگارزل
 
 ۔ر

 (Examples)مثالیں 21.2

1)       
    

      
 اگر وجود رکھتی ہو تو اسے معلول کرو۔ 

کے لیے       :حل

 

 
    

           

کے لیے      اور

 

 
    

         

 اس لیے
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       اور
    

 
 
 

 
 
 
  
 

 

   
   

    
    

 
 

 

 
 

 
  
    
    

 
 

 

 
 

 
  

 

   اس لیے 
   

 
 
 

 
 
 
  

ا۔ 

ک

 وجود نہیں رکھ

رض کرو کہ  (2

 

( ) ق  
      

   
  ہو۔مسلسلپر     ،  کی تعریف اس طرح ہوسکتی ہے کہ   پر     کیا ہے۔  (   )

( ) دب ا گیا ہے  حل:  
      

   
 اور (   )

   
   
  ( )     

   

     6

   
 

     
   

(   )(   )

(   )
    
   
      

( ) اگر        

ک

  ہوگا۔مسلسل ( ) پر     ہو ت

( ) کی تکنیک سے بتلاؤ کہ      (3   ہے۔مسلسلپر     ،      

( ) گیا تفاعل ہے دب ا  حل:     اور       

رض کرو کہ  

 

( ) |ہے۔ اگر    ق   ( )|    

  |      |  |    |   |   |    
 

 
 

|   |)اگر      
 

 
 ہو( 

  | ( )   ( )|          |   |    
 

 
 

  ( )   ہے۔مسلسلپر    ،   

 کی تعریف اس طرح کی ی ت ہے کہ  اگر تفاعل  (4

 ( )     (   ) 
       (     ) 
         (     ) 
       (   ) 

   

ک

 کے طریقوں و  بتلاؤ۔ہونے   مسلسلکے مسلسل ہونے پر بحث کرو۔ نیز غیر  ت

 دب ا گیا تفاعل حل:

 ( )     (   ) 
       (     ) 
         (     ) 
       (   ) 

 اس تفاعل کے لیے 

 ( )    
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 ( )             

 ( )           

    اور 
    

 ( )     
    

      

     
    

 ( )     
    

        

     
   
 ( ) ا ہے۔ Jump Discontinuityپر     ، ( ) وجود نہیں رکھتی ہے۔ نیز  

ک

 رکھ

    اور 
    

 ( )     
    

       

     
    

 ( )     
    

         

      
   
 ( )   ( ) 

  ہے۔مسلسل ( ) پر         

    اور 
    

 ( )     
    

          

     
    

 ( )     
    

        

      
   
 ( )      ( ) 

  ہے۔مسلسل ( ) پر         

 ملی  مسائل 21.3

( ) اگر  21.3.1    (     ) 

   (     ) 
  (   ) 

  

ک

  ہونے کا امتحام کرو۔مسلسلکے  پر   ت
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 کرو کہ  21.3.2

ک

 
ات

 

( ) ب       
 

 
(   ) 

       (   ) 

 پر      

م

ل ہوگا۔
س
سل

ک

ی
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( ) (   )اگر 21.3.3  
       

       
( ) اور    

 

 
   

ک

  ہونے کا امتحام کرو۔مسلسلپر     کے ( ) ت
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 کی تکنیک کی مدد سے بتلاؤ کہ     21.3.4

   ( )      
 

 
(   ) ، ( )   ہوگا۔مسلسلپر     ،   
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( ) کی تعریف اس طرح ہے کہ      اگر  21.3.5 ( ) راو (   )     بتلاؤ (     )  

ک

ت

  ہے۔مسلسل  پر     صرف 
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( ) پر  (1 ,0)بتلاؤ کہ  21.3.6  
 

 
  نہیں۔مسلسل ں ہے مگر یکسامسلسل 

  



317 

 

 

 I–تفرق   ۔ 22اکائی 

(Differentiation – I) 

 

 (Objectives)صدمقا 22.0

 ہوجائیں گے کہ کسی تفاعل کی ا 
 
 آپ اس قاب

ک

ری کی تعریف اس اکائی کے تم  کرنے ئ ذی 

 

ئ  نقطہ پر اور ائ  وقفہ میں تفرق پ 

ری کی جانچ کرکسیں گے۔ ذی 

 

 کرسکیں گے اور اس کی مدد سے بہت سے تفاعلات کی تفرق پ 

 (Introduction)تمہید 22.1

رض کرو کہ  تعریف :

 

-   ,  ق ر   و  نقطہ  ۔ (   )  ائ  تفاعل ہے۔ نیز     ذی 

 

ر ب ا تق ہ پ  ذی 

 

 کہا (Differentiable)پر تفرق پ 

ا ہے اگر

ک

      جاب
 ( )  ( )

   
ا ہو۔  (   )

ک

 وجود رکھ

ر کرتے ہیں۔ یعنی  ( )  پر تفاعل کا تق ہ کہلاتی ہے اور اسے     یہ اتہائبشرط وجود 
 
( )  سے اہر        

 ( )  ( )

   
اگر اتہائء 

       
 ( )  ( )

   
ا ہے کہ  

ک

ر ہے اور اسے   پر سیدھی طرف سے تق ہ    نقطہ   وجود رکھتی ہو تو کہا جاب ذی 

 

ر  (( )  ) پ 
 
سے اہر

ا ہے۔ای  طرح    کہاپر سیدھے ہاتھ کا تق ہ    کا   و   (( )  ) کرتے ہیں اور 

ک

(( )  ) جاب         
 ( )  ( )

   
و  ب ائیں  

ا ہے

ک

 ہاتھ کا تق ہ کہا جاب

(( )  ) اگر    (  ( ))   

ک

ر کہتے ہیں نیز    و   fہو ت ذی 

 

 پر تق ہ پ 

  ( )   (  ( ))  ہے۔ (( )  )  

 :رزلٹس

ر ہو تو وہ اس نقطہ پر مسلسل ہوگا۔  اگر  (1 ذی 

 

 کسی نقطہ پر تفرق پ 

ر ہوں تو ام کا  (   )   دو تفاعلات ہوں جو   , اگر  (2 ذی 

 

رق دونوں حاپر تق ہ پ 

 

ر ہیں  cصل جمع اور حاصل ق ذی 

 

پر تق ہ پ 

( ) (   )نیز    ( ) ( ) (   )اور  ( )       ( ) ای  طرح ام کے حاصل ضرب اور  ( )   

 خارج قسمت کے لیے

(  ) ( )   ( )  ( )    ( ) ( ) 

(
 

 
)
 

( )  
 ( )  ( )   ( )  ( )

, ( )- 
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( ) اور نقطہ       پر       اور نقطہ       اگر  (3   نقطہ      پر    

ک

ر ہوں ت ذی 

 

پر   اگر تق ہ پ 

ر ہے۔ نیز          ذی 

 

( ) (   )تق ہ پ   ہوگا۔ ( )   (( ) )   

 (Examples)مثالیں 22.2

( ) تفاعل  (1 ر نہیں۔تفر ہے مگر مسلسلپر   ، | |  ذی 

 

 ق پ 

( ) دب ا گیا تفاعل  حل:  | | 

   ( )  | |    

ا ہے کہ  

 

 پر تسلسل ہے۔   ، ( ) ہمیں بتلاب

    
    

 ( )     
    

| |     
    

     

( )            اور        | |             

     
   
 ( )     ( ) 

  ( )   ہوگامسلسلپر   ،  

(( )  )     نیز         
 ( )  ( )

   
 

         
| |  

 
        

  

 
    

  (  ( ))         
 ( )  ( )

   
 

         اور
| |  

 
        

 

 
   

   (  ( ))   (  ( )) 

  ( ) رتفرپر     ،   ذی 

 

 ہے۔ نہیں  ق پ 

( ) تفاعل  (2  8
     

 

 
   

    
ر ہے۔    ، 9 ذی 

 

 پر تفرق پ 

( ) دب ا گیا تفاعل  حل:  8
     

 

 
   

    
9 

 (  ( ))     
    

 ( )   ( )

   
    
    

     
 

 
  

   
 

 (  
 

رض کریں     ج

 

         (ق
(   )    .

 

   
/

  
 

    
    

     (
 

 
)     

    
    

 

 
 

 .    
    

 /  (    
    

   
 

 
) 

      
    

   
 

 
   

 (  ( ))     
    

 ( )   ( )
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(   )    .
 

   
/

   
 

    
    

    
 

 
 .    

    
 /     

    
   
 

 
 

      
    

  
 

 

 
   

   (  ( ))   (  ( )) 

  ( ) ر ہے۔   ،   ذی 

 

 پر تفرق پ 

( ) تفاعل  (3  { 
      
      

ر نہیں ہے۔    ،  ذی 

 

 پر تفرق پ 

( )    دب ا ہے حل:  { 
      
      

 

  ( )         

 ہمیں معلول ہے 

 (  ( ))     
    

 ( )   ( )

   
 

         
     

   
        (  )     

   (  ( ))         
 ( )  ( )

   
 

          
    

   
        

(   )(   )

(   )
 

                    

    (  ( ))   ,  ( )- 

  ( ) ر نہیں ہے۔    ،   ذی 

 

 پر تفرق پ 

 ملی  مسائل 22.3

( ) بتلاؤ کہ  22.3.1      
 

 
( ) اور  (   ) ر  (Continuous) مسلسلپر     ،    ذی 

 

ہے مگر تفرق پ 

 نہیں۔

  



320 

 

( ) تفاعل  22.3.2  |   | ری کی جانچ کرو۔      کے لیے  |   |  ذی 

 

 پر تفرق پ 
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( ) تفاعل  22.3.3  8
    

 

 
   

    
ری    کی   ذی 

 

 جانچ کرو۔ کی پر تفرق پ 
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( ) تفاعل  22.3.4  >
          

 

 

  .  
 

 
/
 

  
 

 

ری کی جانچ کرو۔      کی  ? ذی 

 

 پر تفرق پ 
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( ) بتلاؤ کہ  22.3.5  | | ر نہیں۔مسلسلپر       ، |   |  ذی 

 

  ہے لیکن تفرق پ 
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رض کرو کہ  22.3.6

 

( ) ق   4
 
 
   

 
 
 

 
 
   

 
 
 

( ) اور  5   بتلاؤ کہ    

ک

ر مسلسلپر    ، ( ) ت ذی 

 

 ہے مگر تفرق پ 

 نہیں۔
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 II –تفرق  ۔  23 اکائی

(Differentiation – II) 

 

 (Objectives)صدمقا 23.0

 ہوجائیں گے کہ روك، الگرانج اور  
 
 آپ اس قاب

ک

ات جام کر اس اکائی کے تم  کرنے ئ

 

و شی کے اوسط قیمت کے نظرب ات کے بیاب

  گے۔سکیں استعماك سے بہت سے مسائل حل کرام کے

 (Introduction)تمہید 23.1

اوسط قیمت کے نظرب ات کسی تفاعل کی قیمتوں و  اس کے تق ہ سے مردط کرتے ہیں۔ اوسط قیمت کے نظرب ات یہ بیام کرتے ہیں کہ  

ا ہے جو نقاط  ( )   میں منحنی  -   ,وقفہ 

ک

ا ہے جس پر مماس اس خط کے متوازی ہوب

ک

 (( )   )اور ( )   ))پر ائ  نقطہ ایسا ہوب

ا ہے۔

ک

 سے گزرب

 (Rolle’s Theorem)روك کا نظریہ 

-   ,  اگر تفاعل   اس طرح ہے کہ   

i.   ،,   - پر مسلسل ہے 

ii.   ،(   ) ر ہے ذی 

 

 نیز  پر تفرق پ 

iii.  ( )   ( ) 

  ا

ک

ا ہے کہ  (   )  ئ  حقیقی عدد ت

ک

( )  اس طور پر وجود رکھ    

 (Lagrange’s Mean Value Theorem)لگرانج کا اوسط قیمت کا نظریہ 

-   ,  اگر تفاعل   ایسا ہو کہ   

i.    میں مسلسل ہےاور -   ,وقفہ 

ii.    ر  (   )وقفہ ذی 

 

 میں تفرق پ 

ا ہے کہ

ک

  لگرانج کا نظریہ یہ بیام کرب

ک

ا ہے کہ  (   )  ائ   ت

ک

( )  اس طرح وجود رکھ  
 ( )  ( )

   
 

 (Cauchys Mean Value Theorem)و شی کا اوسط قیمت نظریہ 
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-   ,  اگر   -   ,  اور      دو تفاعل ایسے ہوں کہ   

i)    پر مسلسل ہیں -   ,دونوں   اور 

ii)    ر (   )دونوں   اور ذی 

 

  ہیںپر تفرق پ 

iii)   ( )       ,   - 

  

ک

ا ہے  اس طرح  ’c‘میں ائ  نقطہ (   )ت

ک

 کہ وجود رکھ

  ( )

  ( )
 
 ( )   ( )

 ( )   ( )
 

 (Examples)مثالیں 23.2

رض کرو کہ  (1

 

( ) ق لیے  دو مثبت حیح  اعداد ہیں۔ اس تفاعل کے    ہے جہاں   (   ) (   ) 

Rolle’s,   -کے نظریہ کی جانچ کرو۔ 

( ) دب ا گیا تفاعل  حل: ،  (   )مثبت اعداد ہیں اور     ، ں ں کہ        ہے۔ جہاں   (   ) (   ) 

ر کثیر رکنی ائ  کثیر ر ( ) ؤ کرنے پر یہ ب ات واضح ہے کہ کی مدد سے پھیلا(Binomial Theorem)و    (   )
 
کنی ہوگا۔ ں ں کہ ر

 پر تسلسل ہے۔-   ,، ( )  ہے مسلسل

( )    اور   (   )   (   )   (   )   (   )  

=(   )   (   )   , (   )   (   )- 

 (   )   (   )   ,(   )  (     )- 

   (   )   ( ) ا ہے۔ 

ک

 وجود رکھ

( )  اور     ( ) 

اس طرح ہوگا کہ  (   )  کے نظریہ کے حوالے سے ائ   Rolle’sکے نظریہ کے تمال شرائط پور  ہوئے۔  Rolle’sاس طرح 

  ( )    

   (   )   (   )   ,(   )  (     )-    

                                                 (   )  (     )    

     
     

   
 (   ) 

و ں کے لیے  (2
عل
 کے نظریہ کی جانچ کرو۔ Rolle’sذیل کے تفا

 (a)  ( )  | |      ,    - 

 (b)  ( )     .
     

 (   )
/     ,    - 

( ) دب ا گیا تفاعل  (a) حل:  | |     ,    - 
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( ) ہمیں معلول ہے کہ   ر نہیں۔ اس ( ) پر     ہے اور  مسلسلپر     ، | |  ذی 

 

کا نظریہ Rolle’sلیے تفرق پ 

 ( )  نہیں۔-    ,، | | 

ک

 میں درس

 (b)  دب ا گیا تفاعل ( )     .
     

 (   )
/ 

 (i)  ( )     (     )           (   ) 

 ہوگا۔ مسلسلپر  -   ,، ( ) پر  -   ,ہیں  مسلسل (   )    اور     ، (     )    ں ں کہ سار  تفاعلات  

( )   (ii) اور  
  

     
 
 

 
 

     

 (     )
 

ا ہے تمال  

ک

 ہوئی۔کی دوسری شرط پوری  Rolle’s(   )  ں ں کہ وجود رکھ

( )  (iii) نیز     .
     

 (   )
/         

   ( )     .
     )

 (   )
/         

  ( )   ،[a, b]پرRolle’s  ا ہے اور

ک

 ں شرائط پور  کرب

 

 

ک

 (   )  کے نظریہ کی مدد سے ائ   Rolle’sکے نظریہ کے ت

 اس طرح ہوگا کہ

  ( )    

 
     

 (     )
   

                       √   

 لگرانج کے اوسط قیمت نظریہ کی تفاعل (3

  ( )  کے لیے جانچ کرو۔ -   ,                 

( ) دب ا گیا تفاعل  حل:  ہے۔ -   ,               

( ) ائ  کثیر رکنی ہے  ( ) ں ں کہ  ( )  ہے اور  مسلسلپر  -   ,،                    ،

ا -   ,

ک

کے نظریہ کی مدد سے  Lagrangeنظریہ کے دونوں شرائط پور  ہوتے ہیں اور  Lagrange ہے۔ اس طرح پر وجود رکھ

 اس طرح ہوگا کہ (   )  ائ  

  ( )  
 ( )   ( )

   
 

          
     

 
 
  

 
   

                    

  
  

 
 
 

 
     

( )  کے لیے  (   )      اس طرح    
 ( )  ( )

   
 ہوگا۔ 
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4)  ( )   (   )(   )    ,  
 

 
 کے لیے لگرانج کے اوسط قیمت نظریہ کی جانچ کرو۔ -

( ) دب ا گیا تفاعل  حل:   (   )(   )    ,  
 

 
- 

)i(  ( )   (   )(   )   0ائ  کثیر رکنی ہے۔ اس لیے            
 

 
 ہے۔ مسلسلپر  1

)ii(    .  
 

 
/   ( ) ا ہے۔    6     

ک

 وجود رکھ

 ( )   ،.  
 

 
ر ہے / ذی 

 

 پر تفرق پ 

 ( )   0لگرانج کے دونوں شرائط   
 

 
ا ہے۔ 1

ک

 پر پور  کرب

  .  اس لیے ائ  حقیقی عدد 
 

 
ا /

ک

  ہے کہ اس طرح وجود رکھ

  ( )  
 .

 

 
/   ( )

 

 
  

 

     6    

 

 
  

 

 
  

 
 

 
 

              

   
   √  6     

  
 
6  √  

6
 

     
√  

6
 (  

 

 
) 

        اور 
√  

 
 .  

 

 
/ 

     اس طرح
√  

 
 .  

 

 
ا ہے کہ /

ک

 اس طرح وجود رکھ

  ( )  
 .

 

 
/   ( )

 

 
  

 

( ) پر تفاعلات -   ,و شی اوسط قیمت نظریہ کی  (5 ( ) اور       کے لیے جانچ کرو۔    

رض کرو کہ  حل:

 

( ) ق      ( )         ,   - 

  مسلسل ہیں۔ ( ) اور  ( ) پر  -   ,کثیر رکنیاں ہیں    ،   ں ں کہ 

( )   اور        ( )  وجود رے ہیں۔ (   )         

( )   نیز             (   ) 

ا  (   )  و شی اوسط قیمت کے نظریہ کے تمال شرائط پور  کرتے ہیں اور و شی نظریہ کی مدد سے ائ    اور    

ک

اس طرح وجود رکھ

 ہے کہ

  ( )

  ( )
 
 ( )   ( )

 ( )   ( )
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 (   ) 

 ئلملی  مثا 23.3

( ) تفاعل  23.3.1  پر رولس کے نظریہ کی جانچ کرو۔ -    ,کے لیے        
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23.3.2  ( ) 0کے لیے  (         )   
 

 
،

  

 
 کے نظریہ کی جانچ کرو۔ Rolle’sپر1
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( ) پر  -   , 23.3.3  کے نظریہ کی جانچ کرو۔ Rolle’sکے لیے   (   )   
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( ) تفاعل کے اوسط قیمت نظریہ کی جانچ کرو لگرانج 23.3.4  پر۔ -   ,کے لیے  6       6    
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 کرولگرانج کے اوسط قیمت کے نظریہ کی 23.3.5

ک

 
ات

 

                     کہ   مدد سے ب
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 کے تفاعلات کے لیےذیل کی قدر معلول کرو و شی اوسط قیمت نظریہ کے لیے      23.3.6

 (i)  ( )      ( )         ,   - 

 (ii)  ( )  √   ( )  
 

√ 
    ,   - 
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ل ریما ۔24  اکائی
م
ھ

ک

ن

 م 

(Riemann Integral) 

 

 (Objectives)صدمقا 24.0

 ہوجائیں گے کہ کسی تفاعل  
 
 آپ س  اس قاب

ک

ئل حل کرسکیں کے مثا (   ) اور  (   ) کے لیے   اس اکائی کے اختتال ئ

 گے اور ریمام 

ک

ن

ل کی تعریف کی مدد سے بہت سے تفاعلات کے ریمام تکملے معلول کریں گے۔
م
ھ

 

 (Introduction)تمہید 24.1

رض کرو کہ  تعریف:

 

محدود کی ائ  تقسیم سے مراد   ہے۔ (Closed bounded Interval)میں ائ  بند بستہ وقفہ   ، -   ,  ق

  

ک

  مرت

 

یہاں                  اس طرح ہے کہ  +            *  نقاط کا ائ  س

  اورہیںکے تحت وقفے  -   ,بند وقفہ -       ,     -       ,      -     ,    -     ,   

                                             

-   ,   ہیں۔ اگرك ام کے طو  کی تقسیم ہے۔ -   ,، +                       *  ائ  بستہ تفاعل ہے اور    

 نیز

   
   

         
 ( ) 

   
   

         
 ( ) 

  

ک

(   ) ت  ∑   
 
ریں ریما      (   ) اور  کہتے ہیں(Lower Riemann Sum)م حاصل جمع و  زی   ∑   

 
و  ب الائی      

 کہتے ہیں۔(Upper Riemann Sum)ریمام حاصل جمع

       کے دو تقسیم اس طرح ہیں کہ  -   ,وقفہ    ، Pتعریف: اگر 

ک

ا   و  تقسیم   ت ر تقسیم ب 

ک

 ہیں۔ کہتے (Refinement)کی نفیس ی

   -   ,، +       *  مثلاً اگر 

ک

 ہے۔ Refinementکا  ، +           *   کی و ئی تقسیم ہے۔ ت

:

 

رض کرو کہ  رزل

 

-   ,  ق ،   کی تقسیم اور  -   ,، +                       *  بستہ تفاعل ہے۔    

  Refinementکا  

ک

 ت

)i(   (   )   (    ) 

)ii(  (    )   (   ) 
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 نوٹ:

ر  (1

ک

 ہیں۔ (Refine)ہم دیکھتے ہیں کہ کسی تقسیم و  نفیس ی

ک  

رھتے ہیں اور ب الائی حاصل جمع گھٹ

 

ریں حاصل جمع ی   -   ,کیا جائے تو زی 

 و  

 

ر کرتے ہیں۔ -   , کے تمال تقسیموں کے س
 
 سے اہر

   -   ,، +                        *  اگر  (2

ک

‖ ‖کی تعریف ہے  ‖ ‖کی تقسیم ہو ت  

   *         + 

ل 
م
ھ

ک

ن

 (Riemann Integral)تعریف: ریمام 

-   ,  اگر  ل     
م
ھ

ک

ن

ریں    ریمام زی 

ک

کی تعریف اس طرح کی جاتی ہے۔ (Lower Riemann integral)ائ  بستہ تفاعل ہے ت

   
 
∫اسے  +-   ,    (   ) *  ( )  

 

 
ر کرتے ہیں۔ 

 
 سے اہر

∫ یعنی  ( )  
 

 
    

 
* (   )    ,   -+ 

∫طرح ای   ( )  
 

 
    

 
ل  +-   ,    (   ) *

م
ھ

ک

ن

 کہتے ہیں۔ اگر (Upper Riemann Integral)و  ب الائی ریمام 

∫  ( )  
 

 
∫اور    ( )  

 

 
∫دونوں وجود رے ہیں۔ اور    ( )  

 

 
 ∫  ( )  

 

 
   

ک

ر  -   ,و    ت ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

پر ریمام 

(Riemann Integrable)   کہتے ہیں۔ اور مشترک قدر و∫  ( )  
 

 
ر کرتے ہیں اور  

 
ل تفاعل پر تمال  -   ,سے اہر

م
ھ

ک

ن

کے   ریمام 

ر کرتے ہیں۔ -   , موعہعہ و  
 
 سے اہر

 :رزلٹس

1) ∫  ( )  
 

 
 ∫  ( )  

 

 
 

2)  (   )  ∫  ( )  
 

 
     جہاں  (   )  

     
     اور  ( )  

     
  ( ) 

-   ,  ائ  بستہ تفاعل  (3 ر    ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

اس طرح وجود رکھتی ہے کہ   کے لیے ائ  تقسیم     پر    ہوگا ریمام 

 (   )   (   )    

ر مسلسل تفاعل  -   , (4
 
  پر ر

ک

ن

ر ہوگا۔ ذی 

 

ل پ 
م
ھ

 

ر ہے۔  ہو تو  (Monotonic)میں ئ  رنگی  -   ,وقفہ   اگر  (5 ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

 ریمام 

( )  یعنی ہو )(Primitive)کا اولیہ   تفاعل   اور  -   ,   اگر  (6   ( )  

ک

 ( ت

∫ ( )  

 

 

  ( )   ( ) 

∫تو  -   ,   اگر  (7  ( )  
 

 
    
   

∑   (    ) 
  جہاں     

   

 
اور  

  *                         + 

 (Examples)مثالیں 24.2
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1)  ,   -(i) معلول کرو۔ ‖ ‖کے لیے  +  6                 *   تقسیمکی 

 (ii),    - 2  پر تقسیم  
 

 
 
 

 
 
 

 
( ) کے لیے تفاعل  3    معلول کرو۔ (   ) اور  (   ) کا     

 ہے جہاں +  6                 *  کی دی ی ت تقسیم -    ,(i) حل:

                                                

  

ک

‖ ‖   ت     *                    + 

    *                         +      
 ‖ ‖      

)ii(  دب ا گیا تفاعل ( )   2  کی تقسیم  -   ,ہے اور     
 

 
 
 

 
 
 

 
   یہاں 3  

 

 
 اور          

      
    

 

 

 ( )       

      
 

 
    

 

 

 ( )     
 

 6
 

      
 

 
    

 

 

 ( )     
 

 
 

      
 

 
     

 ( )     (
 

 
)
 

 
 

 6
 

  (   )  ∑    

 

   

 

                     

   
 

 
 
 

 6
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 6
 
 

 
 
     

6 
 

 
  

6 
 
 

  
 

  (   )  
 

  
 

 اور

      
    

 

 

 ( )     (
 

 
)
 

 
 

 6
 

      
 

 
   

 

 

   (
 

 
)
 

 
 

 
 

      
 

 
   

 

 

   (
 

 
)
 

 
 

 6
 

      
 

 
    

        

  (   )  ∑    
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 6
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 6
 
 

 
   

 

 
 

 
       6

6
 
  

6 
 
  

  
 

  (   )  
  

  
 

رض کرو کہ  (2

 

 کی تعریف اس طرح ہے  پر  -   ,ق

 ( )  {
     
      

 

  بتلاؤ کہ 

ک

 -   ,   ت

( ) دب ا گیا تفاعل ہے  حل:  {
     
      

( )    اور یہ واضح ہے کہ    ہے۔   

 پر بستہ تفاعل ہے۔ -   ,،   

رض کرو کہ 

 

ہے      اور       کی تقسیم ہے ہمیں معلول ہے کہ -   ,وقفہ  +                *  ق

            

  (   )  ∑    

 

   

 ∑    

 

   

 

                  

 (   )  ∑    

 

   

 

 ∑(  )     

 

   

 

 ∫ ( )  

 

 

    
 
* (   )+     *  +     

 اور

 ∫ ( )  

 ̅

 

    
 
* (   )+     * +    

 ∫ ( )  

 

0

 ∫ ( )  

 

 

 

   ,   -         

 کر (3

ک

 
ات

 

( ) پر  -   ,و کہ ب ر ہے اور      ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

∫      
  

 

 

 
 ہوگا۔ 

( ) دب ا گیا تفاعل ہے  حل:          ,   - 
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رض کرو کہ  

 

  2  ق
 

 
 
  

 
 
  

 
  

(   ) 

 
 
  

 
0   کی ائ  تقسیم ہے اور  -   ,، 3   

(   ) 

 
 
  

 
1   

ک

ت

   
 

 
 ہوگا۔ 

( ) ں ں کہ  رھتا ہوا تفاعل ہے۔ -   ,،    

 

 پر ی 

      
(   ) 

 
   

  

 

 ( )     
    

  
 

      
(   ) 

 
   

 

 

 ( )     
(   )   

  
 

  (   )  ∑    

 

   

 ∑
    

  
 
 

 

 

   

 

 
  

  
∑  
 

   

 

 
  

  
 (   )(    )

6
 

  (   )  
  

6
(  

 

 
) (  

 

 
) 

 اور

 (   )  ∑    

 

   

 

 ∑
(   )   

  
 
 

 

 

   

 

 
  

  
∑(   )  

 

   

  

  
(   )( )(    )

6
 

  (   )  
  

6
(  

 

 
) (  

 

 
) 

 ∫ ( )  

 

 

    
   

 (   ) 

    
   

  

6
(  

 

 
) (  

 

 
)      6       

 اور

∫ ( )  

 

 

    
   

 (   ) 

    
   

  

6
(  

 

 
) (  

 

 
)  

  

6
         

   ,   - ∫اور      ( )  
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 ئلملی  مثا 24.3

( ) پر تفاعل  -   , 24.3.1   2  اور تقسیم       
 

 
 
 

 
 ل کرو۔معلو (   ) اور  (   ) کے لیے  3  
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( ) پر تفاعل  -   , 24.3.2 ∫کے لیے بتلاؤ کہ       ( )  
 

 
 
  

 
 ہے۔ 
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( ) بتلاؤ کہ  24.3.3 ر ہے نیز  -   ,،       ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

∫پر   ( )  
 

 
 
  

 
 ہے۔ 
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( ) بتلاؤ  24.3.4 ر ہے اور  -   ,،       ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

∫پر  (    )    
 

 
 ہے۔ 
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 کرو کہ  24.3.5

ک

 
ات

 

∫ب  ( )    
 

 
   

 
( ) ہوگا ج  ہے۔      
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( ) بتلاؤ  24.3.6 ر ہوگا اور  -   ,،    ذی 

 

ل پ 
م
ھ

ک

ن

∫پر   ( )   
 

 
(     )

 

 
 ہے۔ 
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 نمونہ امتحانی پرچہ

 )لیب مینوك(رب اضی

BSMM450CCP 

   مسٹر(ں تھا( -ی  بی۔ایس

 :

ک
ک

 35کل بر ک:           Hrs 3وق

5      درج ذیل میں سے و ئی ب انچ سوالات کے جواب دیجیے نوٹ: 7 35  

 ہے۔ کیا یہ بیام اتحاد  .1

 

اہی بند سٹوں کا تقاطع بھی ائ  بند س

 
ک

 ہے ائ  مثاك کے ذریعہ  (Union)بتلاؤ کہ لام

ک

کے لیے درس

 سمجھائیے۔

ر بتلا .2

ک

      ؤ کہ توای
 

 
 
 

  
   

 

  
رہوگا۔ ائ  تدق  

ک

 توای

∑:کی جانچ کرو استدقاق .3
(    )

 (   )(   )
 
    

ی جانچ کی مدد سے بتلاؤ کہ  .4

مل
ھ

ک

ن

∑و شی 
 

 √    

 
 تدق ہے۔    

( ) کی تعریف اس طرح ہے کہ     اگر  .5 ( ) اور (   )     بتلاؤ صرف (     )  

ک

    ت

 ہے۔ مسلسل  پر 

( ) تفاعل  .6  8
    

 

 
    

     
ری    کی   ذی 

 

 جانچ کرو۔ کی  پر تفرق پ 

 کرو .7

ک

 
ات

 

                    لگرانج کے اوسط قیمت کے نظریہ کی مدد سے ب

( ) پر تفاعل  -   , .8 ∫کے لیے بتلاؤ کہ       ( )  
 

 
 
  

 
 ہے۔ 
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 تنکااہم 

 

 


