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 پیغام

۔  چار کاتتی ینڈیٹس  یہ یںکے ساقائم کی گئی۔ یکٹ کے تحتاوطنِ عزیز کی پارلیمنٹ کے  میں 1998 مولانا آزاد نیشنل ارُدو یونیورسٹی

تدریس سے تعلیم کی فراہمی (روایتی اور فاصلاتی 2(اردو میڈیم میں پیشہ ورانہ اور تکنیکی تعلیم کی فراہمی)3(اردو زباؿ کی ترویج و ترقی)1)

اور ممتازبناتے جو اسِ مرکزی یونیورسٹی کو دیگر مرکزی جامعات سے منفرد یں تیہ وہ بنیادی کات (تعلیم نسواں پر خصوصی توجہ۔2اور)

 میں بھی مادری اور علاقائی زبانوں میں تعلیم کی فراہمی پر کافی زور دیا گیا ہے۔ 3232یں۔قومی تعلیمی پالیسی 

ارُدو کے ذریعے علوؾ کو فروغ دینے کاواحد مقصد و منشا اُردو داں طبقے تک عصری علوؾ کو پہنچانا ہے۔ ایک طویل عرصے سے ارُدو  

تصدیق کردیتا ہے کہ  اس بات کیہے۔ کسی بھی کتب خانے یا کتب فروش کی الماریوں کا سرسری جائزہ رہا کادامن علمی مواد سے لگ بھگ خالی 

رسائل و اخبارات میں دیکھنے کو ملتی ہے۔ارُدو قاری اور ارُدو سماج اکثراصناػ تک محدود رہ گئی ہے۔ یہی کیفیت ‘‘ ادبی’’ کر د ارُدو زباؿ سمٹ

سے،یا مشینی یا معاشی اور تجارتی نظاؾ  ںکی صحت و بقا سےمتعلق ہو اؿ خود یہ  چاہے سے نابلد یں۔ کے اہم ترین علمی موضوعات حاضردور

علوؾ عصری عوامی سطح پر اؿِ شعبہ جات سےمتعلق اردو میں مواد کی عدؾ دستیابی نے ، کے گرد و پیش ماحوؽ کے مسائل ہوںؿ یا ا آلات ہوں

یں جن سے ارُدو یونیورسٹی کو نبرد آزما ہونا ہے۔ نصابی مواد کی صورت حاؽ بھی چیلنجزیہی وہ ۔کے تئیں ایک عدؾ دلچسپی کی فضا پیدا کردی ہے 

ارُدو کتب کی عدؾ دستیابی کے چرچے ہر تعلیمی ساؽ کے شروع میں زیر بحث آتے یں۔ چوں کہ اُردو  پر یں ہ ہے۔ اسِکولی سطح کچھ مختلف

علوؾ کے تقریباً سبھی اہم شعبہ جات کے کورسز موجود یں لہٰذا اؿِ تماؾ علوؾ کے لیے نصابی عصری  ذریعہ تعلیم  اُردو ہے اور اس میں  کایونیورسٹی 

 داری ہے۔  بوں کی اریری اسِ یونیورسٹی کی اہم ترین ذ کتا

کے بھرپور تعاوؿ ماہرین علم داراؿ بشموؽ اساتذہ کراؾ کی انتھک محنت اور  کے ذ  یونیورسٹیاسِ بات کی بے حد خوشی ہے کہ  مجھے

ویں سالگرہ 35ہماری یونیورسٹی اپنی تاسیس کی  ایک ایسے وقت میں جب کہ ہے۔ چکاشروع ہو بڑےپیمانے پر کتب کی اشاعت کا سلسلہ  بنا پرکی

 کے منارہی ہے، مجھے اس بات کا انکشاػ کرتے ہوئے بہت خوشی محسوس ہورہی ہے کہ یونیورسٹی کا نظامتِ فاصلاتی تعلیم از سر نو اپنی کارکردگی

عت اور ترویج میں بھی تیزی پیدا ہوئی ہے۔ نیز نئے سنگِ میل کی طرػ رواں دواں ہے اور نظامتِ فاصلاتی تعلیم کی جانب سے کتابوں کی اشا

ملک کے کونے کونے میں موجود تشنگاؿِ علم فاصلاتی تعلیم کے مختلف پروگراموں سے فیضیاب ہورہے یں۔ گرچہ گزشتہ دو برسوں کے دوراؿ 

 رہے تاہم یونیورسٹی نے اپنی تی  امقدوور ابلاغ کے مراحل بھی کافی دشوار کن و کووڈ کی تباہ کن صورتِ حاؽ کے باعث انتظامی امور اور ترسیل

ؾ کوششوں کو بروئے کار لاتے ہوئے نظامتِ فاصلاتی تعلیم کے پروگراموں کو کامیابی کے ساتھ روبہ عمل کیا ہے۔ میں یونیورسٹی سے وابستہ تما

ظہار کرتا ہوں کہ اؿ کی علمی تشنگی کو پورا طلبا کو یونیورسٹی سے جڑنے کے لیے صمیم قلب کے ساتھ مبارک باد پیش کرتے ہوئے اس یقین کا ا

 کرنے کے لیے مولانا آزاد اردو یونیورسٹی کا تعلیمی مشن ہر لمحہ اؿ کے لیے راستے ہموار کرےگا۔ 

 سید عین الحسنپروفیسر

 ائس چانسلرو



 پیغام
حیثیت سے تسلیم کیا جاچکا ہے اور اس طریقۂ تعلیم سے بڑی فاصلاتی طریقۂ  تعلیم پوری دنیا میں ایک انتہائی کارگر اور مفید طریقۂ تعلیم کی 

ی سے اردو آبادی کی تعلیمی صورت حاؽ کو  تعداد میں لوگ مستفید  

ہ

ہورہے یں ۔ مولانا آزاد نیشنل اُردو یونیورسٹی نے بھی اپنے قیاؾ کے ابتدائی دنوں

 ڈوِیژؿ سے ہوا 1998 اردو یونیورسٹی کا آ زمحسوس کرتے ہوئے اسِ طرزِ تعلیم کو اختیار کیا ۔ مولانا آزاد نیشنل

 

ن

 

 ش
سلن

 

ن

ا متِ فاصلاتی تعلیم اور ٹرا

 

ظ

 

ی ںی
م

عد د روایتی تدریس کے شعبہ جات قائم کیے گئے ۔ نو قائم کردہ شعبہ جات اور بعد ازاں میں باقاعدہ روایتی طرز تعلیم کا آ ز ہوا3222 اوراس کے بعد

 

می

 ڈِویژؿ میں تقرریاں 

 

ن

 

 ش
سلن

 

ن

عمل میں آئیں۔ اس وقت کے ارباب مِجازکے بھر پور تعاوؿ سے مناسب تعداد میں خود مطالعاتی مواد تحریر و ترجمے اور ٹرا

 کے ذریعے اریر کرائے گئے۔

 تعلیم کے نصابات اور نظامات کو UGC-DEB بیگز شتہ کئی برسوں سے یو جی سی۔ ڈی ای 
ِ
اس بات پر زور دیتارہا ہے کہ فاصلاتی نظاؾ

   آنگ  کر کے نظامتِ فاصلاتی تعلیم کے طلبا کے عیارر کو لند  کیاجائے۔ چوںہہ مولانا آروایتی نظا

ہ
 
قہہ

زاد نیشنل ؾ تِعلیم کے نصابات اور نظامات سے ما  

لوں کے مطابق اردو یونیورسٹی فاصلاتی اور روایتی طرزِ تعلیم کی جامعہ ہے ،لہٰذا اس مقصد کے حصوؽ کے لیے یوجی سی ۔ڈی ای بی کے رہنمایانہ اصو

 تعلیم کے نصابات کو ہم آنگ  اور عیارر لند 
ِ
از سرِ نوبالترتیب یو جی اور پی جی طلبا کے SLM کر کے خود اکتسابی موادنظامتِ فاصلاتی تعلیم اور روایتی نظاؾ

 جارہے یں۔لیے چھ بلاک چوبیس اکائیوں اور چار بلاک سولہ اکائیوں پر مشتمل نئے طرز کی ساخت پراریر کرائے 

ڈپلوما اور سر  ٹیفکیٹ کورسز پر مشتمل جملہ پندرہ کورسز چلارہا ہے ۔ بہت جلد تکنیکی ہنر پر مبنی ‘بی ایڈ‘پی جی‘نظامت ِ فاصلاتی تعلیم یوجی

اور پٹنہ، رانچی اور سری نگر علاقائی مراکزبنگلورو، بھوپاؽ، دربھنگہ، دہلی، کولکاتا، ممبئی،9کورسزبھی شروع کیے جائیں گے۔ متعلمین کی سہولت کے لیے

    122 اور امراوتی کاایک بہت بڑا نیٹ ورک اریر کیا ہے ۔اؿ مراکز کے تحت سرِ دست،وارانسی ذیلی علاقائی مراکزحیدرآباد، لکھنؤ، جموں ، نوح 6

عل

 

می

، جو طلبا کو تعلیمی اور کاؾ کر رہے یں(Programme Centres)پروگراؾ سنٹرس  32نیز(Learner Support Centres)امدادی مراکز

نے اپنی تعلیمی اور انتظامی سرگرمیوں میں آئی سی ٹی کا استعماؽ شروع کردیا ہے،نیز اپنے تماؾ  نظامت فاصلاتی تعلیمانتظامی مدد فراہم کرتے یں۔

 پروگراموں میں داخلے صرػ آؿ لائن طریقے ہی سے دے رہا ہے۔

، نیزجلد ہی آڈیو ۔ویڈیو  متعلمین کو خود اکتسابی مواد کی ساٹ  کایاںں بھی فراہم کی جا رہی یںنظامتِ فاصلاتی تعلیم کی ویب سائٹ پر      

بھی ویب سائٹ پر فراہم کیا جائے گا۔ اس کے علاوہ متعلمین کے درمیاؿ رابطے کے لیے ایس ایم ایس کی سہولت فراہم کی جارہی لنک ریکارڈنگ کا

وں جیسے کورس کے رجسٹریشن، مفوضاتہے،جس کے ذریعے متعلمین کو پروگراؾ 

 

گ ،امتحانات وغیرہ کے بارے میں مطلع کیا ،کے مختلف پہلوئ

 

ن
سل

 

ن
کو

 جاتاہے۔ 

روؽ ہو امید ہے کہ ملک کی تعلیمی اورمعاشی حیثیت سے پچھڑی اردو آبادی کو مرکزی دھارے میں لانے میں نظامت ِ فاصلاتی تعلیم کا بھی نمایاں     

 گا۔ 

 رضاء  اللہ خاؿمحمد پروفیسر 



ڈائرکٹر، نظامت فاصلاتی 

 تعلیم

  

 کورس کا تعارػ

کے موضوعات سے متعلق ہے اور یہ مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کے بی ایس  (Real Analysis)زیر نظر کتاب حقیقی تجزیہ  

سی کورس کے چوتھے سمسٹر کے نصاب پر مشتمل ہے۔ حقیقی تجزیہ ریاضی کا ایک ایسا حصہ ہے جسے اعداد اور تفاعلات کے مطالعہ کو باقاعدہ 

اور اس کے استعماؽ  (Calculus)لیے اریر کیا گیا ہے۔ یہ تصورات علم احصاء بنانے اور انتہاء اور تسلسل جیسے اہم تصورات کی چھاؿ بین کے 

سے کئی اطلاقات کو بیاؿ کرتے یں۔ اس کتاب کی نمایاں خصوصیت یہ ہے کہ اس میں مواد کو وہل طریقے سے آساؿ زباؿ میں مثالوں کے 

 ذریعہ سمجھایا گیا ہے، تاکہ طلباء اپنے مضموؿ کو ازخود سمجھ سکیں۔

ل )جرببوں( پر کتا 
ل

 

ت کی

ب کو دو حصوں میں قسیم  کیا گیا ہے۔ جس میں ہلا  حصہ نظریات )ھیورری( پر مبنی ہے اور دوسرا حصہ پر

میں حقیقی عددی نظاؾ، شمار پذیر اور بستہ سٹس کے بارے میں جاکاتری  3اور  1( اکائیوں پر مشتمل ہے۔ اکائی 16منحصر ہے۔ ہلا  حصہ سولہ )

بوؽ زانو وائراسٹراس  2ہونے سے متعلق معلومات درج ہے۔ اکائی  (Complete)کے تکمیل  Rمیں حقیقی اعداد کاسٹ  2 دی گئی ہے۔ اکائی

لامتناہی  6-8کا نظریہ اور اس کے مسائل پر ہے۔ پانچویں اکائی میں تواتر اور اس کے استدقاؼ پر کئی مثالیں اور نظریات دیے گئے یں۔ اکائی 

میں تفاعل کی انتہا تسلسل اور یکساں تسلسل پر کئی نظریات اور مسائل  9-11ور بہت سے مسائل پر مشتمل ہے۔ اکائی سلسلے اؿ کے نظریات ا

میں تفاعل کے تفرؼ کی کی کئی مسائل اور اوسط قیمت نظریات سے متعلق بہت سے مسائل دیے گئے یں۔ اکائی  13دیے گئے یں۔ اکائی 

ل اور اؿ سے متعلق 16-12
م
ک

 

ت

ل کا اساسی نظریہ اور اس کے مسائل درج میں ریماؿ 
م
ک

 

ت

 نظریات اور مسائل دیے گئے یں۔ آمی میں ریماؿ 

 یں۔

طلبا سے توقع کی جاتی ہے کہ وہ عملی کلاسوں میں شرکت کریں اور کونسلر کی رہنمائی میں جربباتی مینوؽ میں دیے گئے مسائل کو حل  

 کرنے کی مہارت حاصل کریں۔

تک جربباتی حصہ دیا گیا ہے۔ طلباکی طرػ سے  32سے اکائی  17حیت  کو ہتر  بنانے کے لیے اس مینوؽ میں اکائی طلباکی مسئلہ ؽ صلا

 کیے گئے کاؾ کا ریکارڈ وہ عملی امتحاؿ کے وقت جمع کریں۔

کرتا ہوں۔کتاب کو عیارری  اور اس کتاب کی تدوین میں مصنفین ، مترجمین ، تدریسی و غیرہ   تدریسی و انتظامی  عملے کے تعاوؿ کا شکریہ ادا 

  طلبا کی آراو قابل عمل و فہم بنانے کی ممکن کوشش کی گئی ہے، تاہم کوئی بھی کوشش اپنے آپ میں مکمل یں ہ ہوتی۔ اس ضمن میں اساتزہ  اکراؾ ، ماہرین

 مشوروں کا خیر مقدؾ کیا جائے گا۔



 

 ڈاکٹر خواجہ معین الدین

 کورس کو آرڈی نیٹر

 

 

 

 

 

 

 

 

 حقیقی تجزیہ

(Real Analysis) 
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 نظال اور شمارپذیری کا  ۔ حقیقی اعداد1اکائی 

(Real Numbers System and Countability) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   1.0

 مقاصد   1.1

1.2   ℝ کی الجبرائک اور رتبی خصوصیات 

   شمار پذیر سٹ   1.3

 1.3.1  ℝ کی غیر شمارپذیری  

 اکتسابی نتائج    1.4

 کلیدی الفاظ   1.5

 نمونہ امتحانی سوالات   1.6

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  1.6.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  1.6.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  1.6.3 

 مزید مطالعے کے لیے تجویز کردہ کتابیں   1.7 
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 (Introduction)تمہید 1.0

رك علم 19ویں صدی کے آخر تک اور 18 

گ ت

ویں صدی کے آغاز میں ریاضی داں  میکانکس، فلکیات اور ٹیکنالوجی میں تفرقی اور ان

کسی تفاعل کی سخت تاہم، نقطہ نظر شامل تصورات کی بنیادی تفہیم سے یکساں نہیں تھا۔  احصا کے اطلاقات  تیار کرنے میں مصروف تھے۔

 یہاںمسلسل تفاعلات کی خصوصیات یا مسلسل اور تفرق پذیر  تفاعلات کے درمیام تعلق کی پوری طرح سے تحقیق نہیں کی گئی تھی۔  تعریف یا

(  میں ام بنیادی تصورات کی تحقیقات میں اہم Calculusیہ محسوس کیا گیا کہ حقیقی اعداد نے علم احصا) تجرید سے زیادہ زور وجدام پر تھا۔

 ام کی قبولیت عالمگیر نہیں تھی چوں کہ اگرچہ بدیہی طور پر یہ تصور قابل قبوك معلول ہوتا ہے۔کیا ہوتا ہے؟ کردار ادا کیا۔ لیکن حقیقی عدد 

 کی مبائئی  و  دو  حیح  اعداد کے ناسب  کے طور پر ترکے وجاتا ہے کہ کسی  اکائی مربع جیسے موجود ہیں۔ یونانیوں کے زمانے سے جانا   √کچھ اعداد 

کی رسمی شکل میں کئی رکاوٹیں تھیں۔ آج بھی کسی طالب علم و  پہلی بار حقیقی نمبر کا تعارف مشکل لگتا ہے اور اس لیکن ام  ظاہر نہیں کیا جا سکتا ۔

 کائی و  پزھنے میں زیادہ صبر اور استقامت کا مظاہرہ کرنا چاہیے۔میں اکثر سادگی اور سیدھی بات نہیں ہوتی۔ اس لیے طالب علم و  اس ا

اکیلے ہی ام مقداروں کی اس کا مطلب یہ ہے کہ ناطق اعداد  ایک ناطق عدد نہیں ہے۔ √اس اکائی میں ہم یہ قائم کریں گے کہ  

 (kindedeD)ڈیڈیکائنڈ  ں جرمن ریاضی دا پیمائش کے لیے کافی نہیں ہیں جنہیں کسی لائن پر فاصلے کے طور پر دکھایا جا سکتا ہے۔

حقیقی اعداد کے وجود و  قائم کرنے کا واحد  ڈیڈیکائنڈ کٹیہ  ( نے ناطق عدد کے نظال میں ایک حقیقی عدد و  'کٹ' قرار دیا۔1831-1916)

رر طریقہ نہیں ہے۔

 

ٹ

ت

 ن
کی

(Cantor) (1845-1918وقفوں  

 

ڈ

 

ن
 س
ی

ت

ن

  کا طریقہ استعماك کیا۔ (Nested Intervals) ( نے 

( نے ایک حقیقی عدد کے وجود و  قائم کرنے 1789-1857) (Cauchy)( اور و شی1815-1897) (Weiertrass)ورسٹراس

 میں  2اکائی  ( کا طریقہ استعماك کیا۔Sequenceاور اس کی خصوصیات کا مطالعہ کرنے کے لیے ترتیب)

گ

ملی ت
مک

ہم 

(Completeness)اوپر کی طرف محدود حقیقی اعداد کا ایک غیر خالی سٹ کم از کم  م رشتہ قائم کرتے ہیں۔کے موضوعات کے درمیا

 Continuumکچھ مصنفین اس و  مسلسل خصوصیت)  ( اور ڈیولکائنڈ کٹ رکھتا ہے۔Upper Boundایک اوپری محدود)

Propertyبھی کہتے ہیں۔ ) 

 (Objectives)مقاصد 1.1

 :قابل ہو جائیں گے کہاس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس 

 (کسی مرتب میدامOrdered Field کی تعریف کر سکیں اور اس کی کچھ خصوصیات حقیقی اعداد کے موضوعات کا استعماك کر )

 کے یاد کر سکیں۔

 (شمار پذیر سٹسCountable Setsکی تعریف کر سکیں۔ ) 
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 ثابت کر سکیں کہ ℝ (غیر شمار پذیرUncountableہوتا ہے۔ ) 

1.2 ℝ ائک اور رتبی خصوصیاتکی الجبر (Algebraic and Order Properties of ℝ) 

ہوتے ہیں جنہیں جمع اور ضرب کہا جاتا ہے  درجہ ذیل خصوصیات و  مطمئن کرتے     اور     میں دو ثنائی عامل    حقیقی اعداد کے سٹ

 ہیں:

 جمعی خصوصیات

:A1 )ی خاصیت  
قلی ب

گ

ت

(                  

:A2 خاصیت( زی)تلا     (   )  (   )                

:A3 (اکائی کا وجود)     اس طرح وجود رکھتا ہے کہ 0میں ایک عنصر                   

:A4 (معکوس کا وجود)     اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   ایک عنصر  میں  کے لیے   ایک عنصر ہر  کے 

   (  )  (  )       

 ضربی خصوصیات

:M1 )ی خاصیت  
قلی ب

گ

ت

(                 

:M2 خاصیت(زی)تلا      (   )  (   )               

:M3 (اکائی کا وجود)     اس طرح وجود رکھتا ہے کہ 1میں ایک عنصر                   

:M4 (معکوس کا وجود)     طرح وجود رکھتا ہے کہاس     ایک عنصر  میں  کے لیے     ایک عنصر ہر  کے         

:M5 (جمع پر تقسیم پذیری)     (   )                      

یہ درج ذیل ہیں۔ طالب علم اوپر بیام کردہ موضوعات کا استعماك کرکے ہر ایک نتائج  سے کچھ نتائج حاصل ہوتے ہیں۔شرائط یاد رہے کہ ام 

          فرض کریں کہ ۔گے کی تصدیق کریں

i)              

ii)            

iii)             
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iv)  (    )      

 (   )            ساتھ ہی ہم جانتے ہیں کہ  

              (   )     

         

(  )      

(  )     (  )      

(  ) (  )     

 (وجود رکھتا  ہے۔Unique Solutionمیں  ایک یکتا حل )  کا       کے لیے مساوات        ہر ایک 

 میں  ایک یکتا حل وجود  رکھتا ہے۔ ساتھ ہی  کا          کے لیے مساوات        ہر ایک 

               

 Orderپر رتبی رشتہ)  و    ہوتا ہے۔ اس خاصیت      یا     کے لیے ہم جانتے ہیں کہ   اور    دو حقیقی اعداد دیے گئے کسی

Relationکہتے ہیں۔ ) 

 میدام کے موضوعات کے ساتھ ساتھ حقیقی اعداد میں ایک رتبی رشتہ ہوتا ہے۔ 

           ہمیں حاصل ہے 

 کی تعریف کرنا نہیں ہے لیکن ہم اس 

گ

 ی ت
ی

 

من
 کی تجریدی خاصیت کے ساتھ جڑا ہے۔ ہمارا مقصد 

گ

 ی ت
ی

 

من
رتبی رشتہ کا موضوعہ 

 غیر متعینہ اصطلاح کے طور پر مانتے ہیں۔و  

 و  تاکیدی مثبت حقیقی اعداد کہتے ہیں جو درجہ ذیل شرائط و  مطمئن کرتا ہو:  سٹکے غیر خالی تحت   (: Definitionتعریف)

i)  تب        اگر،        

ii)  تب        اگر،       

iii)  رجہ ذیل میں سے باکل  ایک حیح  ہے مند ،تب     اگر             ،     

و  تاکیدی منفی حقیقی اعداد کہتے  +        *  ہر ہوتا ہے کہ سٹ ظا( و  ٹریکوٹای کا قائدہ کہتے ہیں۔ اس سے iiiآخری خصوصیت)

+ *    ساتھ ہی      اور  ہیں    

 (Notationsعلامتی اظہار)



 

15 

 

اگر ریعے سے دکھاتے ہیں۔ کے ذ    ، تب ہم اسے + *    اگر  ظاہر کرتے ہیں۔ سے   تب ہم اسے      اگر 

اگر ۔ کا استعماك کرتے ہیں    اسے ظاہر کرنے کے لیے ، تب ہم + *     اگر  لکھتے ہیں اور   تب ہم اسے       

۔ اگر لکھتے  ہیں    اسے ، تب ہم   (   ) ۔ اگر سے ظاہر کرتے ہیں    اسے ، تب ہم      اگر  اور       

 ۔سے ظاہر کرتے ہیں    اسے ، تب ہم + *   (   ) ۔ اگر سے ظاہر کرتے ہیں    اسے ، تب ہم + *      

 ہم حقیقی اعداد کے لیے درجہ ذیل خصوصیات حاصل کر سکتے ہیں:

 تب          فرض کریں کہ : بیام

i)               ٔ 

ii)  ایک ہی درست ہوتا ہے:  ام میں سے و ئی              

iii)  تب     اور     اگر    

  جا سکتا ہے:یکھااس کے ساتھ ہی حقیقی اعداد کے لیے درجہ ذیل خصوصیات و  د

i)  تب     اور     اگر     

ii)  اگر اور صرف اگر    تب         اگر      

 :( اس طرح سے تعریف کی جاتی ہےAbsolute Valueکی مطلق قدر)  تب       فرض کریں کہ  تعریف:

| |                         

| |            

 ظاہر کرتے ہیں۔  سے | |( و  Absolute Valueکی مطلق قدر)  جہاں 

 اس تعریف کی بنیاد پر درجہ ذیل نتائج و  ثابت کیا جا سکتا ہے:

 (:Resultsنتائج)

i) | |            

ii) |  |         

iii) |  |  | || |        

iv) تب     اگر | |         اگر اور صرف اگر   

v)  | |    | |         

س لیے  کسی مثلث کے ایک ضلع کی مبائئی باقی دو اضلاع کی مبائئیوں کی جمع سے کم ہوتی ہے۔ من درجہ ذیل قضیہ اسی بات کا اظہار کرتا ہے اور ا

 ( کہتے ہیں۔Triangle Inequalityلامساوی )اسے مثلثی 

 قضیہ)مثلث لامساوی(:
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| ||تب         اگر بیام:  | ||  |   |  | |  | | 

| | چوں کہ  ثبوت۔ | | اور   | |        | | 

 ہمیں حاصل ہے

 (| |  | |)   | |  | |      | |  | | 

 اس طرح

|   |  | |  | | 

| |اب    |(   )   |  |   | | |اس کا مطلب یہ ہوا کہ | |   | |  |   | 

 اس طرح 

| |  | |  |   |  |   | 

 اس لیے

|| |  | ||  |   | 

 (  و  حاصل کیا جا سکتا ہے۔Inequalitiesاسی طرح دوسری لامساویوں)

ℝسٹ  تعریف:  کہتے ہیں۔ ℤو  حیح  اعداد کا سٹ+                  * 

ℚسٹ  تعریف:  2
 

 
ℚ کہتے ہیں۔ ℚو   ناطق اعداد کا سٹ  3        

 
 و  غیر ناطق اعداد کا سٹ کہتے ہیں۔     

 ((Countable Set شمارپذیر سٹ 1.3 

( رشتہ Bijectionپر  ایک دوربطی) Bسے Aاب اگر  دو غیر خالی سٹس ہیں۔ Bاور  Aفرض کرو کہ(: Countable Setشمارپذیر سٹ)

کے  Bسٹ  Aپر ہم اسے اس طرح کہتے ہیں کہ سٹمساوی طور  یا  ( کہتے ہیںSimilar Setsو  مشابہ سٹس )  Bاور  Aوجود رکھتا ہو تب 

 ( ہوتا ہے۔Equivalence Relation( سٹس کے سٹ پر  ایک  معادلی رشتہ)Similarityمساوی ہے۔ سٹس کی مشابہتی )

و   شمارپذیر  کہا جاتا ہے اگر  Aکے مشابہ ہو۔ سٹ +       *لیے سٹ   کے   و   متناہی کہا جاتا ہے اگر یہ کسی متعین  Aکسی سٹ  تعریف:

(i سٹ )A ( خالی ہو یاii سٹ)A ( متناہی ہو یاiii سٹ )A ( طبعی ا[عدادNatural Numbers کے سٹ)  کے مشابہ ہو۔ٍ مساوی طور پر

قابلِ گنتی  و   بعض مصنفینپر ایک دوربطی رشتہ وجود رکھتا  ہو۔ ایک شمارپذیر سٹ   ایک لا متناہی سٹ و  شمار پذیر کہا جاتا ہے اگر اس سٹ  کا 

(Denumerable( یا)Enumerable) سٹ بھی  کہتے ہیں۔ 

( )  جب کہ        و  شمارپذیر سٹ کہتے ہیں چوں کہ    ۔1مثاك  ۔ایک دوربطی نقش ہے   

( ہیں چوں Equivalent)مشابہ( معادك)   اور   سبھی مثبت جفت اعداد کے سٹ و  ظاہر کرتا ہے۔ تب سٹس    فرض کرو کہ  ۔2مثاك

ررف بہ        کہ نقش 
ع

گ

می
( ) جو  (ہے۔  اس لیے  سبھی Mapping(نقش )Onto( بر )One-Oneہے جو کہ  یک بیک)    
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ہم مشاہدہ کرتے ہیں کہ مثبت جفت حیح  اعداد کا سٹ مثبت حیح  اعداد کے سٹ کا واجبی تحت   اعداد کا سٹ شمارپذیر ہوتا ہے۔ جفتمثبت 

 ( ہوتا ہے۔ لیکن اس میں اتنے ہی جفت حیح  اعداد ہوتے ہیں جتنے کہ حیح  اعداد ہوتے ہیں۔Proper Subsetسٹ)

( ) و          اگر ۔3مثاك ررف کیا جائے تو  سبھی مثبت  طاق حیح  اعداد کا سٹ       
ع

گ

می
 کے مشابہ ہوتا ہے۔  سے 

 آپ درجہ ذیل مسائل  و  دیکھیں:

( ) و          اورہے +          *  فرض کرو کہ   .1  
 

  | |
ررف کیا جاتا ہے۔ ثابت کرو 

ع

گ

می
سے  

 کے مشابہ)معادك( ہے۔  سٹ    کہ

 کا و ئی بھی تحت سٹ شمارپذیر ہوتا ہے۔   طبعی اعداد کے سٹ  .2

( قطاروں میں بنائیں Non-Intersection( کی غیر متصل)Multiples( اور ام کے اضعاف)Primes)تحت سٹ و   مفرد ثبوت۔

پر ایک یک   بیک نقش حاصل کرنے کے لیے وتری تکنیک کا استعماك   اور آگے  آ نے والے قضیے کی طرح   تحت سٹ سے طبعی اعداد کے سٹ 

 کریں۔ 

کے معادك     سٹ،  ہو اور      اس طرح وجود رکھتا ہو کہ  شمار پذیر ہوتا ہے اگر اور صرف اگر ایک سٹ   ایک غیر خالی سٹ  تبصرہ:

 ہو۔

 (  بھی شمارپذیر ہوتا ہے۔Countable Unionشمارپذیر سٹس کا شمارپذیر اجماع)بیام:  

 (  کا سٹ شمارپذیر ہوتا ہے۔Rational Numbersتمال ناطق اعداد) ۔ 1قضیہ

یہ کافی ہوگا  کہ اگر ہم ناطق اعداد کے سٹ اور طبعی اعداد کے سٹ کے بیچ ایک یک بیک ناسظر قائم کریں۔ اس  کے لیے  ہم تمال ناطق   ثبوت۔

 اعداد و  درجہ ذیل قاعدہ سے ترتیب  دیتے ہیں:

i. تمال طبعی اعداد  و  پہلی صف میں بڑھتی ہوئی ترتیب میں لکھ دیتے ہیں۔ 

ii.  حیح  اعداد و  گھٹتی ہوئی ترتیب میں دوسری صف میں لکھ دیتے ہیں۔صفر اور تمال منفی 

iii. رر

 

ن ٹ

ت

می

 ( کے تمال مختصر مثبت کسروں و   تیسری صف میں بڑھتی ہوئی ترتیب میں لکھ دیتے ہیں۔Denominator)2ڈنو

iv. رر

 

ن ٹ

ت

می

ہیں۔ اور پھر اسی طرز  ( کے تمال مختصر منفی  کسروں و  چوتھی صف میں گھٹتی ہوئی ترتیب میں لکھ دیتےDenominator)2ڈنو

 پر لکھتے جاتے ہیں۔

 اس طرح  جدوك  میں ہر ایک ناطق عدد صرف ایک ہی مرتبہ  جگہ حاصل کرتا ہے۔

 

 

......... 6 5 4 3 2 

1 
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 تب سبھی طبعی اعداد و   مندرجہ ذیل طریقہ سے طبعی اعداد کے ناسظر میں لکھا جا سکتا ہے۔ اس طرقہ و  وتری تکنیک کہتے ہیں۔

 .........  حقیقی اعداد
6           

 .........  ناطق اعداد
                 

 قائم ہو تا ہے۔ اس لیے ناطق اعداد کا سٹ شمار پذیر ہوتا ہے۔ جس سے طبعی اعداد اور ناطق اعداد کے درمیام ایک یک بیک ناسظر 

 و  اس کے عناصر و  شمارپذیر سٹس کے شمارپذیر اجماع کے طور پر حسب ذیل  ترتیب میں رکھ کر دیکھنا ممکن ہے ℚ ناطق اعداد کے سٹ  تبصرہ:

   * + 

   {
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
  } 

   {
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
  } 

   {
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
  } 

                                                     

   {
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
  } 

                                                     
                      

 ایک شمارپذیر ہے اس لیے ام کا اجماع بھی شمارپذیر ہوگا۔چوں کہ ہر 

 ((  Uncountability ofکی غیر شمارپذیری 1.3.1  

 حقیقی اعداد کا سٹ شمارپذیر نہیں ہوتا ہے۔ ۔2قضیہ

   میں موجود ہر ایک  حقیقی عدد      شمارپذیر نہیں ہے۔ وقفہ       ہم دکھاتے ہیں کہ حقیقی اعداد کے سٹ کا وقفہ  ثبوت۔

میں سے و ئی ایک ہندسہ             ، ہندسوں  ، جہاں ہر ایک             ایک اعشاری تعبیر رکھتا ہے۔ فرض کرو کہ 

 یا پھر           اس کے لیے یا تو        ہے۔ ایسے اعداد جن کے اعشاری پھیلاؤ ایک جگہ پر رک جاتے ہیں مثاك کے لیے 

 لکھا  جاتا ہے۔           
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ظر میں  درجہ ذیل کی طرح ترتیب دا  ام و  طبعی اعداد  سے ایک ایک ناسو  شمارپذیر ہونا ہے تو  میں  تمال حقیقی اعداد       اگر وقفہ 

   ہوگا

              

              

              

       

 و  دکھائیں گے  کہ وہ مندرجہ بالا فہرست میں نہیں آتا ہے۔    میں سے  ایک      اب ہم وقفہ 

   ، 0ہندسوں   سے مختلف ہے؛  9اور    ، 0ہندسوں   سے مختلف ہے؛ ہندسہ   9اور    ، 0ہندسوں   اس کے لیے فرض کرو کہ  

،           چوں کہ       اس طرح سے ہے کہ               سے مختلف ہے؛ اور  اسی طرح ۔ تب   9اور 

واں نمبر   کی اس اعشاریائی تعبیر سے فہرست میں   کی کسی بھی قدر کے بغیر   دو اعشاریہ کی نمائندگی کے پابند نہیں ہو سکتے ہیں۔   اس لیے 

کا و ئی بھی شمارپذیر       ح اوپر دی گئی فہرست میں نہیں ہے۔ اس طر  مختلف ہیں۔ اس لیے   اور   مساوی ہوتا ہے ۔ اس لیے 

 شمارپذیر نہیں ہوگا۔      حقیقی تحت سٹ کم سے کم ایک حقیقی نمبر سے خالی ہوگا۔ اس لیے حقیقی اعداد کا  سٹ 

ہم نے یہ   ( ہیں۔Ordered Fields میدام)تبدونوں ہی مر ℚاور ناطق اعداد کا سٹ   ہم نے دیکھا کہ حقیقی اعداد کا سٹ 

ناطق اعداد کا سٹ شمارپذیر ہوتا ہے جب کہ حقیقی اعداد کا سٹ شمارپذیر نہیں ہوتا۔ اس کا مطلب یہ ہے کہ  ایسے حقیقی اعداد وجود  بھی دیکھا کہ

 کی خاصیت کے نال سے

گ

 رکھتے ہیں جو ناطق اعداد نہیں ہیں۔ اس سے یہ پتہ چلتا ہے کہ حقیقی اعداد ایک خاصیت و  مطمئن کرتے ہیں جو کاملی ت

  جو ناطق اعداد میں نہیں پائی جاتی ہے۔اس اکائی و  ہم ایک عدد کی مثاك د  کر تم  کریں گے جو ناطق عدد نہ ہو۔مشہور ہے

 ۔    وجود نہیں رکھتا ہے جو اس طرح سے ہو کہ   ایک ناطق عدد نہیں ہے)یا ایسا و ئی ناطق عدد  √ مثاك۔

  √فرض کرو کہ اگر ممکن ہو کہ ثبوت۔ 
 

 
کا اعظم     1ایک دوسر  کے مفرد حیح  اعداد ہیں۔ یعنی     اور    جہاں  

 ( ہے۔ اب .g.c.dمشترک قاسم)

√  
 

 
   

  

  
 

       یا 

جفت    جفت حیح  عدد تبھی ہوگا جب کہ     ایک جفت حیح  عدد ہے۔ لیکن     ایک حیح  عدد اور    حیح  عدد ہے اس لیے   اب چوں کہ 

ایک جفت حیح  عدد   جہاں      جفت حیح  عدد ہے۔ فرض کرو کہ   جفت حیح  عدد ہے جس کا مطلب یہ ہوا کہ    حیح  عدد ہو۔ لیکن 

  ایک جفت حیح  عدد ہے جس کا مطلب ہے کہ    اب        یا                  اور        ہے۔ تب 

دونوں اس حقیقت سے کہ وہ نسبتاً مفرد عدد ہیں، تصادل  کرتے ہوئے جفت حیح  اعداد ہیں۔ اس طرح   اور   ایک جفت حیح  عدد ہے۔ لہٰذا 

√  
 

 
(   )اور   ۔ایک ناطق عدد نہیں ہے √کے لیے ہمارا مفروضہ غلط ہے۔ اس کے یہ معنی ہوئے کہ   

 آپ درجہ ذیل مسئلہ سے سمجھ سکتے ہیں:



 

20 

 

 جفت ہوتا ہے۔   جفت ہو تو   مثاك: ثابت کرو کہ اگر

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  1.4

  وہ ناطق اعداد کی طرح لوکک کرتےہر ایک طالب علم اس بات سے واقفیت رکھتا ہے کہ حقیقی اعداد وجود رکھتے ہیں اور یہ بھی کہ 

ر ریاضی ہیں۔ لیکن ایک طالب علم و  حقیقی نمبر کے تصور سے باضابطہ تعارف کروانا ہمیشہ تھکا دینے والا اور پیچیدہ ہوتا ہے۔ یہاں تک کہ نامو

رف دانوں میں پیش کرنے کا و ئی غیر رسمی طور پر قبوك شدہ طریقہ نہیں ہے۔ اس اکائی میں ہم نے حقیقی نمبر و  مرتب میدام کے طور پر متعا

ر کروایا ہے۔ اس لیے سواك یہ ہے کہ ہم حقیقی نمبروں و  ناطق نمبروں سے کیسے الگ کر سکتے ہیں۔ ہم نے ثابت کیا  کہ ناطق اعداد کا سٹ شما

عدد نہیں پذیر ہوتا ہے جب کہ حقیقی اعداد کا سٹ شمارپذیر نہیں ہوتا۔ اس سے یہ ظاہر ہوتا ہے کہ کچھ حقیقی اعداد وجود رکھتے ہیں جو ناطق 

 ۔   کی مثاك دی جو ایک  ناطق عدد نہیں ہے  √ہم  نے ایک ایسے حقیقی  عدد ہوتے۔ 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 1.5

میت، اکائی،  معکوس خاصیت، تفرق پذیری،ٹرائیکوٹوی ، مشابہ سٹس، زالجبرائک، مرتب،سٹ، شمارپذیر، غیر شمارپذیر، تلا

 وتری تکنیک، مطلق قدر

 (Model Examination Questions)امتحانی سوالاتنمونہ  1.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 1.6.1

 ( ہےAdditive Identityکی جمعی اکائی)     .1

(a) 1 (b) 0 (c) -1 (d) 2 

 ( ہے Multiplicative Identityکی ضربی اکائی)     .2

(a) 1 (b) 0 (c) 2 (d) 1- 

 ہے √  .3

(a) 
 ناطق

(b) 
 غیر ناطق

(c) 
 مثبت

(d) 
0 

 ہے √ .4

(a) 
 ناطق

(b) 
 غیر ناطق

(c) 
0 

(d) 
-1 

 (T/F)        جمعی اکائی یکتا ہوتی ہےکی    .5

6. ℕکے ہر ایک عنصر کے لیے جمعی معکوس اس میں وجود رکھتا ہے     (T/F) 

   (T/F)   رکھتا ہے(کے ہر ایک عنصر کے لیے ضربی معکوس اس میں وجود  )یا  ℤحیح  اعداد کے سٹ  .7
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 (T/F)        شمارپذیر ہے       .8

 (T/F)         شمارپذیر ہے  .9

 کے مشترکہ عناصر کی تعداد ۔۔۔۔۔۔ ہوتی ہے۔  اور منفی اعداد کے سٹ   مثبت اعداد کے سٹ  .10

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہے۔ 3  یا      √ 2سٹ   .11

 ہوتا ہے۔     کی تعداد ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتی ہے، جس کے لیے   حقیقی اعداد  .12

 (غیر مشابہ /متناہی سٹ اور لامتناہی سٹ ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتے ہیں۔ )مشابہ .13

 درجہ ذیل کا ملاپ کریں: .14

I.  { √     }ہے۔ a.  غیر شمارپذیر 

II.  { √      }ہے۔ b.  شمارپذیر 

III.     ہےمیں تفریق c.  ی  
قلی ب

گ

ت

 غیر 

IV.    * +  ہے۔تقسیم میں d.  طاق 

V.      ہے۔ (    )کے لیے e.  ی  
قلی ب

گ

ت

 غیر 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 1.6.2

 ایک مرتب میدام ہوتا ہے۔  ثابت کرو کہ .1

منفی حقیقی اعداد کے سٹ و  ظاہر کرتا ہو تو ثابت کیجیے کہ   کے قاعد  و  بیام کیجیے۔ اگر   (Trichotomy)ٹرائیکوٹوی .2

      

 ثابت کرو: .3

a) | |            

b)  اور تب     اگر| |             

c)  | |    | |      

 غیر ناطق عدد ہوگا۔    غیر ناطق عدد ہو تو ثابت کیجیے کہ   ناطق عدد اور   اگر  .4

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 1.6.3

 ۔( کا بیام لکھو اور ثابت کرو Triangle Inequalityحقیقی اعداد کے لیے مثلث لامساوی) .1

 شمارپذیر سٹ اور متناہی سٹ کی تعریف کیجیے۔ ثابت کرو کہ ناطق اعداد کا سٹ شمارپذیر ہوتا ہے۔ .2

 ۔ غیر شمارپذیر سٹ کی تعریف کرو۔ ثابت کرو کہ حقیقی اعداد کا سٹ غیر شمارپذیر ہوتا ہے .3

|   | کے لیے ثابت کرو کہ     بھی حقیقی اعداد کسی .4  | | |   |اور   | |   | |  | | 
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        ایک حقیقی عدد ہو تو ثابت کرو کہ  اگر .5

       اور          ثابت کرو کہ           اگر  .6

اگر  .7
 

 
 
 

 
، (     )ثابت کرو کہ 

 

 
 
   

   
 
 

 
  

 (Suggested Books for further  Readings) تجویز کردہ اکتسابی مواد 1.7

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 

  



 

23 
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 (Introduction)تمہید 2.0

حقیقی اعداد و  ایک خط  ۔ہے کرتی ریاضی کی عمومیت حقیقی اعداد کی خصوصیات کی ایک بدیہی بصیرت حاصل کرنے میں ہماری مدد  

لگائیے۔     پر ایک اختیاری نشام    محور( ہے۔ خط   ایک حقیقی خط )    پر نقاط کے طور پر شناخت کرنا رائج رہا ہے۔ فرض کرو کہ 

ہے۔ اب  1کے مساوی   اور 0کے مساوی   تب  اکائی    اس طرح سے ہے کہ   کے دائیں طرف ایک نقطہ      فرض کرو کہ نقطہ

کے بائیں جانب اس طرح سے   نقطہ   کے بائیں جانب و  منفی حصے کے طور پر متعین کرتے ہیں۔ اگر   کے دائیں جانب و  مثبت حصہ اور   

         ہو کہ 

متعین کرتے ہیں۔ ناطق عدد  -1و     اس لیے  اکائی

 

 
لیتے ہیں اس طرح سے   کے دائیں جانب ایک نقطہ   و  متعین کرنے کے لیے ہم    

 کے درمیام ایک رشتہ وجود پاتا ہے۔    اس طرح ناطق اعداد اور خط ہے۔    گنا   ویں حصہ کا   کے     کہ 

موجود ہیں جو کہ ناطق اعداد سے مطابقت  نقاطکا احاطہ کرتے دکھائی دیتے ہیں، لیکن اس خط پر کچھ ایسے  ط پر سبھی نقا    اگرچہ ناطق اعداد خط  

جو جو ناطق اعداد سے مطابقت نہیں رکھتے غیر ناطق اعداد کہلاتے ہیں۔ یہ ثابت کیا جا سکتا ہے کہ کسی بھی  نقاطپر ایسے     خط    نہیں رکھتے۔

رر  نقاطدو ناطق اعداد کے درمیام ہمیشہ ایک غیر ناطق عدد وجود رکھتا ہے۔ حقیقی اعداد کے سٹ اور خط پر 

 

ٹ

ت

 ن
کی

کے درمیام یہ رشتہ ڈیڈکائنڈ۔

 بقت رکھتامطا ایک حقیقی عدد  سے نقاطہر  کے  اور اس لائن وجود رکھتا ہے  لیے ایک سیدھی لائن پر ایک یکتا نقطہہر حقیقی عدد کے  ` کے موضوع 

سل  ضییاو  ر  تو  بات کرتے ہیں اعداد کی اگر ہم حقیقی۔ `ہے
سل

گ

ت

)کا 

گ

کے بار   نقاطلائن کے  کہا جاتا ہے اور اگر ہم کسی ( Continuumی ت

سل  جیومتریتو اسے  بات کرتے ہیں میں
سل

گ

ت

( 

گ

 یکھاو  نمبر لائن کے طور پر د  خط ھےسید یککہا جاتا ہے۔ ا (Geometric Continuumی ت

  ٹکڑا ہوتا ہے۔ یککا ا  نقاط م،دو محدود وقفوں کے درمیا بھی کسی ،درحقیقت  جا سکتا ہے۔

 (Objectives)مقاصد  2.1

 اس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد آپ اس قابل ہو جائیں گےکہ: 

 کی سٹ تحت اعداد کے  حقیقی ( حصاربندیBoundedness) کر سکیں۔  تعریف کی 

 (اقل ترین حد بالاLeast Upper Bound(اور اعظم ترین حد زیریں )Greatest Lower Boundحاصل کر پائیں ۔) 

   ( کےکسی تحت سٹ کا اقل بالائی حدl.u.b.( اور اعظم زیریں حد)g.l.b.حاصل کر سکیں ۔ ) 

 

   

-1 2 

X B O 

 

 
 

0 1 

……      



 

25 

 

 (Open set and Closed Set) سٹ اور بند سٹ کھلا 2.2

کی درمیانی فاصلہ)دوری( کہتے  نقاطو  دونوں  |   |(۔ تب حقیقی عدد نقاطدو حقیقی اعداد ہیں )حقیقی لائن پر    اور   فرض کرو کہ

 ،تب ہم اس کا مشاہدہ کرتے ہیں کہ     ہیں۔ اگر 

i) |   |            

ii) |   |  |   | 

iii) |   |  |   |  )مثلثی لامساوی( |   | 

                      و  ایک وقفہ کہتے ہیں اگر    کے کسی تحت سٹ   

( کا Bracketsکا تحت سٹ کہتے ہیں، کی پہچام کے لیے دو مختلف طرح کی قوسوں )   : ہم مختلف قسم کے وقفوں، جنہیں علامتی اظہار

          استعماك کریں گے۔ فرض کرو کہ 

(   )    :(   ) کھلا وقفہ .1  *         +  

-   ,    :-   , بند وقفہ .2  *         +  

(   ,  :(   , بایاں بند دایاں کھلا وقفہ .3  *         +  

-   )  :-   ) بایاں کھلا دایاں بند وقفہ .4  *         +  

  اور   کی طرف سے کھلے یا    کی طرف سے کھلے یا   (ہیں۔ کھلے سرو کے ساتھ مندرجہ بالا وقفوں میں Boundedیہ سبھی وقفے بستہ )

∞ایک علامتی اظہار ہے جس کا مطلب  ∞ہو، جہاں  ∞یا  ∞ دونوں طرف سے کھلے حد  کی قدر اگر  ہے۔  ام وقفوں و  غیر         

 بستہ وقفہ کہتے ہیں۔

2.2.1    ℝ  میں کسی 

گ

 (Neighbourhood of a point in ℝ)نقطہ کی ہم سائ

ϵاور     اگر  تعریف: |   |    *ایک حقیقی عدد ہے، تب سٹ      -  ہم سائیگی ) - کی  ‚ ‛و   +  

neighbourhood of   ہوتا  (       )ہم سائیگی ایک کھلا وقفہ  - کی   ( کہتے ہیں۔ یہ دیکھنا آسام ہے کہ کسی حقیقی عدد یا نقطہ

کی  2سے کرتے ہیں۔ مثاك کے لیے  (   ) یا   ( )  ہم سائیگی کا اظہار  - کی   ہے۔ کچھ مصنفین حقیقی عدد 

 

 
  .ہم سائیگی  - 

 
 
   

 
 
 ہے۔ /

ϵہیں۔ اگر ایک حقیقی عدد      ر  او     فرض کرو کہ  تعریف: میں   ہم سائیگی - کی    وجود رکھتا ہے اس طرح سے کہ   

اور اگر ہر ایک     میں کھلا وقفہ کہا جاتا ہے۔ اگر   و    ( کہتے ہیں اور تب Interior Pointکا داخلی نقطہ)  و    موجود ہو۔ تب نقطہ 

 میں کھلا سٹ کہتے ہیں۔  و    کا داخلی نقطہ ہو، تب   سٹ     



 

26 

 

δکے لیے ایک عدد  (   )  کے لیے ایک کھلا سٹ ہوتا ہے چوں کہ ہر ایک        نقاط (   )ایک کھلا وقفہ  وجود رکھتا    

(       )ہے اس طرح سے کہ   (   )    

δمثاك کے لیے      (       ) 

ϵمیں کھلے سٹ ہیں۔ یہ اس لیے کیوں کہ کسی مثبت حقیقی عدد    ،ϕاور    ۔1مثاك  کے لیے   

    (       )  ℝ 

ϕ لیے یہ کسی کھلے سٹ کی تعریف و  مطمئن کرتا ہے۔سی اور الی ہے چوں کہ اس میں و ئی بھی عنصر موجود نہیں ہوتا  ہے خا 

ϵفرض کرو کہ  ۔2مثاك (     ,تب      ℝ  سٹℝ  ہم سائیگی  خاص-  کی    میں ایک کھلا سٹ نہیں ہے۔ یہ اس لیے کیوں کہ 

کے لیے     میں موجود نہیں ہیں۔ ٹھیک اسی طرح  (     ,موجود ہوتے ہیں جو  نقاطمیں وہ  (       )طور پر وقفہ 

 کھلے سٹ نہیں ہیں۔  -   ,اور  -   )

 کہ  میں ایک کھلا سٹ نہیں ہے۔ اسے ثابت کرنے کے لیے فرض کیجیے  ℝ  سٹ     و ئی بھی متناہی سٹ  ۔3مثاك

   )طور پر  خاصہم سائیگی -  و ئی کی   ہے۔             ہے اور     جہاں ، +         *  

کے   کا داخلی نقطہ نہیں ہے۔ ٹھیک اسی طرح   سٹ    میں موجود نہیں ہے۔ چنانچہ   ایک لامتناہی سٹ ہے اور اس لیے  (      

 ( نہیں ہیں۔Interior Points) نقاطکے داخلی    نقاطدوسر  

ϵتب     میں کھلا سٹ نہیں ہوتا ہے۔ یہ دیکھنے کے لیے فرض کرو کہ   حقیقی اعداد کے سٹ  ℚناطق اعداد کا سٹ   ۔4مثاك کے    

(       )اس لیے           اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   لیے ایک غیر ناطق عدد   ℚ  اس کا مطلب یہ ہوا

 کا و ئی بھی نقطہ داخلی نقطہ نہیں ہے۔ ℚکہ 

 میں وقفوں کا اجماع ہوتا ہے۔    میں ہر کھلا سٹ   ۔1قضیہ

ϵکا داخلی نقطہ ہوتا ہے۔ کسی عدد   سٹ     ہو، تب و ئی ایک نقطہ   میں و ئی کھلا وقفہ    اگر ثبوت۔ ہم -    کی   کے لیے ایک    

 کے لیے حیح  ہے، اس لیے ہمیں حاصل  ہوتا ہے    سائیگی   سٹ میں موجود ہوتی ہے۔ چوں کہ یہ ہر ایک 

   *  ( )    + 

ن لہ)  میں   اس طرح سے ہو  کہ      اگر  تعریف:
م
ک

گ

ن
ℝمیں   ( یعنی Complementکا  ایک  +         *   

 میں بند تحت سٹ کہتے ہیں۔  و    کھلا سٹ ہے، تب 

ے  میں کھلے سٹ ہیں۔ یہ اس لیے کیوں کہ   ،ϕاور    ۔5مثاك
ل
 
ن
م
ک

گ

ن

 میں کھلا سٹ نہیں   ، ℚہیں۔ ناطق اعداد کا سٹ   اور  ،ϕام کے 

ن لہ یعنی غیر ناطق اعداد 
م
ک

گ

ن
دو غیر ناطق اعداد کے درمیام ایک ناطق  کسیمیں کھلا سٹ نہیں ہوتا۔ یہ اس لیے کیوں کہ   ہے، چوں کہ اس کا 

 میں بند سٹ ہے۔  )حیح  اعداد کا سٹ(  ℤعدد وجود رکھتا ہے۔ ہم دیکتے ہیں کہ 
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کھلے  اور بند  ،ϕاور   کھلے سٹ اور بند سٹ کے درمیام کھلے درواز  اور بند درواز  کی طرح تضاد نہیں ہے۔ مثاك کے لیے،  تبصرہ:

 در حقیقت اس خاصیت کے یہی دو سٹ ہیں۔ ناطق اعداد کا سٹ نہ تو کھلا ہے اور نہ ہی بند ہے۔ دونوں طرح کے سٹ ہیں۔

میں سے ایک نقطہ ہٹا دیا گیا ہو، اخراج  ہم  نقاطجس کے  ( )   سائیگی ایسی ہم (:Deleted Neighbourhoodاخراج ہم سائیگی)

( )  سائیگی کہلاتی ہے۔ مثاك کے لیے    اخراج  + * 

گ

(       )کے لیے اور     ہے۔ دوسر  الفاظ میں،  ہمسائ  

* + ϵ، ( کے علم حاصل کرنے میں Limit Pointsنقاط)ورت آپ و  آگے کی پزائئی میں اتہائئی ضرایک ہم سائیگی ہے۔ ام کی     

 پز  گی۔

 (Bounded Sets)بستہ سٹس   2.3

 حقیقی اعداد کے ایک غیر خالی تحت سٹ و  حقیقی اعداد کا مجموعہ کہا جاتاہے یا صرف ایک مجموعہ۔تعریف: 

 (Bounded Above Set)اوپر سے بستہ سٹ   2.3.1

کی حد   و    ، تب     کے لیے     اس طرح وجود رکھتا ہو کہ ہر ایک   ایک مجموعہ ہے۔ اگر  ایک حقیقی عدد   مام لو کہ تعریف: 

و  اوپر سے بستہ سٹ کہتے ہیں۔ کسی مجموعہ کی حد بالا یکتا نہیں ہوتی یہ اس لیے کیوں کہ اگر کسی   ( کہا جاتا ہے اور Upper Boundبالا)

 بھی حد بالا ہوگی۔   تب ،    ہو اور   مجموعہ کی حد بالا 

 (Set Bounded Below)نیچے سے بستہ سٹ   2.3.2

کی حد   و    ، تب     کے لیے     اس طرح وجود رکھتا ہو کہ ہر ایک   ایک مجموعہ ہے۔ اگر  ایک حقیقی عدد   مام لو کہ تعریف: 

و  نیچے سے بستہ سٹ کہتے ہیں۔ کسی مجموعہ کی حد زیریں یکتا نہیں ہوتی یہ اس لیے کیوں کہ اگر   ( کہا جاتا ہے اور Lower Boundزیریں)

 بھی حد زیریں ہوگی۔   تب  ،    ہو اور   کسی مجموعہ کی حد  زیریں 

 (Bounded and Unbounded Sets) بستہ اور غیر بستہ سٹس   2.3.3

 اگر یہ اوپر اور نیچے سے بستہ ہو۔ ایک مجموعہ جو بستہ نہ ہو غیر بستہ سٹ یا مجموعہ کہلاتا ہے۔ ایک متناہی و  بستہ سٹ کہتے ہیں  کسی مجموعہ  تعریف:

 ایک غیر بستہ سٹ ہے۔   سٹ بستہ ہوتا ہے۔ 

 (Supremum)اقل بالائی حد   2.3.4

و  اقل ترین  بالائی   کی حد بالا نہیں ہے تب ہم   سے کم تر ہو جو کہ   ہو اور اگر و ئی حقیقی عدد   کی حد بالا   اگر کسی مجموعہ  تعریف:

 ( بھی کہتے ہیں۔Supremumکا علویہ)  ( کہتے ہیں۔ اقل ترین حد و  .l.u.bحد)

 (Infimum)اعظم زیریں حد   2.3.5

و  اعظم ترین    کی حد زیریں نہیں ہے تب ہم   جو کہ سے اعلی تر ہو   ہو اور اگر و ئی حقیقی عدد   کی حد زیریں   اگر کسی مجموعہ  تعریف:

 ( بھی کہتے ہیں۔Infimumکا سفلیہ)  ( کہتے ہیں۔ اقل بالائی حد و  .g.l.bزیریں حد)
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 (کہتے ہیں۔Oscillationکا اہتزاز )  و  مجموعہ     ہو، تب   اور حد زیریں   کی حد بالا   اگر کسی مجموعہ  تعریف:

ہو، تب   میں ب  سے چھوٹا عنصر  کا اعظم ترین عنصر کہتے ہیں۔ اگر  مجموعہ   و    ہو، تب   میں ب  سے بڑا عنصر  اگر  مجموعہ  تبصرہ:

ین اقل تر  اوپر سے بستہ ہوگا اور   ہے، تب  ب  سے بڑا عنصر  کا   کا اقل ترین عنصر کہتے ہیں۔ یہ واضح ہے کہ اگر کسی مجموعہ   و    

                   بالائی حد ہوگی اور اس صورت میں 

اعظم ترین زیریں حد ہوگی اور اس   نیچے سے بستہ ہوگا اور   ہے، تب  ب  سے چھوٹا عنصر  کا   ہوگا۔ اور باکل  اسی طرح اگر کسی مجموعہ 

 ہوگا۔                    صورت میں 

ہے۔ یہ سٹ بستہ ہے اور اس کی بالائی حدیں  +            *  سٹ  ۔6مثاك

   

  
وغیرہ ہیں۔ زیریں حدیں      ،  ،

  ، 
 

 
اور اعظم ترین زیریں حد کی تعریف سے                 وغیرہ ہیں۔ اقل ترین بالائی حد     ،  ،

 ہے۔                

2  ۔ فرض کرو کہ 7مثاك
 

 
    3  2  

 

 
 
 

 
 ،   ، بستہ ہے اور اس کی بالائی حدیں    تب سٹ  ،3  

 

 
وغیرہ ہیں اور     ،

،  ،    ہوگی۔ زیریں حدیں                اقل ترین بالائی حد   
 

 
وغیرہ ہیں۔ اور اعظم ترین زیریں حد      ،

 وجود نہیں رکھتا ہے۔       ہے یہ صاف ہے کہ           

2  اگر  ۔7مثاك
    

    
اور اعظم ترین زیریں حد      بستہ ہے اور اقل ترین بالائی حد    ہے، تب سٹ  3        

          وجود نہیں رکھتا ہے ؛       
 

 
          اور  

 

 
 

 آپ درجہ ذیل سوالات کی جانچ کیجیے:

1.   2
(  ) 

 
 حاصل کرو۔       اور        کے لیے 3    

2.   2  
(  ) 

 
 حاصل کرو۔      اور       کے لیے 3    

3.   2
 (   )

 
 حاصل کرو۔      اور       کے لیے 3    

 و ئی مجموعہ ہے،  فرض کرو کہ  (:Statementبیام)

i)  ہو، تب   اور حد زیریں   کی حد بالا   اگر کسی مجموعہ     

ii)   ں تو وہ یکتا ہوتے ہیں۔اگر وجود رکھتے ہو      اور       کے لیے 

 (:Resultنتیجہ)

اس طرح وجود رکھتا     ایک حقیقی عدد ہو تب ایک عدد     ہو اور   (       کی اقل ترین  بالائی حد)  اگر کسی مجموعہ 

    ایک حقیقی عدد ہو تب ایک عدد     ہو اور   (       کی اعظم ترین  زیریں حد)  ہو۔ اسی طرح اگر       ہے کہ 

 ہوگا۔      اس طرح وجود رکھتا ہے کہ 
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میں اعظم تریں زیریں حد   حقیقی اعداد کے سٹ کا ایک غیر خالی تحت سٹ ہے جس میں ایک زیریں حد ہے، تب ثابت کرو کہ   اگر   ۔8مثاك

 ( وجود رکھتا ہے۔      )

ررف ہے۔ تب  +      *  ذیل   ہے۔ ایک سٹ   کی زیریں حد   فرض کرو کہ  حل۔
ع

گ

می
حد بالا ہوگی۔ یہ اس لیے کہ    سے 

ہے جو کہ   کی اقل ترین بالائی حد   حاصل ہوتا ہے۔فرض کرو کہ      جس سے       اور اس لیے      ، تب    اگر 

 کی خصوصیت سے وجود رکھتا ہے۔ تب  

گ

    ہے اور    کے لیے زیریں حد   ہوگی۔ چوں کہ    کی اعظم ترین زیریں حد   کاملی ت

کی اقل ترین بالائی   ہوگی۔ چوں کہ    کی بالائی  حد    ہے، تب   کی زیریں  حد    اب مام لو کہ      اور      اور پھر      

 ہوگا۔     ہے اور       ہے، تب   حد 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  2.4

کہ حقیقی اعداد کا سٹ جیومترائی طور پر ایک سیدھی لائن ہوتی ہے۔ دوسر  الفاظ میں، حقیقی اعداد کے  دیکھااس اکائی میں ہم نے  

میں ایک وقفہ کی تعریف و  سمجھا کہ یہ وہ سٹ ہوتا   ایک  مطابقت ہوتی ہے۔ ہم نے  -اور جیومترائی لائن کے درمیام ایک  الجبرائی سٹ 

ہے جس میں اعداد کے ہر جوڑ  یا اختتای نقاط کی درمیانی قدر جو اس میں موجود ہوں، وجود رکھتی ہے۔ اس کے بعد کسی حقیقی عدد کی ہم 

 کے تصور کی وضاحت کی۔ ہم نے بتایا کہ کا تحت سٹ ایک کھلا سٹ ہوتا ہے اگر اور صرف

گ

اگر اس کا ہر نقطہ ایک داخلی نقطہ ہو۔ ایک  سائ

میں    طور پر وہ ہے جس کے اجزا ہو۔ حقیقی اعداد کا بند تحت سٹ قطعی داخلی نقطہ وہ ہوتا ہے جس کا ایک ہم سایہ دیے گئے سٹ کا تحت سٹ

کے تحت    ہے۔ اس کی وجہ سے کے تحت سٹ کے لیے بالائی حد اور زیریں حد کے تصور کی تعریف کی  کھلے سٹس ہیں۔ بعد میں ہم نے 

کے دیے گئے تحت سٹ کے اقل ترین بالائی حد اور اعظم ترین زیریں حد کی نشاندہی ہوئی۔ اگر یہ   سٹ کے  لیے بالائی حد اور زیریں حد  اور 

عظیم قدریں کہتے ہیں۔ ہم نے اقل ترین بالائی حد اور اعظم ترین بالائی حد تحت سٹ کے عناصر ہوں تو ام و  بالترتیب تحت سٹ کی قلیل اور 

 ام حدود و  وسیع پیمانے پر واضح کرنے والی مختلف مثالوں کا مطالعہ کیا۔ 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 2.5

بالائی  ترین حقیقی خط، اعدادی خط ، وقفہ، کھلا اور بند وقفے، داخلی نقطہ، کھلا تحت سٹ، بند تحت ست، نیچے سے بستہ، اوپر سے بستہ، بالائی حد، اقل

 حد، اعظم ترین، زیریں حد، اعظم ترین زیریں حد، اقل ترین، بستہ سٹ، غیر بستہ سٹ

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 2.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 2.6.1

 مثبت اعداد نمبر لائن کے ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ طرف ہوتے ہیں۔ .1
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(a) 
 بائیں 

(b) 
 دائیں

(c) 
 نہیں

(d) 
 ہر طرف

 وقفہ نہیں ہے  چوں کہ+               *     .2

(a)     (b)     (c)      (d)     

 ہے +          *   لامتناہی سٹ .3

(a) 
 غیر بستہ

(b) 
 متناہی

(c) 
 خالی

(d) 
 بستہ

  2   سٹ .4
 

 
 میں ہے 3    

(a) 
 اعظم ترین زیریں حد

(b) 
 حد زیریں

(c) 
 قلیل

(d) 
 عظیم

 (T/F)      ہوتا ہے۔میں ایک کھلا سٹ    ایک کھلا وقفہ  .5

 (T/F)      ہوتا ہے۔میں ایک بند سٹ    ایک بند وقفہ  .6

   (T/F)      ہوتا ہے۔کھلے وقفوں کا اجماع  ہر ایک کھلا سٹمیں    .7

 (T/F)    ہیں۔  اور   کے صرف تحت سٹس جو کھلے اور بند دونوں ہیں وہ    .8

 (غیر بستہ/)بستہ       ۔ ۔۔۔۔۔۔ ہے۔  ناطق اعداد کا سٹ  .9

 طبعی اعداد کا سٹ کی اعظم ترین زیریں حد ۔ ۔۔۔۔۔۔ ہے۔ .10

 کے لیے اقل ترین بالائی حد  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتی ہے۔ منفی حیح  اعداد کے سٹ .11

    کے ہر ایک متناہی تحت  سٹ میں ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ اور  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتے ہیں۔    .12

 )اعظم ترین زیریں حد، اقل ترین بالائی حد، عظیم، قلیل(

 درجہ ذیل کا ملاپ کریں: .13

I.  
مثبت حقیقی اعداد کا اقل بالائی 

 (ہے۔Supremumحد)

a.  (متناہیFinite) 

II.  
سبھی مثبت واجبی کسروں کی اعظم زیریں 

 (ہے۔Infimumحد)

b.  ایک 

III.  
کے لیے نقاط کی تعداد مساوی ہے یا   حقیقی عدد 

 نمبر لائن ہے۔

c.  0 

IV.  کسی متناہی سٹ کا اہتزاز ہے۔ d.  (غیر موجودNonexistent) 
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 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  2.6.2

 ہے۔  موجود ہوتی (Infimum)تحت سٹ میں اعظم زیریں حدہر ایک غیر خالی کے  ℕطبعی اعداد کے سٹ دکھائیے کہ  .1

 ۔اعداد و  لائن پر نقاط کے طور پر اور اس کے برعکس کیسے ظاہر کیا جا سکتا ہے؟ تفصیل کے ساتھ بیام کیجیے حقیقی .2

2  سٹ  .3
    

    
( حاصل       (  اور اعظم ترین زیریں حد )      کے لیے اقل ترین بالائی حد ) 3        

 ۔کرو

4.   2
(  ) 

  
 حاصل کیجیے۔       اور       کے لیے 3    

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 2.6.3

( کی Minimum( اور قلیل )Maximumعظیم) ۔کی تعریف مثاك کے ساتھ  کیجیے      اور       کسی مجموعہ کے لیے  .1

 تعریف کیجیے۔ کچھ مثالیں بھی دیجیے۔

 اوپر سے بستہ سٹ اور نیچے سے بستہ سٹ کی تعریف کیجیے اور بستہ سٹ کی بھی تعریف کیجیے اور اس کی وضاحت کیجیے۔ مثاك کے ساتھ .2

 دیجیے۔  کے کھلے اور بند تحت سٹ کی تعریف کیجیے۔ مثالیں   کے تحت سٹ کے داخلی نقطہ کی تعریف کیجیے۔    .3

 کیا درجہ ذیل کھلے یا بند وقفے ہیں؟ جواز پیش کیجیے: .4

(a) ,   ) (b) (   - (c)   (d)   

 ، کھلے وقفوں کا اجماع ہوتا ہے۔کا کھلا  تحت  سٹ    ثابت کرو کہ .5

 (Suggested Learning Resourses) اکتسابی مواد تجویز کردہ 2.7

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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   ۔  3اکائی 

گ

 کی کاملی ت

(Completeness of  ) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید    3.0

 مقاصد    3.1

 استقرا کا قاعدہ    3.2

 ریاضیاتی استقرا کا اصوك  3.2.1  

 درست ترتیب کا اصوك  3.2.2  

  3.2.3  ℚ ی خاصیتکے لیے 

 

ن ڈ
م
ک

 آر

 موضوع    3.3

گ

 کاملی ت

 ی اصوك  3.3.1  

 

ن ڈ
م
ک

 آر

 کے لیے ڈیڈِکائنڈ کی خاصیت  3.3.2  

گ

 کاملی ت

 موضوع اور ڈیڈِکائنڈ کی خاصیت کا معادك ہونا    3.4

گ

 کاملی ت

  3.4.1  ℝمیں ناطق یا غیر ناطق اعداد کی کثافت 

 اکتسابی نتائج    3.5

 کلیدی الفاظ    3.6

 امتحانی سوالاتنمونہ     3.7

  معروضی جوابات کے حامل سوالات  3.7.1  

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  3.7.2  

 طویل جوابات کے حامل سوالات  3.7.3  

 تجویز کردہ اکتسابی مواد    3.8
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 (Introduction)تمہید  3.0

میں ہم نے ثابت کیا  2میں دیکھ چکے ہیں کہ حقیقی لائن پر سبھی ناطق نقاط کا سٹ شمارپذیر ہوتا ہے اور قضیہ  1ہم پہلی اکائی کے قضیے  

حقیقی ( نقاط کا سٹ شمارپذیر نہیں ہوتا ہے۔ اس سے ہم فوراً اس نتیجہ پر پہنچتے ہیں کہ غیر ناطق نقاط)یعنی غیر ناطق اعدادکہ حقیقی لائن پر سبھی 

کے وجود رکھتے ہیں۔ یقیناً یہ دیکھنا بہت آسام ہے کہ غیر ناطق اعداد کا سٹ غیر شمارپذیر طور پر لامتناہی ہوتا ہے۔ تھوڑا سا فرق کرنے  لائن پر

 طرح پایے ( نے ایک حیرت انگیز استعارہ ثابت کیا کہ ناطق اعداد حقیقی لائن پر کالے آسمام میں ستاروں کیE. T. Bellلیے ای ٹی بیل)

کا مربع ریشہ غیر ناطق ہوتا  2جاتے ہیں اور پیچھے کا گہرا کالاپن غیر ناطق اعداد کا آسمام ہے۔ اب طلبا اس ثبوت سے واقف ہو گی  ہوں گے کہ 

د میں موجود ہونا ہے۔ یہ ثبوت ایک نمونہ کی مدد سے غیر ناطق اعداد کی موجودگی و  ظاہر کرتا ہے۔ حقیقت میں، غیر ناطق اعداد کا اچھی تعدا

 ضروری ہے۔

لا محدود ہوتا ہے، تب ذیل دلیل  ℝاگر طلبا مام لیتے ہیں کہ حقیقی لائن پر تمال نقاط کا سٹ غیر شمارپذیر ہے چوں کہ حقیقی اعداد کا سٹ 

 ℝر پر اتنے ہی نقاط رکھتا ہے جتنے کہ ودد کا  و ئی بھی کھلا وقفہ چاہے کتنا بھی چھوٹا کیوں نہ ہو قطعی طو ℝسے وہ مایوس ہو سکتے ہیں جو بتاتی ہے کہ 

سے (3.0.1)ایک کھلا وقفہ ہے۔ شکل  (   )اور مام لیجیے کہ     و ئی دو حقیقی اعداد ہیں جب کہ   اور   میں ہوتے ہیں۔ فرض کرو کہ 

 One to Oneکے درمیام کس طرح ایک تا ایک مطابقت)   کے نقطہ  ℝاور   کے نقطہ  (   )ظاہر ہوتا ہے کہ

Correspondence  ؛ اس نصف دائرہ و  حقیقی لائن و  ایک نصف دائرہ میں حاصل کرتے ہیں (   )( وجود پاتی ہے؛ ہمℝ  پر مماسی طور پر

و  جوڑ دیتے ہیں۔ اگر ضابطے اس قسم کی جیومتری     اور  ( سے ظاہر ہےاور اس کے مبدا کی طرف 3.0.1چھوڑ دیتے ہیں جیسا کہ شکل)

کے درمیام  (   )   اور (   )  حقیقی اعداد   (   )    ترجیح پاتے ہیں تو ہم دیکھتے ہیں کہ وجوحات کے مقابلہ 

  .      ایک عددی معادلت ہے اور یہ کہ 
 

 
  کے درمیام ایک اور عددی معادلت ہے۔  ℝاور  (   )وقفہ  /

 

 حقیقی لائن کے درمیام ایک ایک مطابقت(: کھلے وقفہ اور 3.0.1شکل )

 

1 -1 O 
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 )ایک تا ایک اور بر تفاعل(کے درمیام ایک تا  ایک مطابقت (   )اور   (   ): 3.0.2شکل 

 (Objectives)مقاصد  3.1

 جائیں گے کہاس اکائی و  پزھنے پر آپ اس قابل ہو 

 کے موضوع و  سمجھ  سکیں ۔ 

گ

 کاملی ت

 ی اصوك و  سمجھ سکیں۔ 

 

ن ڈ
م
ک

 آر

 ررف ہو سکیں اور
ع

گ

می
 ڈیڈکائنڈ کٹ سے 

 موضوع اور ڈیڈکائنڈ کی خاصیت کا معادك ہونا سمجھ سکیں 

گ

 کاملی ت

 (Principle of Induction)استقرا کا اصوك 3.2

 (Mathematical Induction Principle)ریاضیاتی استقرا کا اصوك  3.2.1

( ہے۔ Statementکے لیے ایک بیام)  طبعی عدد  ( ) کے لیے مام لیجیے کہ     طبعی اعداد کا سٹ ہے۔ ہر ایک  ℕفرض کرو کہ 

کے لیے درست     ہر کسی  ( ) ، تب درست ہے(   )   درست ہے ( )  (iiدرست ہو اور  )( )  (iاگر )

 ہے۔

( کہا جاتا ہے Least Elementکا کم ترین عنصر)  و    حقیقی اعداد کا ایک غیر خالی تحت سٹ ہے۔ کسی حقیقی عدد   فرض کرو کہ  تعریف:

 ہو۔     کے لیے     اگر کسی ایک 

 

0   1 

      

    

      

  (   )     

 نسبت
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 (Well Ordering Principleدرست ترتیب کا اصوك)  3.2.2

  ترین عنصر وجود رکھتا ہے۔کے کسی بھی  غیر خالی تحت سٹ  میں ایک کم   طبعی اعداد کے سٹ قضیہ:

 و    میں و ئی بھی کم ترین عنصر موجود نہیں ہے۔ ایک سٹ   ۔ ہم مام لیتے ہیں کہ    اور     فرض کرو کہ ثبوت:

ہوگا اور     ہو، تب     ، اگر      رف کرتے ہیں ۔ ابسے متعا +               *  

، تب     میں و ئی کم ترین عنصر وجود نہیں رکھتا۔ فرض کرو کہ   ہوگا جو کہ ہمار  مفروضہ سے تضاد کرتا ہے کہ  1کا کم ترین عنصر   

اس طرح وجود   ایک عدد  ہو، تب      اگر ،      ہوگا۔ ہم دعویٰ کرتے ہیں کہ              

کیوں کہ اگر       اور       ہو۔ اگر اب یہ پیروی کرتا ہے کہ     اور            رکھتا ہے کہ 

 جو کہ ایک تضاد ہے۔    اور     ، تب      

وجود رکھتا ہے اس طرح سے کہ     میں و ئی کم ترین عنصر وجود نہیں رکھتا، تب ایک عدد    چوں کہ ہمار  مفروضہ سے کہ

جو کہ حقائق         ،    ، لیکن    ہوگا۔ اس لیے     ، تب ہو        ہے۔ اگر       

         کی تعریف سے   ہے۔ تب     اور           سے متصادل ہے۔ اس لیے     

 میں ایک  کم ترین عدد  وجود رکھتا ہے۔  میں و ئی کم ترین عدد  وجود نہیں رکھتا غلط ہوا۔ اس لیے    کہ اس طرح مفروضہ

 آپ پہلی اکائی میں دی گئیں درجہ ذیل تعریفات و  یاد کیجیے:

ℝسٹ  تعریف: یا              2   کہتے ہیں۔ ℤو  حیح  اعداد کا سٹ3    

)صفر( و  غیر منفی غیر مثبت حیح  عدد  0ایک منفی حیح  عدد کہلاتا ہے۔ عدد   تب      ایک مثبت حیح  عدد ہو اور اگر   ہو، اور     اگر 

 منفی حیح  اعداد کا سٹ ہے۔ + *  مانا جاتا ہے۔ سٹ 

ℚسٹ  تعریف:  2
 

 
ℚکہتے ہیں۔ مساوی طور پر  ℚ( کا سٹ Rational Numbersو   ناطق اعداد) 3          

 ہوتا ہے۔ ایسا حقیقی عدد جو ناطق عدد نہ ہو، غیر ناطق عدد کہلاتا ہے۔    +                         *

3.2.3  ℚ(ی خاصیت 

 

ن ڈ
م
ک

 (Archimedean Property for ℚکے لیے آر

 ہو۔     اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     ، تب ایک عدد     اور  ℚ    اگر  قضیہ: 

  ہے،       ہوگا۔ فرض کرو کہ     ہو تو     ہوگا۔ اگر     ہو تو     اگر   ثبوت:
 

 
  اور  

 

 
لے کر ہمیں  

حاصل ہوتا ہے اور         

   

  
 
  

  
. یا    

 

 
/  

 

 
اور           ،  جہاں     جس سے ہم حاصل کرتے ہیں  
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 موضوع     3.3

گ

 (Completeness Axiom)کاملی ت

( ہوتی ہے۔  اس طرح حقیقی اعداد کے نظال Least Upper Boundبستہ حقیقی اعداد کے مجموعہ کی اقل ترین بالائی حد) اوپر سے

 ( کی طرح بیام کیا جا سکتا ہے۔  Complete Ordered Fieldو  قطعی طور پر کامل ترتیبی میدام)

 ی اصوك   3.3.1

 

ن ڈ
م
ک

 (Archimedean Principle)آر

      اس طرح وجود رکھتا ہے کہ  ، تب ایک طبعی عدد    اعداد ہیں اور اگر  حقیقی  اور    اگر

مجموعہ   وجود رکھتے ہیں، تب   اور    کے لیے دو حقیقی اعداد    کے ساتھ ہر ایک      اور     فرض کرو کہ  ثبوت: 

 کے موضوع سے ایک حقیقی عدد وجود رکھتا ہے اس طرح سے کہ  +          *  

گ

  کی بالائی حد ہوگی۔ کاملی ت

       اس طرح سے کہ      بالائی حد نہیں ہے۔ اس لیے     کی   اور       ہو۔ اب چوں کہ         

  کا ایک عنصر ہے جو ہمار  مفروضہ )  سٹ     (   )ہوگا۔ چوں کہ     (   )ہوگا۔ لیکن اس کا مطلب یہ ہے کہ 

 کی بالائی حد ہے( سے تضاد کرتا ہے۔   مجموعہ 

کے لیے ایک مثبت حیح  عدد   درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے کہ ہر ایک حقیقی عدد      اوپر دیے گئے قضیے میں  (:Remarkتبصرہ)

    اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    کے لیے ایک حیح  عدد   ایک حقیقی عددہے۔ اسی طرح ہر      اس طرح وجود رکھتا ہے کہ  

اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    کے لیے ایک طبعی عدد   ہے۔ ساتھ ہی ہر ایک حقیقی عدد 

 

 
 ہو۔   

 کے لیے ڈیڈکِائنڈ کی خاصیت   3.3.2

گ

 (Dedekind’s Completeness Property)کاملی ت

و   (   )کے لیے مرتب جوڑ      اور     کے تحت سٹ( ہیں۔ تب تمال ℝدو غیر خالی مجموعہ)  اور   فرض کرو کہ 

ہو۔ ڈیڈکائنٹ کی خاصیت کے    اور  ℝ    ،      کہا جاتا ہے کہ وہ ایک کٹٍٍٔ یا ڈیڈکائنڈ کٹ کی تشکیل کرتا ہے اگر 

  عدد موجود ہوگا۔میں اقل  میں اعظم عدد موجود ہوگا یا   مطابق یا تو 

 موضوع اور ڈیڈِکائنڈ کی خاصیت کی معادلت    3.4

گ

 کاملی ت

(Equivalence of Completeness Axiom and Dedekind’s Property) 

 درجہ ذیل ایک دوسر  کے معادك ہیں: 

i)  میں اس طرح بانٹ دیا جائے کہ ہر ایک جماعت خالی نہ ہو، ہر ایک حقیقی   اور   اگر تمال حقیقی اعداد و  دو غیر مشترک جماعتوں

  میں اعظم  ترین عدد موجود ہوگا یا   کے ہر ایک عدد سے چھوٹا ہو، تب یا تو   کا ہر ایک عدد    عدد کسی ایک جماعت سے ہو اور

 میں  ایک اقل ترین  عدد وجود رکھتا  ہوگا۔

ii)   بستہ تحت سٹ میں ایک اقل ترین بالائی حد وجود رکھتی ہے۔کے ہر ایک غیر خالی اوپر سے  
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 موضوع ڈیِڈکائنڈ کی خاصیت و  ضاہر کرتا ہے۔ اس کے لیے  ثبوت۔

گ

ب  سے پہلے ہم یہ ثابت کریں گے کہ حقیقی اعداد کے لیے کاملی ت

حقیقی   اور   رکھتی ہے۔ مام لیجیے کہ  کے ہر ایک غیر خالی اوپر سے بستہ تحت سٹ میں ایک اقل ترین بالائی حد وجود  فرض کرو کہ 

ہو۔ ہمیں یہ             اور       کے دو غیر خالی تحت سٹ ہیں اس طرح سے کہ   اعداد کے سٹ

میں ب  سے چھوٹا )ادنیٰ ترین( عدد موجود   میں ب  سے بڑا )اعظم ترین( عدد وجود رکھتا ہے یا   ثابت کرنے کی ضرورت ہے کہ یا تو 

ہ ہوگا۔ اگر   کے ہر ایک رکن سے کم تر ہے تب   کا ہر ایک رکن   ہے۔ چوں کہ 

 

ن
 س
ت
میں ب  سے بڑا عدد موجود ہے تو   اوپر سے 

ہوگا اور    ں کا سٹمیں ب  سے بڑا عدد موجود نہ ہو تو اس کے بالائی حدو  اگر  ہمیں کچھ بھی ثابت کرنے کی ضرورت نہیں ہے۔

 موضوع  سے

گ

میں ب  سے بڑا  عدد وجود رکھتا ہے یا   میں ب  سے چھوٹا عدد وجود رکھتا ہے۔ اس لیے  یا تو    حقیقی اعداد کے لیے کاملی ت

 میں ب  سے چھوٹا  عدد موجود ہے۔  

 اعداد کا اوپر سے بستہ ایک سٹ ہے۔ حقیقی   اس کے بالعکس، فرض کرو کہ  ڈیِڈکائنڈ کی خاصیت درست ہے۔ مام لیجیے کہ

 کی تعریف اس طرح کرتے ہیں کہ  اور   اب ہم 

 اور 3  کی   حد بالا نہیں ہے     2   

 ہیں۔ 3  کی   حد بالا ہے     2   

ہوگا، تب ڈیڈکائنٹ کی خاصیت کے مطابق یا             اور       ،          ظاہر ہے کہ

 میں اقل عدد موجود ہوگا۔  میں اعظم عدد موجود ہوگا یا   تو 

αہے۔ تب  αمیں اعظم عدد موجود ہے اور مام لیجیے کہ وہ   اگر ممکن ہو تو فرض کرو کہ  ہوگا اس سے ہم کہہ سکتے        

αاس طرح وجود رکھتا ہے کہ     حد بالا نہیں ہے۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ ایک عنصر   کی   ہیں کہ  ہو۔ مام لو کہ    

α  

 
 

αحقیقی عدد ہے، تب   
α  

 
 ہوگا۔   

چوں کہ

α  

 
     

α  

 
ہے۔ لیکن    

α  

 
ہے، اس لیے    

α  

 
ہوگا۔ اس طرح    

α  

 
کی حد بالا نہیں   سٹ  

میں اقل عدد موجود ہے اور اس لیے میں ایک اقل ترین بالائی   ۔ اس لیے میں اعظم عدد  نہیں ہے  ہے۔ جو کہ تضاد ہے۔ اس لیے 

 حد وجود رکھتی ہے۔

3.4.1  ℝ میں ناطق یا غیر ناطق اعداد کی کثافت(Density of Rational or Irrational Numbers in  ) 

ہے،  تب     اور       فرض کر وکہ 

   

 
ہوگا۔  مام لیجیے کہ    

   

 
کا اوست   اور    ہے۔  (   )    

کا بیچ کا نقطہ  (    )

    

 
کا اوست   اور    ، تب(   )     ہے۔  اب فرض کرو کہ    ہوتا ہے۔ فرض کرو کہ یہ    

      کا بیچ کا نقطہ (    )
    

 
    کے بیچ    اور   ہوگا۔ اس لیے ریاضیاتی استقرا کے اصوك سے ناطق اعداد  (   )   

 وجود رکھتے ہیں۔   کے لیے لامتناہی ناطق اعداد 



 

38 

 

 

دو حقیقی اعداد کے بیچ لامتناہی  کسی دو ناطق اعداد کے بیچ لامتناہی ناطق اعداد وجود رکھتے ہیں۔ قیقتا اس لیے ہم حاصل کرتے ہیں کہ کسی

 کہتے ہیں۔ (  )کی کثافت   میں   ناطق اعداد ہوتے ہیں۔ اس و  

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  3.5

دو کھلے وقفوں کے درمیام ایک ایک مطابقت ہوتی ہے۔ یعنی کسی کھلے وقفہ کی مبائئی اس  کسیکے   اس اکائی میں ہم نے دیکھا کہ 

ی)

 

لی ب

ت

 ن
ی

 ( کہتے ہیں(  پر بے اثر  ہوتی  ہے۔ Cardinalityمیں موجود  نقاط کی تعداد)جسے کارڈ

 موضوع کی تعریف کی ہے جس کے مطابق حقیقی اعداد کے اوپر سے بستہ کسی

گ

 غیر خالی تحت سٹ میں اس اکائی میں ہم نے کاملی ت

 ی اصوك کہتے ہیں۔ ہم نے 

 

ن ڈ
م
ک

کے ڈیڈِکائنٹ کٹ کے بار  میں بھی پزائ جس کے   ایک اقل ترین بالائی حد وجود رکھتی ہے۔ اس و  آر

 ایک اقل ترین میں  کے ہر نقطہ سے چھوٹا ہو تو   کا ہر نقطہ    میں اس طرح تقسیم کیا جائے کہ   اور   و  دو برابر وقفوں   مطابق اگر 

 ی اصوك معادك   میں ایک ب  سے چھوٹا عنصر ہوگا۔ قیقتا ہم نے ثابت کیا کہ   یا بالائی حد ہوگی 

 

مڈ
 
کب

کی یہ ڈیڈکِائنڈ کٹ خاصیت اور آر

کیا۔ بالآخر ہوتے ہیں۔ ساتھ ہی ہم نے ریاضیاتی استقرا کے اصوك و  بھی سمجھا۔ نیز ہم نے طبعی اعداد کے لیے درست ترتیب کا اصوك ثابت 

 ہم نے حاصل کیا کہ حقیقی اعداد کا سٹ ایک کامل مرتب میدام ہوتا ہے۔

 (Key Words)کلیدی الفاظ  3.6

 ی 

 

ن ڈ
م
ک

، آر

گ

درست کٹ، ریاضیاتی استقرا کا اصوك،  خاصیت، ڈیڈکائنڈکھلے وقفوں کے درمیام ایک ایک مطابقت ،  مجموعہ،  کاملی ت

 ترتیب کا اصوك

 (Model Examination Questions)سوالاتنمونہ امتحانی   3.7

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 3.7.1

 ( ہے۔Integerسے چھوٹا یا برابر حیح  اعداد)  کے لیے       .1

(a) , - (b) ,   - (c) , -    (d) ,   - 

 حصہ ہے۔ integralکا    - , جہاں 

 کے ساتھ تب ام کے درمیام ناطق اعداد ہے    ہو تو      اگر   .2

(a)   (b)   (c) 

   

 
 (d)    

|  |  اگر  .3  میں عناصر کی تعداد و  ظاہر کرتا ہے۔ تب  سٹ | |، جہاں ہے | | 

  
              

 

   …

. 
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(a)     (b)     (c)     (d)     

 کی اقل ترین بالائی حد  ہے  ایک ڈیڈکِائنڈ کٹ ہے۔ (   ,  اور  (    )   .4

(a)    (b) 1 (c) ∞ (d) 0 

 (T/F)  ۔( ہوتا ہےLower Boundکا زیریں حد)  کا ہر ایک عنصر   من درجہ بالا سواك میں  .5

 (T/F)  ۔(  ہوتی ہےUpper Boundکی بالائی حد)  کا ہر ایک عنصر   ( میں 4من درجہ بالا سواك) .6

 (T/F)     ۔کا تقاطع غیر خالی  ہوتا ہے  اور   ( میں 4من درجہ بالا سواك) .7

      ۔ہوتا ہے  کا اجماع   اور   ( میں 4من درجہ بالا سواك) .8

 (T/F) 

 میں ۔۔۔۔۔۔۔۔ مطابقت ہوتی ہے۔ (   )اور  (   )کھلے وقفوں  .9

 لا متناہی(/) صرف متناہی   دو ناطق اعداد کے درمیام  ۔ ۔۔۔۔۔۔  ناطق اعداد وجود رکھتے ہیں۔ کسی .10

 لا متناہی(/)صرف متناہی   دو ناطق اعداد کے درمیام  ۔ ۔۔۔۔۔۔  غیر ناطق اعداد وجود رکھتے ہیں۔ کسی .11

 لا متناہی(/)صرف متناہی   دو حقیقی اعداد کے درمیام  ۔ ۔۔۔۔۔۔  ناطق اعداد وجود رکھتے ہیں۔ کسی .12

 درجہ ذیل کا ملاپ کریں: .13

I.   منفی حیح  عدد ہے۔  غیر مثبت اورغیر a.    

II.  ℚ  ℚ
 

 b.    

III.  ℚ  ℚ
 

 c.  ایک ایک مطابقت 

IV.  (     ) ہیں   اور d.  0 

V.  
کی  میں نقاط   (6    )اور(      )

 تعداد ہے۔

e.  مساوی ہیں 

 
 

f.  ایک ایک مطابقت 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  3.7.2

 ۔دو کھلے وقفوں میں ایک ایک مطابقت ہوتی ہے کسیدکھائیے کہ  .1

 موضوع  .2

گ

 ۔؟ بعد والے و  ناطق اعداد کے لیے ثابت  کیجیےاور آرکمڈی اصوك و  بیام کیجیےکاملی ت

 ۔آرکمڈی اصوك و  حقیقی اعداد کے لیے بیام اور ثابت کرو .3

 کے لیے دکھائیے کہ    ریاضیاتی استقرا کے اصوك و  بیام کیجیے اور  .4
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          ∑ 

 

   

 
 (   )

 
 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 3.7.3

 درست ترتیب کے اصوك و  بیام اور ثابت کرو۔ .1

 موضوع اور ڈیڈکائنڈ کی خاصیت معادك ہوتی ہیں۔ .2

گ

 ثابت کرو کہ کاملی ت

∑ کے لیے ثابت کرو    ریاضیاتی استقرا کے اصوك سے  .3    
    

 (   )(    )

 
 اور 

 ∑    
    0

 (   )

 
1
 

 ہوتا ہے۔ 

 (Learning Resources Suggested)تجویز کردہ اکتسابی مواد 3.8

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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  ۔  بولزانو ورسٹراس قضیہ4اکائی 

(Bolzano Weierstrass Theorem) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   4.0

 مقاصد   4.1

 کسی سٹ کا اتہائئی نقطہ   4.2

 تنہا نقطہ   4.3

 بولزانو ورسٹراس قضیہ   4.4

 اکتسابی نتائج   4.5

 کلیدی الفاظ   4.6

 نمونہ امتحانی سوالات   4.7

   معروضی جوابات کے حامل سوالات  4.7.1  

 جوابات کے حامل سوالاتمختصر   4.7.2  

 طویل جوابات کے حامل سوالات  4.7.3  

 تجویز کردہ  اکتسابی مواد   4.8
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 (Introduction)تمہید 4.0

دوسری اکائی میں ہم نے بند سٹ کے تصور کے بار  میں پزائ۔ و ئی سٹ بند سٹ ہوتا ہے اگر اور صرف اگر اس کا  

 Interiorو ئی سٹ کھلا سٹ ہوتا ہے اگر اور صرف اگر اس کے نقاط کا ہر ایک نقطہ اندرونی نقطہ)( کھلا سٹ ہو اور Complementتتمہ)

Point کی ہم   کے لیے     ایک اندرونی نقطہ ہوتا ہے اگر     کے لیے   ( ہو۔ کسی سٹ

(

گ

( )  (Neighbourhoodسائ ( )  اس طرح وجود رکھتی ہو  کہ  (       )  میں ہم کسی سٹ  ہو۔ اس اکائی   

( کے تصور و  پیش کریں گے اور یہ دیکھا جا سکتا ہے کہ و ئی سٹ بند سٹ کہلاتا ہے اگر اور صرف اگر اس Limit Pointکے اتہائئی نقطہ)

 میں اس کے تمال اتہائئی نقاط موجود ہوں۔

 (Objectives)مقاصد 4.1

 اس اکائی کے مطالعے کے بعد آپ اس قابل ہوں گے کہ: 

   کے تحت سٹ کے اتہائئی نقطہ کے تصور و  سمجھ سکیں۔ 

   کے تحت سٹ کے تنہا نقطہ کے تصور و  سمجھ سکیں۔ 

   کے تحت سٹ کے نزدیکی اور اس کے اتہائئی نقطہ کے تصور و  سمجھ سکیں۔ 

  و   سمجھ سکیں۔بولزانو ورسٹراس کی خاصیت 

 ((Limit Point of a Setکسی سٹ کا اتہائئی نقطہ 4.2

 میں   کے علاوہ   کا اتہائئی نقطہ کہا جاتا ہے اگر ودد   کسی مجموعہ      نقطہ  :تعریف

گ

 کا ایک نقطہ وجود رکھتا ہو۔   کی ہر ایک ہم سائ

 میں   کا اتہائئی نقطہ  ہوتا ہے اگر     سٹ   مساوی طور پر، حقیقی عدد 

گ

کے  لامحدود ارکام  وجود رکھتے ہوں۔ اس کا   کی ہر ایک ہم سائ

   مطلب یہ ہوا کہ 

گ

ایک لامحدود سٹ ہے۔ کچھ مصنفین اتہائئی نقطہ کے لیے مجتمع      کے لیے سٹ    کی ہر ایک ہم سائ

ف نقطہ)Accumulation Pointنقطہ)

 

( کا استعماك کرتے Cluster Pointی نقطہ)ائدژ(، یا اCondensation Point(، مکی

 ہیں۔ 

کسی مجموعہ کا اتہائئی نقطہ سٹ کا ایک رکن ہو بھی سکتا ہے اور نہیں بھی۔ متناہی سٹ میں اتہائئی نقطہ نہیں ہوتا ہے۔ کسی  (: Remarkتبصرہ)

  وجود نہیں رکھتا ہے۔  لامتناہی سٹ میں یکتا اتہائئی نقطہ ہوسکتا ہے یا بہت سار  اتہائئی نقطے ہوسکتے ہیں یا و ئی بھی اتہائئی نقطہ

سے ظاہر کرتے ہیں۔ ریاضیاتی    کا ماودذ سٹ کہلاتا ہے۔ اس و    کے تمال اتہائئی نقاط کا سٹ   کسی مجموعہ  (:Derived Setماودذ سٹ)

 طور پر 

 3  کا اتہائئی نقطہ   ہے     2   
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 کا و ئی اتہائئی نقطہ نہیں ہوتا۔ ℤخالی سٹ، متناہی سٹ اور حیح  اعداد کا سٹ  .1

2سٹ .2
 

 
ہوتا ہے۔ یہ سٹ کا رکن نہیں ہے۔ سٹ کا و ئی بھی نقطہ سٹ کا اتہائئی نقطہ نہیں   ’0‘ کا صرف ایک اتہائئی نقطہ 3    

 ہے۔

 میں سٹ کے ارکام کی تعداد  لامحدود ہوتی    .3

گ

کا ہر ایک نقطہ ایک اتہائئی نقطہ ہوتا ہے کیوں کہ  اس کے ہر ایک  نقطہ کی  ہر ہم سائ

     ہے۔ اس لیے 

دو  کسیاس کی تصدیق کے لیے ہم  ہے۔ہوتا      کا اتہائئی نقطہ ہوتا ہے یعنی   کا ہر ایک حقیقی عدد   ناطق اعداد کے سٹ  .4

دو غیر ناطق اعداد کے درمیام  کسی عدد کا تصور کرتے ہیں جن کے درمیام لامحدود تعداد میں ناطق عدد وجود رکھتے ہیں۔ لیکن ناطق

کا اتہائئی نقطہ ہوتا ہے اور ہر ایک حقیقی عدد   بھی لامحدود تعداد میں ناطق اعداد موجود ہوتے ہیں۔ اس لیے ہر ایک غیر ناطق عدد 

 ہوتا ہے۔  کا اتہائئی نقطہ  

 :اب آپ درجہ ذیل حل شدہ سواك پر غور کریں

 کے ماودذ سٹس کیا ہیں؟    (   )اور -   , ۔1مثاك 

 -   ,  (   ) اور  -   ,  -   , حل۔

 کا تحت سٹ ہو۔  ، مجموعہ   بند ہوتا ہے اگر اور صرف اگر ماودذ سٹ   و ئی مجموعہ  ۔1قضیہ 

αہو تب فرض کرو کہ      تب قضیہ ودد بہ ودد درست ہے۔ اگر       ایک بند مجموعہ ہے۔ اگر   فرض کرو کہ  ثبوت۔     

αاب ہمیں ثابت کرنا ہے کہ  αہے۔ اس و  ثابت کرنے کہ لیے مام لیجیے کہ اگر     αممکن ہے۔ تب     جو ایک کھلا سٹ      

ϵہے۔ اس سے ایک  (   )  اس طرح سے وجود رکھتا ہے کہ    (   ) ہو۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ      ہے      

αکا اتہائئی نقطہ نہیں ہے۔ اس لیے ہمارا مفروضہ   ،   اور  جس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ  غلط ثابت ہوا۔ اس لیے   

 α     α  ہے۔       یا   

αکھلا سٹ ہے ہم مام لیتے ہیں کہ     ہے۔ یہ ثابت کرنے کے لیے کہ      اس کے بالعکس، فرض کرو کہ  ہے۔ اس      

αسے  α     حاصل ہوتا ہے۔ لیکن     ϵہے۔ اس لیے  ایک      (   ) اس طرح وجود رکھتا ہے  کہ        

* + αہے۔ لیکن      ہے۔ اس لیے    

 (   )        (   )      

 بند ہے۔  کھلا ہے یا     اس لیے 

سے ظاہر کرتے  ̅ کی بندش و  علامت   ( کہتے ہیں۔ Closureکی بندش)  کے اجماع و     اور   و ئی مجموعہ ہے۔   فرض کرو کہ  تعریف:

 ہیں۔ اس لیے

 ̅       

̅ اس صورت میں  ہوتا ہے اور     بند سٹ ہے تب   اگر    ̅ ۔ مساوی طور پر اگر ہے     و  بند سٹ کہتے ہیں۔   ہو تو مجموعہ    
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بند سٹ ہوتا ہے اگر اور صرف اگر اس کا    و  ثابت کرنے سے پہلے ہم نے بتایا کہ و ئی سٹ 1من درجہ بالا قضیہ تبصرہ:

̅ بند ہوتا ہے اگر اور صرف اگر   دوسری تعریف میں و ئی سٹ  کھلا سٹ ہو۔ (Complementتتمہ) ہو۔ من درجہ بالا قضیہ بند    

  سٹ کی انہی دو تعریفات و  جوڑتی ہے اور دکھاتی ہے کہ یہ تعریفات معادك ہیں۔ 

 (Isolated Point)تنہا نقطہ 4.3

کا ایک ایسا ہم سایہ وجود رکھتا ہو جس    کا ایک تنہا نقطہ کہا جاتا ہے اگر   و     ہے۔ ایک حقیقی عدد   میں و ئی مجموعہ   فرض کرو کہ  تعریف:

 ہو۔  +  *سے تقاطع   کا 

 مثالیں:

 کا ایک تنہا نقطہ ہوتا ہے۔ ℤہرایک حیح  عدد حیح  اعداد کے سٹ  .1

 کا ایک تنہا نقطہ ہوتا ہے۔  طاق حیح  اعداد کے سٹ و  ظاہر کرتا ہو تو ہر ایک طاق حیح  عدد   اگر  .2

ℕہر ایک طبعی عدد، سٹ  .3  کا ایک تنہا نقطہ ہوتا ہے۔ +        * 

+ *  سٹ  .4   . کا ایک ہمسایہ ’  ‘ایک تنہا نقطہ اس لیے ہے کیوں کہ ’  ‘کے لیے  -   , 
 

 
   

 

 
ہے۔ساتھ  /

 ہے۔ ’  ‘میں صرف ایک ہی مشترکہ نقطہ ہے اور وہ    ہی ہمسایہ اور سٹ 

 (Bolzano Weierstrass Theorem)بولزانو ورسٹراس قضیہ 4.4

 ہر بستہ لامتناہی مجموعہ میں ایک اتہائئی نقطہ ہوتا ہے۔ بیام۔

بالائی حد ہے۔ اب ہم فرض کرتے ہیں  کہ سٹ   زیریں حد اور   و ئی بستہ لامتناہی مجموعہ ہے۔ مام لیجیے کہ   فرض کرو کہ  ثبوت۔

(    )      *  متناہی ہےبڑی حد پر +  

(    )ہے۔ تب سٹ   کی ایک زیریں حد   میں ایک اتہائئی نقطہ ہوتا ہے۔ چوں کہ       خالی ہوگا۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ    

(    )       ایک مجموعہ ہے،   ہے اور  اور         اس لیے  ہے۔    ایک لامتناہی سٹ ہے اور    

ϵہے۔ تب   اقل ترین بالائی حد  کی  ض کرو کہ اقل ترین بالائی حد وجود رکھتی ہے۔ فر کی  اس لیے  ہے۔   کی ایک بالائی حد    کے    

(      )ہے۔ تب        وجود رکھتا ہے کہ  اس طرح    لیے     (    )     

(    )  لیکن (      )ہے۔ اس لیے     ہے چوں کہ متناہی بڑی حد پر     کی  ہے۔ ساتھ ہی متناہی بڑی حد پر   

(      )ہے۔ اس لیے       جس کا مطلب یہ ہوا کہ  ہے۔  اقل ترین بالائی حد   لامتناہی ہے۔    

(       )اب     (      ) ϵہر ایک      کے لیے ایک لامتناہی سٹ ہے۔   

 ہے۔  کا اتہائئی نقطہ   اس طرح 

(   )اگر  ۔ 1تبصرہ  کی   نیچے سے  بستہ سٹ ہے اور   ہو، تب یہ ثابت کیا جا سکتا ہے کہ      *  ہے بڑی حد پرمتناہی  +  
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 کا اتہائئی نقطہ ہوتا ہے۔  ( .g.l.bاعظم ترین زیریں حد)

( شرائط ہیں۔ و ئی سٹ غیر بستہ ہو سکتا ہے لیکن تب Sufficientبولزانو ورسٹراس قضیہ میں بیام کی گئیں شرائط صرف کافی) ۔ 2تبصرہ 

 غیر بستہ سٹ ہیں اورام کے لامتناہی طور پر بہت سار  اتہائئی نقاط ہوتے ہیں۔ ℚاور    بھی اس میں اتہائئی نقطہ ہو سکتا ہے۔ مثاك کے لیے

 کسی بستہ لامتناہی مجموعہ میں اقل ترین اور اعظم ترین اتہائئی نقاط ہوتے ہیں۔  ۔1قضیہ

 کی تعریف درجہ ذیل کے طریقہ سے کی گئی ہے  و ئی بستہ لامتناہی مجموعہ ہے۔ اب   ثبوت۔ فرض کرو کہ 

(    )      *  ہے بڑی حد پرمتناہی  +  

( ہے۔ اگر Derived Set)   کا  ماودذ سٹ   ، جہاں      ہے اور   کا اتہائئی نقطہ   ہے۔ تب   اقل ترین بالائی حد  کی  فرض کرو کہ 

      و  اس طرح منتخب کیا جائے کہ     ہو تب یہ ممکن ہے کہ     

 ہو۔ 

(    )    اب  ϵسٹ ہے، تب ہم  بڑی حد پرمتناہی     (       )و  اس طرح منتخب کر سکتے ہیں کہ       

(   ) ہو۔ تب  (    )    (       )    (    ) سٹ ہے۔ اس لیے  بڑی حد پرمتناہی جو کہ    

 (   ) کا کم    اور اس لیے      کا اتہائئی نقطہ نہیں ہے۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ   ،    ایک متناہی سٹ ہے۔ اس طرح    

 ہے۔ اس طرح یہ ثابت کیا جا سکتا ہے کہ سٹ   ترین رکن 

(   )  ہے۔  کا اعظم ترین رکن    ہے۔ تب   کی اعظم ترین زیریں حد     *ہے بڑی حد پرمتناہی  +  

 سے ظاہر کرتے ہیں۔ ( ) ( کہلاتا ہے اس و  علامت Interiorکا اندروم)  کے تمال اندرونی نقاط کا سٹ   کسی سٹ  تعریف:

 اس کے متعلق درجہ ذیل سواك پوچھا جا سکتا ہے:

 ( کیا ہیں؟  Closureکی بندش)   ( اور Interiorکا اندروم )   ۔ 1مثاك 

ϕکا اندروم      حل۔  کا اندروم ہو۔  میں ایسا و ئی حقیقی عدد وجود نہیں رکھتا جو کہ  ( ) ہوگا کیوں کہ  ( )  

( )     کی بندش      ہوتا ہے۔ ہر حقیقی عدد چاہے ناطق عدد ہو یا غیر ناطق  ( )          ہوگا کیوں کہ ̅  

 کا اتہائئی نقطہ ہوتا ہے۔  

 کا ب  سے بڑا کھلا تحت سٹ ہوتا ہے۔   کا اندروم ایک کھلا سٹ ہوتا ہے اور   دکھائیے کہ کسی سٹ  ۔2مثاك 

کے تمال اندرونی نقاط کا سٹ   سے ظاہر کرتے ہیں۔ یعنی سٹ  ( ) کے اندروم و    ایک سٹ ہے۔ مام لیجیے کہ   فرض کرو کہ  حل۔

( ) ہوتا ہے۔ اگر  ( )  ( ) ایک کھلا سٹ ہے۔ اگر   کھلا سٹ ہوگا کیوں کہ  ( ) ہو تو        ہو تو فرض کرو کہ    

ایک کھلا    ہے۔ لیکن        اس طرح وجود رکھتا  ہے کہ    ہے اس لیے ایک کھلا وقفہ   کا اندرونی نقطہ   ہے۔ چوں کہ   ( ) 

 ہے۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ 

گ

کا    کا اندرونی نقطہ ہوتا ہے۔ لیکن     ہر ایک نقطہ کا   وقفہ ہونے کی وجہ سے اس کے ہر ایک نقطہ کی ہمسائ

ہے۔ جس کا  ( )      کا اندرونی نقطہ ہوتا ہے۔ اس لیے   کا ہر ایک نقطہ    ہے۔ اس لیے      ہے۔ لیکن    اندرونی نقطہ 
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 ۔  ایک کھلا سٹ ہے ( ) مطلب یہ ہوا کہ 

کا ہر کھلا تحت سٹ وجود رکھتا ہے۔   میں  ( ) ب  سے بڑا کھلا تحت سٹ ہے یہ ثابت کرنا ضروری ہے کہ  ( ) یہ ثابت کرنے کے لیے کہ 

 ہے اس لیے      ہے۔ مام لیجیے کہ    کا کھلا تحت سٹ   فرض کرو کہ 

گ

  ہے۔ چوں کہ و ئی بھی کھلا سٹ اس کے ہر ایک نقطہ کی ہمسائ

 

گ

ہے اور اس لیے ( )        ہے۔ اس لیے  ( )   ہے یا   کا اندرونی نقطہ   ہوا کہ ہے۔ اس کا مطلب یہ    کی ہمسائ

 ب  سے بڑا کھلا تحت سٹ ہے۔ ( ) کا    میں موجود ہے۔ تب  ( ) کا ہر کھلا تحت سٹ   ہے۔ چوں کہ  ( )    

 سے ظاہر کیے گئے ہیں۔ تب   اور    کے ماودذ سٹ   اور   مجموعے ہیں اور   اور   فرض کرو کہ  ۔3مثاك 

i)           

ii) (   )        

iii) (   )        

میں  (   ) کے ارکام کی لا محدود تعداد   ہے۔ تب      ہو تو مام لیجیے کہ      ہو۔ اگر                ( اگر i حل۔

کا اتہائئی   کے ارکام کی لا محدود تعداد ہے۔ جس کا مطلب یہ ہوا کہ   میں  (   ) اس کا مطلب یہ ہوا کہ     وجود رکھتی ہے۔ لیکن 

 ہے۔      اور اس لیے           ہے۔ اس لیے      ہے یا   نقطہ 

ii  )         (   )  ( اورi )  کے استعماك سے         (   )   

 ہوگا۔  (   )      اس لیے 

  (   )پر غورکرتے ہیں۔ تب  ϕ  (   )ہے، ہم پہلے اس صورت         (   )یہ ثابت کرنے کے لیے کہ 

ہے، تب   کا اتہائئی نقطہ     ہے۔ اب چوں کہ   (   )  ہو تب فرض کرو کہ  ϕ  (   )ہوگا۔ اگر صورت       

کے یا   کے یا   کے ہر ایک ہمسایہ میں   جود ہوگی۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ کے ہر ایک ہمسایہ میں مو  کے نقاط کی لامتناہی تعداد     

یا      ہے۔ یعنی   کا ایک اتہائئی نقطہ   کا یا   دونوں کے لامتناہی طور پر بہت سار  نقاط وجود رکھتے ہیں۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ 

  (   )ہوا۔ یعنی           (   )  ہے۔ اس لیے         ہے جس کا مطلب یہ ہوا کہ      

      

 ہے۔        (   )ہیں۔ اس لیے نتیجہ یہ نکلا کہ         (   )اور   (   )       کہ اب چوں

iii اس لیے نتیجہ یہ نکلا کہ     (   )       اور     (   )      (  چوں کہ (   )  

      تب  (   )   اور  (   )  ( واجبی ہے فرض کرو کہ Inclusionشمولیت) یہ دیکھانے کے لیے کہ      

     (   )اور  + *      اس طرح سے کہ  -   ,   اور   -   ,    لیکن       (   ) اور

 ہے۔   

 ۔ ثابت کیجیے کہ کسی تحت سٹ کا ماودذ سٹ بند تحت سٹ ہوتا ہے۔4 مثاك
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ہو۔ اس      بند سٹ کہلاتا ہے اگر اور صرف اگر   ہے۔ ہم نے دیکھا ہے کہ    کا ماودذ سٹ   کے تحت سٹ   مام لیجیے کہ  حل۔

میں موجود ہے۔ اگر    ودد   (  )بند سٹ ہے ہمیں ثابت کرنا ہوگا کہ ماودذ سٹ کا ماودذ سٹ یعنی    لیے یہ ثابت کرنے کے لیے کہ 

کا    ہے تب   (  )  ہے۔ فرض کیجیے کہ     (  )ایک بند سٹ ہے۔ مام لیجیے کہ    ہوگا اور      (  )ہو تو     (  )

کا   ہے۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ      ہوتا ہے۔ لیکن     کا کم سے کم ایک نقطہ    کے ہر ایک ہمسایہ میں   ہے۔ تب   اتہائئی نقطہ 

  ام میں سے ایک ہمسایہ ہے۔ تب   کے لامتناہی طور پر بہت سار   نقاط ہیں۔ لیکن    کے ہر ایک ہمسایہ میں  ہے۔ یعنی   اتہائئی نقطہ 

ہے۔ اس طرح   کا اتہائئی نقطہ   کے لامتناہی طور پر بہت سار   نقاط موجود ہیں۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ   میں   کے ہر ایک ہمسایہ 

 ایک بند سٹ ہے۔  (  )اس لیے  ہے۔    (  )اور اس لیے        (  )  

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 4.5

کھلا وقفہ کھلے  ( کا مطالعہ بنیادی طور پر کھلے سٹ، بند سٹ اور اتہائئی نقاط کی خصوصیات و  سمجھنے پر منحصر ہے۔Analysisتجزیہ)

میں کھلے وقفوں کے اجماع کے طور پر   کے ہر کھلے سٹ و    سٹ کی ایک مثاك ہے اور بند وقفہ بند سٹ کی ایک مثاك ہے۔ درحقیقت، 

 نہ کہ نمایاں کیا جا سکتا ہے۔ بند سٹ و  کھلے سٹ کی تکمیل کے طور پر بیام کیا جاتا ہے۔ بند سٹ کا ام کی طاقت میں مطالعہ کرنا بھی ممکن ہے

استعماك کرنا ہوگا۔  کھلے سٹس کا اختیاری اجماع ایک کھلا سٹ صرف کھلے سٹس کی تکمیل کے طور پر۔ اس مقصد کے لیے ہمیں اتہائئی نقاط کا 

بند  ہوتا ہے اور کھلے سٹس  کا متناہی تقاطع  کھلا سٹ ہوتا ہے۔   اسی طرح بند سٹس کے اختیاری مجموعہ کا تقاطع ایک بند سٹ ہوتا ہے جب کہ

ہ و  اس نقطہ کے طور پر بیام کیا ہے جس کے ہر سٹس کا ایک متناہی اجماع بند سٹ ہوتا ہے۔ ہم نے حقیقی اعداد کے سٹ کے ا

گ

ن
ق

ت

ت
یک اتہائئی 

ی نقطہ اور مجتمع نقطہ کا استعماك اتہائئی نقطہ کے لیے بھی کیا جاتا ہے۔ ہم نے دائژا  قرب میں سٹس کے ارکام کی تعداد لامحدود ہوتی ہے۔

یہ ثابت کیا جس کے مطابق ہر بستہ لامحدود سٹ کا ( کا ایک اہم نظر1897-1815( اور کارك ورسٹراس)1848-1781برنارڈ بولزانو )

 کم سے کم ایک اتہائئی نقطہ ہوتا ہے۔ 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 4.6

ف نقطہ، کسی سٹ کی ائداژ، بولزانو ورسٹراس خاصیت ،کسی سٹ کا تنہا نقطہکسی سٹ کا اتہائئی نقطہ، 

 

ی نقطہ، مجتمع نقطہ، مکی

 بندشی خاصیت، کسی سٹ کی بستہ ہونا، کسی مجموعہ کا اندروم، ماودذ سٹ  

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 4.7

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 4.7.1

 ( ہےDerived Setمتناہی سٹ کا ماودذسٹ)حقیقی اعداد کے کسی  .1

(a) ودد وہی سٹ (b)  خالی سٹ  (c) 
ℚ 

(d) ℚ
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ℕسٹ  .2  ۔  _____________کا اتہائئی نقطہ  +        * 

(a) وجود رکھتا ہے (b) وجود نہیں رکھتا ہے (c) 1 (d) 
∞ 

  2سٹ  .3
 

 
 
 

 
 
 

 
 ۔  _____________کا اتہائئی نقطہ  3   

(a) 1 (b) 
∞ 

(c) 0 (d) و ئی نہیں 

 کے لیے، ہر ایک ناطق عدد ہے۔ ℚناطق اعداد کے سٹ  .4

(a) اتہائئی نقطہ نہیں ہے (b) ایک نچلی حد (c) ایک اوپری حد (d) ایک اتہائئی نقطہ 

ℚغیر ناطق اعداد کے سٹ .5
 
 کے لیے، ہر ایک غیر ناطق عدد ہے۔ 

(

a

) 

اتہائئی 

 نقطہ ہے

(

b

) 

ایک 

 نچلی حد

(

c

) 

ایک 

اوپری 

 حد

(

d

) 

اتہائئی نقطہ نہیں 

 ہے

 (T/F)    ( میں ہوتا ہے۔Complementکا اتہائئی نقطہ اس کے تتمے)( 3,1)کھلے وقفہ  .6

(   )سٹ  .7  ℕ  ہے۔6کا ایک تنہا نقطہ        (T/F) 

 (T/F)      ہوتا ہے۔ -   ,کا ماودذسٹ ایک بند وقفہ  (   ,وقفہ  .8

 (T/F)       خالی سٹ کا ماودذسٹ غیر خالی سٹ ہوتا ہے۔ .9

 (T/F)       ایک واجبی تحت سٹ ہوتا ہے۔  کا  کا ماودذسٹ    .10

 ہے۔ _______________کے اتہائئی نقاط کا سٹ  -   ,بند  وقفہ   .11

 نہیں ہوتا ہے۔ ___________غیر ناطق اعداد کا سٹ  .12

 نہیں ہوتا ہے۔ ___________ناطق اعداد کا سٹ  .13

 ہو۔_______________لاتعداد کھلے سٹس کا تقاتع ضروری نہیں کہ  .14

 ہو۔_______________لاتعداد بند سٹس کا اجماع ضروری نہیں کہ  .15

 درجہ ذیل کا ملاپ کرو: .16

عہ کا اتہائئی نقطہ نہیں مجمو

 ہے

i)  
 کا ماودذسٹ +6          *

a.  

  (ii   حقیقی اعداد کا سٹ 
 کسی مجموعہ کا تنہا نقطہ

b.  

  -   ,بند  وقفہ  
iii)  

 کا  اندروم  -   ,بند  وقفہ  
c.  
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 (   )کھلے  وقفہ  
iv)  

 سٹ کا بندشی (   )کھلے  وقفہ  
d.  

  (ϕ vخالی سٹ 
 حقیقی اعداد کے سٹ کا اندروم

e.  

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 4.7.2

 نہیں ہوتا ہے۔ کسی مجموعہ کے اتہائئی نقطہ کی تعریف کیجیے۔ ہر ا س مجموعے کی مثاك دیجیے جس کے کچھ یا و ئی بھی اتہائئی نقطہ .1

 کسی مجموعہ کے تنہا نقطہ کی تعریف کیجیے۔ مجموعوں کی دو مثالیں دیجیے۔ کیا و ئی تنہا نقطہ کسی مجموعہ کا اتہائئی نقطہ ہوتا ہے؟ .2

 دکھائیے کہ حقیقی اعداد کے سٹ کے متناہی تحت سٹ کا و ئی اتہائئی نقطہ نہیں ہوتا ہے۔ .3

  میں بالترتیب صرف ایک اتہائئی نقطہ اور صرف دو اتہائئی نقطے ہوتے ہوں۔کی ایک مثاك دیجیے جن لامتناہی سٹس دوہر .4

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 4.7.3

 کا تحت سٹ ہو۔  سٹ    بند ہوتا ہے اگر اور صرف اگر ماودذسٹ   دکھائیے کہ و ئی مجموعہ  .1

 کرو۔بولزانو ورسٹراس قضیہ و  بیام اور ثابت  .2

 ثابت کرو کہ کسی بستہ لامتناہی مجموعہ میں کم ترین اور اعظم ترین اتہائئی نقاط ہوتے ہیں۔ .3

 کا ب  سے بڑا کھلا تحت سٹ ہوتا ہے۔  ( ایک کھلا سٹ ہوتا ہے اور Interiorکا اندروم)  دکھائیے کہ کسی سٹ  .4

 دکھائیے کہ  .5

a)           

b) (   )        

c) (   )        

 و کہ حقیقی اعداد کے سٹ کے کسی تحت سٹ کا ماودذسٹ بند ہوتا ہے۔ثابت کر .6

 (Suggested Learning Resources)تجویزکردہ اکتسابی مواد 4.8

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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استدقاق۔ تواتر اور 5اکائی  

(Sequences and Convergence) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   5.0

 مقاصد   5.1

 تواتر اور تحت تواتر   5.2

 استدقاقاتہائ اور    5.3

 یک رنگی تواتر   5.4

 اکتسابی نتائج   5.5

 کلیدی الفاظ   5.6

 امتحانی سوالاتنمونہ    5.7

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  5.7.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  5.7.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات  5.7.3

 اکتسابی مواد یز کردہتجو   5.8
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 (Introduction)تمہید 5.0

وناکئی 
 

ت

 (1170-1240)تواتر کی بہت سی مثالوں سے ہماری روز مرہ کی زندگی میں سابقہ پزتا رہتا ہے۔مشہور ریاضیداں لیونارڈو ف

(Leonardo Fibonacii) نے خرگوشوں(Rabbits)  کی ایک کالونی میں ام کا شمار کی جانکاری حاصل کرنے کے لیے اس مفروضہ پر، کہ دو بالغ

)نر اور مادہ( سے ہر ماہ دو نوعمر خرگوشوں کی پیدائش ہوتی ہے اور یہ دو ماہ میں بلوغت حاصل کر لیتے ہیں اور دوسر  خرگوشوں کے جوڑ  

خرگوشوں کے جوڑ  کی پیدائش کا سبب بنتے ہیں، ایک ماڈك پیش کیا۔ تب پہلے مہینے میں خرگوشوں کے جوڑوں کی تعداد، دوسر  مہینے میں 

 ویں مہینے میں خرگوشوں کے جوڑوں کی تعداد و  درجہ ذیل طریقہ سے ظاہر کرتے ہیں   ،   د، خرگوشوں کے جوڑوں کی تعدا

                     

( اپنے سابقہ دو ارکام و  جوڑ کر حاصل کیا جاتا ہے۔ فرض کیجیے کہ ربر کی ایک    واں رکن) nیہ تواتر کی ایک مثاك ہے جہاں 

ہ کھانے کے بعد گیند کی حاصل کردہ اوچائیوں    پر اوائیئی سطح( Vertical)افُقی (Rough)گیند کھردری

 

میٹر سے نیچے گرائی جاتی ہے۔ ہر بار ٹ

گر ہم گیند ہوتا ہے۔ ا( Converge)پر غور کریں۔ ام اوائیئیوں و  ایک ایسے تواتر سے جوڑکر دیکھا جا سکتا ہے جو بالآخر صفر کی طرف مستدق

عدد پر مرتکز ہونا لازی ہے۔ آنے والی  فت حاصل کرنا چاتے  ہیں تو اس طرح حاصل لامتناہی تواتر و  ایک متناہی حقیقیکے ذریعہ طے کی گئی مسا

 سے جڑ  سوالات کا علم ہونا ضروری ہے۔ (Convergence)استدقاقاکائیوں میں کسی تواتر کے اتہائ کے وجود اور اس کی 

 (Objectives)مقاصد 5.1

 تکمیل کے بعد آپ اس قابل ہو جائیں گے کہ  کی  اس اکائی 

  کسی تواتر کی اتہائ  اور تحت تواتر کی تعریف کر سکیں 

 مستدق تواتر اور بستہ تواتر کے درمیام رشتہ قائم کر سکیں 

  ہو۔یک رنگی تواتر کی تعریف کر سکیں اور ثابت کر سکیں  کہ و ئی یک رنگی تواتر مستدق ہوتا ہے اگر اور صرف اگر یہ بستہ 

 (Sequence  and Subsequence)تواتر اور تحت تواتر 5.2

ایک تواتر نمبروں کا ایک سٹ ہوتا ہے جن و  پہلے نمبر سے شروع کرتے ہوئے دوسر ، تیسر  اور اسی طرز پر ایک ترتیب میں  تعریف:

پر   سے  ℕہے جو   میں و ئی تواتر ایک تفاعل   تو ایک مجموعہ )یا حقیقی اعداد کے سٹ کا ایک تحت سٹ(  ہو   دکھایا جاتا ہے۔ معادلاً اگر 

 معرف ہو۔ کسی تواتر و  درجہ ذیل طریقوں سے ظاہر کریں گے 

 یا                   

 ( )  ( )  ( )    ( )   

  ℕ    
   ( ) 

      ( )  یعنی پہچانا جاتا ہے۔ سے (Range)کسی تفاعل و  اس کی سعت
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کتنے فاصلہ پر ہے۔  کسی تواتر کے لیے   تفاعل کی بڑھتی ہوئی مقدار کے مطابق لکھا گیا ہو۔ ہم نے اوپر بتایا ہے کہ   سے  1کے عناصر یا  سعت

 سے ظاہر کرتے ہیں۔ +  *و  اختیار کرتے ہیں اور اس  و                  ہم ترقیم 

   +  *کے لیے  +  *کا استعماك کر رہے ہیں۔ کچھ مصنفین   کے لیے   یہاں ہم تفاعل 
 

 کا بھی استعماك کرتے ہیں۔ 

 مثالیں:

i)  درجہ ذیل ہوگی +  *تب تواتر      فرض کیجیے کہ 

*  +                   

ii)  فرض کیجیے کہ    
 

 درجہ ذیل ہوگی +  *تب تواتر  

*  +         6        
    

 طبعی عدد (Strictly Increasing)اضافیتاکیدی                  ایک تواتر ہے اور اگر  +  *اگر  تعریف:

(Natural Numbers ) ہوں تب تواتر{   }  کا تحت تواتر کہتے ہیں۔ +  *و                   

کے طور پر دیکھا جا سکتا ہے۔ کسی تواتر کے بہت سے تحت تواتر ( Composition of two Functions)کسی تحت تواتر و  دو تفاعلات کے مرکب

تحت تواتر ہیں                   اور                 کے لیے              ہو سکتے ہیں۔ جیسے تواتر 

 +    * تحت تواتر نہیں ہے اور تواتر اپنی چھٹی اور ساتویں رقموں کی وجہ سے                           جب کہ تواتر 

 ہے۔      کے لیے 

ویں رقم کے لیے ایک ضابطہ دیا جائے اور یہ بتانا بھی - کسی تواتر و  متعارف کرانے کا ب  سے آسام طریقہ یہ ہے کہ اس تواتر کی   تبصرہ:

  کسی تواتر و  متعارف کرانے کے لیے کافی نہیں ہے۔کی کس قیمت کے لیے یہ ضابطہ درست ہے۔ چند اراکین کا لکھ دا  ضروری ہے کہ 

 مثالیں:

 اس طرح ہوگا +  *تب تواتر      فرض کیجیے کہ  .1

*  +                   

 کا تحت تواتر اس طرح دیا گیا ہے +  *مام لیجیے کہ تواتر  

*   +      6         

 ایک تواتر  ہے۔ اس و  ذیل طریقہ سے لکھا جا سکتا ہے               فرض کیجیے کہ  .2

   (  )
   

 

 آپ درجہ ذیل سوالات پر غور کریں:

i) من درجہ بالا تواتر کے دو تحت تواتر لکھیے۔ 

ii)    >

 

 
اگر   جفت ہے 

 
 

 
اگر   طاق ہے 

   یا  
(  )   

 
+  *تب       

 

 
  

 

 
 
 

 
  

 

 
    

iii)  وناچی
 

ت

                           جہاں                       تواتر ف
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و  نیچے سے بستہ کہا جاتا ہے اور اگر اس کی  سعت اوپر سے بستہ ہو  +  *نیچے سے بستہ ہو تب  (Range)کی سعت +  *اگر کسی تواتر  تعریف:

و   صرف بستہ کہا جاتا ہے۔  +  *و  اوپر سے بستہ کہتے ہیں۔ اگر تواتر کی سعت اوپر اور  نیچے  دونوں طرف سے بستہ ہو تب  +  *تب تواتر 

ہو۔ اگر        کے لیے     اس طرح وجود رکھتے ہوں کہ ہر ایک   اور   معادلی طور پر و ئی تواتر بستہ ہوگا اگر محدود عدد 

 اور اسی طرح اعظم ترین  (.l.u.b) تو کم ترین حد بالا جو بالائی حدوں میں ب  سے چھوٹی ہو اقل ترین بالائی حد اوپر سے بستہ ہو +  *

گ

کہلائ

 کی تعریف کی سکتی ہے۔   (.g.l.b)زیریں حد

 مثالیں:

   ہے، جہاں +  *فرض کیجیے کہ تواتر  .1
 

 
ہے۔ اس لیے       اور      کے لیے     ہے۔ اس میں ہر ایک  

δہے۔ اگر  (.l.u.b)اقل ترین بالائی حد  تواتر اوپر سے بستہ ہے اور    ہو تو    
 

 
حاصل ہوگا۔        کے لیے  

 ہے۔  (.g.l.b)اعظم ترین زیریں حد  اس کی وجہ سے و ئی بھی مثبت عدد اس تواتر کے لیے زیریں حد نہیں ہے اور 

   ، جہاں +  *تواتر   .2
(  ) 

 
   اور       ، 

 

 
کے دوسر  تمال اعداد ام ہی دو نمبروں کے درمیام وجود رکھتے  

ہیں۔ اس لیے 

 

 
 ہے۔  (.g.l.b)اعظم ترین زیریں حد   اور  (.l.u.b)اقل ترین بالائی حد 

<   کے لیے جو  +  *تواتر  .3
اگر    ،   سے تقسیم پذیر ہے   

 بہ صورت دیگر                   
اقل   ہے۔ اس لیے   ہے یا   سے متعارف ہے کا ہر رکن  

 ہے۔ (.g.l.b)اعظم ترین زیریں حد  اور  (.l.u.b)ترین بالائی حد

(  )  √   اور بچے ہوئے تمال ارکام مثبت ہیں، جہاں      کے لیے  +  *تواتر  .4
 

اعظم ترین  0ہے۔ اس لیے  

δہے۔ تواتر اوپر سے بستہ نہیں ہے، چوں کہ ہمیں دیا گیا ہے کہ  (.g.l.b)زیریں حد (  )  √   ہے، ہم    
  

 و  منتخب کر سکتے ہیں۔  (   )  و  حاصل کرنے کے لیے       √

 (Limit and Convergence)استدقاقاتہائ اور  5.3

کے تمال ہم سایوں میں تواتر کے  کچھ ارکام کی تعداد و  چھوڑکر سبھی ارکام   کی اتہائ کہا جاتا ہے اگر  +  *و  کسی تواتر   ایک حقیقی عدد  تعریف: 

ϵکی اتہائ ہے اگر ہر ایک  +  *کسی تواتر  ℝ  وجود رکھتے ہوں۔  معادلاً  اس  ℕ   ایک طبعی عدد )چاہے جتنا چھوٹا ہو(کے لیے    

وجود رکھتا ہے   لکھتے ہیں۔ اگر            ۔ اس و  ہم ہو (       )   کے لیے       تمال  طرح وجود رکھتا ہے کہ 

 کہتے ہیں۔ (Divergent)ہے۔ و ئی تواتر اگر مستدق نہیں ہو تو اس و  مستدع (Convergent)کی طرف مستدق  ، +  *تو ہم کہتے ہیں کہ تواتر 

 کی طرف مستدع ہوتے ہیں۔    یا    اس تواتر کے بار  فرق ظاہر کرتے ہیں جو بستہ نہیں ہیں اور اس لیے وہ  کچھ مصنفین

کے   (Set Range)کی اتہائ ہوتی ہے لیکن کسی سعت  سٹ  (Range)تواتر کے اتہائئی نقطہ کی تعریف سے، اتہائئی نقطہ تواتر کی سعت  تبصرہ:

ہے۔ تب       ایک تواتر ہے جہاں  +  *اتہائئی نقطہ اور کسی تواتر کے اتہائئی نقطہ کے درمیام بہت  تھوڑا فرق ہوتا ہے۔ فرض کیجیے کہ 

ہے اور متناہی سٹ )چوں کہ اس میں ایک ہی رکن موجود  + *ہے لیکن سٹ کے طور پر سعت سٹ   ہوگا جس کی اتہائ  +        *تواتر 
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 کی وجہ سے اس کا و ئی اتہائئی نقطہ نہیں ہوتا۔  ہے( ہونے

چوں کہ کسی تواتر کے ارکام سے ہماری مراد سعت سٹ میں عناصر سے ہے اس لیے سٹس کے اتہائئی نقاط کے ساتھ تواتر پر بھی  تمال  تبصرہ:

 قضیوں و  لاگو کیا جاتا ہے۔

   ایک تواتر ہے جہاں  +  *۔ 1مثاك 
 

 
کے ہر ایک ہمسایہ میں تواتر   ہے چوں کہ   نقطہ  ہے۔ اس کا اتہائئی  

 

 
کے لامتناہی طور پر بہت  

 سار  ارکام وجود رکھتے ہیں۔  

(  )   ایک تواتر ہے جہاں  +  * ۔2مثاك 
 

لامتناہی طور پر کئی    اور   اس کے اتہائئی نقطے نہیں ہیں کیوں کہ     اور   ہے۔   

 سعت متناہی ہوتی ہے۔    کی   مرتبہ دہرائے گئے ہیں اور 

       ایک تواتر ہے جہاں  +  * ۔3مثاك 

گ

ہے۔ اس کا و ئی اتہائئی نقطہ نہیں ہے کیوں کہ  کسی بھی حقیقی نمبر کے پاس اس کی کسی ہم سائ

 میں تواتر کے لامحدود ارکام نہیں  ہوتے ہیں۔  

 (Bolzano Weierstrass Theorem for Sequences)بولزانو ورسٹراس قضیہ

 ہر ایک بستہ لامتناہی تواتر میں ایک اتہائئی نقطہ ہوتا ہے۔ بیام:

بستہ ہونے کی وجہ سے سٹ  +  *ہے۔ تواتر  +      *  مام لیجیے کہ ۔ ایک لامتناہی اور بستہ  تواتر ہے +  * فرض کیجیے کہ ثبوت:

متناہی ہوگا۔بستہ اور لامتناہی سٹس کے لیے بولزانو ورسٹراس کے قضیے سے بھی لا  لامتناہی ہے اس لیے  +  *بھی بستہ ہوجائگا۔ چوں کہ   

کے لامتناہی تعداد میں ارکام وجود   میں  (       )کا اتہائئی نقطہ وجود رکھتا ہے، تب   میں   ہوگا۔ اس   کا ایک اتہائئی نقطہ   سٹ 

 رکھتے ہیں۔

 ہر ایک مستدق تواتر بستہ ہوتا ہے لیکن اس کا برعکس درست نہیں ہوتا۔ :1قضیہ 

δقدر  ۔ہونے والا  تواتر ہے مستدقکی طرف   کسی قدر  +  *فرض کیجیے کہ  ثبوت: کے لیے    لے نے پر ہم دیکھتے ہیں کہ تمال     

|    |ایک حیح  عدد اس طرح وجود رکھتا ہے کہ ہے۔ مام                 ہے۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ    

کی بالترتیب اعظم ترین اور ادنی ترین قدریں ہیں۔ تب  +                    *کسی متناہی سٹ  μاور  λلیجیے کہ 

(  )   جو  +  *بستہ ہے۔ تواتر  +  *ہے۔ اس لیے تواتر           
 

      کے ذریعہ متعارف ہے یعنی  

اور     بستہ ہے کیوں کہ تمال  +  *مستدق نہیں ہے۔ حالاں کہ تواتر    بستہ ہے۔ لیکن  +  *ہے۔ اس لیے تواتر        

ϵکے لیے       
 

 
|    |اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     تب ایک عدد    

 

 
 ہے۔ 

 ہوگا۔    ہے تو  مستدقکی طرف بھی   ہے اور قدر  مستدقکی طرف   قدر  +  * اگر و ئی تواتر: 2قضیہ 

δفرض کرو کہ ثبوت:  اس طرح وجود رکھتا ہے کہ تمال    ایک عدد ، تب ق ہےمستدکی طرف   قدر  +  *دیا گیا ہے۔ چوں کہ    

|    |کے لیے        
 

 
اس طرح وجود رکھتا ہے کہ تمال    عدد ، تب ق ہےکی طرف بھی مستد  قدر  +  *چوں کہ ہے۔  

|    |کے لیے        
 

 
 +     *     ہے۔ تب سبھی  



 

55 

 

|    |کے لیے   
 

 
|    |اور    

 

 
 ہے۔ تب 

|   |  |    |  |    |  
 

 
 
 

 
   

δایک غیر منفی عدد ہے جو اختیاری  |   |اس لیے  |   |سے کم تر ہے۔ اس لیے       ہے۔    یا    

اس طرح سے وجود رکھتا ہو کہ  {   }کا ایک تحت تواتر  +  *کا اتہائئی نقطہ ہوتا ہے اگر اور صرف اگر  +  *کسی تواتر   : و ئی حقیقی عدد 3قضیہ 

 ہو۔ مستدقکی طرف   قدر یہ 

 اس کا ثبوت مشق کے لیے چھوڑا گیا ہے۔ ثبوت:

 (: Resultنتیجہ)

 تب           اور            اس طرح سے ہیں کہ  +  *اور  +  *فرض کیجیے کہ دو تواتر 

i)       (     )      

ii)       (     )      

iii)       .
  

  
/  

 

 
     

 (Sandwich Theoremسینڈوچ قضیہ)

کی طرف   بھی  +  *ہو، تب تواتر  مستدقکی طرف   اتہائ  +  *اور  +  *ہو اور اگر تواتر          کے لیے     اگر  بیام: 

 ہوگی۔ مستدق

δفرض کیجیے کہ  ثبوت: اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    ہوتا ہے، تب ایک عدد     ہوتا ہے جیسے جیسے      ہے۔ چوں کہ    

|    |کے لیے      تمال   ہے۔    

کے      اس طرح وجود رکھتا ہے کہ تمال  ℕ   ہوتا ہے، تب ایک عدد     ہوتا ہے جیسے جیسے      اسی طرح، چوں کہ 

|    |لیے   ہے۔     

    ہے۔ تب سبھی  +       *     فرض کیجیے کہ 

 ہے۔               اور                کے لیے  

 اس لیے

|    |     *(    ) (    )+ 
     *(    ) (    )+ 

|    |کے لیے     اس لیے تمال   ہوتا ہے۔    ہوگا جیسے جیسے      ہوگا اور پھر اس لیے    

 ایک تواتر ہے جہاں  +  *فرض کیجیے کہ  ۔4مثاك 

   
 

(   ) 
 

 

(   ) 
   

 

(  ) 
 

 ہے۔
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  و  متعارف کرتے ہیں، جہاں  +  *اور  +  *تواتر صفر کی طرف اسدق ہوتی ہے۔ اس و  ثابت کرنے کے لیے ہم دو  +  *تب تواتر 

   
 

(  ) 
 
 

  
 

 اور

         
 

  
 
 

 
 

 ہوتا ہے اور   (  )  (   )   کے لیے             ہے چوں کہ          اب 

   
   

      
   

     

 اس لیے سینڈوچ قضیہ سے 

   
   

     

 درجہ ذیل سواك سے جانچ کر سکتے ہیں۔اپنی اکتسابی جانچ کے لیے طلبہ 

ایک مثبت عدد ہے تب  λثابت کیجیے کہ اگر  ۔ 5مثاك 

 

  
 ۔ہوتا ہے    ہوگا جیسے جیسے    

λاگر  ۔ 6مثاك  λتب    
 
 ⁄
 یہاں ہمیں تین صورتوں پر غور کرنا ہوگا ۔ہوتا ہے    جیسے جیسے    

𝛌جب : (1صورت)  ہو   

λ   قدر 
 
 ⁄
ہوگا۔ لیکن دو رکنی قضیہ کی مدد سے ہم حاصل کرتے      کے لیے      و  درج کیجیے، تب تمال   

 ہیں

   λ
 
 ⁄
    (    )

 
 ⁄        

     اس لیے 
   

 
 ہوگا۔ 

چوں کہ

   

 
 ۔ ہوتا ہے    ہوتا ہے جب      سینڈوچ قضیہ کی مدد سے تب  ہو،    جب    

𝛌جب : (2صورت)  ہو    

λاگر  λکے لیے    ہو تب سبھی    
 
 ⁄
λ  ہوگا۔ اگر     ہو، تب    

 

λ
اور پہلی صورت کی مدد سے    

 

λ
 
 ⁄
 .

 

λ
/
 
 ⁄

 ۔ہو    جب    

 اپنی اکتسابی جانچ کے لیے درجہ ذیل سواك پر غور کریں۔

| |اگر  ۔7مثاك   ۔ہو    جب      ہو تب ثابت کیجیے کہ     

 ۔ہو    جب      ہو تب ثابت کیجیے کہ    √    √   اگر  ۔8مثاك 

 (Monotonic Sequences)یک رنگی تواتر 5.4

        کے لیے   ( کہا جاتا ہے اگر سبھی Monotonically Increasingیک رنگی طور پر بڑھتا ہوا) +  *و ئی تواتر  تعریف:

ہو۔         کے لیے   ( کہا جاتا ہے اگر سبھی Monotonically Decreasingیک رنگی طور پر گھٹتا ہوا) +  *ہو۔ ایک تواتر  
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 ( کہتے ہیں اگر یہ یک رنگی طور پر یا تو بڑھتی ہوئی ہو یا گھٹتی  ہوئی تواتر ہو۔Monotonic Sequenceو  یک رنگی تواتر) +  *تواتر  

( کہا Strictly Decreasingتاکیدی طور پر گھٹتا ہوا )(  یا Strictly Increasingتاکیدی طور پر بڑھتا ہوا) +  *و ئی تواتر  تعریف:

 ہو۔        ہو یا         کی تمال قدروں کے لیے    جاتا ہے اگر 

ہم نے اس اکائی میں ایک قضیہ ثابت کیا جس کے مطابق ہر ایک مستدق تواتر بستہ ہوتا ہے لیکن بہت سے بستہ تواتر ہیں جو  (:Remarkتبصرہ)

نہیں ہیں۔ اب ہم ثابت کریں گے کہ کسی بستہ تواتر کے ساتھ اگر یک رنگی تواتر ہونے کی ایک شرط اور لگا دی جائے تو حاصل کردہ کہ مستدق 

 تواتر مستدق ہوتا ہے۔ 

 ایک یک رنگی تواتر مستدق ہوتا ہے اگر اور صرف اگر یہ بستہ ہو۔ قضیہ:

کے لیے ثابت کرتے ہیں۔ یک رنگی طور پر گھٹتے ہوئے تواتر کے لیے یکساں ثبوت ہوگا۔ ہم قضیہ و  یک رنگی طور پر بڑھتے ہوئے تواتر  ثبوت: 

 ( سے یہ بستہ ہوگا۔ 1مستدق ہے تو )قضیہ +  *ایک یک رنگی طور پر بڑھتا ہوا تواتر ہے۔ اگر  +  *فرض کیجیے کہ 

،  کا  +  *ہے۔ چوں کہ     ہے۔ اب فرض کیجیے کہ        اس کا   بستہ ہے۔ مام لیجیے کہ  +  *اس کے بالعکس، فرض کیجیے کہ 

اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   اس لیے ایک عدد  تواتر کی ایک بالائی حد نہیں ہے۔    ہے تب ہم اس نتیجہ پر پہنچتے ہیں کہ        

ہوگا۔ اس لیے سبھی        کے لیے    ایک یک رنگی طور پر بڑھتا ہوا تواتر ہے، تب سبھی  +  *ہے۔ چوں کہ        

 ہے۔                کے لیے     

 ہے۔    جب      اس لیے 

 کی طرف مستدق ہوتا ہے۔        اسی طرح دکھا سکتے ہیں کہ ایک بستہ اور یک رنگی طور پر گھٹتا ہوا تواتر اپنے  

 کی طرف مستدع ہوتا ہے۔   ہر ایک یک رنگی طور پر بڑھتا ہوا تواتر جو اوپر سے بستہ نہیں  (:Remarkتبصرہ)

  .    ۔9مثاك 
 

 
/
 

 مستدق ہے۔   +  *کے ذریعہ دیا گیا تواتر 

  .کے لیے دو رکنی قضیہ کا استعماك کی مدد سے     اس و  سمجھنے کے لیے حل۔ 
 

 
/
 

 کی توسیع کر تے ہیں۔ 

(  
 

 
)
 

 ∑
 (   ) (     )

  
 
 

  

 

   

 

     ∑
 

  
(  

 

 
) (  

 

 
) (  

   

 
)

 

   

 

     ∑
 

  
(  

 

   
)(  

 

   
) (  

   

   
)

 

   

       0  .  
 

 
/  .  
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     ∑
 

  
(  

 

   
) (  

   

   
)

   

   

 

 (  
 

 
)
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 بڑھتا ہوا تواتر ہے۔  +  *و  صاف طور پر دیکھا جا سکتا ہے اس لیے       اس لیے چوں کہ 

 لیکن  

  (  
 

 
)
 

     ∑
 

  
(  

 

 
) (  

 

 
) (  

   

 
)

 

   

 

     ∑
 

  

 

   

 

     
 

 
 
 

  
   

 

    
 

   

       کے لیے اور     سبھی 

 بستہ اور بڑھتا ہوا یک رنگی تواتر ہے اور اس لیے مستدق ہے۔   +  *اس لیے 

      .  
 

 
/
 

 سے ظاہر کیا جاتا ہے۔  و  

   فرض کیجیے کہ  ۔10مثاك
 

√    
 

 

√    
   

 

√    
 ۔ ہو    جب      ہے، تب دکھائیے کہ      

حل۔ چوں کہ 

 

√    
 

 

√    
 

 

√    
       

 ہمیں حاصل ہے

 

√    
    

 

√    
 

 اس لیے

 

√  
 

  

    
 

√  
 

 

 

  √  یہ اس لیے ہے کیوں کہ 
 

 
   

 

  
 ہوتا ہے۔ 

  √اب 
 

 
  √اور  ہو     جب    

 

  
 ہو۔     جب    

 ۔ہو    جب      سینڈوچ قضیہ کی مدد سے 

αفرض کیجیے کہ  ۔11مثاك βہے اور     کے لیے اس طرح سے     و  تمال  +  *ایک حقیقی عدد ہے۔ مام لیجیے کہ تواتر   √ 

     اور      متعارف کیا گیا ہے کہ 
 

 
.   

 

  
کی طرف مستدق   √ایک گھٹتا ہوا تواتر ہے جو  +  *ہے۔ ثابت کیجیے کہ  /

 ہے۔

 دیے گئے متوالی رشتہ سے ہمیں حاصل ہےحل۔ 

          
       

      
 

 

 اس لیے

  
       (       ) 
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 یعنی

        
  
   

   
 
(   √ )(   √ )

   
 

ہوگا۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ   √   ہے اس لیے استقرا کے حساب سے   √   چوں کہ 

   √ 

   
 ہے۔ اس لیے   

           √       √  

 ایک گھٹتا ہوا تواتر ہے جو نیچے سے بستہ ہے۔ +  *اور         کے لیے   اس طرح تمال 

 ساتھ ہی 

     √  (   √ )  (       ) 

 (   √ )4  
(   √ )

   
5 

 (   √ ) (  
  
   
) 

 
   √ 

 
 

 تکراری اطلاق سے ہمیں حاصل ہوتا ہے

     √  
   √ 

    
 

 ۔ہے     جب   √   اس سے ثابت ہوتا ہے کہ  

حاصل کرنے کا طریقہ ملتا ( Approximate Square Root)کا تقریبی جذرالمربع  : اس مثاك سے ہمیں کسی مثبت عدد (Remarkتبصرہ)

 کے قریب تر مطلوبہ قدر حاصل ہو جاتی ہے۔  √و  محسوب کرنے پر ہمیں    و  کافی بڑا لینے پر اور   ہے۔ 

 اپنی اکتسابی جانچ کے لیے درجہ ذیل سواك و  حل کریں:

(  )   *مشق: دکھائیے کہ تواتر 
 مستدق نہیں ہے۔ + 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 5.5

اور تحت تواتر کی اتہائ کی وضاحت کی ہے۔ ہم نے دیکھا کہ کسی مستدق تواتر کی  اس اکائی میں  ہم نے تحت تواتر کی تعریف کے بعد تواتر 

( اتہائ ہوتی ہے۔ نیز ہم نے مستدق اور بستہ تواتر کے درمیام رشتہ کے بار  میں جانکاری حاصل کی۔ ہم نے پایا کہ و ئی Uniqueایک یکتا)

 ہے۔ لف مث مثاك سے اس و  ثابت کیا گیا۔ آخر میں ہم نے یک رنگی تواتر کی بھی مستدق تواتر بستہ ضرور ہوتا ہے اور اس کا برعکس درست نہیں

ق ہوتا ہے تعریف کی۔ ہم یہ بتایا کہ و ئی بستہ تواتر مستدق بنتا ہے اگر یہ یک رنگی بھی ہو۔ ہم نے یہ بھی ثابت کیا کہ و ئی یک رنگی تواتر مستد

 اگر اور صرف اگر یہ بستہ ہو۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 5.6

 ، یک رنگی تواتر، بستہ تواتر،  مستدع، بڑھتا ہوا تواتر، گھٹتا ہوا تواتر، اتہائئی نقطہاستدقاقتواتر، تحت تواتر،  تواتر  کی اتہائ، 
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 5.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 5.7.1

 ہے۔  __________ں رکناو- مثبت بڑھتے ہوئے طاق حیح  اعداد کے تواتر میں  .1

 ہے۔  __________ں رکناو- مثبت بڑھتے ہوئے جفت حیح  اعداد کے تواتر میں  .2

 ہے۔  __________ں رکناو- بڑھتے ہوئے مفرد اعداد کے تواتر میں  .3

 ہے۔  __________ں رکناو- اعداد کے تواتر میں  (Perfect Squares)بڑھتے ہوئے کامل مربعی .4

ی .5  
کعب

 ہے۔  __________ں رکناو- اعداد کے تواتر میں  (Perfect Cubes)بڑھتے ہوئے کامل 

وناچی .6
 

ت

 ہے۔  ______ں رکناو- کے لیے     کی                       تواتر (Fibonacci)ف

 ہے۔  __________ں رکناو- کے تواتر میں  (Natural Numbers)بڑھتے ہوئے طبعی اعداد .7

   + (  )* تواتر .8
 

 تواتر ہے۔ ___________ 

 تواتر ہے۔ _______________            تواتر .9

2 تواتر .10
 

 
3
   

 

 تواتر ہے۔ ___________ 

 کسی تواتر کا دامنہ ہوتا ہے .11

(a ℝ (b ℕ (c ℤ (d   

 ہوتا ہے۔ __________________ایک تواتر  .12

(a  تفاعلایک (b ایک رشتہ (c ایک تا ایک تفاعل (d بر تفاعل 

   + *تواتر      6   .13
 

 ۔ _____________کا  

(a تواتر نہیں ہے (b گھٹتا ہوا تواتر ہے (c ایک تحت تواتر ہے (d مستدق تواتر ہے 

 ہے۔ (Range)کی سعت              تواتر  .14

(a متناہی (b غیر شمارپذیر (c خالی (d لامتناہی 

 کس کے مساوی ہے    ہوں تب   اور    اگر کسی مستدق تواتر کی اتہائئیں .15

(a    (b    (c   (d   

 درجہ ذیل و  ملائیے .16

(a 
2 تواتر

(  ) 

 
3
   

 

 (Supremum)قل بالائی حدکی ا 
(A 

0 

(b 
2 تواتر

(  ) 

 
3
   

 

 (Infimum)کی اعظم زیریں حد 
(B 
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(c 
   + *تواتر 

 
 (Supremum)قل بالائی حدکی ا 

(C 
 وجود نہیں رکھتی

(d 
 ہے (Limit)کی اتہائ              تواتر 

(D ∞ 

(e 
 ایک مستدق تواتر ہوتا ہے

(E 
 ہو  مستدقضروری نہیں کہ 

(f 
 ایک بستہ تواتر

(F 
 بستہ

 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 5.7.2

 ۔کیجیےتواتر اور تحت تواتر کی تعریف  .1

 کیجیے۔ مثالیں دیجیے۔ تواتر کے سعت کی تعریف .2

 تواتر کی اتہائ کی تعریف کیجیے۔ مثاك دیجیے۔ .3

 یک رنگی تواتر کی تعریف کیجیے۔ مثالیں دیجیے۔ .4

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 5.7.3

 ۔بولزانو ورسٹراس کا قضیہ بیام کیجیے اور ثابت کیجیے .1

 ۔کیجیے کہ ہر ایک مستدق تواتر بستہ ہوتا ہے لیکن اس کا برعکس درست نہیںثابت  .2

 سینڈوچ قضیہ بیام اور ثابت کیجیے۔ .3

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیں یز کردہمزید مطالعے کے لیےتجو 5.8

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 

 

 

 I -۔ و شی تواتر اور لامتناہی سلسلے6اکائی

(Cauchy Sequence and Infinite Series- I) 
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 اکائی کے اجزا

 تمہید   6.0

 مقاصد   6.1

 و شی تواتر    6.2

 معیار استدقاقیو شی کا    6.2.1 

 لامتناہی سلسلے  6.2.2 

 مستدعاور  استدقاقلامتناہی سلسلوں کا   6.2.3 

  معیاراستدقاقیو شی کا لامتناہی سلسلوں کے لیے   6.2.4 

 اکتسابی نتائج   6.3

 کلیدی الفاظ   6.4

 نمونہ امتحانی سوالات   6.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  6.5.1

 سوالات مختصر جوابات کے حامل  6.5.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات  6.5.3

 اکتسابی مواد یز کردہتجو   6.6

 

 

 

 

 

 (Introduction)تمہید 6.0

و  قائم کرنے کے متعدد طریقوں کے بار  میں تفصیل کے ساتھ پزھ چکے ہیں۔ زیادہ تر طریقوں  استدقاقہم کسی حقیقی تواتر کے 

کی تصدیق اتہائ کی جانکاری کے بنا بھی کی جا سکتی  استدقاقمیں اتہائ کا اولین علم ہونا ضروری ہے۔ حالانکہ اگر و ئی تواتر یک رنگی ہے تب اس کے 
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و  قائم کرنے میں نہ تو اتہائ کے علم کی ضرورت ہے اور نہ ہی تواتر کے یک رنگی ہونے کی  استدقاق ہے۔ و شی کے طریقہ میں کسی تواتر کے

 ضرورت ہے۔ چوں کہ یہ طریقہ تواتر کے عناصر پر ہی مرو ز ہے، اس لیے یہ زیادہ اچھا طریقہ ہے۔ 

  میں جانکاری حاصل کریں گے۔  ساتھ ہی کے لیے و شی کے عال قاعدہ کے بار استدقاقاس اکائی میں ہم تواتر اور سلسلوں کے 

 پر تفصیلی جانکاری حاصل کریں گے اور چند لامتناہی سلسلوں کے بار  میں پزھیں گے۔ استدقاقلامتناہی سلسلوں کی تعریف اور ام کے

 (Objectives)مقاصد 6.1

 تکمیل کے بعد طلبہ اس قابل ہو جائیں گے کہ  کی  اس اکائی 

  کسی تواتر کے لیے و شی کے قضیہ و  ثابت  کر سکیں 

  کے لیے و شی کے عال قاعدہ و  سمجھ سکیں استدقاقلامتناہی سلسلوں کی تعریف اور اس کے 

 (Cauchy Sequence)و شی تواتر  6.2

و  قائم کرنے کے متعدد طریقوں کے بار  میں تفصیل کے ساتھ پزھ چکے ہیں۔ زیادہ تر طریقوں  استدقاقہم کسی حقیقی تواتر کے 

کی تصدیق اتہائ کی جانکاری کے بنا بھی کی جا سکتی  استدقاقمیں اتہائ کا اولین علم ہونا ضروری ہے۔ حالانکہ اگر و ئی تواتر یک رنگی ہے تب اس کے 

و  قائم کرنے میں نہ تو اتہائ کے علم کی ضرورت ہے اور نہ ہی تواتر کے یک رنگی ہونے کی  استدقاق ہے۔ و شی کے طریقہ میں کسی تواتر کے

 ضرورت ہے۔ چوں کہ یہ طریقہ تواتر کے عناصر پر ہی مرو ز ہے، اس لیے یہ زیادہ اچھا طریقہ ہے۔

ϵو  و شی تواتر کہا جاتا ہے اگر کسی دیے گئے  +  * کسی  تواتر  تعریف: اس طرح وجود رکھتا ہے کہ سبھی   کے لیے ایک طبعی عدد    

|     |کے لیے         ہو۔   

  ہے، من درجہ بالا شرط و  مساوی طور پر ذیل کی طرح بیام کیا جا سکتا ہے          درج کر کے، جہاں      کی جگہ  نوٹ: 

|       |           اور  کے لیے    سبھی ،   

 حقیقی اعداد کا و شی تواتر  مستدق  ہوتا ہے ۔ :1قضیہ 

ہے،      ایک بستہ تواتر ہے۔ فرض کیجیے کہ  +  *ب  سے پہلے ہم ثابت کریں گے کہ  ۔ایک و شی تواتر ہے +  *فرض کیجیے کہ  ثبوت:

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ  تب ایک طبعی عدد 

|     |کے لیے       سبھی      

|     |کے لیے     سبھی اس لیے      

 کے لیے    اس کا مطلب یہ ہوا کہ سبھی 

             

 فرض کیجیے کہ 

      *                 + 
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      *                 + 

 تب

              

 ایک بستہ تواتر ہے۔ +  *اس لیے 

 ایک مستدق تحت تواتر ہے۔ +  *بولزانو ورسٹراس کے قضیہ سے 

 اتہائ ہے۔کی  کی تحت تواتر  +  *تواتر   تب ہے۔  مستدق تحت تواتر  کی اتہائ مام لیجیے کہ اس 

 کی طرف مستدق ہے۔   +  *اب ہم ثابت کریں گے کہ تواتر 

ϵہم   اس طرح وجود رکھتا ہے کہ  و  منتخب کرتے ہیں۔ تب ایک طبعی عدد    

|     |  
 

 
        

  ۔و شی تواتر ہے +  * چوں کہ

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     تہائ ہے، اس لیے ایک طبعی عدد کی  کی تحت تواتر ا +  *تواتر   چوں کہ 

|    |  
 

 
 

 اس لیے ہمیں حاصل ہوتا ہے    و شی تواتر ہے اور  +  *چوں کہ 

  

|     |  
 

 
      

 اب 

|    |  |          | 

 |     |  |    | 

 
 

 
 
 

 
   

 یعنی

|    |         

                 یا

 مستدق ہے۔ +  *اس لیے تواتر 

 و شی تواتر ہوتا ہے۔ ایک مستدق  تواتر: 2قضیہ 

 مستدق ہے اور +  *تواتر فرض کرو کہ ثبوت: 

   
   

     

ϵاس لیے دیے گئے   اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   کے لیے ایک طبعی عدد    

|    |  
 

 
      

 تب        طبعی اعداد اس طرح سے ہیں کہ    اگر 
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|    |  
 

 
 

|    |     اور  
 

 
 

 اب 

|     |  |         | 

 |    |  |    |  
 

 
 
 

 
   

 یعنی

|     |           

 و شی تواتر ہوتا ہے۔ ہر ایک مستدق  تواتراس لیے 

2ثابت کیجیے کہ تواتر  ۔1مثاك
 

 
 ایک و شی تواتر ہے۔ 3

   فرض کیجیے کہ   ثبوت۔
 

 
ϵاور   اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   اس لیے ایک طبعی عدد    

 

 
    

 ہوں اور      فرض کیجیے کہ اگر 

|     |  |
 

 
 
 

 
|  

 

 
 
 

 
   

2تواتر اس لیے 
 

 
 و شی تواتر ہے۔ 3

 و شی تواتر نہیں ہے۔ + (  )*ثابت کیجیے کہ تواتر  ۔2مثاك

(  )   فرض کیجیے کہ   ثبوت۔
 

 ہے تب 

 دونوں جفت یا طاق ہوں      اگر 

|     |  |(  )
  (  ) |    

 میں سے ایک جفت اور دوسرا طاق ہو     اور اگر 

|     |  |(  )
  (  ) |    

ϵہم   
 

 
 اس طرح وجود رکھتا ہو  کہ  و  منتخب کرتے ہیں۔ تب یہ ناممکن ہے کہ ایک طبعی عدد  

|     |           

 و شی تواتر نہیں ہے۔ + (  )*تواتر اس لیے 

 (Criterion Cauchy’s Convergence) معیاراستدقاقیو شی کا   6.2.1

 (Cauchy’s General Principle of Convergence)کے لیے عال اصوك استدقاقو شی کا 

 ( ہوتی ہے اگر اور صرف اگر یہ و شی تواتر ہو۔Convergentایک تواتر مستدق ) بیام:

                 ایک و شی تواتر ہے، جہاں تواتر  +  *ثابت کیجیے کہ تواتر  ۔3مثاك
 

 
سے       (       )

 متعارف ہے۔

  ثبوت۔
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(       ) 

          
 

 
(       )       

  
 

 
(       ) 

|         |  
 

 
|       |      

 اس لیے

|         |  
 

 
|       | 

 
 

  
|       | 

   
 

  
|     |  

 

  
 

 ہے تب    فرض کیجیے کہ 

|     |  |                                | 
 |       |  |         |    |       | 

 
 

    
 

 

    
   

 

    
 

 
 

  
[  

 

    
]  

 

  
 

ϵفرض کیجیے کہ   اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   ہے تب ایک طبعی عدد    

 

  
        

 اس لیے 

|     |    

 و شی تواتر ہے۔ +  *اس لیے، تواتر 

2ثابت کیجیے کہ تواتر  کے لیے عال اصوك کی مدد سے  استدقاقو شی کے  ۔4مثاك
 

   
 مستدق ہے۔ 3

 فرض کیجیے کہ  ثبوت۔

   
 

   
 

 ایک طبعی عدد ہے، تب  مام لیجیے کہ 

     
   

     
 

        |       |  |
   

     
 

 

   
| 

 |
(   )(   )   (     )

(   )(     )
| 

کے لیے   چوں کہ تمال 

 

     
 ہے۔ اس لیے   
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(   )(     )
 

 

   
 
 

 
    

ϵفرض کیجیے کہ   ہے تب    

|       |    

 
 

 
   

 
 

 
   

 طبعی عدد اس طرح ہوگا کہ    ہو تب     و  اس طرح منتخب کریں کہ   اگر ہم 

|       |                    

 مستدق  ہے۔ +  *اس لیے، تواتر 

     ، جہاں +  *ثابت کیجیے کہ تواتر  مشق۔
 

 
 
 

 
   

 

 
 مستدق نہیں  ہے۔ 

 (Infinite Series)لامتناہی سلسلے 6.2.2

 ایک تواتر ہے۔ اس تواتر و  +  *فرض کیجیے کہ 

       
          

           , 

            
           

                  

∑              ۔ اس و  علامت سے متعارف کیا گیا   
 
کے ذریعے دکھایا جاتا ہے۔ اس و  لامتناہی سلسلہ کہتے     

 سے ہوتی ہے۔ +  *ہیں جس کی تشکیل 

 کا تواتر کہتے ہیں۔ (Partial Sums)کے جزوی جمع   ∑و  سلسلہ  +  *واں رکن کہتے ہیں اور -  و  سلسلہ کا   

 حقیقی اعداد کا سلسلہ ہے۔ ہم یہاں صرف حقیقی اعداد کے سلسلہ کے ساتھ مرو ز رہیں گے۔   ∑ایک حقیقی تواتر ہے تو  +  *اگر 

 : (Convergence of Series)قاقستدسلسلوں کا ا

ہو۔ اگر اتہائ  مستدعمستدق یا  +  *کہا جاتا ہے جب کہ تواتر ( Convergent or Divergent)مستدعو  مستدق یا    ∑لامتناہی سلسلہ 

∑تب ہم اس و  لکھتے ہیں               
 
      

 (Divergent)کی طرف مستدع   کی طرف یا   و  ہم کہتے ہیں کہ یہ    ∑ہو تب سلسلہ    یا           کہ اگر حالاں 

 ہے۔منتشر/

سلسلہ  ۔5مثاك

 

   
 

 

   
 

 

   
 پر غور کیجیے۔   

∑حل۔ فرض کیجیے کہ سلسلہ    
 
 ۔ تبہے    
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 (   )
 

 تب                 مام لیجیے کہ 

   
 

   
 
 

   
 
 

   
   

 

 (   )
 

 (  
 

 
)  (

 

 
 
 

 
)    (

 

 
 

 

   
) 

 (  
 

   
) 

 اس لیے 

   
   

      
   

(  
 

   
)    

 ہے۔ 1اس لیے سلسلہ مستدق ہے اور سلسلہ کا جمع 

 پر غور کیجیے۔        سلسلہ  ۔6مثاك

 ہے، تب             حل۔  مام لیجیے کہ 

   
 (   )

 
 

 اس لیے 

   
   

      
   

8
 (   )

 
9    

 اس لیے سلسلہ مستدع ہے۔

  سلسلہ  ۔7مثاك
 

 
 
 

  
 
 

  
 پر غور کیجیے۔   

     حل۔  مام لیجیے کہ 
 

 
 
 

  
 
 

  
   

 

    
 جو ایک جیومترائی سلسلہ ہے، تب 

   
 .  

 

  
/

  
 

 

 

  (  
 

  
) 

   
 

    
 

 اس لیے 

   
   

      
   

{  
 

    
}    

 ہے۔ 2اس لیے سلسلہ مستدق ہے اور سلسلہ کا جمع 

 (Geometric Seriesجیومترائی سلسلہ)

| |و  فرض کرتے ہیں، جہاں          ہم سلسلہ   ہے۔ تب   
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(    )

   
 

 

   
 
  

   
 

   
   

      
   

{
 

   
 
  

   
}  

 

   
   

 

   
 

| |چوں کہ   ہے اس لیے    

   
   

     

       اس لیے سلسلہ مستدق ہے اور 
  

 

   
 ہے۔ 

| |اگر   ہو تب    

        
         

 ہو تب    اگر 

/   مرتبہ.                 

 اس لیے 

   
   

      
   

    

 ع ہوتا ہے۔مستد اس لیے سلسلہ

 ہو تب اس صورت میں     اگر 

   
    

   
 

 اس لیے 

   
   

      
   

(
    

   
)    

 ہے۔ مستدعاس لیے سلسلہ 

 ہو تب اس صورت میں      اگر 

   >
اگر   طاق ہے  

اگر   جفت ہے  
 

 ہوگا۔ مستدعاس لیے تواتر 

 ہے۔ مستدعہوگا۔ اس لیے  دیا گیا سلسلہ  مستدع  +  *ہو تب اس صورت میں تواتر      اگر 

∑اس طرح جیومترائی سلسلہ     
| |مستدق ہوگا اگر      | |ہو اور مستدع ہوگا اگر      ہو۔   

 (Harmonic Series)ہارمونک سلسلہ

  
 

 
 
 

 
 
 

 
   

∑فرض کیجیے کہ   
 
   ایک سلسلہ  ہے۔ اس لیے     

 
 

 ہے، تب                 ہوگا۔ اور مام لیجیے کہ  
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, 

     
 

 
 
 

 
 
 

 
 

   
 

 
 (
 

 
 
 

 
) 

   
 

 
 
 

 
 

    (
 

 
) 

     
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

6
 
 

 
 
 

 
  

   
 

 
 (
 

 
 
 

 
)  (

 

 
 
 

6
 
 

 
 
 

 
) 

   
 

 
 (
 

 
 
 

 
)  (

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
) 

    (
 

 
) 

       (
 

 
) 

        (
 

 
)  

 اس لیے

   
   

      

 تواتر ہے۔  تاکیدی طور پر بڑھتا ہوا  +  *اس لیے ہے،                چوں کہ 

 مستدع تواتر ہے۔ +  *مستدع ہے اس لیے  +   *چوں کہ تحت تواتر 

∑اور اس لیے سلسلہ    
 
 مستدع ہے۔    

∑ اگر(: Result)نتیجہ ∑ اور     
 

 ہیں تب  اور   ہیں جن کا جمع بالترتیب  دو سلسلے 

i) ہوتا ہے۔ مستدقکی طرف     جمع  (     )∑ سلسلہ 

ii) ہوتا ہے۔ مستدقکی طرف    ایک حقیقی عدد ہے، جمع   ، جہاں     ∑ سلسلہ 

 (Cauchy’s Principle of Convergence)کے لیے و شی کا اصوك استدقاق: 3قضیہ

∑کسی سلسلہ بیام:  ϵکے لیے ضروری اور کافی شرط یہ ہے کہ کسی دیے گئے  استدقاقکے     اس طرح وجود   ایک طبعی عدد کے لیے    

 رکھتا ہے کہ

|                |             

∑۔ فرض کیجیے کہ سلسلہ ہے                 مام لیجیے کہ  ثبوت۔   مستدق ہوگا۔  +  *تواتر مستدق ہے۔ تب    
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ϵو شی تواتر ہے یعنی دیے گئے  +  *تواتر کے لیے و شی کے اصوك سے  استدقاقاس لیے تواتر کے  اس     کے لیے ایک عدد    

 د رکھتا ہے کہ طرح وجو

|       |             

 |                |             

ϵدیے گئے اس کے بالعکس، فرض کیجیے کہ   د رکھتا ہے کہ اس طرح وجو    کے لیے ایک عدد    

|                |             

 تب

|       |         

∑و شی تواتر ہے۔ اور اس لیے  +  *اس لیے   مستدق ہے۔   

∑ کسی سلسلہ: 4قضیہ  ہے۔           کے مستدق ہونے کی ضروری شرط    

∑سلسلہ ثبوت:    
 
 ۔پر غور کیجیے +  *کے جزوی اجماع کے تواتر     

 ہمیں حاصل ہے

                      

                     

            

 اب

   
   

      
   

(       ) 

    
   

      
   

     

∑ چوں کہ   
 
 مستدق ہے یعنی  +  *تب ہمیں حاصل ہے کہ تواتر ، مستدق ہے    

   
   

        
   

     

 اس لیے

   
   

      
   

      
   

           

∑ اس لیے جب   ہے۔           کے مستدق ہے تب    

∑لیکن اس کا برعکس ضروری نہیں کہ درست ہو۔ مثاك کے لیے فرض کیجیے کہ سلسلہ 
 

 
 
    

 یہاں 

   
 

 
 

   
   

 

 
   

∑لیکن 
 

 
 
 مستدع ہوتا ہے۔    

 تعریف: کسی بھی لامتناہی سلسلہ و  جو درجہ ذیل شکل میں ہو 
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∑
 

  

 

   
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
   

 سلسلہ کہتے ہیں۔   -

∑ سلسلہ   - :5قضیہ
 

  
 
 ہو    ہو اور مستدع ہوگا اگر     مستدق ہوگا اگر     

 جزوی اجماع کے تواتر و  ظاہر کرتا ہے۔   فرض کیجیے کہ  ثبوت:

   
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
   

 

  
 

 :ہو    ( جب 1صورت)

 

  
   

 اس لیے

 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 (

 

    
)
 

                        [

        

            
 

 
 
 

 

] 

 

  
 
 

  
 
 

6 
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 (

 

    
)
 

 

 

  
 
 

  
   

 

   
 
 

  
 (

 

    
)
 

 

            
           

 

(  ) 
 

 

(    ) 
   

 

(      ) 
 

  

(  ) 
 (

 

    
)
 

 

 ہوتا ہے، تب جمع کرنے پر                    چوں کہ 

          (
 

    
)
 

  (
 

    
)
 

 (
 

    
)
 

   (
 

    
)
 

 

 
  .

 

    
/
   

 

  
 

    
 

 
    [  .

 

    
/
   

] 

       
 

 
     

       
    

 و ئی مثبت حیح  عدد ہوتا ہے، تب  ہم جانتے ہیں کہ جب 

            

 اس لیے

               
     

       
 

 ہو۔    بستہ ہوتا ہے اور اسی لیے سلسلہ مستدق ہے اگر   +  *اس لیے دیے گئے مثبت ارکام کے  جزوی اجماع کا تواتر 

 :ہو    ( جب 2صورت)
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 ہو، تب    و ئی مثبت حیح  عدد ہوتا ہے اور   ہم جانتے ہیں کہ اگر 

     
 

  
 
 

 
 

 اس لیے

  
 

  
   

 

 
 
 

 
 

 

  
 
 

  
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

  
 
 

6 
 
 

  
 
 

  
 
 

 
 
 

6
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

            
           

 

(      ) 
 

 

(      ) 
   

 

(  ) 
 
 

 
 

    جمع کرنے پر ہمیں 
  

  
 حاصل ہوتا ہے۔ 

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    و ئی عدد ہے تب ایک عدد   اگر 

  

  
   

      فرض کیجیے کہ 

         

 اس لیے، جزوی اجماع کا تواتر اوپر سے بستہ نہیں ہے اور اسی لیے سلسلہ مستدع ہوتا ہے اگر ۔

               
     

       
 

 ہو۔    بستہ ہوتا ہے اور اسی لیے سلسلہ مستدق ہے اگر   +  *اس لیے دیے گئے مثبت ارکام کے  جزوی اجماع کا تواتر 

∑ سلسلہ   -اس لیے 
 

  
 
 ۔ہو    مستدق ہوگا اگر اور صرف اگر     

 مثالیں:

∑سلسلہ  .1
 

  
 
    

 

  
 
 

  
 
 

 
 
 

  
 ہے۔      مستدق ہے چوں کہ    

∑سلسلہ  .2
 

    
 
  مستدق ہے چوں کہ     

 

 
 ہے۔   

∑سلسلہ  .3
 

    
 
  مستدع ہے چوں کہ     

 

 
 ہے۔   

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 6.5

ر  میں تفصیلی جانکاری حاصل کی ہے۔ ہم نے  تواتر کے اس اکائی میں  ہم نے و شی تواتر کی تعریف کی اور لامتناہی سلسلہ کے با 

مختلف مرحلوں و  سمجھا۔ ہم نے لامتناہی سلسلوں کے لیے و شی کے کے لیے  استدقاقو شی تواتر ہونے یا نا ہونے کی جانچ سیکھی اور اس کے 
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 وی اجماع کا تواتر مستدق ہو۔تصور و  عموی کرتے ہوئے بتایا کہ لامتناہی سلسلہ مستدق ہوتا ہے جب کہ صرف اس کے جز

 (Keywords)کلیدی الفاظ 6.6

 سلسلہ، جیومترائی سلسلہ، ہارمونی سلسلہ   -، استدقاقو شی تواتر، لامتناہی سلسلہ، سلسلوں کا 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 6.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 6.7.1

 ہے۔ سلسلہ مستدق ہوتا ہے اگر   ∑کے ساتھ حقیقی اعداد کا سلسلہ  +  *کے  تواتر  (Partial Sums)فرض کیجیے کہ جزوی جمع .12

__________________ 

∑ اگر .13 ∑ اورکی طرف  Aمستدق ہے      
 

کی  _________________ (     )∑ سلسلہکی طرف تب  Bمستدق ہے  

 طرف مستدق ہے۔

∑اگر  .14                             مستدق ہے تب    

 _______________ مستدق ہے اگر اور صرف اگر (       )∑ سلسلہ .15

 ہے۔_____________ +  *ایک و شی تواتر ہے تب  +  *اگر  .16

 غلط[ /]حیح       ہر ایک بستہ تواتر و شی تواتر ہوتی ہے۔ .17

 غلط[ /]حیح       ہر ایک مستدق تواتر و شی تواتر ہوتی ہے۔ .18

19. ∑
  

  
 غلط[ /]حیح          مستدق ہے۔

20. ∑.
 

  
 

 

  
 غلط[ /]حیح         مستدق ہے۔/

∑سلسلہ  .21
 

    
 
 غلط[ /]حیح        مستدع ہے ۔    

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 6.7.2

 دکھائیے کہ ہر ایک و شی تواتر بستہ ہوتا ہے۔ .5

 ہر ایک مستدق تواتر و شی تواتر ہوتی ہے۔ثابت کیجیے کہ  .6

∑ثابت کیجیے کہ سلسلہ  .7
 

 (   )
 
 مستدق ہے۔    

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 6.7.3

 ل اصوك و  بیام اور ثابت کیجیے۔لامتناہی سلسلہ کے لیے و شی کے عاکسی  .4
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 کیجیے۔تواتر کے لیے و شی کے قضیہ و  بیام اور ثابت  .5

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد یز کردہتجو 6.8

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Mathematical Analysis, S.C. Malik and Savitha Aror 

3. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

4. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

5. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

6. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

7. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

8. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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 -II۔لامتناہی سلسلے7اکائی

(Infinite Series-II) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   7.0

 مقاصد   7.1

  -IIلامتناہی سلسلے   7.2

  مقابلہ جانچ  7.2.1 

  حد مقابلہ جانچ  7.2.2 

  نسبت جانچ   7.2.3 

 و شی کی جذر جانچ  7.2.4 

ل جانچ   7.2.5 
م
ک

گ

ن

  

   اکتسابی نتائج   7.3

 کلیدی الفاظ   7.4

 نمونہ امتحانی سوالات   7.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  7.5.1

 جوابات کے حامل سوالاتمختصر   7.5.2

 جوابات کے حامل سوالاتطویل   7.5.3

 اکتسابی مواد یز کردہتجو   7.6
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 (Introduction)تمہید 7.0

کی جانچ کرکے (Sequence of Partial Sums)معلول کرنے کے لیےام کے جذوی حاصل جمعوں کے تواتر استدقاقسلسلوں کا 

کی جانچ مشکل  استدقاقرقول کا مجموعہ ( رقم ہے۔اس سے آسانی سے   جزوی جمع شدہ)پہلے جو کہ  معلول کیا جاتا ہے۔بیشتر صورتوں میں

کے جانچ" کہا جاتا ہے۔انکو اس اکائی میں بحث میں  استدقاق جانچ کے طرے م موجود ہیں جنہیں"ہوتی ہے یا حتمی نہیں ہوتی۔اس لیے اور بھی

 لایا جائے گا۔

 (Objectives)مقاصد 7.1

نچ کے طریقوں ق ہونے و  مندرجہ ذیل جاستدقاااور غیر  استدقاقاس اکائی کے تم  پر طلبا اس قابل ہوجائیں گے کہ وہ سلسلوں کی  

 :پر پرکھیں 

i)  حد مقابلہ جانچ(Limit Comparison Test) 

ii) دالمبرت کی نسبت جانچ(D’ Alembert’s Ratio Test) 

iii)  و شی کاn

th

Cauchy’s n)جذر جانچ

th

 Root Test) 

iv) ج ا نچ
ملب 
ک

گ

ن

(Integral Test) 

 (Comparison Test)مقابلہ جانچ 7.2

ہونا معلول  استدقاقیا غیر  استدقاقو  پرکھنے کے لیے و ئی معلول سلسلہ)یعنی جس کا  استدقاقکسی مثبت رقم والے سلسلہ کے  

 ہو(سے جاائی جاتا ہے۔

 اس کے لیے دو طرح کے سلسلے استعماك ہوتے ہیں:

 (Geometric Series)جو کہ   ∑جیومتری سلسلہ  (1

    ہوگا  اگر(Convergent)مستدق 

    اگر اور منتشرہوگا  

∑(Auxiliary   Series)سلسلہ   معاوم  (2
 

  
 جو کہ 

i)  اگر مستدق ہوگا    

ii) اگر گا منتشر ہو    

 مقابلہ جانچ کی پہلی قسم: 7.2.1

ایک مستقل مثبت عدد   کہ جب           کہ  اس طرح   دو مثبت سلسلے ہیں اور  ∑اور  ∑اگر  

 مستدق ہو۔  ∑مستدق ہوگا اگر  ∑(i)ہے تب
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 منتشر ہو۔  ∑منتشر ہوگا اگر  ∑(ii)اور 

              فرض کرو کہ  ثبوت۔

                

 تب 

                    

  (             ) 
  (     ) 
          

 ہے۔         جہاں 

(i)مستدق ہے  ∑اگر 

 ہوگا۔ اس لیے(Bounded)بستہ+  *تب تواتر

             

 بالائی بستہ ہوگا۔+  *اس لیے

 یک رنگیاضافی اور بالائی بستہ ہوگا+  *یعنی 

 مستدق ہوگا+  *لہٰذا یک رنگی مستدق قضیہ کی بنا

 مستدق ہوگا  ∑لہٰذا 

(ii)منتشر ہو  ∑اگر 

 بالائی بستہ نہیں ہے۔+  *اور        تب چوں کہ

 منتشر ہوگا۔+  *لہٰذا 

 بھی منتشر ہوگا۔  ∑لہٰذا

 (Limit Comparison Test) مقابلہ جانچحد  7.2.1

      دو مثبت سلسلے ہیں جسکے رقول حقیقی اعداد ہیں اور  ∑اور    ∑اگر
  

  
   

 (       غیر صفر متناہی عدد ہے )یعنی   جہاں

 تب دونوں سلسلے ایک ہی صفت کے حامل ہوں گے

 گےیعنی یا تو دونوں مستدق ہوں گے یا دونوں منتشر ہوں 

      اور     ۔  اگر ثبوت
  

  
   

ϵتب کسی بھی    اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     کے لیے ایک عدد   

|
  
  
  |         
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 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)                      

     
           

 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)        

 

 مقابلہ جانچ کی پہلی قسم کے ذریعہ ہم یہ نتیجہ اخذ کرسکتے ہیں کہ 

 مستدق ہوگا ۔  ∑مستدق ہے تب  ∑( کے ذریعہ اگر 1)

 بھی منتشر ہوگا۔  ∑منتشر ہے تب    ∑( کے ذریعہ اگر2) اور

 لہٰذا یہ ثابت ہوا کہ دونوں سلسلے ایک ہی صفت کے حامل ہوں گے۔ 

لے جاکر حد  سلسلہ   جس  کی صفت معلول  ہو جیومترری سلسلہ یا    ∑کی  جانچ کے لیے مناب     ∑نوٹ: کسی دیے ہوئے سلسلہ 

 کی صفت معلول کیجاتی ہے۔  ∑مقابلہ جانچ سے 

∑ ۔1مثاك
  

        
 کے مستدق ہونے کی جانچ کیجیے۔ 

  حل: مام لو 

   
  

        
 

 
  

  
 
 

  
     

∑اور چوں کہ  
 

  
سلہ    ایک 

سل

 ے جہاں 
 ہے       ہ

 بھی مستدق ہوگا   ∑اس لیے یہ مستدق ہے لہٰذا 

∑ ۔2مثاك    .
 

 
/ 

 کے مستدق ہونے کی جانچ کیجیے۔    

∑   ∑   مام لو کہ حل:    .
 

 
/ 

    

  ∑    ( )     ( ) 
    

 ∑(    ( ))

 

   

 

 ( )        یعنی 

   ( )        

             ( )     

 منتشر ہے(  )∑تب       اگر

 بھی منتشر ہے۔   ∑لہٰذا مقابلہ جانچ کی مدد سے معلول ہوا کہ 

 مستدق ہونے کی جانچ کیجیے ۔3مثاك 
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∑   ∑  حل۔
    

 (   )(   )
 

    یعنی 
    

 (   )(   )
 

NumeratorاورDenominatorبناتے ہیں۔  یعنی   ب  سے بڑی مثبت قوت کے ساتھ باہر لینے سے ہم   سے   
 

  
 

 

  
 

∑   ∑اور یاد رکھو  
 

  
 اس لیے یہ مستدق ہے۔ہے،      جہاں ہے  سلسلہ   

 اب یہ بھی دیکھو 

   
   

  
  
    
   

    

 (   )(   )

 

  

 

    
   

  
 

 

.  
 

 
/ .  

 

 
/

 

 
   

(   )(   )
   

 یہ غیر صفرمتناہی عدد ہے۔

∑   ∑سلسلے ایک ہی صفت رکھیں گے۔چوں کہ   ∑اور   ∑سے نتیجہ یہ ہے کہ دونوںلہٰذا حد مقابلہ جانچ کی مدد 
 

  
   ایک  

 دیا گیا سلسلہ بھی مستدق ہے۔   ∑اس لیے یہ مستدق ہے۔  لہٰذا  ہے،      جہاں سلسلہ ہے  

∑ سلسلہ  ۔4مثاك 
 

√  √   
 معلول کرو۔ استدقاقکا  

    دیا گیا سلسلہ ہے   حل۔
 

√  √   
 

(Rationalize)سے معقوك بنانے     
 

√  √   
 √  √   

√  √   
 

      
√  √   

  (   )
 

 
√  √   

  
 

 √ :√
 

 
    ; 

 √ ((
 

 
  )

 

 

  ) 

 کی مدد سے (Binomial Expansion)دو رکنی پھیلاؤ 

        √ 2.  
 

  
 

 

   
  /   3 

 √ {
 

  
 
 

   
  } 
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√ 
{
 

 
 
 

  
  } 

      مام لو
 

√ 
 

 تب حد مقابلہ جانچ لگانے سے 

   
   

  
  
    
   

 

√ 
2
 

 
 

 

  
  3

 

√ 

 

 
 

 
       

 

 
 

 یہ غیر صفر متاہی عدد ہے۔

 لہٰذا حد مقابلہ جانچ کی مدد سے دونوں سلسلے یک صفت ہوں گے۔

∑   ∑چوں کہ
 

√ 
  ہے جہاں  

 

 
 ہے۔  

 بھی منتشر ہوگا۔   ∑لہٰذا یہ منتشر ہے لہٰذا دیا گیا سلسلہ 

    √)∑   سلسلہ  ۔5مثاك
 

 کی جانچ کیجیے استدقاقکے (  

    √)∑   ∑    حل۔
 

  ) 

   
0(    )

 

  (  )
 

 1 0(    )
 

  (    )
 

  (  )
 

  (  )
 

 1

0(    )
 

  (    )
 

  (  )
 

  (  )
 

 1
 

 
[2(    )

 

 3
 

 2(  )
 

 3
 

]

  6.  
 

  
/

 

 
 .  

 

  
/

 

 
  7

         ,       (   )(        )- 

 
,       -

  6.  
 

  
/

 

 
 .  

 

  
/

 

 
  7

 

 
 

  6.  
 

  
/

 

 
 .  

 

  
/

 

 
  7

 

∑   ∑اب مام لیجیے کہ 
 

  
 

 اس لیے

   
   

  
  
    
   

 

  [.  
 

  
/

 
  .  

 

  
/

 
   ]
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6.  
 

  
/

 

 
 .  

 

  
/

 

 
  7

 

 
 

0(   )
 

  (   )
 

   1
 

 
 

 
 

 یہ غیر صفر اور متناہی ہے۔

ی ہوں گے  ∑اور  ∑اس لیے حد مقابلہ جانچ کے مطابق دونوں سلسلے 

گ

صفب

 یک 

∑   ∑کہچوں 
 

  
 مستدق ہے۔   ∑ہے۔اس لیے      سلسلہ ہے،  جہاں    ایک  

 لہٰذا  دیا گیا سلسلہ بھی مستدق ہے۔

 کی جانچ کیجیے استدقاق  ۔6مثاك 

√   

    
 
√   

    
 
√   

    
   

        یہاں  حل۔
√     

(   )   
 

 

√ 6√  
 

 
 

 

√ 
7

  [.  
 

 
/
 

 
 

  
]
 

 
√  

 

 
 

 

√ 

 
 

 [.  
 

 
/
 

 
 

  
]
 

∑   ∑اب مام لیجیے کہ 
 

    
 

 اس لیے

   
   

  
  
    
   

√  
 

 
 
 

√ 

 
 
 [.  

 

 
/
 
 
 

  
]

 

 
 
 

 

    
   

√  
 

 
 

 

√ 

[.  
 

 
/
 

 
 

  
]
 

 
√     

,(   )   -
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 ہوں گےیا تو مستدق ہوں گے یا منتشر   ∑اور  ∑غیر صفر اور متناہی ہے اس لیے حد مقابلہ جانچ کے مطابق دونوں سلسلے limitچوں کہ

∑   ∑چوں کہ
 

    
  سلسلہ ہے،  جہاں    ایک  

 

 
ہے۔  لہٰذا یہ مستدق ہے۔ اس لیے نتیجہ یہ ہے کہ  دیا گیا سلسلہ بھی    

 مستدق ہے۔

 کی جانچ کیجیے: استدقاقمشق:

 

      
 

 

       
 

 

       6
   

∑ کی جانچ کیجیے استدقاق۔  7مثاك
 

 
    

 
 

 ہمیں حاصل ہے حل۔

   
 

 
   
 

 
 

 
 

 
[
 

 
 

 

    
 

 

    
  ] 

 
 

  
[  

 

    
 

 

    
  ] 

∑   ∑اب اگر 
 

  
 لیا جائے 

 حد مقابلہ جانچ کی جائے 

   
   

  
  
    
   

 

  
0  

 

    
 

 

    
  1

 

  

 

    
   

[  
 

    
 

 

    
  ] 

         

         

∑   ∑لہٰذا چوکہ 
 

  
 بھی مستدق ہوگا  ∑ہے، جو کہ مستدق ہوتا ہے لہٰذا      سلسلہ ہے،  جہاں    ایک  

∑ سلسلہ  ۔8مثاك
 

     
 کی جانچ کیجیے۔ استدقاقکے  

 دیےگئے سلسلہ میں  حل۔

   
 

     
 

 
 

  0.
 

 
/
 

  1
 

∑   ∑یہاں 
 

  
 لیا جائے گا۔ 

 تب حد مقابلہ جانچ کرنے سے 

   
   

  
  
    
   

 

  [.
 

 
/
 
  ]
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0.
 

 
/
 

  1
 

 
 

,   -
 

         

 

 لہٰذا دونوں سلسلے یاتو مستدق ہوں گے یا منتشر ہوں گے

∑   ∑ہمیں معلول ہے 
 

  
  جیومتری سلسلہ ہے جس کے لیے 

 

 
 بھی مستدق ہے۔  ∑ہے۔ لہٰذا یہ مستدق ہے ۔ نتیجتاً    

 کی جانچ کیجیے استدقاقکے  (      √)∑   ∑۔9مثاك

       √      ہمیں حاصل ہےحل۔

 
(√      )(√      )

√      
 

 
       

√      
 

 
 

 6√  
 

  
  7

 

∑   ∑یہاں
 

 
 لیا جائے گا۔

 تب حد مقابلہ جانچ لگانے سے 

   
   

  
  
    
   

 

 6√  
 

  
  7

 

 

 

    
   

 

6√  
 

  
  7

 

 
 

√     
 

 
 

 
       

ی ہوں گے۔

گ

صفب

∑   ∑  چوں کہ اس لیے دونوم سلسلے یک 
 

 
منتشر    ∑ہے،اس لیے    سلسلہ ہے،  جہاں    ایک  

 بھی منتشر ہوگا۔   ∑ہوگا۔لہٰذادیا ہوا سلسلہ 

 جانچ کرو استدقاقذیل کے سلسلوں  کا  مشقی سوالات:

 (i) ∑(√     √  ) 

 (ii) ∑(√     √    ) 
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 (iii) ∑(√       ) 

 (Cauchy’s Root Test)و شی کی جذر جانچ

(  )      مثبت ارقال کا سلسلہ ہو اور  ∑اگر 
 

 ، تب   

i) ∑    مستدق ہوگا اگر    

ii) ∑    منتشر ہوگا اگر    

iii) جانچ ناکال ہوجائیگی  اگر    

(  )اس لیے            ثبوت۔
 

    

(  )       لہٰذا
 

      

 اس طرح سے کہ     کے لیے    اور 

|(  )
 

   |         

     (  )
 

           

 (   )     (   )
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔)       

i) جاسکتا ہےکہطرح سے  منتخب کیا  اسو      تب      اگر        

            تب

(   )     ( کے ذریعہ1مساوات )
       

         
       

 مستدق ہے۔  ∑اس لیے     جیومتری سلسلہ ہے جہاں مشترک نسبت  ∑لیکن

 بھی مستدق ہوگا۔  ∑چنانچہ مقابلہ جانچ کی مدد سے 

ii)  کہ  اس طرح سے چنا جاسکتا ہے   تب    اگر      

          (   )( کی مدد سے 1تب مساوات )

 منتشر ہوگا۔  (   )∑ہے لہٰذا     جیومتری سلسلہ ہے جہاں مشترک  نسبت   (   )∑اب چوں کہ

 بھی منتشر ہوگا۔   ∑تب مقابلہ جانچ کی وجہ سے 

iii) اگر    

∑تب اس جانچ سے پتہ نہیں چلے گا، کیوں کہ ہم جانتے ہیں کہ 
 

 
.      منتشر سلسلہ ہے جب کہ 

 

 
/

 

 
∑اور   

 

  
مستدق سلسلہ  

.      ہے اور یہاں بھی 
 

  
/

 

 
 پر ناکال ہے۔   اس لیے جانچ   

∑مستدق ہے تب    ∑اگر ۔1نوٹ
 

  
 منتشر ہوگا  
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(  )      مستدق ہونے کی صورت میں   ∑کہکیوں  
 

    

.       تب
 

  
/

 

 
∑ہے، اس لیے  

 

  
 منتشر ہوگا۔

 عال طور پر جذر جانچ اُس سلسلہ پر لگایا جاتا ہے جس کے ارقال میں قوت ہوتی ہے۔  ۔2نوٹ

  .∑سلسلہ۔10مثاك
 

 
/
   

 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے  

 دیے گئے سلسلہ سےحل۔

   (  
 

 
)
   

 

 و شی کی جذر جانچ لگانے سے

   
   

(  )
 

     
   

{(  
 

 
)
   

}

 

 

 

    
   

(  
 

 
)
  

 

    
   

 

.  
 

 
/
  

 

 
   

 مستدق ہے۔  ∑لہٰذا و شی جذر جانچ کے مطابق 

∑۔11مثاك
  

  
 جانچ کیجیے۔ استدقاقکا     

    حل۔
  

  
     

 جذر جانچ کرنے پر

  

   
   

(  )
 

     
   

{
  

  
}

 

 

 

    
   

 

 
 

 
 

 
     

 مستدق ہے۔  ∑لہٰذا

∑ سلسلہ ۔12مثاك
  

  
 کی جانچ کیجیے۔ استدقاقکے  

∑   ∑دیا گیا سلسلہ  حل۔
  

  
 ہے۔ 

  جذر جانچ کرنے پر

   

   
   

(  )
 

     
   

{
  

  
}
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( )      یاد رہے کہ 
 

    

 
 

( ) 
     

 منتشر ہے۔   ∑لہٰذا 

∑ سلسلہ ۔13مثاك
 

  
.
   

   
/
 

   
    

    یہاںحل۔
 

  
.
   

   
/
 

 ہے۔   

 جذر جانچ کرنے پر 

   
   

(  )
 

     
   

8
 

  
(
   

   
)
 

  9

 

 

 

    
   

 

 
 

 

(
   

   
)  

 
 

   
   

. 
 

 /
       

:
  

 

 

  
 

 

;  

( )      ہمیں معلول ہے  کہ
 

 ہوتا ہے، اس لیے    

 
 

( ) 
(
   

   
)     

(  )      چوں کہ
 

 ہو۔   ہواور منتشر ہوگا اگر    مستدق ہوگا اگر   ∑ہے۔ اس لیے سلسلہ   کی قیمت 

 کی صورت میں اس جانچ سے نتیجہ نہیں کہا جاسکتا ہےاس  کے لیے حد مقابلہ جانچ کی جائے گی   اور 

   پر   
 

  
.
   

   
/
 

 ہوگا۔

   اگر
 

  
 لیا جائے تب

 بلہ جانچ کرنے پرحد مقا

   
   

  
  
    
   

 

  
.
   

   
/
 

 

  

 

    
   

:
  

 

 

  
 

 

;

 

 

    
   

.  
 

 
/
 

.  
 

 
/
  

 
  

  
 
 

 
 

 

     
      



 

88 

 

 یک صفت ہوں گے۔  ∑اور  ∑لہٰذا دونوں

∑   ∑چوں کہ
 

  
 ہے۔ لہٰذا یہ مستدق ہے۔      سلسلہ ہے،  جہاں    ایک  

 ہوگا۔بھی مستدق   ∑چنانچہ

    نتیجتاً دیا گیا سلسلہ مستدق ہے اگر

     اور منتشر ہے اگر

  .∑سلسلہ   ۔14مثاك 
 

√ 
/
     

 کی جانچ کیجیے۔ استدقاقکے 

 دیے گئے سلسلہ سے حل۔

   (  
 

√ 
)
     

 

 جذرجانچ لگانے سے 

   
   

(  )
 

     
   

{(  
 

√ 
)
     

}

 

 

 

    
   

 

.  
 

√ 
/
√ 

 

 
 

 
   

 مستدق ہے ۔  ∑لہٰذا جذر جانچ کے مطابق دیا گیا سلسلہ 

∑۔15مثاك 
   

  
 کی جانچ کیجیے۔ استدقاقکے    جہاں 

        یہاں  حل۔
   

  
 

 جذر جانچ لگانے پر

   
   

(  )
 

     
   

8
   

  
9

 

 

 

    
   

  

 
 

 
  

 
 

لہٰذا اگر

  

 
 مستدق ہے۔  ∑تب      √  یعنی  

اگراسی طرح 

  

 
 منتشر ہے۔  ∑تب         √  یعنی     

اور اگر

  

 
 تب یہ جانچ نتیجہ دینے میں ناکال ہے۔  

     ہم دیکھتے ہیں کہ
  

 
 پر √  یعنی  
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∑   ∑سلسلہ
√ 
  

  
 ∑

  

  
 منتشر ہے۔ ∑ 

    لہٰذا ہم اس نتیجہ پر پہنچے کہ سلسلہ مستدق ہے اگر

 ہو۔   اور سلسلہ منتشر ہے اگر

 کی جانچ کیجیے استدقاقدیے گئے سلسلہ کے ۔16مثاك

 

  

  
  

  

  
   

  

  
     

(   ) 

    
         

   سلسلہ سے  حل۔
(   ) 

    
   

 جذر جانچ لگانے پر 

    

   
   

(  )
 

     
   

8
(   ) 

    
  9

 

 

 

    
   

(
   

 
)  4

 

 
 

 

5   

    
   

(  
 

 
)     

اور یہ جانچ ناکال ہے      اور منتشر ہوگا اگر     مستدق ہوگا اگر   ∑لہٰذا و شی کے جذر جانچ کے مطابق دیا گیا سلسلہ           

    اگر

 تب    اگر 

   
(   ) 

    
 
 

 
(
   

 
)
 

 

   اگر
 

 
 لیا جائے اور حد مقابلہ جانچ کی جائے تب

   
   

  
  
    
   

 

 
.
   

 
/
 

 

 

 

    
   

(  
 

 
)
 

 

       

 یک صفت ہوں گے۔  ∑اور  ∑چنانچہ دونوں سلسلے

∑   ∑اور چوں کہ
 

 
 ہے،تو یہ منتشر ہے۔    سلسلہ ہے،  جہاں    ایک  

    اور منتشر ہے اگر    مستدق ہے اگر  ∑لہٰذا 

 مشقی سوالات:

 کی جانچ کیجیے استدقاقدیے گئے سلسلوں کے 

i) ∑    
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ii) ∑.
   

    
/
 

 

 (D’Alembert’s Ratio Testدی المبرٹ کی نسبت جانچ)

 مثبت ارقال کا سلسلہ ہے اور  ∑اگر 

   
   

    
  

   

    مستدق ہوگا اگر   ∑(i) تب

 (ii)∑   منتشر ہوگا اگر    

 (iii)  جانچ ناکال ہوگا اگر    

 مثبت ارقال کا سلسلہ ہے   ∑:  ثبوت۔

           

 
    
  

   

    
   

    
  

     

ϵکسی     طرح سے کہ  اس     کے لیے  

|
    
  

  |         

    
    
  

          

 رکھنے پر                    

    
    
  

     

    
    
    

     

    
    
    

     

                          

    
  
    

     

 ام کا حاصل ضرب لینے سے

(   )    
  
  
 (   )         

 
(   ) 

(   ) 
 
  
  
 
(   ) 

(   ) 
 

 (   ) 
  

(   ) 
    (   )

   

(   ) 
 (1۔۔۔۔۔۔۔) 

i)) طرح منتخب کیا جاسکتا ہے کہ  اس   تب   اگر 

  (   )    
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 ( سے 1ہے۔ اب مساوات )       لہٰذا 

   
  
  
        

      
 

 

αیہاں   
  

  
 ہے۔ 

 ہے   جیومتری سلسلہ ہے جس کی مشترک نسبت   ∑تب 

 لہٰذا یہ مستدق ہوگا۔

 بھی مستدق ہوگا۔  ∑تب مقابلہ جانچ کی بنا

(ii) منتخب کیا جاسکتا ہے کہ اس طرح   تب   اگر 

    (   )    

 (کے حوالے سے1مساوات )

  
(  ) 

(  )          

  (  )     

βیہاں   
  

(  ) 
 ہے۔ 

ری سلسلہ سے جس کا مشترک نسبت  (  ) ∑تب

گ ت

 ہے     جیوم

 لہٰذا یہ منتشر ہوگا۔

 بھی منتشر ہوگا۔   ∑تب مقابلہ جانچ کی بنا 

(iii) ہو    اگر 

 اس جانچ کی بنا پر فیصلہ نہیں کیاجاسکتا ہے کیوں کہ اس صورت میں سلسلہ مستدق بھی ہوسکتا ہے اور منتشر بھی ہوسکتا ہے تب

 ام کی  مثالیں دیکھیں:

∑   ∑
 

  
 ہمیں معلول ہے یہ مستدق سلسلہ ہے۔

 اور نسبت جانچ پر 

   
   

    
  

    
   

 

(   ) 

 

  

 

    
   

 

.  
 

 
/
    

∑   ∑دیکھیںاور 
 

 
 اور نسبت جانچ پر ہم جانتے ہیں یہ منتشر سلسلہ ہے
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 کی صورت میں اس جانچ پر نتیجہ نہیں کہا جاسکتا۔ یعنی جانچ ناکال ہے۔   لہٰذا دیکھا گیا کہ 

ی ںالمبرٹ  کا نسبت جانچ اُم صورتوں میں -عال طور پردینوٹ:
م
ووریلیالگایا جاتا ہے جب کہ سلسلہ کے ارقال 

 

ن کی
ف

کی قوتیں موجود ہیں   

 ( کارگر ہوتا ہے۔Raabie’s Test۔جہاں نسبت جانچ ناکال ہوتا ہے وہاں رابع کا جانچ)

 (Raabe’s Test)رابع کا جانچ

  .       مثبت ارقال کا سلسلہ ہے اور اگر  ∑اگر 
    

  
/    

    ہوگا اگرمستدق   ∑(i)تب

    منتشر ہوگا اگر   ∑(ii)اور

   سلسلہ۔17مثاك 
 

  
 
 

  
 
 

  
 کی جانچ کیجیے۔ استدقاقکے   

      یہاں حل۔
 

  
         

     
 

(   ) 
 

  نسبت جانچ لگانے پر

   
   

    
  

    
   

 

(   ) 

 

  

 

    
   

  

(   ) 
 

    
   

 

   
     

 مستدق ہے  ∑نسبت جانچ کے مطابقلہٰذا دی المبرٹ  کے 

∑ سلسلہ ۔18مثاك 
(  ) 

(  ) 
 ق پر بحث کیجیے۔ستدقااکے 

 دیے گئے سلسلہ سے حل۔

   
(  ) 

(  ) 
 

          تب
*(   ) + 

* (   )+ 
 

 نسبت جانچ لگانے پر

    

   
   

    
  

    
   

*(   ) + 

* (   )+ 

(  ) 

(  ) 
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*(   ) + 

* (   )+ 
 
(  ) 

(  ) 
 

    
   

*(   )( )  + 

,(    )(    )(  ) -
 
(  ) 

(  ) 
 

    
   

(   ) 

(    )(    )
 

    
   

  .  
 

 
/
 

  .  
 

 
/ .  

 

 
/

 

 
(   ) 

(   )(   )
 
 

 
   

 دیا گیا سلسلہ مستدق ہے۔  ∑لہٰذا نسبت جانچ کے مطابق

∑ سلسلہ ۔19مثاك 
  

  
 پر بحث کیجیے۔ استدقاقکے  

  دیے گئے سلسلہ سے حل۔

  

   
  

  
 

          تب
(   ) 

(   ) 
 

 نسبت جانچ لگانے پر

    

   
   

{
    
  
}     

   
>

(   ) 

(   ) 

  

  

? 

    
   

8
(   ) 

(   ) 
 
  

  
9 

    
   

>
  .  

 

 
/
 

(   )    
 
  

  
? 

    
   

>
.  

 

 
/
 

(   )
? 

 
(   ) 

(   )
 
 

 
          

 مستدق ہے۔  ∑نسبت جانچ کے مطابق دیا گیا سلسلہ

    سلسلہ  ۔20مثاك
   

 
 
   

  
 پر بحث کیجیے۔ استدقاقکے  (   )    

 اس لیے سلسلہ مثبت ارقال کا ہے۔   چوں کہحل۔

            نسب نما
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  ہیں۔           گویا یہ بالترتیب 

 چنانچہ

  

   (
   

  
)    

2          تب
   

(   ) 
3      

 نسبت جانچ لگانے پر

   
   

{
    
  
}     

   
>
2
   

(   ) 
3     

.
   

  
/   

? 

    
   

8
   

(   ) 
 
  

   
9  

    
   

>
 .  

 

 
/

  .  
 

 
/
  

  

 .  
 

 
/
?  

    
   

>
.  

 

 
/

.  
 

 
/
  

 

.  
 

 
/
?   

 8
(   )

(   ) 
 

 

(   )
9     

 مستدق ہوگا۔  ∑تب   لہٰذا نسبت جانچ کے مطابق اگر

 منتشر ہوگا۔  ∑تب    اور اگر

 پر ٹسٹ یعنی جانچ ناکال ہوگا۔   اور

 طرے م پر غور کریں۔لہٰذا دوسر  

 پر    

∑   ∑
   

  
 

   
   

  
 

 
 

  
(  

 

 
) 

   یہاں 
 

  
 لینے پر

 حد مقابلہ جانچ کے مطابق
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.  

 

 
/

 

  

 

    
   

(  
 

 
) 

           

∑   ∑چوں کہ
 

  
 ہے۔  اس لیے یہ مستدق ہے۔      سلسلہ ہے،  جہاں    ایک   

 بھی مستدق ہوگا۔  ∑لہٰذا

    مستدق ہوگا اگر  ∑خلاصہ یہ ہوا کہ

    منتشر ہوگا اگر  ∑اور

ل
م
ک

گ

ن

 (Improper Integrals)غیرواجب 

ل
م
ک

گ

ن

∫  ( )  
 

 
ہ ا جاتا ہے۔    

ملک
ک

گ

ن

 و  غیرواجب 

ل تفاعل ہے سبھی  اگر تعریف:
م
ک

گ

ن

 کے لیے اور    قابل 

  ( )  ∫  ( )  
 

 
        

ل
م
ک

گ

ن

∫  ( )  
 

 
 پر اگر مستدق کہا جائے گا

   
   

 ( )    

 اور یوں لکھا جائے گا۔ 

∫  ( )  
 

 

   

( ) فرض کرو کہ۔21مثاك   
 

  
 

ل ہے۔ (   ,  تمال  ہم جانتے ہیں کہ 
م
ک

گ

ن

 کے لیے قابل 

 ( )  ∫  ( )  
 

 

      

 ∫
 

  
  

 

 

 

 [ 
 

 
]
 

 

 

  
 

 
   

    
   

 ( )     
   

( 
 

 
  )        

∫لہٰذا
 

  
  

 

 
 پر۔ مستدق ہے

ل جانچ 7.2.5
م
ک

گ

ن

(Integral Test) 

∑پر ایک غیر منفی گھٹتا ہوا تفاعل ہے، تب سلسلہ  (   ,وقفہ  اگرقضیہ:  ( ) 
ل    

م
ک

گ

ن

∫اور  ( )  
 

 
دونوں ایک ساتھ مستدق یا 
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 منتشر ہوں گے۔

 دیا گیا ہے کہ ثبوت:

 ( )       ,  ) 

∑لہٰذا  ( ) 
 ہے۔مثبت ارقال کا سلسلہ    

        اس طرح وجود رکھتا ہے کہ      پر ایک عدد  (  ,  

 پر گھٹتا ہوا تفاعل ہے، اس لیے (  ,وقفہ  چوں کہ

 ( )   ( )   (   ) 

∫  ( )
   

 

   ∫  ( )
   

 

   ∫  (   )  
   

 

 

 ( )  ∫  ( )
   

 
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔) (   )    

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوگارکھنے پر اور انکو جمع           

  ( )   ( )     (   )  ∫  ( )
 

 
   ∫  ( )

 

 
     ∫  ( )

 

   
   

 ( )   ( )     ( ) 

 ( )    ( )  ( )    فرض کرو کہ

∫   اور   ( )
 

 
   ∫  ( )

 

 
     ∫  ( )

 

   
   ∫  ( )

 

 
   

 اس لیے

    ( )         ( ) 
   ( )          ( ) 

  ( )  (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔) ( )        

 کے لیےدرست ہے۔    جو کہ تمال 

 تب

        (         )  (     ) 
 (       )  (       ) 

  (   )  ∫  ( )
   

 

     

              

 ایک گھٹتا ہوا تواتر ہے۔+  *لہٰذا 

 ( کے حوالے سے 2مساوات )

    ( )       

 مستدق ہے۔ +  *ہے۔ اس لیے (Bounded Below)بستہ زیرین+  *یعنی

 مستدق ہے۔ +  *اور        چوں کہ
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 دونوں مستدق یا منتشر ہوں گے۔+  *اور+  *نتیجتاً 

∑لہٰذا سلسلہ  ( ) 
∫اور     ( )  

 

 
 دونوں ایک ساتھ مستدق یا منتشر ہوں گے۔

∑ثابت کرو کہ سلسلہ ۔22مثاك 
 

    

 
ی  جانچ    

مل
ک

گ

ن

 کیجیے۔مستدق ہے۔

 ہم لیں گے حل۔

 ( )  
 

    
    ,   ) 

 تب 

∑ ( )

 

   

 ∑
 

    

 

   

 

( ) چنانچہ  ل جانچ کرنے پر (   ,اور یہ وقفہ  
م
ک

گ

ن

 پر  گھٹتا ہوا ہوگا ۔

 ( )  ∫  ( )  
 

 

 

 ∫
 

    
  

 

 

 

 ,      - 
 

 

               

        
 

 
 

  تب

   
   

 ( )     
   

.       
 

 
/ 

        
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 لہٰذا

 

 
ل  

م
ک

گ

ن

∫پر   ( )  
 

 
 پر مستدق ہے۔

∑ثابت کرو کہ ہارمونی سلسلہ۔23مثاك 
 

  
 
 ۔ہو    اور منتشر ہوگا اگر ہو     مستدق ہوگا اگر   

 فرض کرو کہحل۔

 ( )  
 

  
    ,   )      

( ) تب   پر  گھٹتا ہوا ہوگا ۔(   ,اور یہ وقفہ  

ل جانچ کرنے پر
م
ک

گ

ن

   

 ( )  ∫  ( )  
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 ∫
 

  
  

 

 

 

 >

    

   
    

        

 

 ہوگا تب   پھر جیسے

     جب کہ   
 

    
   

اور 

 

    
    جب کہ    

    جہاں      اور

 لہٰذا

   
   

 ( )  ∫
 

  
  

 

 

 

 
 

   
( )        

 یعنی مستدق ہے۔

 اور

   
   

 ( )  ∫
 

  
  

 

 

 

 
 

   
( )        

 اور

           

∑لہٰذاخلاصہ یہ ہوا کہ   ( ) 
    ∑

 

  
 
    مستدق ہوگا اگر   

    اور منتشر ہوگا اگر

∑سلسلہ ۔24مثاك 
   

    

 
 کی صفت پر بحث کیجیے۔   

 فرض کرو کہ  حل۔

 ( )  
   

    
 

( ) تب         ,   ) 

ل جانچ کرنے پر
م
ک

گ

ن

 تب 

∫  ( )  
 

 

 ∫ 4
   

    
5  

 

 

 

 [
 

 
   (    )]
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∫لہٰذا  ( )  
 

 
 منتشر ہوا۔

 ۔نتیجتاً دیا گیا سلسلہ بھی منتشر ہوا

∑ثابت کیجیے کہ سلسلہ  ۔25مثاك 
 

 (    ) 
 
 ہو۔      اور منتشر ہوگا اگر   ہو     مستدق ہوگا اگر   

 فرض کرو کہ  حل۔

 ( )  
 

 (    ) 
     

( ) تب    گھٹتا ہوا ہوگا۔ (   ,      

ل جانچ 
م
ک

گ

ن

 کرنے پرتب 

∫  ( )  
 

 

 ∫ (
 

 (    ) 
)   

 

 

 

       
  

 
 ہمیں حاصل ہے رکھنے پر    

∫ (
 

 (    ) 
)   

 

 

 ∫ (
 

  
)   

 

    

 

 6
    

   
7
    

 

 

 
 

   
,    -    

 
 

ل مستدق ہوگا۔      تب     اگر 
م
ک

گ

ن

 تب 

    اور منتشر ہوگا اگر

ی جانچ سے معلول ہوا کہ دیا گیا سلسلہ  مستدق ہے اگر 

مل
ک

گ

ن

 ہو۔   اور  منتشر ہوگا اگر    نتیجتاً  

ی  جانچ کے ذریعے  سلسلہ   ۔26مثاك 

مل
ک

گ

ن

∑
 

    

 
 معلول کیجیے۔ استدقاقکا     

 فرض کیجیے کہ حل۔

 ( )  
 

    
    ,   ) 

 تب 

∑ ( )

 

   

 ∑
 

    

 

   

 

( ) لہٰذا  پر  گھٹتا ہوا ہوگا ۔(   ,یہ وقفہہے اور   

ل جانچ کرنے پر  
م
ک

گ

ن

 

∫  ( )  
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 ∫
 

    
  

 

 

 

 [
 

 
   (    )]

 

 

 

   

 یہ منتشر ہے۔ لہٰذا  دیا گیا سلسلہ بھی  منتشر  ہوا۔

 مشقی سوالات:

 پر بحث کرو استدقاقذیل کے سلسلوں کے  

1. ∑
 

       

 
    

2.   
 

 
 
 

 
   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  7.3

و معلول کرنے مختلف جانچ کے طریقوں پر بحث کی ہے۔ہم نے جذر  استدقاقاس اکائی میں ہم نے مثبت ارقال کےسلسلوں کے  

جانچ کی اہمیت و  دیکھا ہے جب کہ سلسلہ میں ارقال قوت رکھتے ہوں ۔اور نسبت جانچ کرنا آسام ضرور ہے بہ مقابلہ جذر جانچ۔لیکن جذر 

 جانچ پر۔عال طور پر دی المبرٹ  کا نسبت جانچ اُم صورتوں میں لگایا جاتا ہے جب کہ سلسلہ کے ارقال میں جانچ قوی ہے نسبت

ل جانچ و  کس طرح (Factorial)ضربیہ
م
ک

گ

ن

کی جانچ کے لیے  استدقاقموجود ہوں یا قوتیں اور ضربیے دونوں موجود ہوں۔آخر میں ہم نے 

 استعماك کیاجاتا ہے تفصیلاً بحث کی۔

 (Key Words)کلیدی الفاظ 7.4

ل جانچ 
م
ک

گ

ن

 مقابلہ جانچ، جذر جانچ، نسبت جانچ، 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات7.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات7.5.1

Iحیح  جواب کی نشاندہی کیجیے : 

سلسلہ  .1

 

  
 

 

  
 

 

  
 مستدق ہوگا اگر  

         (a  (b      (c      (d     

∑سلسلہ   .2 (  )  
 مستدق ہوگا اگر   

 (a           (b  
 

 
   

 

 
  

 (c           (d  
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  متبادك  ہارمونی سلسلہ .3
 

 
 
 

 
 
 

 
 کا حاصل جمع کیاہوگا  

 (a  صفر  (b  لامتناہی  log 2(c  (d  نامعلول 

      سلسلہ ہے اور مستدق بھی ہے تبمثبت ارقال کا   ∑فرض کرو کہ  .4
    

  
 کی قیمت کیا ہوگی وجود رکھتا ہےتب اس

 (a  1             (b  (c     (d    

  سلسلہ  .5
 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
 کیا ہے  

 (a Oscillatory  (b مشروط مستدق  (c منتشر  (d مطلق مستدق 

II: دعووں کی حیح  یا غلط کی پہچام کیجیے۔  درج ذیل بیام کردہ 

  سلسلہ  .1
 

  
 
  

  
 
  

  
 (T/F)     مستدق  ہے  

  .∑سلسلہ  .2
 

 
/
   

 (T/F)      مستدق ہوگا

3. ∑
 

   
 (T/F)         مستدق ہوگا اگر 

∑سلسلہ  .4
  

(  ) 
 (T/F)      مستدق ہوگا

∑سلسلہ  .5
  

  
 (T/F)      مستدق ہے

 (Short Answer Type Questions)سوالاتمختصر جوابات کے حامل 7.5.2

 ذیل کے سلسلوں کے استدقاق کی جانچ کیجیے 

1. ∑
    

 (   )(   )
 

 

   

 
2. ∑

 

     
 

 

   

 
3. ∑.√      / 

 

   

 

4. ∑.√     √  / 

 

   

 
5. ∑6

 

  
(
   

   
)
 

  7 

 

   

 
6. ∑(  

 

√ 
)
      

   

 

7. ∑(
   

    
)
 

 

 

   

 
8. ∑

        

       (    )
 

 

   

 
9.    

   

 
 
   

  
       

ل جانچ کے ذریعہ ثابت کرو کہ  .10
م
ک

گ

ن

∑
 

  
    اور منتشر ہے اگر   مستدق ہے اگر (   )

 (Long Answer Type Questions)جوابات کے حامل سوالات طویل7.5.3

 ۔و شی کا جذر جانچ کا کلیہ بیام کرو اور ثابت کرو .1

 ۔بیام کرو اور ثابت کرودی المبرٹ  کا نسبت جانچ کا کلیہ  .2

ل جانچ و  بیام کرو اور ثابت کرو .3
م
ک

گ

ن

 ۔

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد تجویز کردہ 7.6
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1. Introduction to Real Analysis R.G. Bartle & D.R. Sherbert 

2. Mathematical Analysis T.M. Apostor  
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 قرمشروط استدقا۔متبادك سلسلے۔مطلق او8اکائی

(Alternating Series-Absolute and Conditional Convergence) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   8.0

 مقاصد   8.1

 متبادك سلسلے   8.2

ر کا جانچ  8.2.1 

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ن ی
ل

 

  استدقاقمطلق   8.2.2 

  استدقاقمشروط   8.2.3 

 اکتسابی نتائج   8.3

 کلیدی الفاظ   8.4

 نمونہ امتحانی سوالات   8.5

 سوالات معروضی جوابات کے حامل  8.5.1

 سوالات جوابات کے حاملمختصر   8.5.2

 سوالات جوابات کے حاملطویل   8.5.3

 اکتسابی مواد یز کردہتجو   8.6
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 (Introduction)تمہید 8.0

پر بحث کی ہے۔اب ہم ایسی سلسلوں پر بحث کریں گے جن میں مثبت اور  استدقاقاب تک ہم نے مثبت ارقال کے سلسلوں کے 

∑منفی ارقال متبادك ہونگے۔جسکو  (  )   
 
 سے ظاہر کیا جائے گا۔   

 (Objectives)مقاصد 8.1

 اس اکائی کی تکمیل پر طلبا اس قابل ہوجائیں گے کہ: 

  ر

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

 پر بحث کریں گے ق ستدقااجانچ کے ذریعہ (Leibnitz)متبادك سلسلوں پر

 دیا گیا متبادك سلسلہ آیا مطلق ہے یا مشروط مستدق ہے معلول کریں گے۔ 

 (Alternating Series)متبادك سلسلے  8.2

 ایسا سلسلہ جسکے ارقال یکے بعد دیگر  مثبت اور منفی علامات رکھتے ہوں متبادك سلسلہ کہلاتا ہے۔جسکو یوں ظاہر کیا جاتا ہے۔

              (  )
      

  مثاك:  
 

 
 
 

 
 
 

 
 متبادك سلسلہ ہے۔  

ر کا جانچ8.2.1

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
لی

(Leibnitz Test) 

 مثبت ارقال کا تواتر ہے جو کہ   ∑اگر بیام:

a)               

b)            

∑تب متبادك سلسلہ (  )     
 
 مستدق ہوگا۔   

 فرض کرو کہ  ثبوت:

                 (  )
      

                            

  (   )                                            

                        

 یعنی کے مطابق تواتر گھٹتا ہوا ہے۔a)اس لیے کہ 

          

 بڑھتا ہوا ہے۔+   *لہٰذا 

 بڑھتا ہوا ہے۔ +  *اس لیے

                            

    ,                    - 
        

 بستہ بالا ہے۔+   *یعنی
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 بڑھتا ہوا اور بستہ بالا ہے۔+   *گویا 

 مستدق ہے+   *کے قضیہ کے  مطابق  استدقاقاس لیے یک رنگی 

 مستدق ہے+  *لہٰذا 

∑نتیجتاً (  )     
 
 مستدق ہے۔   

  ثابت کرو کہ متبادك سلسلہ  ۔1مثاك
 

 
 
 

 
 
 

 
 مستدق ہے۔   

 دیا ہوا متبادك سلسلہ یوں لکھا جاسکتا ہے ثبوت:

∑ (  )     
 

   
   

 

 
 
 

 
 
 

 
   

                                 
 

 
 

  
 

 
 
 

 
 
 

 
   

 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  اور گھٹتا ہوا ہے+  *یعنی 

               
 

 
 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

ر کے جانچ کے مطابق دیا گیا متبادك سلسلہ مستدق ہوا۔2( اور)1مساوات )

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

 ( کی مدد سے 

 مثاك  ثابت کی گئی ۔

 (Absolute Convergence) استدقاقمطلق 8.2.2

∑ایک متبادك سلسلہ تعریف: (  )     
 
 مطلق مستدق کہلاتا ہے اگر    

i)  اگر∑ (  )     
 
 اورمستدق ہے    

ii)  اگر∑ |  |
 
 بھی مستدق ہے )یعنی مثبت ارقال سلسلہ بھی مستدق ہے(   

 (Conditional Convergence) استدقاقمشروط  8.2.3

∑و ئی متبادك سلسلہ  تعریف: (  )     
 
 مشروط مستدق کہلاتا ہے   

a) اگر  ∑ (  )     
 
 مستدق ہے  اور     

b) ∑ |  |
 
 منتشر ہے(منتشر ہے)یعنی مثبت ارقال کا سلسلہ    

 ایک مطلق مستدق سلسلہ ہمیشہ مستدق ہوگا۔۔1قضیہ

∑اگر ثبوت: (  )     
 
 ایک متبادك سلسلہ ہے جو کہ مطلق مستدق ہےتب   

 |  |     |  | 
       |  |  |  |     |  |  |  |  |  | 
                                |  |   |  | 

∑چوں کہ سلسلہ مطلق مستدق ہے اس لیے  |  |
 
 مستدق ہے ۔   
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∑اس لیے   |  |
 
 مستدق ہے۔   

∑تب مقابلہ جانچ کے مطابق  (   |  |)
 
 مستدق ہوگا   

∑چوں کہ  (   |  |)
 
∑مستدق ہے اور     |  |

 
 مستدق ہے۔   

∑اس لیے  (   |  |  |  |)
 
    ∑   

 
 مستدق ہے۔   

 قضیہ ثابت ہوا

 عکس قضیہ حیح  ہونا ضروری نہیں ہے۔ ۔ اس کا بر1نوٹ

∑مثلاً متبادك سلسلہ 
(  )   

 
 
ر کے جانچ کے مطابق مستدق ہے1پر ہم نے مثاك)   

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

 ( میں دیکھا کہ 

∑کہ  اور جب |  |
 
    ∑

 

 
 
 ہے۔  لہٰذا یہ منتشر ہے۔   میں  سلسلہ ہے جس  ایک     

∑اس مثاك میں چوں کہ  ۔2نوٹ (  )     
 
∑مستدق ہے اور     |  |

 
∑منتشر ہےاس لیے    

(  )   

 
 
مشروط مستدق    

 ہے ۔

  سلسلہ ۔2مثاك
 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
 پر بحث کیجیے۔ استدقاقکے   

∑و  یوں ظاہر کیاجاسکتا ہے یہ ایک متبادك سلسلہ ہےجسحل۔  (  )     
 
    ∑

(  )   

√ 
 
    

 تب 

        
 

√ 
 

 

√   
   

 (1ہے۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)گھٹتا ہوا تواتر +  *لہٰذا

               اور
 

√ 
 (2۔۔۔)۔۔۔۔۔  

ر کی جانچ کے مطابق دیا گیا سلسلہ مستدق ہے ۔2( اور )1)

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

 (کی بنا 

∑سلسلہ  ۔3مثاك 
  

 
 
 پر بحث کیجیے۔ استدقاقکے         

∑   ∑دیا گیا سلسلہ  حل:    
  

 
 
 ہے۔         

 ارقای نہیں ہے۔یہ سلسلہ ہمیشہ مثبت 

   
   

|
    
  
|     

   
|
    

   
 
 

  
| 

    
   

|
 

  
 

 

 | ||  | | 

| |مستدق ہے اگر|  |∑تب نسبت جانچ کے مطابق     

| |اور منتشر ہے اگر    
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∑ہو،  تب     اگر
(  )    

 
 
 مستدق ہے۔   

 منتشر ہے۔  ∑پر   اور

    ثابت کرو کہ سلسلہ ۔4مثاك
  

  
 
  

  
 کے لیے مطلق مستدق ہے۔    سبھی   

 ۔  دیا گیا سلسلہحل

∑   ∑
  

  

 

   
 

             

   
  

  
 

 ∑|  |  ∑
| | 

  
 

 |
    
  
|  

| |   

(   ) 
 
  

| | 
 

| |

(   )
 

 تب 

   
   

|
    
  
|     

   
8
| |

(   )
9      

 کے لیے مطلق مستدق ہے۔    سبھی    ∑کے لیے مستدق ہے ۔گویا     سبھی  |  |∑لہٰذا نسبت جانچ کے مطابق 

       نوٹ:  دیا گیا سلسلہ
  

  
 
  

  
 ہے۔  

∑ثابت کرو کہ سلسلہ  ۔5مثاك
(  )      

 
 ہے۔       جب کہمستدق ہے 

∑ہو، تب     اگر   حل ۔ 
(  )      

 
 ∑

(  )    

 
 ( کے حوالہ سے مستدق ہے۔1مثاك)

 ہو۔       اور اگر 

| |یعنی     تب   
(  )      

 
 ہے۔ 

 |
    
  
|  
| |   

   
 
 

| | 
 
 | |

   
 

   
   

|
    
  
|     

   
2
 

   
3 | | 

    
   

>
 

  
 

 

? | |  
 

   
| |  | | 

| | کے مطابق چوں کہ جانچلہٰذا نسبت  ∑یعنی       (  )∑ہے اس لیے   
(  )      

 
 پر۔      مستدق  ہے 

∑  نتیجتاً
(  )      

 
 پر۔      مستدق ہے

(   )   سلسلہ (Logarithmic)تھمیگرگیا سلسلہ لو دیانوٹ:   ∑
(  )      

 
 ہے۔ 

     ثابت کرو کہ سلسلہ  ۔6مثاك 
 (   )

  
   

 (   )(   )

  
     

 (   )  (     )

  
مطلق مستدق     
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| |ہے اگر  ہو۔   

 اب لیے دیا گیا سلسلہ مثبت ارقال کا نہیں ہے۔ اس   چوں کہ حل۔

 (   )  (     )

  
 (   )واں رکن    

    اور

 (   )  (     )(   )

(   ) 
 (   )واں رکن      

 اس لیے

|
(   )واں رکن

(   )واں رکن
|  |

   

   
 |  |

 

 
  

  
 

 

| | | 

   
   

|
(   )واں رکن

(   )واں رکن
|     

   
|

 

 
  

  
 

 

| | |  | | 

| |لہٰذا مثبت جانچ کے مطابق دیا گیا سلسلہ مستدق ہے ہوگا اگر | |سلسلہ مطلق مستدق ہوگا اگرنتیجتاً دیا گیا     ہو۔   

 (Binomial Expansion)کا پھیلاؤ ہے )دو رکنی پھیلاؤ( (   )دیا گیا سلسلہ نوٹ:

    (  )∑ثابت کرو کہ  ۔7مثاك
 

 
 مطلق مستدق نہیں ہے۔

 دیا گیا سلسلہ ایک متبادك سلسلہ ہے۔ حل۔ 

(  )∑   ∑فروض کرو کہ
    

 

 
 ہے۔ اس لیے 

   (  )
    

 

 
 

      اور اگر 
 

 
        

 چوں کہ

 

 
 (   -  0  

 

 
 اور  1

 

 
 

 

   
 ہے۔ اس لیے 

   
 

 
    

 

   
 

                       

          
   

      
   

{   
 

 
}    

ر جانچ

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

 مستدق ہے ۔اور  ∑کے مطابق (Leibnitz Test)لہٰذا 

∑|  |  ∑|(  )    
 

 
| 

 ∑|   
 

 
| 

 ∑   
 

 
 

∑   ∑اگر
 

 
 لیاجائے ، تب مقابلہ جانچ کرنے پر
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>
   

 

 
 

 

?     
 

 
  
>
   

 

 
 

 

?        

∑   ∑لہٰذا احد مقابلہ جانچ کے مطابق چوں کہ 
 

 
 ۔منتشر ہے

|  |∑اس لیے   ∑ |(  )
    

 

 
 ۔بھی منتشر ہے|

 ۔لہٰذا دیا گیا متبادك سلسلہ مشروط مستدق ہے

∑سلسلہ ۔8مثاك (  )   (√    √ ) 
 پر بحث کیجیے ۔ استدقاقکے    

(  )∑   ∑ فرض کرو کہ حل۔
   (√    √ )  ∑(  )      

 ایک متبادك سلسلہ ہے، جہاں

    (√    √ ) 

   
(√    √ )(√    √ )

(√    √ )
 

 
 

(√    √ )
         

 اب دیکھیں کہ 

√    √    √    √  

 
 

(√    √   )
 

 

(√    √ )
 

                                           

 (1۔۔۔۔۔۔۔۔)   گھٹتا ہوا تواتر ہے۔+  *لہٰذا 

 اور

               
 

(√    √ )
 (2۔۔۔۔۔۔۔۔)  

ر جانچ کے مطابق 2(اور )1مساوات )

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

 مستدق ہے اور  ∑( کی بنا  

∑|  |  ∑|
 

√    √ 
| 

 ∑
 

√    √ 
 

 ∑
 

√ 6√  
 

 
  7

 

∑   ∑اب اگر 
 

√ 
 لیا جائے اور حد مقابلہ جانچ کی جائے ، تب 
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{
 
 

 
 

 

√ 6√  
 

 
  7

 

√ 

}
 
 

 
 

 
 

√     
 
 

 
     

∑   ∑کہں لہٰذا چو
 

√ 
  جہاں  ،سلسلہ ہے  

 

 
   

 بھی منتشر ہے۔|  |∑منتشر ہے اس لیے   ∑اس لیے 

 چنانچہ نتیجہ یہ نکلا کہ دیا گیا سلسلہ مشروط مستدق ہے۔

 مشقی سوالات:

i)  سلسلہ∑ (  )   
 

    
 
 پر بحث کیجیے استدقاقکے    

ii)  ثابت کرو کہ∑
     

  
 مطلق مستدق ہے    

iii) ثابت کرو کہ∑ (  )   √     √  
 مشروط مستدق ہے   

 (Learning Outcones)اکتسابی نتائج 8.3

ر جانچ کے ذریعہ نتائج اخذ کیے۔ہم نے یہ بھی ثابت کیا کہ ہر مطلق  استدقاقاس اکائی میں ہم نے متبادك سلسلوں کے 

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

پر 

کی  مستدق سلسلہ مستدق بھی ضرور ہوگا لیکن اسکا عکس حیح  ہونا ضروری نہیں ۔اور آخر میں ہم نے دئے گئے متبادك سلسلوں کی جانچ اس پر بھی

 کہ آیا وہ مطلق مستدق ہیں یا مشروط مستدق ہیں ۔

 (Keywords)الفاظ کلیدی 8.4

ر جانچ، مطلق 

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

  استدقاق، مشروط استدقاقمتبادك سلسلہ ، 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات8.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات8.5.1

  سلسلہ  .1
 

 
 
 

 
 
 

 
 کیا ہوگا  

 (aمطلق مستدق  (bمشروط مستدق  (cمنتشر   (d مندرجہ بالا و ئی نہیں 

 ہر مطلق مستدق سلسلہ لازماً ہوگا .2

 (aمستدق  (bمنتشر   (c اہتزازی  (dمستدق یا منتشر 

ر جانچ .3

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

 قابل اطلاق ام پر ہے 

 (aمثبت ارقال سلسلہ (bمتبادك سلسلہ  (c (a اور (b (d و ئی نہیں 
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سلسلہ .4

 

√ 
  

 

√ 
  

 

√ 
    (  ) 

 

√ 
 ہے۔ 

 (aمطلق مستدق  (bمشروط مستدق  (cمنتشر   (dاہتزازی 

∑سلسلہ .5 (  )   
 

    
 
 ہے۔   

 (aمستدق  (bمنتشر   (c اہتزازی  (d مندرجہ بالا و ئی نہیں 

 مندرجہ ذیل و  جوڑئے .6

i)   
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
     (a مستدق ہے نسبت جانچ کے مطابق 

ii)   
 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
     (bمستدق سے مقابلہ جانچ کے مطابق 

iii)     
  

  
 
  

  
     (cمستدق سے نسبت جانچ پر 

iv) ∑.
   

    
/
 

    (dمطلق مستدق ہے 

v) ∑ (√     √    ) 
     (e متبادك سلسلہ 

      (f 
م
ک

گ

ن

 ل جانچ پرمستدق ہے 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 8.5.2

سہ  .1
∑سلل

  

 
 پر بحث کیجئے استدقاقکے 

    بتلاؤ کہ سلسلہ  .2
  

  
 
  

  
 مطلق مستدق ہے۔  

∑ثابت کرو کہ  .3    
 

 
 
 مطلق مستدق نہیں ہے۔   

ثابت کرو کہ  .4

 

   
 

 

   
 

 

   
 مستدق ہے۔  

 ثابت کرو کہ و ئی بھی مطلق مستدق سلسلہ لازی مستدق ہوتا ہے۔ .5

 (Long Answer Type Questions)جوابات کے حامل سوالات طویل8.5.3

ر  .1

ت

ر

 

ٹ

ت

 ن
ی ن 
ل

 (Leibnitz) ۔کروکا قضیہ بیام اور ثابت 

 پر بحث کرو۔ استدقاقذیل کے سلسلوں کے  .2

a) ∑ (  )   
 

    
 
    

b) ∑ (  )   (√    √ ) 
    

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد تجویز کردہ 8.6

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 
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3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 

8. Mathematical Analysis,  S.C. Malik and SavithaArora 
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 -I۔تفاعل کی اتہائ اور تسلسل9اکائی

(Limits and Continuity of a Function- I) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   9.0

 مقاصد   9.1

 اتہائ کی تعریف    9.2

 تفاعل کی حد بندی  9.2.1 

 تفاعل کی اتہائ  9.2.2 

 اتہائؤں پر قضیے  9.2.3 

 اتہائ چند معروف تفاعل کی  9.2.4 

 اور لامحدود اتہائئیں پر اتہائئیں ∞  9.2.5 

 اکتسابی نتائج   9.3

 کلیدی الفاظ   9.4

 نمونہ امتحانی سوالات   9.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  9.5.1

 جوابات کے حامل سوالاتمختصر   9.5.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات  9.5.3

 اکتسابی مواد یز کردہتجو   9.6
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 (Introduction)تمہید 9.0

 ریاضی میں تفاعل کی اتہائئیں کسی نقطہ کی 

گ

یہ ایک  کے کہ اسُ خاص نقطہ پر۔ بجائے اس، میں تفاعل کی خاصیت و  بتاتی ہیں  ہمسائ

کی اصل ہیں اور یہ (Mathematical Analysis)اتہائئیں علم احصا اور ریاضیاتی تجزیہ کی بنیاد ہے۔Calculus))سادہ اور قوی نظریہ علم احصا 

ل میں استعماك ہوتے ہیں۔
م
ک

گ

ن

 تفاعل کے تسلسل کے تفرق اور 

 (Objectives)مقاصد 9.1

 :اس اکائی کے تم  پر طلبا اس قابل ہوجائیں گے کہ 

  اتہائکی تعریف  اور اُس  و  استعماك کرسکیں 

  وجوہات و  پہچام سکیں اور  اتہائ کے نہ پائے جانے کی صورتوں سے واقف ہوں گے 

 یک طرفہ اتہائ  اور اتہائؤں کے درمیام رشتہ معلول کرسکیں 

  سادہ الفاظ میں اتہائ  و  بیام کرنا اور اتہائؤں کے کلیوں  و  سمجھ سکیں 

 (Definition of Limit)اتہائکی تعریف 9.2

 کا دامنہ طبعی اعداد کا سٹ ہے۔یہاں ہم اس تفاعل پر بحث کریں گے جس تواتر کے مطالعہ میں ہم نے دیکھا کہ وہ تفاعل ہیں جن

بحث کریں کے تحت سٹ ہیں ۔اتہائ کی  تعریف کرنے سے پہلے ہم تفاعل کے محدود ہونے پر  حقیقی اعداد(Range)کے دامنے اور سعت 

 گے۔

 a Function  (Boundedness of)تفاعل کی حد بندی   9.2.1 

 ہے ۔اور جو تفاعل لا یا بستہ زیریں  ہوتیبستہ با(Range)زیریں کہلاتا ہے اگر اُس کی سعت پر بستہ بالا یا بستہ Dمنہایک تفاعل کسی دا تعریف:

 تفاعل کہلاتا ہے۔زیریں  ہوتا ہے وہ بستہ دونوں یعنی بستہ بالا اور بستہ 

|( ) |اور     پر اگر Dمنہادیگر الفاظ میں ایک تفاعل بستہ ہوگا اگر کسی د   ،       

 

ص

 یک رنگی /ایک 

ف

ی تفاعل

گ

ب

(Monotone function) 

 و  بڑھتا ہوا کہیں گےاگر پرمعرف ہے تب Dکسی درمنہ( ) فرض کرو کہ تفاعلتعریف:

 (  )   (  )                

 و  گھٹتا ہوا کہیں گے اگر   اور

 (  )   (  )                 

   مذو رہ صورتوں و 

ص

 یک رنگی/ایک 

ف

ی/مونوٹوم تفاعل

گ

ب

 ۔کہتے ہیں  
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 a Function (Limit of) تفاعل کی اتہائ     9.2.2

 ایک تفاعل ہے۔       اوراگر   اگر تعریف:

    کا اور  ہے   'ایک اتہائئی نقطہ اگر'

(i) اگر ( )     اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    کے لیےایک عدد   بائیں سے دیے گئے       جیسے     

    

 | ( )    |          

(   ) تب  ( )        یا         

 و  بائیں اتہائ کہتے ہیں ۔ ’ ‘یہاں 

(ii)   اگر ( )   اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     لیےایک عددکے    دائیں سے دیے گئے       جیسے     

      

 | ( )    |          

(   )   تب ( )          یا         

 و  دائیں اتہائ کہتے ہیں ۔ ’ ‘یہاں 

کے دائیں اور بائیں اتہائ دونوں وجود رکھتے ہیں اور دونوں برابر ہیں تب وہ یکتا قیمت تفاعل کی اتہائ        اگر کسی تفاعل تفاعل کی اتہائ:

 ہے۔

( )          گویا اگر            ( ) 

( )         تب     

قط ہونا چاہیے ’ ‘کے وجود کے لیے ( )        نوٹ:

ت

 کا ممبر ہونا ضروری نہیں ’ ‘  مگر  کا ۔  اتہائئی ت

( )       کے لیے اگر       ۔ کسی تفاعل 1 قضیہ     یکتا ہوگا۔  تب    

( )         اگر ممکن ہوتو فرض کرو کہ  ثبوت۔       

  اگر  
 

 
 (1لیا جائے۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔) (   )

( )        چوں کہ  |   |  اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     ایک عددتب         

 | ( )    |          

( )       اور چوں کہ |   |  اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     بھی ہے۔ اس لیے ایک عدد        

 | ( )    |          

 (     )     فرض کرو کہ

 اس طرح کہ       کا ۔اس لیے    اتہائئی نقطہ ہے’ ‘ تب چوں کہ

  |   |    
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( ) | اور    |    | ( )    |  ہوگا۔     

     تب

|    |  |   ( )   ( )    | 
 |   ( )|  | ( )    | 
     

    

 ( کے مطابق1)مساوات 

|    |    
 

 
(   ) 

 (   ) 

 یہ ممکن نہیں ہے ۔

  رکھتی ہے تو وہ یکتا ہوگی۔کی اتہائ وجود ( ) دو اتہائ ہوسکتے ہیں لہٰذا کسی نقطہ  پر اور    ممکناً فرض کیا گیا جملہ غلط ہے کہلیے  اس

 قضیہ ثابت ہوا۔

  (Theorems on Limits)اتہائؤں پر قضیے   9.2.3

( )        ظاہر ہے اگر اب ہم تفاعل کی اتہائؤں پر بحث کریں گے۔   ’ ‘ہے بستہ    تب  ،  

گ

  میں۔کی ہم سائ

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    ایک عدد ،تب    اگر  چوں کہ

     | ( )    |        |   |        

      ( )      

              | ( )|  | |    

| |  اور     اگر | | |( ) |*     اور       + 

|( ) |تب  ( )  ہوگا       پر۔+ * 

( )       کا ایک اتہائئی نقطہ ہے اور   ’ ‘اور       اور      اگر  ۔2قضیہ  ( )       اور     جہاں    

 تب       

   
   
* ( )   ( )+      

 دیا گیا ہے۔    ۔ فرض کرو کہ ثبوت

( )        تب چوں کہ       اس لیے    

( ) |  اور    |  
 

 
     |   |         

( )        اسی طرح چوں کہ       اس لیے    

( ) |  اور   |  
 

 
     |   |         
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|   |  ہو تب  (     )     اگر  پر   

| ( )   |  
 

 
( ) |اور     |  

 

 
 ہے۔ اس لیے 

| ( )   ( )  (   )|  | ( )   |  | ( )   |  
 

 
  

 
    

                     
   
* ( )   ( )+      

 قضیہ ثابت ہوا

 قضیہ بالا کی طرح درج ذیل قضیے بھی ثابت کیے جاسکتے ہیں:

i)       (  )( )     

ii)       (  )( )         

iii)       (  )( )     

iv)       (   )( )      

v)       , ( )-
     

ر  تفاعل ہے بستہ  ایک ( ) اگر  ۔3قضیہ  ( )       تفاعل ہے جس  کا        پر او تب   

       ( )  ( )    

|( ) |سے کہ  اس طرح     بستہ ہے اس لیے ( ) ۔ چوں کہثبوت         

( )       اور چوں کہ  ے   
سلی
δ کے لیے   ا    

( ) |  اور   |  
 

 
     |   |        

( ) ( ) |  تب    |  | ( ) ( )|  
 

 
    

     
   
 ( )  ( )    

 قضیہ ثابت ہوا

( )       اگر   ہے۔ ( )   دو  تفاعل ہیں اور        اور       اگر   ۔4قضیہ  ( )       اور         

( )   اور ( )(   )      تب         

( )       اور چوں کہ   ۔ فرض کرو کہ ثبوت δ اس لیے کہ     
 
   اس طرح سے کہ   

| ( )   |        |   |         

( )       اور چوں کہ δاس لیے   
 
δ کے لیے     ( ) |اس طرح سے کہ       |  δ

 
 ہوگا۔ 

  |   |    |   |  (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)    

( ) چوں کہ   ہے، اس لیے   

|   |     | ( )   |  (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

   (کی مدد سے 2(اور)1مساوات )

  |   |    | ( )   |    
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     |(   )( )   |    

           (   )( )    

 قضیہ ثابت ہوا

  (Sandwich Theorem)قضیہ  چسینڈو ۔5قضیہ 

( )       اور اگر    تفاعل ہیں      اگر          ( )  اور اگر   

 ( )   ( )   ( )   , (    )  * +-    ،δ
 
   

( )        تب     

δ کے لیے   ۔  دیے گئے  ثبوت 
 
|   |  اس طرح سے کہ        ،      

| ( )    |  
 

 
 | ( )    |  

 

 
 

| ( )   ( )|  | ( )       ( )| 
 | ( )   |  |   ( )| 

 
 

 
 
 

 
  

 

 
 

|   |ہو تب  (     )     اگر  کے لیے   

| ( )   |  | ( )   ( )|  | ( )   | 
 | ( )   ( )|  | ( )   | 

 
  

 
 
 

 
   

       
   
 ( )    

+ *    اگر   ۔1مثاك ( ) معرف بہ      
     

   
 اتہائ کی تعریف و  استعماك کرتے ہوئے ثابت کیجیے کہ 

   
   
 ( )     

( )        حل۔ δ کے لیے      و  ثابت کرنے کے لیے ہمیں ثابت کرنا ہوگا کہ دیے گئے     اس طرح سے کہ    

  |   |  δ  | ( )    |    

| ( )    |  |
     

   
   | 

 |
             

   
| 

 |
         

   
| 

 |
(   ) 

   
| 

 |   | 
| ( )    |    |   |    

 لیں تب    اگر ہم  لیے کے     

|   |  δ  | ( )    |    

    
   
 ( )     
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 ثابت کیا گیا۔

      ثابت کیجیے کہ  ۔2مثاك
   | |

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

| |چوں کہحل۔  2
          
      

 

 اس لیے

   
    

   | |

    | |
    
   

    

     
 

    
   

  

  
   

 اور 

   
    

   | |

    | |
    
   

    

     
 

    
   

  

   
 
 

6
 

       چوں کہ 
   | |

    | |
        

   | |

    | |
 

      اس لیے 
   | |

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

      ثابت کیجیے کہ   ۔3مثاك
 | |   

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

| |چوں کہ حل۔  2
          
      

 

 اس لیے

   
    

 | |    

    | |
    
   

     

     
 

    
   

 

 
   

 اور 

   
    

 | |    

    | |
    
   

      

     
 

    
   

   

  
    

       چوں کہ 
 | |   

    | |
        

 | |   

    | |
 

      اس لیے 
 | |   

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

      ثابت کیجیے کہ  ۔3مثاك
 | |   

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔    

| |چوں کہحل۔  2
          
      

 

 اس لیے
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 | |    

    | |
    
   

     

     
 

    
   

 

 
   

 اور 

   
    

 | |    

    | |
    
   

      

     
 

    
   

   

  
    

       چوں کہ 
 | |   

    | |
        

 | |   

    | |
 ہے۔ 

      اس لیے 
 | |   

    | |
 کا وجود نہیں ہے۔ 

( ) ر اس طور پر کہ      او+ *    اگر  ۔4مثاك       
 

 
تب اتہائ کی تعریف و  استعماك کرتے ہوئے ثابت کیجیے 

( )       کہ     

( ) دیا گیا ہے کہ حل۔       
 

 
( )       اور ثابت کرنا ہے کہ  δ کے لیے      دیے گئے      اس طرح    

|   |  سے کہ   δ  | ( )   |    

| ( )   |  |     
 

 
  | 

 |     
 

 
| 

 |  | |    
 

 
| 

 | | 

| ( )   |    | | |   |یا       

( ) |انتخاب کریں تب     اگر ہم    | | |تب بھی        

 اس لیے

   
   
 ( )    

 ثابت کیا گیا۔

( ) معرف بہ       اگر  ۔5مثاك  {
                  
          

                 
کے وجود کی جانچ ( )       اور  ( )       تب 

 کیجیے۔

 کی جانچ کریں گے ( )       ب  سے پہلے ہم حل۔

   
    

 ( )     
   
(   ) 

       

 اور 
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 ( )     
   
(    ) 

       

( )        چوں کہ             ( ) 

 اس لیے

   
   
 ( )    

 وجود رکھتی ہے۔ ( )       یعنی 

 کی جانچ کریں گے ( )       اب ہم 

   
    

 ( )     
   
(    ) 

         

 اور 

   
    

 ( )     
   
(    ) 

        

( )        چوں کہ           ( ) 

 کا وجود نہیں ہے۔( )       اس لیے

 (Limits on ∞and Infinite Limits) پر اتہائئیں اور لامحدود اتہائئیں ∞ 9.2.5

( )       اگر  تعریف: ( )       یا      کی اتہائ لامتناہی کہلاتی ہے۔  تب تفاعل     

 اس طور پر کہ     کے لیے    ایک تفاعل ہے اور دیے گئے     اگر  تعریف:

      |   |    

         ( )    

( )  تب      جیسے∞ 

( )       اور   لکھا جائےگا۔   

 اس طور پر کہ     کے لیے    ایک تفاعل ہے اور دیے گئے     اگر تعریف:

      |   |    

  ( )     

( ) تب       جیسے∞  

( )       اور   لکھا جائےگا۔    

( ) اگر  ۔ 6مثاك  
 

 
 کا وجود نہیں ہے۔ ( )       تب ثابت کیجیے کہ      

   کا اتہائئی نقطہ  ہے ۔ + *  ٍٍٍٔٔٔایک  ہم جانتے ہیں کہحل۔

گ

( ) میں  (Deleted Neighbourhood)کی خارج ہم سائ  
 

 
دونوں  

 مثبت اور منفی قیمتیں لیتا ہے۔

        δ  
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    کے لیے اگر انتخاب یوں کیا جائے کہ     دیا گیا 
 

 
 تب، 

      
 

 
   

       لہٰذا تعریف کے مطابق 
 

 
 اور    

           
 

 
 
  

 
    

 
 

 
    

    کے لیے اگر    اس لیے 
 

 
 انتخاب کیا جائے تب  

       
 

 
    

    
    

 

 
    

 کا وجود نہیں ہے۔ ( )       لہٰذا معلول ہوا کہ 

( )       اگر  ۔ 7مثاك       تب  ثابت کیجیے کہ      
 

 ( )
   

( )       اگرحل۔  اس طور پر کہ    کے لیے     ہو تو تعریف کے مطابق    

  |   |  δ 

  ( )     

 
 

 ( )
 
 

  
 

 
 

  
   

 

 ( )
    

 اس لیے 

  |   |  δ  |
 

 ( )
  |    

  جہاں 
 

  
 اس لیےہے۔  

   
   

 

 ( )
   

   اور اگر

گ

( )  میںکی ہر خارج ہم سائ  ہو اور  

   
   
 ( )    

      تب 
 

 ( )
   

      ثابت کیجیے کہ  ۔ 8مثاك
 

  
   

 اس طور پر کہ    کے لیے ہم ثابت کرتے ہیں کہ     فرض کیجیے کہ حل۔

|   |  δ 
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  ( )    

 
 

  
   

    
 

 
 

     
 

√ 
 

  کے لیے اگر    اس لیے دیے گئے 
 

√ 
 ہو، تب  

  |   |  δ   ( )    

 اس لیے

   
   

 

  
   

| |         ثابت کیجیے کہ  ۔ 9مثاك     

| |   کے لیے اور     فرض کیجیے کہ حل۔     

 | |      
 

  
 

  کے لیے اگر     اس لیے دیے گئے 
 

  
 ہو، تب   

  | |  δ  ( )     

 اس لیے

   
   
   | |     

 (   Limits onپر اتہائئیں)9.2.5.1   

   غور کیجیے کہ تفاعل 
 

 
 ہو۔   کیا ہوگا اگر  

تب      ہم جانتے ہیں کہ جب 

 

 
   

           لہٰذا 
 

 
    

 

 
    ( )    

   یعنی 
 

 
    جب    

 عدہ بیام کیا جا سکتا ہے۔پر و  باقا  اتہائ کی تعریف و  استعماك کرتے ہوئے 

ی بھی Aggregateایک مجموعہ)  اگر تعریف:

ہ کس
ک

    اس طرح سے کہ     کے لیے     ( ہے اس خاصیت کے ساتھ 

      اور       اگر

    اور     اس طور پر کہ     کے لیے کہ     تب دیے گئے 

 | ( )   |    

( ) تب     تب کہا جائےگا کہ جیسے    

( )       اور اس و    کی طرح لکھا جائے گا۔   
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     اس طرح سے کہ     کے لیے     ہے اس خاصیت کے ساتھ کہ کسی بھی  (Aggregate)ایک مجموعہ  اگر  تعریف:

 ہو،    اور       اگر 

     اور     اس طور پر کہ     کے لیے کہ     تب دیے گئے 

 | ( )   |    

( ) تب      تب کہا جائےگا کہ جیسے     

( )        اور اس و    کی طرح لکھا جائے گا۔    

    اور     اس طور پر کہ     کے لیے کہ    اور اگر 

  ( )    

( ) تب     تب کہا جائےگا کہ جیسے     

( )       لہٰذا     

      ثابت کیجیے کہ ۔10مثاك
 

  
   

 کے لیے    فرض کیجیے کہ حل۔

| ( )   |  |
 

  
  |  

 

  
 

 اب

| ( )   |    

 
 

  
   

    
 

 
 

     
 

√ 
 

  اگر ہم
 

√ 
 اور     لیں، تب 

|
 

  
  |         

 اس لیے

   
   

 

  
   

       ثابت کیجیے کہ ۔11مثاك
    

    لہٰذا  (   )  اور     چوں کہ حل۔

 اور               چوں کہ 

             

 لیا جائے     کے لیےاگر     لہٰذا
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 اس لیے

   
   

     

 نوٹ: 

   
   

       
   

 

  
   

        ثابت کیجیے کہ ۔12مثاك
 

        اور     
  

    

 کے لیے    اور      حل۔

  (    )        

 
 

 
 
 

 
 

 تب

        
 

  
 

 
     

        
 

    

 اس لیے

   
    

 
 

    

 اور

   
    

 
  

     
    

 

 
 

 

   

 گیا۔ثابت کیا 

( ) اگر۔13مثاك  
 
 
 

   
 
 

 وجود رکھتا ہے یا نہیں۔ ( )       تب معلول کیجیے کہ

 ہے۔ 0ہے اور اس کا اتہائئی نقطہ + *  ظاہر ہے کہ تفاعل کا دامنہ حل۔ 

[         
 

   ]         ( )         
 
 
 

   
 
 

 
 

   
   

 اور

   
    

 ( )     
    

 
 

 

   
 

 

    
    

 

 
  

   
 

 

   
   

 

    
    

 ( )     
    

 ( ) 

 کا وجود نہیں ہے۔  ( )       اس لیے 

 مشقی سوالات:
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( ) اگر  .1  
 
 
   

 
 
   

 وجود نہیں رکھتا۔ ( )       تب دکھائیے  کہ 

( ) اگر  .2  
 

   
 
 

 کا وجود ہے یا نہیں۔( )       تب جانچ  کیجیے کہ 

       ثابت کیجیے کہ ۔14مثاك
         

 غور کیجیے کہ حل۔ 

| ( )   |  |         | 
 |       | 
 |   ||    | 
 |   |,  |    |   - 

 اور               چوں کہ 

| ( )   |    |   |    

 
 

  
    

 

  
 

 
 

      (
 

 
) 

.     کا انتقاب یوں کریں اگر ہم 
 

 
 ، تب/

|         |         

 اس لیے

   
   

          

 II-طریقہ 

    |    |    

   |         |  |   |      

       مگر چوں کہ 
     

 اس لیے سینڈوچ کے قضیے کے مطابق

   
   

|       |    

 یعنی

   
   

          

 مشقی سوالات:

       ثابت کیجیے .1
         

      ثابت کیجیے .2
  , -

 
   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 9.3  

دیے گئے تفاعل پر دائیں اور بائیں جانب کی  اتہائئیں اور  اس  اکائی میں ہم نے اتہائؤں کے وجود اور ام کے معلول کرنے پر بحث کی ۔
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 اور لامتناہی اتہائؤں  و  زیر کے یکتا ہونے پر تفاعل کی اتہائ کے موجود ہونے و  پہچانا ۔اس اُم

 
ت ت
ت

 بحث لایا۔ کے علاوہ اتہائ ان

 (Keywords)کلیدی الفاظ  9.4

 پر، لامتناہی اتہائ 

 
ت ت
ت

 اتہائ، سینڈویج قضیہ ، اتہائ ان

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 9.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  9.5.1

1.        
   | |

    | |
 ۔و  معلول  کیجیے

( ) معرف بہ       اگر  .2  {
       

          

        
 ۔و  معلول  کیجیے( )        تب  

[- ,  ]       کیا  .3  ہے؟   

4.       
  , -

 
       

 _________________پر بڑھتا ہوا کہیں گے اگر  و  دامنہ    تفاعل  .5

 من درجہ ذیل و  جوڑیے: .6

1.        
   | |

    | |
 a)   

2.            b)   

3.        [  , -] c) 
 

 
 

4.       
 

  
 d)      

5.       
 

  
 e) 1 

 
f) 2 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات9.5.2 

( ) اگر .1  |
    

    
 معلول کیجیے اس طور پر کہ   تب     اور|

| ( )   |      | |    

      ثابت کیجیے کہ  .2
| |

 
 وجود نہیں رکھاکھتا۔

( ) اگر  .3  
 
 
 

 
 
   

 کا وجود ہے یا  نہیں۔( )       تب معلول کیجیے  کہ آیا  

( ) اس طور پر کہ       اور  + *    فرض کیجیے  .4      
 

 
ہو۔ اتہائ کی تعریف کے استعماك کرتے ہوئے  

( )       ثابت کیجیے کہ     
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( ) اگر  .5  
 
 
   

  
 

 
 
   

  
 

 کا وجود نہیں ہے۔( )       تب ثابت کیجیے کہ  

       ثابت کیجیے کہ  .6
         

 (Long Answer Type Questions)جوابات کے حامل سوالات طویل9.5.3 

( )       کے لیے اگر       ثابت کیجیے کہ کسی تفاعل  .1  یکتا ہوگا۔  ہو تب    

( )       کا اتہائئی نقطہ ہے اور    ، ’ ‘ اور      اور       اگر  .2 ( )        اور     جہاں   

 تب ثابت کیجیے کہ        

   
   
* ( )   ( )+      

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد تجویز کردہ 9.6

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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 -I۔مسلسل تفاعل10اکائی

(Continuous Functions- I) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   10.0

 مقاصد   10.1

 تسلسل   10.2

ہ پر تفاعل کا تسلسل  10.2.1 

 

قظ

ت

 کسی ت

 غیر تسلسل /عدل تسلسل  10.2.2 

  نتائجاکتسابی    10.3

 کلیدی الفاظ   10.4

 نمونہ امتحانی سوالات   10.5

 جوابات کے حامل سوالاتمعروضی  10.5.1 

 جوابات کے حامل سوالاتمختصر  10.5.2 

 جوابات کے حامل سوالات طویل 10.5.3 

 اکتسابی مواد یز کردہتجو   10.6
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 (Introduction)تمہید 10.0

میدانوں میں تفاعل کے تسلسل و  سمجھنا ضروری ہوتا ہے۔مسلسل تفاعل کی خصوصیات اور کے بہت سے (Calculus)علم احصا 

بہت سی مثالوں سے مختلف اقسال کے غیر  اس اکائی میں ہم مسلسل تفاعل پر بحث کریں گے ۔ نقاط غیر تسلسل بڑ  دلچسپ ہوتے ہیں ۔

 مسلسل تفاعل بھی زیر مطالعہ ہوں گے۔

 (Objectives)مقاصد 10.1

 اکائی کے تم  پر طلبااس قابل ہوجائیں گے کہ : اس 

 تفاعل کے تسلسل و  پہچام سکیں۔ 

 تفاعل کےکسی بھی نقطہ  پر مختلف قسم کے غیر مسلسل ہونے و  زیر بحث  لا سکیں۔ 

 (Continuity)تسلسل  10.2

ہ  پر تفاعل کا تسلسل کسی  10.2.1

 

قظ

ت

 (at a Pointof a FunctionContinuity)ت

کے لیےایک    و  بائیں سے مسلسل کہا جائے گا اگر دیے گئے   ایک تفاعل ہے۔ تب        ایک مجموعہ ہے اور   اگر تعریف:

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    عدد

        | ( )   ( )|    

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    کے لیےایک عدد   و  دائیں سے مسلسل کہا جائے گا اگر دیے گئے   اور 

        | ( )   ( )|    

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    کے لیےایک عدد   پھر اگر دیے گئے 

|   |    | ( )   ( )|    

 دئیں اور بائیں جانبوں سے مسلسل ہو تو وہ مسلسل کہلاتا ہے۔[  مسلسل ہوگا ]یعنی جب  پر تفاعل     تب 

 (Discontinuity)غیر تسلسل/عدل تسلسل  10.2.2 

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    کے لیےایک عدد      ہو اور دیےگئے       اگر 

|   |    | ( )   ( )|    

 غیر مسلسل کہلاتا ہے۔ پر تفاعل     تب 

 (:Definitionsتعریفات)

i)  دائیں سے مسلسل ہے تب   پر      اگر        ( )   ( ) 

ii)  بائیں سے مسلسل ہے تب   پر      اگر        ( )   ( ) 

iii)  مسلسل ہے تب   پر      اگر        ( )          ( )   ( ) 
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میں رشتہ ہوتا  ( ) کا ہم سایہ سعت ( ) کا ہم سایہ اور    پر یہ رشتہ ہوتا ہے کہ   تفاعل کے تسلسل کی شرط کی نقطہنوٹ: 

 ہے

 ( )    

 (Continuity on Closed Intervalکسی بند وقفہ پر تسلسل)

-   ,  تفاعل   پر مسلسل کہا جاتا ہے اگر  -   ,و     

i)        ( )   ( )    ,   - 

ii)         ( )   ( )         ( )   ( ) 

 پر سبھی مسلسل تفاعل کا سٹ ہے۔ -   ,سٹ  -   ,  جب کہ -   ,    تب ہم ظاہر کریں گے  مسلسل ہے  پر  -   ,اگر 

 کی ہم سائیگی میں شکستہ نہیں ہے۔  کا گراف  ( )   اس کا مطلب یہ ہے کہ  مسلسل ہے  پر      ۔1نوٹ: 

 تک شکستہ نہیں ہے۔ (( )   )سے نقطہ (( )   )کا گراف نقطہ  ( )   اس کا مطلب یہ ہے کہ  مسلسل ہے  پر  -   ,۔ 2

( ) ایک مستقل تفاعل  ۔1مثاك  پر مسلسل ہے۔  ہمیشہ         

 پر     کے لیے اور     ہے تب کسی بھی   اور      کہ فرض کیجیے حل۔

|   |    | ( )   ( )|  |   |      

 ۔مسلسل ہے  پر     اس لیے 

( ) (Identity Function)شناختی تفاعل۔2مثاك  مسلسل ہے۔        

ی    ہے اگر   اور     فرض کیجیے کہ  حل۔

 ھ
 سب
ی

گ

ن

 کے لیے   لیا جائے 

|   |    | ( )   ( )|  |   |    

 ۔مسلسل  تفاعل ہے  چنانچہ

( ) تفاعل ۔3مثاك  پر۔  مسلسل ہے            

 ہے  تب غور کیجیے   اور     فرض کیجیے کہ  حل۔

| ( )   ( )|  |         |   |   
(   )

 
   
(   )

 
| 

  |   
(   )

 
| |   

(   )

 
| 

 |      |       |    |         
 

 
 

 اس لیے

|         |   
(   )

 
   |   | 

 کے لیے   لیا جائے تب سبھی     کے لیےاگر   اس لیے دیے گئے 

|   |    |         |    
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 ۔مسلسل  تفاعل ہے  چنانچہ

 :(Sequence Criterion or Heine’s Theorem)ہین کا قضیہ  تواتر کے اصوك یا

(  ) پر مسلسل ہوگا اگر اور صرف اگر    کسی نقطہ        و ئی تفاعل بیام:   نقطہ  +  *کا ہر ایک تواتر  جب کہ ( )  

 پر مستدق ہو۔

  اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    کے لیےایک عدد    تب دیے گئے ۔مسلسل  تفاعل ہے  پر   فرض کیجیے کہ نقطہ  ثبوت۔ 

 کے لیے 

|   |    | ( )   ( )|  (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

(  ) ہم ثابت کریں گے کہ   پر مستدق ہو۔  نقطہ  +  *کا ہر تواتر   ہے جب کہ  ( )  

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   کے لیے     اس لیے ایک عدد      

|    |         

 ( سے1مساوات )

| (  )   ( )|    

 مستدق ہوا۔ +(  ) *پر تواتر  ( ) اس لیے

 ۔گاپر مستدق ہو  نقطہ  +  *مستدق ہے تو تواتر  +(  ) *پر تواتر  ( ) اگر 

اس طرح وجود رکھتا ہے     کے لیےایک عدد    دیے گئے ، تب کسی مسلسل  تفاعل  نہیں ہے  پر   اگر مام لیا جائے کہ نقطہ 

 کے لیے   کہ

|   |    | ( )   ( )|    

  اگر 
 

 
 کے لیے    لیا جائے تب      

|    |  
 

 
 | (  )   ( )|    

 اس لیے

      (  )   ( ) 

 یہ ایک تردید ہے۔

 ۔مسلسل  تفاعل  ہے  پر   ۔ اس لیے یہ ثابت ہوا کہ نقطہ مسلسل  تفاعل  نہیں ہے  پر   اس لیے ہمارا مام لینا غلط ثابت ہوا کہ نقطہ 

 اس طرح وجود رکھتی ہے کہ  +  *اگر اور صرف اگر ایک تواتر  مسلسل  تفاعل  نہیں ہے  پر   یاد رکھیے کہ نقطہ 

+(  ) *      اور             ( ) 

( ) معرف بہ       دکھائیے کہ تفاعل۔4مثاك  {
            
        

 مسلسل  نہیں ہے ۔

( ) تب     اگر حل۔    
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 اس طور پر کہ    پر تکثیف کے باعث)غیر ناطق(  

  
 

 
      

 

 
 

 

|    |  
 

 
     

 پر مستدق ہوگا۔  کا ظہور ہوگا جو کہ +  *اس لیے

 اب

   
   

 ( )     
   

 (  )      ( ) 

 مسلسل نہیں ہے۔  لہٰذا تواتر کے اصوك سے 

( ) ایک غیر ناطق عدد ہے تب   اور    اب اگر  اور    

       |    |  
 

 
 

 پر مستدق ہوگا۔ اور  غیر ناطق عدد  +  *اس لیے تواتر 

   
   

 ( )     
   

 ( )     ( ) 

 مسلسل نہیں ہے۔  پر تفاعل       لہٰذا 

 تفاعل نوٹ:

 

 کہتے ہیں۔ (Dirichlet’s Function)اس تفاعل و  ڈرچہلی ت

( ) دیے گئے  تفاعل ۔5مثاك  >

  

 
                             

       
 

 
      

 پر مسلسل  ہونے پر بحث کیجیے۔   کا

 میں اتہائئی نقطہ ہے۔ -   ,وقفہ   حل۔

   
    

 ( )     
   

  

 
 
 

 
 

 اور

   
    

 ( )     
   
(       

 

 
)  

 

 
 

    
    

 ( )     
    

 ( ) 

 مسلسل نہیں ہے۔  پر تفاعل     لہٰذا 

( ) تکنیک کا استعماك کرتے ہوئے دکھائیے کہ  تفاعل   )ڈیلٹا(اور ۔ )اپسلوم(6مثاك  پر مسلسل ہوگا۔   نقطہ       

 دیا گیا ہے حل۔

 ( )       

  ( )   ( )      

| ( )   ( )|  |      | 
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 |    | 
  |   | 

 اب

| ( )   ( )|    

  |   |    

 |   |  
 

 
 

  لہٰذا 
 

 
 لیا جائے،تب 

|   |    | ( )   ( )|    

  اگر 
 

 
 کے لیے    لیا جائے تب      

|    |  
 

 
 | (  )   ( )|    

 مسلسل ہے۔  پر تفاعل     لہٰذا 

( ) تکنیک کا استعماك کرتے ہوئے دکھائیے کہ  تفاعل   )ڈیلٹا(اور   ۔ )اپسلوم(7مثاك  8
     

 

 
          

                        
پر      نقطہ  

 مسلسل ہے۔

 دیا گیا ہے حل۔

| ( )   ( )|  |     
 

 
  | 

 |     
 

 
| 

 |  | |   
 

 
| 

 |  | 

 اب

| ( )   ( )|    

                    |  |    

                      | |  √  

              |   |  √  

 لیا جائے، تب  √  یعنی 

|   |    | ( )   ( )|    

    
   
 ( )   ( ) 

 مسلسل ہے۔  پر تفاعل    لہٰذا

( ) ۔8مثاك   
 
 
   

  
 

 
 
   

  
 

( ) اور       کے تسلسل پر بحث کیجیے   

 دیا گیا ہے کہ حل۔
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 ( )  
 
 

   
  

 

 
 

   
  

 

     

 

 
 

  
 

 
 
 

 
 

  
 

 
 
 

 

 
 
 

   

 
 

   
 

             
    

:
 
 

   

 
 

   
;     

   
:
   

 

 

   
 

 

;  
   

   
    ( ) 

 اور

   
    

:
 
 

   

 
 

   
;     

   
(
   

   
)      ( ) 

 چوں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

 پر مسلسل نہیں ہے۔    نقطہ   اس لیے 

( ) تفاعل۔9مثاك   | |  پر تسلسل  کی جانچ کیجیے۔     کے  |   | 

 حل۔ دیا گیا ہے کہ

 ( )  | |  |   | 

 تب

 ( )   ، ( )    

 I-صورت 

          جب

| |     

 اور

|   |   (   )      

 ( )               

 II-صورت 

      جب

    | |    

              

 ( )  | |  |   | 
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 III-صورت 

    جب

          

| |    |   |      

 ( )  | |  |   | 
            

  ( )  {
                        
                         
                        

 

 اب

   
    

 ( )     
   
    

 اور

   
    

 ( )     
   
(    )    

 چوں کہ 

   
    

 ( )       
    

 ( ) 

    
   
 ( )     ( ) 

 پر مسلسل ہے۔    نقطہ   اس لیے 

 اور 

   
    

 ( )     
   
(    )   ( )      

 اور

   
    

 ( )     
   
( )    

 چوں کہ 

   
    

 ( )       
    

 ( ) 

     
   
 ( )     ( ) 

 پر مسلسل ہے۔    نقطہ   اس لیے 

 (Discontinuity)عدل تسلسلغیر تسلسل /   10.2.2

 ایک نقطہ جس پر ایک تفاعل مسلسل نہیں ہے وہ نقطہ غیر تسلسل کہلاتا ہے۔

 (:Types of Discontinuity)عدل تسلسل کی قسمیں

i) غیر تسلسل  نیبرطرف شد(Removable Discontinuity) 

( )       وجود رکھتا ہو مگر  ( )       اگر  تسلسل  نیپر برطرف شد   و    غیر معلول ہو تب  ( ) یا  ( )  

 رکھنے والا تفاعل کہیں گے۔
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 اس صورت میں تفاعل و  مکرر معرف کرنے سے مسلسل کیا جا سکتا ہے۔

( ) جیسے   ( )        

 ( )     
   
 ( ) 

ii) والا عدل تسلسل 

گ

ُ
 

 (Jump Discontinuity)ج

 دونوں وجود رکھتے ہوں لیکن برابر نہیں ہیں یعنی ( )        اور  ( )        اگر 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

 والا عدل تسلسل رکھتا ہے۔  پر تفاعل    تب 

گ

ُ
 

 ج

        ( )  کی بلندی کہا جاتا ہے۔    و  ( )         

گ

ُ
 

 پر ج

 والا عدل تسلسل و  معمولی عدل تسلسل یا پہلی قسم کا عدل تسلسل کہا جاتا ہے۔ نی برطرف شدنوٹ:

گ

ُ
 

 عدل تسلسل یا ج

iii)  دوسری قسم کا عدل تسلسل(Discontinuity of Second Kind) 

عدل دوسری قسم کا  پر تفاعل    دونوں کا وجود نہیں ہے یعنی لامتناہی ہیں، تب  ( )        اور  ( )        اگر 

 تسلسل رکھتا ہے۔

( ) ۔10مثاك   
       

       
( ) اور         

 

 
 کے تسلسل کی جانچ  کیجیے۔ 

 دیا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )  
       

       
 
      

       
 

 
     

      
 

   
   
 ( )     

   

     

      
 

    
   

.
    

 
/
 

   

.
     

  
/
 

    
 

 
   
   
.
    

 
/
 

   
    

.
     

  
/
 

  
 

 
 

 
  ( )  

 

 
 

 چوں کہ 

   
   
 ( )   ( ) 

 پر  برطرف شدنی عدل تسلسل رکھتا  ہے۔      نقطہ  اس لیے 

 اگر یوں مکرر معرف کیا جائے
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 ( )  {

       

       
    

 

 
                      

 

 گیا۔ تب یہ مسلسل ہو جائے گا۔ گویا کہ عدل تسلسل و  برطرف کر دیا

( ) اگر۔11مثاك   >

  

 
                            

       
 

 
      

ہرر بحث  کیجیے۔   ہو تب 
سلٹ
سل

گ

ت

 پر تفاعل کے 

 دیا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )  {

  

 
                            

       
 

 
      

 

   
    

 ( )     
   
4
  

 
5  

 

 
 

 اور

   
    

 ( )     
   
(       

 

 
)      

 

 
 
 

 
 

 چوں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

 پر  جست عدل تسلسل رکھتا  ہے۔      نقطہ  اس لیے 

( ) اگر۔12مثاك   پر تفاعل کے تسلسل پر بحث  کیجیے۔    تب    - ,   

 دیا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )    , -  
   
    

 ( )     
   
(  , -)        

 اور

   
    

 ( )     
   
(  , -)        

 چوں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

 پر  جست عدل تسلسل رکھتا  ہے۔     نقطہ  اس لیے 

( ) اگر۔13مثاك   8
    

   
       

              
 کے تسلسل پر بحث  کیجیے۔  تب   

 دیا گیا ہے کہ  حل۔
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 ( )  {
    

   
       

                   

 

   
   
 ( )     

   
4
    

   
5 

    
   

(   )(   )

   
 

    
   
(   )    

 چوں کہ اور

   
   
 ( )     ( )    

 عدل تسلسل رکھتا  ہے۔ پر  برطرف شدنی     نقطہ  اس لیے 

( ) تفاعل ۔14مثاك   پر تسلسل و  معلول کیجیے۔    کے    - ,   

 دیا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )    , -  
   
    

 ( )              , -    

 اور

   
    

 ( )     
   
(  , -) 

                                     ,     , -   - 

 چوں کہ 

   
    

 ( )       
    

 ( ) 

 پر  جست عدل تسلسل رکھتا  ہے۔     نقطہ  اس لیے نتیجہ یہ نکلا کہ

 عدل تسلسل کی اقسال و  بھی معلول کیجیے درجہ ذیل دیے گئے تفاعل کے تسلسل پر بحث کیجیے اور۔15مثاك 

 ( )  {

                            
                  

               
                         

 

 دامنہ پر اتہائئی نقاط ہیں۔ ، ، ہے  اور  (    )دیے گئے تفاعل کا دامنہ حل۔

( ) ظاہر ہے کہ  پر مسلسل ہے۔ (    )وقفہ      

 اور

   
    

 ( )     
   
(   )    

 جب کہ

   
    

 ( )     
   
(    )     

 چوں کہ  
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 ( )     
    

 ( ) 

 پر  جست  عدل تسلسل رکھتا  ہے۔     نقطہ   اس لیے 

 کی صورت میں    اور 

   
    

 ( )     
   
(      )    

 جب کہ

   
    

 ( )     
   
(    )        

 اور

   
    

 ( )     
    

 ( )    

       
   
 ( )   ( )    

 پر  مسلسل ہے۔    نقطہ لہٰذا

 کی صورت میں    اور 

   
    

 ( )     
   
(    )  6       

 جب کہ

   
    

 ( )     
   
(      )   6  6     

 اور 

   
    

 ( )     
    

 ( )     

     
   
 ( )   ( )     

 پر  مسلسل ہے۔      نقطہ   اس لیے

( ) کی قیمتیں معلول کیجیے جن کے لیے  تفاعل اور ۔16مثاك   {
                          

                   
                         

 ہر نقطے پر مسلسل ہو۔ 

 پر مسلسل ہوگا۔اب    اور     ہر نقطے پر مسلسل ہے اس لیےیہ چوں کہ  تفاعل   حل۔

   
    

 ( )     
   
(    )        

 جب کہ

   
    

 ( )     
   
(     )      

( ) چوں کہ    ہر نقطے پر مسلسل ہے، اس لیے اوردیا ہے کہ تفاعل    

   
    

 ( )     
    

 ( )    

 اس لیے

 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ )     

 پر تفاعل مسلسل ہے۔ اس لیے    اور چوں کہ

   
    

 ( )     
   
(     )       
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 اور

   
    

 ( )     
   
(     )        

( ) چوں کہ    ہر نقطے پر مسلسل ہے، اس لیے  اور تفاعل        

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

 اس لیے

           

 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ )        

 حاصل ہوتا ہے۔    اور   و  حل کرنے پر ہمیں (2)اور  (1)مساوات 

( ) ثابت کیجیے کہ تفاعل ۔17 مثاك  
 

   
 
 

 ہے۔رکھتا   معمولی عدل تسلسل پر     نقطہ

 .       ہمیں معلول  ہے کہ حل۔
  

 /  .         اور    
 

 /  ہوتا ہے۔ اس لیے   

   
    

 ( )     
   
4
 

   
 

 

5     
   
:
 
  

 

 
  

   
;  

 

   
   

 اور

   
    

 ( )     
   
4
 

   
 

 

5  
 

   
   

 چوں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( ) 

 پر جست عدل تسلسل رکھتا ہے۔ گویا کہ معمولی عدل تسلسل ہے۔     نقطہ  اس لیے 

 مشقی سواك:

( ) تفاعل   >
 
 
 

 
 
   
          

                 

 پر مسلسل  ہونے کی جانچ کیجیے۔  (   )کے مبدہ

( ) تفاعل ۔18مثاك   |   |  میں زیر بحث لائیے۔-   ,کے تسلسل و  وقفہ |   | 

 دیا گیا ہے کہ حل۔

 ( )  |   |  |   | 

 اب ہوں گے۔             ہو،تب   اگر 

 ( )  |   |  |   | 
         

      

       ( )            

       ( )               

 ذیل شکل کا ہوگا اس لیے تفاعل
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 ( )  {
                   
                      
               

 

 پر مسلسل ہے۔ (   )اور(   )،(   )وقفوں  اس سے صاف ہوتا ہے کہ 

 اب

   
    

 ( )     
   
( )    

 اور

   
    

 ( )     
   
(    )    

 چوں کہ 

   
    

 ( )       
    

 ( ) 

 اور چوں کہ

   
   
 ( )     ( ) 

 پر مسلسل ہے۔   نقطہ اس لیے 

 اور 

   
    

 ( )     
   
(    )   ( )      

 اور

   
    

 ( )     
   
( )    

    
    

 ( )       
    

 ( ) 

 اور چوں کہ

   
   
 ( )     ( ) 

 پر مسلسل ہے۔     نقطہ اس  سے ظاہر ہوتا ہے کہ

 پر     اور 

   
    

 ( )       
   
(    )   ( )       ( ) 

 پر مسلسل ہے۔     نقطہ لہٰذا معلول ہوا کہ 

 مزید یہ کہ 

   
    

 ( )       
   
(    )     ( ) 

 پر مسلسل ہے۔     نقطہ اس لیے 

 پر دیا گیا تفاعل مسلسل ہے۔ -   ,لہٰذا وقفہ 

( ) تفاعل ۔19مثاك   
  
 
 

   
 
 

( ) اور       پر  زیر بحث لائیے۔(   )کے تسلسل و  مبدا   
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 دیا گیا  ہے کہ حل۔

 ( )  
  

 

 

   
 

 

 

 اس لیے 

   
    

 ( )     
   
:
  

 

 

   
 

 

;     
   
4

 

 
  

   
5  

 

   
  0    

    
 
  

        
    

 
 

   1 

 اور

   
    

 ( )     
   
:
  

 

 

   
 

 

;  
   

   
   

 اور چوں کہ 

   
    

 ( )     
    

 ( )   ( ) 

 پر مسلسل ہے۔      نقطہ  اس لیے 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 10.3

نیز عدل تسلسل تفاعل کی اقسال کی بھی ہمیں  اس اکائی میں ہم نے دیے گئے تفاعل کے کسی نقطہ اور بند وقفہ پر تسلسل پر بحث کی۔ 

 معلومات حاصل ہوئیں۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 10.4

 تسلسلتسلسل، تواتر سے اصوك پہچام، عدل تسلسل، جست عدل تسلسل، معمولی عدل  

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات10.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات10.5.1

( )        پر دائیں سے مسلسل ہے تب  نقطہ   اگر  .1    

2.  ( )  8
    

   
       

              
 مسلسل تفاعل ہے؟   

(a صرف چند صورتوں میں (bمعلول نہیں کیا جا سکتا  (cمسلسل ہے (d عدل مسلسل ہے 

( ) اگر .3  {

 

 
         

              

  
 

 
    

  ہو، تب  

(a     پر مسلسل ہے (b     پر عدل مسلسل ہے (c 

   
   
 ( )    

(d و ئی نہیں 
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 ذیل میں سے و م سا تفاعل مسلسل نہیں ہے؟ .4

(a 
, - (b 

| | (c    (d 

 

 
     

( ) تفاعل .5  
    

   
 کے تسلسل کی جانچ کیجیے۔ 

(a      مسلسل ہے عدل  پر (b ہر جگہ مسلسل ہے 

(c     مسلسل ہے عدل  پر (d   4 مسلسل ہے عدل  پر 

 (- ,  )      ایک حیح  عدد ہے تب   اگر  .6

(a    ہے (b وجود نہیں رکھتا  (c 1 ہے (d       ہے 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 10.5.2

( ) تکنیک سے ثابت کیجیے کہ  تفاعل  اور )ڈیلٹا(  )اپسلوم(  .1       
 

 
( ) اور        کے مسلسل ہے۔   

( ) تفاعل .2  
       

       
        ( )  

 

 
 کے تسلسل کی جانچ کیجیے۔ 

( ) ثابت کرو کہ   .3  
 

   
 
 

 پر مسلسل نہیں ہے۔     نقطہ 

( ) تفاعل  .4  {

          
          

            
        

 کے تسلسل پر بحث کیجیے۔ 

( ) اگر .5  
  
 
 

   
 
 

         ( )  پر تفاعل کےتسلسل پر بحث کیجیے۔ (   )ہو تب مبدا  

( ) معرف بہ      ثابت کیجیے کہ  .6  
  | |

 
         ( )  پر نہیں۔    مسلسل ہے لیکن   

 (Long Answer Type Questions)جوابات کے حامل سوالات طویل10.5.3

( ) تفاعل  .3  | |  ۔پر کرو      کے تسلسل کی جانچ |   | 

( ) کی قیمتیں معلول کیجیے جن کے لیے  تفاعل   اور    .4  {
                          

                   
                         

 ۔ہر جگہ  مسلسل ہو 

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی مواد تجویز کردہ 10.6

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Analysis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 
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5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 

8. Mathematical Analysis,  S.C. Malik and SavithaArora 
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 - IIمسلسل تفاعل۔ 11اکائی 

 (Continuous Functions – II)  

 اکائی کے اجزا

 تمہید   11.0

 مقاصد    11.1

 مسلسل تفاعل کا الجبرا   11.2

 پر قضیے ا مسلسل تفاعل کے الجبر  11.2.1

 مسلسل تفاعل کی خصوصیاتبند وقفہ پر   11.2.2

 قضیہبوریل کا  11.2.2.1

 بستوی خصوصیت 11.2.2.2

 درمیانی قیمت کی خصوصیت 11.2.2.3

 یکساں تسلسل 11.2.2.4

 اکتسابی نتائج   11.3

 کلیدی الفاظ   11.4

 نمونہ امتحانی سوالات   11.5

 سوالات معروضی  11.5.1

 سوالات بات کے حاملمختصر جوا  11.5.2

 سوالات بات کے حاملیل جواطو  11.5.3

 تجویز کردہ اکتسابی مواد   11.6
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 (Introduction)تمہید 11.0

پچھلی اکائی میں ہم نے دیےگئےتفاعل کی جانچ کی کہ آیا وہ مسلسل ہے یا نہیں۔ ہم  نے مختلف قسم کی عدل تسلسل پر بھی بحث کی۔ 

مبذوك کریں گے۔ ہم مسلسل تفاعل کے خصوصیات کسی بستہ وقفہ پر بحث  اب ہم بالخصوص اپنی توجہ تفاعل کے جمع، ضرب کے تسلسل پر

 کریں گے۔ یکساں تسلسل کے تصور و  بیام کریں گے۔

 (Objectives)مقاصد  11.1

 اس قابل ہوجائیں گے کہ وہ:  اس اکائی کے تم  پر طلبا 

 ثابت کریں گے۔ Maximum Modulus Theoremبوریل کے قضیہ و  ثابت کریں اور  (1

 میانی قیمت کا قضیہ ثابت کریں گے۔در (2

ہ وقفہ پر یکساں مسلسل ہوتا ہے۔ (3

گ

ن
 س
علی
 ثابت کریں گے کہ ہر مسلسل تفا

 پر قضیے  تفاعل کے الجبرا  11.2.1

،   ،     اس سکشن میں ہم  
 

 
 کے تسلسل پر بحث کریں گے۔    اور  

 ’a‘بھی     پر مسلسل ہیں تب  ’a‘دونوں کسی نقطہ  gاور  fدو تفاعل ہیں۔ اگر       اور       قضیہ : اگر  11.2.1.1

 پر مسلسل ہوگا۔

    ثبوت : فرض کرو کہ 

 اس طور پر کہ       پر لہٰذا    مسلسل ہے   کہ ں چو

    |   |     | ( )   ( )|  
 

 
 

 اس طور پر کہ      پر لہٰذا    مسلسل ہے  gکہ ں اسی طرح چو

    |   |     | ( )   ( )|  
 

 
 

 تب  +     *      اگر  

    |   |    | ( )   ( )|  
 

 
( ) |اور     ( )|  

 

 
 

 غور کرو

|(   )( )  (   )( )|  | ( )   ( )   ( )   ( )| 

 | ( )   ( )|  | ( )   ( )|  
 

 
 
 

 
   

 پر      مسلسل ہے      

 قضیہ ثابت ہوا۔
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 پر۔ ’a‘بھی مسلسل ہوگا f – gپر مسلسل ہیں تب ’a‘اور دونوں تفاعل     اور       اور       نوٹ : اگر 

بھی مسلسل    تب  ، پر مسلسل ہیں      اور   اگر     اور       اور       قضیہ : اگر  11.2.1.2

 پر۔    ہوگا

 اس طرح سے کہ         پر اس لیے  ’a‘مسلسل ہیں  gاور  fدیا گیا۔ تب چونکہ     ثبوت : فرض کرو کہ  

1)  

    |   |     | ( )   ( )|  
 

 

 

| ( )|  
 

2)  

    |   |     | ( )   ( )|  
 

 

 

| ( )|  
 

 اس طور پر کہ      مزید یہ کہ 

3)     |   |     | ( )   ( )|    || ( )|  | ( )||    | ( )|  
| ( )|   

|   |    ( حیح  ہوں گے ہر 3( اور )2(، )1تب ) +        *       اگر    

  |(  )( )  (  )( )|  | ( ) ( )   ( ) ( )| 

  | ( ) ( )   ( ) ( )   ( ) ( )   ( ) ( )| 

  | ( ) ( )   ( ) ( )|  | ( ) ( )   ( ) ( )| 

  | ( )|| ( )   ( )|  | ( )|| ( )   ( )| 

  *| ( )|  +
 

 *| ( )|  +
 | ( )|

 

 *| ( )|  +
 

  
 

 
 
 

 
 

          |   |    

 پر     مسلسل ہے      

 ہوا۔قضیہ ثابت  

 نوٹ :

 پر۔ ’a‘مسلسل ہوگا cfتب     پر اور  ’a‘ایک مسلسل تفاعل ہے   اگر  (1

 پر۔ ’a‘بھی مسلسل ہوگا f=-f (1-)پر تب  ’a‘مسلسل ہے  fاگر  (2

 پر۔ ’a‘بھی مسلسل ہوگا       پر تب  ’a‘مسلسل ہے  fاگر  (3

( ) اگر  (4            
       

 
                  جہاں  

 پر۔     مسلسل ہوگا fتب     اور 
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( ) پر، اس طرح کہ ’a‘مسلسل ہے کسی  gاور اگر     اور       قضیہ : اگر  11.2.1.3 تب    

 

 
بھی  

 پر۔ ’a‘مسلسل ہوگا

ٔ} مین  دیا گیا، اور     ثبوت : فرض کرو کہ 
 | ( )|

 

 

 
| ( )|

 
  } 

 اس طور پر کہ       پر  ’a‘مسلسل ہے  gچونکہ 

    |   |    | ( )   ( )|     

   | ( )|  | ( )|     

   | ( )|  | ( )|  
| ( )|

 
 
| ( )|

 
 

 اس طرح کہ     کے لیے        

   |
 

 ( )
 

 

 ( )
|  |

 ( )  ( )

 ( ) ( )
|  

  
| ( )|

 
| ( )|

 

   |
 

 ( )
 

 

 ( )
|  

 | ( )| 

|
 ( )

 
|| ( )|

   

اس لیے  

 

 
 پر۔ ’a‘مسلسل ہے  

( ) پر  d‘دونوں مسلسل ہیں  gاور  fاور پھر اگر     اور       اور       نوٹ : اگر  تب    

 

 
بھی مسلسل  

 پر۔ ’a‘ہوگا

( ) اگر  مثاك :      ( )       

   2   جب کہ 
 

 
    3 

 پر۔ R-Aمسلسل ہوگا fتب  

                پر مسلسل ہوتے ہیں اور  RتفاعلCosineاور  Sine حل :

  ( )  
    

    
 پر۔ R-Aمسلسل ہوگا         

پر تب  f(a)مسلسل ہے  gپر اور  ’a‘مسلسل ہے  f۔ پھر اگر    اور       اور       قضیہ : اگر  11.2.1.4

 پر۔ ’a‘مسلسل ہوگا gofمرکب تفاعل

 b=f(a)اور      ( )   فرض کرو کہ  ثبوت :

 ےدیےگئے f(a)=Sمسلسل ہے  gچونکہ  
سلی
 اس طور پر کہ      پر     پر ا

      |   |     | ( )   ( )|    

 اس طور پر کہ     پر      پر اس لیے  ’a‘مسلسل ہے  fچونکہ  

    |   |    | ( )   ( )|     
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|   |     یا     |   |         

      |   |    | ( )   ( )|    

   | ( ( ))   ( ( ))|    

   | (   )( )  (   )( )|    

 Gof  مسلسل ہوا‘a’ پر 

 قضیہ ثابت ہوا۔ 

( ) اور       : اگر  (Corollary)نتیجہ   ’a‘بھی مسلسل ہوگا  √پر تب     مسلسل ہے  fاور         

 پر۔

( ) دی گیا ہے کہ  ثبوت :           ( )  ,   ) 

( ) ہم جانتے ہیں کہ    پر۔ (   ,مسلسل ہوتا ہے   √ 

( ) اب    (   )( )   ( ( ))  √ ( )     

( ) مسلسل ہے  gپر اور     مسلسل ہے  fچونکہ    پر۔ (   , 

 پر۔    مسلسل ہوگا   √      اس لیے مرکب تفاعل 

 پر۔    مسلسل ہوگا| |پر تب     مسلسل ہے       اگر  قضیہ : 11.2.1.4

 اس طور پر کہ     کے لیے     پر، اس لیے     مسلسل ہے  چونکہ  ثبوت ؛

      |   |    | ( )   ( )|    

       |   |    | ( )   ( )|  | ( )   ( )|    

 پر    مسلسل ہوا  | |لہٰذا 

 قضیہ ثابت ہوا۔ 

 مسلسل ہونا ضروری نہیں۔ fپر  ’a‘پر تب  ’a‘مسلسل ہو  | |قضیہ بالا کا عکس حیح  ہونا ضروری نہیں۔ یعنی اگر  نوٹ :

( )  غور کرو:                

                 

( )| |  تب    | ( )|    

 ہونے کی بناء 1مسلسل ہوگا مستقلاً  | |لہٰذا 

 کے متعلق   جب کہ 

          ( )            

( )         اور               

( )         لہٰذا           ( ) 
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 پر۔ ’0‘عدل مسلسل ہوگا fاس لیے  

 لہٰذا نوٹ حیح  ہے۔ 

 

 مسلسل تفاعل کی خصوصیات کسی بند وقفہ پر 11.2.2

-   ,  فرض کرو کہ   درج ذیل خصوصیات و  مطمئن کرتا ہے۔ fپر تب  [a,b]مسلسل تعامل ہے   

 (Oscillation Property) جھولنے والی خصوصیت (1

 (Boundedness Property)   بستہ صفت (2

3)  

گ

 (Neighbourhood Property)  صفت ہمسائ

 (InetrmediateValue Property) درمیانی قیمت کی خصوصیت (4

 اب ہم ام خصوصیاتپر یکے بعد دیگر  بحث کریں گے۔

 (Oxillation Property)جھولنے والی صفت  11.2.2.1

 (Partition of a closed interval)بند وقفہ کی تقسیم 

  تب متناہی سیٹ                  ایک بند وقفہ ہے۔ اگر  [a,b]اگر  

 نقاط و  نقاط تقسیم کہلاتے ہیں۔(n+1)        کا تقسیم کہلاتا ہے۔  [a,b]و  +                *

‘n’  تحت وقفے کہلاتے ہیں۔-       , -       , -     , -     ,بند وقفے 

   ہوتا ہے جس و  (       )سے ظاہر کیا جاتا ہے۔ اور اس کا طوك  Ir، -      ,واں تحت وقفہ -r کے [a,b]پہلی قسم 

 سے ظاہر کیا جاتا ہے۔

 (Borel’s Theorem)بوریل کا قضیہ  11.2.2.1

(  ) |،         اس طور پر کہ  pکا ایک تقسیم  -   ,  کے لیے     پر تب  [a, b]مسلسل ہے وقفہ  fاگر تفاعل  

 (  )|  ۔       ,   جہاں    

 اس طور پر کہ     پر     پر تب  [a, b]مسلسل ہے  fثبوت : فرض کرو کہ 

  ,   - ,   -        ,   - 

(  (1 | ( )| 

(2 | ( )   ( )|      

(  ) |نہیں ہے کہ  +               *  اگر ممکن ہو تو فرض کرلیں کہ و ئی تقسیم   

 (  )|  ہو۔   
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 جہاں [c, b] ,[a, c]و  دو برابر حصوں میں تقسیم کریں تب I = [a, b]اب اگر 

  
   

 
 تب قضیہ حیح  نہیں ہوگا۔ کم از کم ایک تحت وقفہ میں۔

-  , تب  -     ,   فرض کرو         

 
   

 
           ,   - 

        میں تب       ,   و  دو حصوں میں تقسیم کریں اس طور پر کہ قضیہ کا نتیجہ حیح  / درست نہیں ہو   پھر 

    ,  -        
     

 
 
 

 
[
   

 
]  

   

  
 

 -     ,   تحت وقفے بناسکتے ہیں  ’n‘کی بنیاد پر ہم ایسے  (Mathematical Induction)اسی طرح ریاضی استقراء

 اس طور پر کہ

1)                   

                                

2)           
   

  
 

اور  {an}کی بناءتواتر nested intervals theoremتب    -     ,   قضیہ درست نہیں ہے   (3

{bn}مستدقہونگے کسی اتہائء‘l’ پر 

 -     ,  تب 

( ) |کے مطابق  (1)پر بھی تب  ’l‘پر اس لیے مسلسل ہوگا [a,b]مسلسل ہے  fتب چونکہ    ( )|   

 
      |   |    

 اس طور پر کہ    اگر ہم منتخب کریں 

   

 
            

   

  
 
   

 
   

[
    
 

  
 
 

 

] 

  ,     -  پر -     ,  اس لیے ہر    

|   |          

 | ( )   ( )|   
 
     ,     - 

       ,     -   | (  )   ( )|      

 | (  )   ( )|      

 | (  )   (  )|  | (  )   ( )   ( )   (  | 
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 | (  )   ( )|  | ( )   (  )| 
           

 یہ ایک تردید ہے۔

 اس لیے ممکن مفروضہ غلط ہے۔

 کی اس طرح سے کہ p ،[a,b]ایک تقسیم    

| (  )   (  )|               

 پر pتقسیم  Irنوٹ : ہر تحت وقفہ 

              

 (Boundedness Property)بندشی / بستوی خاصیت  11.2.2.2

 اس طور پر کہ     بند یا بستہ کہلاتا ہے اگر       ایک تفاعل تعریف :

 | ( )|          

 بندشی / بستوی خاصیت کا قضیہ 11.2.2.3

-   ,  اگر    پر بستہ / بند ہوگا۔ f[a,b]پر تب  [a,b]ایک مسلسل تفاعل ہے    

 کی  p[a,b]ایک تقسیم   پر     پر اس لیے  [a,b]مسلسل ہے  fچونکہ  ثبوت :

 اس طور پر کہ +     +           *  

|( (  )   (  )|             

     Bonel} کے قضیہ کے مطابق{ 

-   ,  اگر         

 کے درمیام ہیں ’x‘اور  ’a‘نقاط        فرض کرو کہ 

( ) |تب    ( )|  | (  )   (    )   (    )     (    ( )| 

 | ( )   (  )|  | (  )   (    )|    | (  )   ( )| 
          (   )       (   ) 
 | ( )   ( )|               

 | ( )   ( )|        

 | ( )   ( )|    

  ( )     ( )   ( )    

 محدود ہیں۔ f(a)اور  mبستہ / بند ہوا دو حدود کے درمیام چونکہ f(x)یعنی 

 پر۔ [a,b]بستہ / بند ہوا fلہٰذا

 قضیہ ثابت ہوا۔
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 (Absolute Maximum – Minimum Theorem)اقل قیمت کا قضیہ  –مطلق اعظم  11.2.2.4

-   ,  اگر   ووگاfپر تب [a,b]مسلسل ہے    
 ہ
ہ

گ

 سب
ت

[a,b]  پر اورf  اپنے حدودInf  اورSup   و[a,b] میں اختیار کرتا ہے۔ 

-   ,  دیا گیا ہے کہ  ثبوت :  پر لہٰذا وہ بستہ ہے۔ [a,b]مسلسل ہے    

 +-   ,   ( ) *      فرض کرو کہ

 +-   ,   ( ) *      اور 

 اور اعظم ترین دو زیرین ہیں۔بالترتیب اقل ترین درمیام  mاور  Mیعنی 

( )   ہمیں ثابت کرنا ہے کہ  -   ,  کسی    

( )  اور     -   ,  کسی    

( )  گویا یہ ثابت کرتا ہے کہ             ,   - 

     ( )            ,   - 

(i)  اگر ممکن ہو تو مام لیں کہ ( )        ,   - 

    ( )        ,   - 

 پر [a,b]مسلسل ہے  fتو ایک مستقل قیمت ہے اور       

 پر [a,b]مسلسل ہوگا  ( )   اس لیے  

اور پھر  

 

   ( )
( )   پر چونکہ  [a,b]مسلسل ہوگا     

چنانچہ  

 

   ( )
 پر [a,b]بستہ ہوگا  

 اس طرح پر کہ     تب  

 

 

   ( )
            ,   - 

     ( )  
 

 
 

   ( )    
 

 
          ,   - 

  یہاں 
 

 
 کا جوکہ تردید ہے۔ f(x)ایک حد بالا ہوا  

  ہونے پر  (Sup)اقل ترین حدبالا Mاس لیے کہ 
 

 
 حدبالا نہیں ہوسکتا۔ 

 یہ اس لیے ہوا کہ ہمارا ممکن ہونے کا مفروضہ غلط ہے۔

( ) اس طور پر کہ  -   ,   اس لیے   ہوگا۔   

(ii)  اگر مام لیں ممکن ہو کہ ( )         ,   - 

  ( )            ,   -  
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 پر [a,b]مسلسل ہوگا {f(x)-m} تب 

اس لیے  

 

 ( )  
 پر [a,b]مسلسل ہوگا 

 لہٰذا 

 

 ( )  
 پر [a,b]بستہ ہوگا  

اس طرح سے کہ        تب 

 

 ( )  
   

    ( )    
 

 
           ( )    

 

 
 

   گویا 
 

 
اعظم ترین حد زیرین ہے۔ یہاں تردید ہوئی، یہ اس لیے ہوا  mحدزیریں ہوا جوکہ ممکن نہیں۔ اس لیے کہ 

( ) کہ مفروضہ   غلط ہے۔ -   ,        

( ) اس لیے  ( ) اور چونکہ     ( ) چنانچہ      ہوگا۔ -   ,       

  اختیار کرتا ہے۔میں [a,b]اپنے حدود و   fگویا یہ ثابت کیا گیا کہ 

 قضیہ ثابت ہوا۔

  

گ

 خاصیت یا تفاعل کی علامت ہمسائ

 (Neighbourhood Property or Sign of a Continuous Function) 

-   ,  اگر  11.2.2.5 ( ) پر مسلسل ہے اور  ’a‘تفاعل     کی  f(x)اس طور پر کہ      تب    

 (     ,   کی ہی ہوگی f(x)علامت 

 اس طور پر کہ     پر     پر اس لیے  ’a‘مسلسل ہے  fچونکہ  ثبوت :

   (     )  ,   - | ( )   ( )|    

(1)   ( )    ( )   ( )          (     ) 

( ) چونکہ  ( ) و  اگر       لیا جائے اور    
 

 
 ( )    

   ہوگا(1)تب 
 

 
 ( )   ( )  

 

 
 ( )   (     ) 

     ( )          (     ) 

 کی ہی پائی گئی۔ f(a)کی علامت  f(x)یعنی 

( ) اور اب اگر    لیا جائے اور    
 

 
 ( )  یوں ہوگا۔ (1)تب    

 

 

 
 ( )   ( )  

 

 
 ( )           (     ) 

   ( )          (     ) 

 کی ہی پائی گئی۔ f(a)کی علامت  f(x)اس صورت میں بھی 

 قضیہ ثابت ہوا۔
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-   ,   ( :1) نوٹ ( ) پر اور  (   )  مسلسل ہے      f(x)اس طرح سے کہ      تب    

 (       )   کی ہی ہوگی f(c)کی علامت 

-   ,  اگر  (2) ( ) پر مسلسل ہے اور  ’b‘مسلسل تفاعل ہے اور        

      )   کی ہی ہوگی f(b)کی علامت  f(x)اس طور پر کہ      تب 

 

 (Intermediate Value Property)درمیانی قیمت کی خاصیت  

-   ,  مذو رہ قضیہ میں ہم نے جانا کہ اگر ایک تفاعل  بستہ ہوتا ہے۔ اس کے fمسلسل ہے اس بند وقفہ میں تب    

l.u.b  اورg.l.b   کے بیچ۔ اور یہ بھی قضیہ ہم نے دیکھا کہ ام حدود وf  یہ ثابت کریں گے کہ اگر حدود اختیار بھی کرتا ہے۔ اب ہمm  اورM 

 میں۔ [a,b]ہیں تب ام دونوں کے درمیانی تمال قیمتوں و  بھی اختیار کرتا ہے 

 

 (Bolzano’s or Location of roots Theorem)بولزانو یا ریشوں کی تعین کا قضیہ  11.2.2.3

( ) اس طور پر کہ  (   )   کی علامتیں مختلف ہوں تب  f(b)اور  f(a)پر اور  [a,b]مسلسل ہے  fاگر     

( ) ( 1صورت ) ثبوت : ( ) اور        

( )  یعنی      ( ) 

(   -   ,  *  غور کرو کہ سیٹ     + 

( ) تب چونکہ   ( ) اور چونکہ     اس لیے         اس لیے    

 اس کا حد بالا ہوگا۔ bاور     لہٰذا 

 کے علم متعارفہ کی وجہ  

گ

 ہے ’c‘موجود ہوگا فرض کرو کہ وہ  Supکا  Sتب کاملی ت

( ) پر مسلسل ہے اور  a’ f‘چونکہ        اس لیے    

( ) اس طور پر کہ    (     )   ہوگا    

        

     
 

 
        

       

( ) پر اور  ’b‘مسلسل ہے  fاور چونکہ      

( ) اس طور پر کہ                   (     ) 

            

     (   ) 



 

157 

 

       یعنی

( ) اب اگر    لیا جائے   

( ) اس طرح کہ      تب         (           ) 

( ) اور یوں بھی ہوگا کہ         (     ) 

 ہوگا۔    تو پھر  

       یہ ایک تردید ہوگی کیونکہ  

  ( )  (1) ــــــــــــــــــ  

( ) اسی طرح اگر   لیا جائے   

( ) اس طرح کہ      تب        (       ) 

        اور      اس لیے          

( ) تب     مگر     

رر تردید ہوگی کیونکہ 
ہھ
( ) ی ہ ب    

( ) اس لیے   (2) ـــــــــــ   

( ) ( کی مدد سے 2( اور )1اب )  (Trchotomy Law)ہوگا قانوم تثلیث کی مدد سے    

( ) فرض کرو کہ  (2صورت )       ( )    

( )  تب     ( ) 

-   ,  تب اگر  ( ) اور        ( )    ,   - 

( )  تب ( ) اور  ( )       ( ) 

( )  تو پھر  ہوگا۔ ( )    

 پر۔ [a,b] ہوگابھی مسلسل Fپر لہٰذا [a,b]مسلسل ہے  fاور چونکہ 

( ) اس طرح سے کہ  (   )   ( کے مطابق 1تب مذو رہ صورت )  ہوگا۔   

 قضیہ ثابت ہوا۔

( )  ( )  ( :1نوٹ )  کی علامتیں ضد پر )مختلف( ہیں۔ ( ) اور  ( ) سے مراد    

( ) پر اور  [a,b]مسلسل ہے  fاگر  (2) ( ) یا  ( )     اس  (   )   تب  ( )    

( ) طرح پر کہ  تفاعل کا ریشہ ہوا۔ اس لیے اس قضیہ و  ریشہ کی تعین کا قضیہ بھی کہتے  (   )  یعنی    

 ہیں۔
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 (Bolzano Intermediate Value Theorem)بولزانو کا درمیانی قیمت کا قضیہ  11.2.3.2

( ) پر اور  [a,b]مسلسل ہے  fاگر    میں۔ [a,b]اختیار کر  گا  ( ) کی ہر قیمت و   ( ) اور  ( ) تب  ( )  

 یا

اس طور پر کہ  (   )   کے درمیام ہے تب  ( ) اور  ( ) جو     پر اور اگر  [a,b]مسلسل ہے   اگر 

 ( )    

-   ,  اگر  ثبوت : ( ) اور       ( ) ( ) جہاں         ( ) 

 پر [a,b]مسلسل ہوگا gتب 

( )  اور    ( )      

   ( )   ( )      

( ) اس طور پر کہ  (   )   کی علامتیں مختلف ہیں۔ اس لیے  ( )   ( ) مسلسل ہے اور  gیعنی     

 )بولزانو کے قضیہ کے مطابق(  ہوگا۔

( )  لہٰذا   ( )      

   ( )    

 میں۔ [a,b]کی ہر قیمت و  اختیار کرتا ہے  ( ) اور  ( ) تفاعل   اس سے ثابت ہوا کہ  

 کے بیچ ہے۔ 1اور  0کا ایک حقیقی ریشہ           ثابت کرو کہ مساوات  : 1مثاك 

-   ,  غور کرو تفاعل حل :  پر   

( )   جو  ہے۔         

 پر [0,1]اس لیے یہ مسلسل ہے  (Pdynomial)چونکہ یہ ایک کثیر رکنی جملہ ہے 

( ) اور        ( )     

 یعنی دونوں علامتیں ضد پر ہیں۔ 

 اس طور پر کہ (   )   لہٰذا درمیانی قیمت کے قضیہ کے مطابق  

   ( )  ہوگا۔          یعنی  ہوگا   

 کے بیچ۔ 1اور  0ایک ریشہ ہے     مطلب  

( ) پر اور  [a,b]پر ٹھیٹ مونوٹوم ہے  [a,b]مسلسل ہے  fاگر  مثاك :  (   )  صرف ایک   تب  ( )    

( ) اس طور پر کہ     

 پر [a,b]و  ٹھیٹ بڑھتا ہوا لیا جائے fاگر  حل :

      اور  -   ,      اگر ممکن لیا جائے کہ  
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(  )  تب    (  ) 

       

 جوکہ ممکن نہیں  

      (  )   (  ) 

         

     (   ) 

( )  کہ  یکتا ہے۔   

  مثاك :

+          *پر اور  [a,b]مسلسل ہے  fاگر   ,   - 

 اس طور پر کہ(   )   تب ثابت کرو کہ 

 (  )   (  )         (  )    ( ) 

 میں۔ [a,b]بستہ ہے اس وقفہ پر اور اپنے حدود و  اختیار بھی کرتا ہے fپر اس لیے  [a,b]مسلسل ہے  fحل: چونکہ 

 m  اورMحدود ہوں تو     (  )    

        (  )    

      --------- 

        (  )    

(  )    )    ام ب  و  جمع کرنے سے          (  )     

       
 (  )  (  )        (  )

 
   

 (   )   درمیانی قیمت کے قضیہ کے مطابق 

( ) اس طور پر کہ   
 (  )  (  )        (  )

 
 

    (  )   (  )         (  )    ( ) 

 ثابت ہوا۔ 

( ) مصرف بہ       ثابت کرو کہ تفاعل  مثاك:  
 

     
 مسلسل اور بستہ ہے۔ 

 پر Rمسلسل ہے  | | حل:

 پر Rمسلسل ہے  | |   تب 

( )  لہٰذا   
 

  | |
 پر Rبھی مسلسل ہوگا  

ظاہر ہے  

 

  | |
   

     | |    
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  | |
   

     
 

  | |
          

 پر Rبستہ ہوا  fلہٰذا  

( ) چونکہ    
 

   
   

          

 نہیں ہے۔ Infکا و ئی  fاور  

 (Uniform Continuity)یکساں تسلسل  11.2.2.4

پر     پر اگر دیے گئے  Sو  یکساں مسلسل کہا جاتا ہے  fایک تفاعل ہے تب      ایک مجموعہ ہے اور  Sاگر  تعریف:

 اس طور پر کہ     

          |     |    

   | (  )   (  )   | 

 پر )درمنہ( بحث کی جاتی ہے۔ Sیکساں تسلسل وہ خاصیت ہے جو کسی نقطہ پر نہیں بلکہ پور  مجموعہ  (1 نوٹ:

 پر نہیں۔ گویا نقطہء بحث سے مبراً ہوتا ہے۔ xپر منحصر ہوتا ہے   صرف   یعنی  ( ) یکساں تسلسل میں  (2 

 3) f  یکساں مسلسل نہیں ہوگاS  اس طور پر کہ      پر     پر اگر 

|     |     | (  )   (  )|    

( ) ،      ایک مستقل تفاعل  مثاك:  پر۔ Rیکساں مسلسل ہوتا ہے        

|     |        لیا جائے گا کہ     پر     دیے گئے  حل:    

 | (  )   (  )|  |   |  تفاعل ہمیشہ یکساں مسلسل ہوتا ہے۔لہٰذا مستقل     

( ) دیا گیا       اگر  مثاك:  پر۔ Rیکساں مسلسل ہوگا  fتب       

        اور     فرض کرو کہ  حل:

(  ) | تب   (  )|  |      (     )| 

  |       |   |     | 

  اگر 
 

 
 لیا جائے تب 

 |     |    | (  )   (  )|   |     |    
 

 
   

 پر۔ Rیکساں مسلسل ہوا  fلہٰذا 

 پر۔ Sمسلسل ہے  fیکساں مسلسل ہے تب       اگر  قضیہ:
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      اس طور پر کہ      پر     پر۔ تب  Sیکساں مسلسل ہے       فرض کرو کہ  ثبوت:

  |     |    | (  )   (  )| کے لیے     لیا جائے تب      اور      اگر    

|   |اور          | ( ) قط  cپر۔ چونکہ     مسلسل ہوا  ( ) لہٰذا     |( )  

ت

و ئی بھی ت

 پر مسلسل ہے۔ Sپور   fمسلسل ہوا۔ لہٰذا  fکا جہاں  Sہے 

 یکساں تسلسل  قضیہ بالا کا عکس درست ہونا ضروری نہیں ہے۔ یعنی تسلسل  نوٹ:

( ) اور       غور کرو  مثاك:  یکساں مسلسل نہیں ہے۔ fئیں گے کہ پر۔ اب ہم بتا Rمسلسل ہے  fتب     

 اس طور پر کہ     اور     فرض کرو 

        
 
 ⁄ 

  |     |  
 

 
   

(  ) |  تب   (  )|  |  
    

 | 

   |     ||     | 

   
 

 
|    

 

 
|      

  

 
 

(  ) |  اور   (  )|    

       
  

 
          . 

  

 
  / 

                        

 یکساں نہیں ہے۔ fلیکن یہ ممکن نہیں ہے۔ اس لیے 

 پر۔ [a,b]یکساں مسلسل ہوگا  fپر تب  [a,b]مسلسل ہے  fاگر  قضیہ:

کا وجود  pکے قضیہ کے مطابق تقسیم  (Borel)پر اس لیے بوریل  [a,b]مسلسل ہے  fاور چونکہ     فرض کرو کہ  ثبوت:

گا (  ) |طور پر کہ اس  +                     *  ہو   (  )|  
 

 
                 (1) 

   اگر 
 

 
    *|       |    |     

|     | -   ,       اگر    

 یاتو ایک ہی تحت وقفہ میں ہوں گے یا دو متواتر تحت وقفوں میں ہونگے۔       تب

 ایک ہی تحت وقفہ میں ہیں۔      فرض کرو کہ  :1صورت 

(  ) | تب   (  )|  
 

 
       |     |    

 دو متواتر وقفوں میں ہیں۔      اگر  :2صورت 
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 ہیں -       ,  -       ,فرض کرو کہ وہ  

(  ) | تب    (  )|  | (  )   (  )   (    (  )| 

   | (  )   (  )|  | (  )   (  )| 

   
 

 
 
 

 
   

 پر [a,b]یکساں مسلسل پایا گیا fدونوں ہی صورتوں میں  

 قضیہ ثابت ہوا۔ 

 بھی و شی تواتر ہوگا۔+  ) *تواتر ہے تب  (Couchy)و شی  +  *پر اور  Sیکساں مسلسل ہے کسی مجموعہ  fاگر  قضیہ :

      اس طور پر کہ       کے لیے     پر۔ اس لیے  Sیکساں مسلسل ہے  fدیا گیا ہے کہ  ثبوت:

  |     |    | (  )   (  )|     (1) 

 اس طرح کہ       کے لیے     و شی تواتر ہے اس لیے +  *چونکہ 

|     |            

 ( )  اس طرح کہ       کے لیے    کی مدد سے   

| (  )   (  )|              

 * (  )+  ایک و شی تواتر ہے۔  

( ) بتلاؤ کہ تفاعل  مثاك:  پر۔ -    ,یکساں مسلسل ہے    

 -    ,      فرض کرو کہ  حل:

|  |تب   |  |اور        

(  ) | تب غور کرو    (  )|  |  
    

 | 

    |(     )(  
    

      )| 

    |     ||  
    

      | 

    |     |(|  |
  |  |

  |  ||  |) 

    |     |( 
        )    |     | 

    | (  )   (  )|        |     |  
 

  
 

    کے لیے     یعنی  
 

  
 اس طور پر کہ 

| (  )   (  )|       |     |    

 پر -    ,یکساں مسلسل ہے     

 ثابت ہوا۔ 
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( ) پر مصرف ہے    ثابت کرو کہ تفاعل جو  مثاك:     (
 

 
)    مسلسل ہے لیکن یکساں مسلسل نہیں ہے     

 پر۔

قط ہے  ’a‘مثبت حقیقی عدد ہے تب  ’a‘فرض کرو کہ  حل:

ت

 کا   ایک اتہائئی ت

         ( )           
 

 
    

 

 
  ( ) 

قط ہے  ’a‘چونکہ  

ت

 کا   و ئی بھی ت

 پر   مسلسل ہے  fاس لیے  

 اس طور پر کہ       کے لیے     اور اب کسی بھی  

 

  (   
 

 
)
          

   فرض کرو کہ  
 

      
    

 

  
       

 
 

 |     |  |
 

      
 

 

  
|  

 

  
|
         

  (   
 

 
)
|  

 

  (   
 

 
)
   

(  ) |لیکن    (  )|  |   .   
 

 
/       |  |     |      

 پر۔   یکساں مسلسل نہیں ہے  fلہٰذا

 مشقی سوالات: 

( ) تعریف و  استعماك کرتے ہوئے ثابت کرو کہ  (1  پر۔ -    ,یکساں مسلسل ہے     

( ) تعریف کے مطابق بتلاؤ کہ  (2  پر یکساں مسلسل ہے۔-    ,،       

 اکتسابی نتائج 11.3

اس اکائی میں ہم نے مسلسل تفاعل کے الجبراء پر بحث کی۔ مسلسل تفاعل کی چند اہم خصوصیات و  بھی کسی بند وقفہ پر ہم نے  

کا جمع اور مرکب بھی مسلسل ہوتا ہے ہم نے دیکھا۔ بوریل کا قضیہ اور درمیانی دیکھیں۔ یکساں تفاعل و  بھی پہچانا۔ دو تفاعل جو مسلسل ہیں اس 

 قیمت کا قضیہ و  بھی ثابت کیا گیا۔ یہ بھی جانا کہ دیا گیا تفاعل کب یکساں مسلسل ہوتا ہے۔

 کلیدی الفاظ 11.4

 یکساں تسلسل –بولزانو کا قضیہ –اہتزاء کی خاصیت –وقفہ کی تقسیم 

  سوالاتنمونہ امتحانی 11.5

 بہت مختصر جوابی سوالات 11.5.1
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I جائزہ لو کہ آیا دیے گئے بیام حیح  ہیں یا غلط 

( ) تفاعل  (1  (T / F)     پر۔ Rمسلسل ہے      √    

( ) اور  +         *  اگر  (2  (T / F) پر۔ Sیکساں مسلسل ہے  fتب     

( ) تفاعل   (3  
 

 
 (T / F)    پر۔ (   )مسلسل اور یکساں مسلسل ہے  

 (T / F)        مسلسل ہوتا ہے۔ fہر بستہ تفاعل   (4

( ) اگر   (5  
  

    
 (T / F) اپنے حدود اختیار کرتا ہے۔ fپر تب  (    )مسلسل اور بستہ ہے  

II خالی جگہوں و  پُر کیجیے۔ 

 ہوتا ہے۔ ـــــــــــــــــہر مسلسل تفاعل  (1

 ہوتا ہے۔ ـــــــــــــــــــــہر یکساں مسلسل تفاعل  (2

-   ,  اگر  (3 ( ) پر اور  ’b‘مسلسل ہے      ــــــــــــــــــــ-     )  تب    

 ہوتا ہے۔ ـــــــــــــــــــــایک مستقل تفاعل ہمیشہ  (4

 ـــــــــــــــــــمختلف علامتیں رکھتے ہیں تب ( )   ( ) پر اور  -   ,مسلسل ہے  fاگر  (5

 مختصر جوابی سوالات 11.5.2

بھی مسلسل  f+gپر تو ثابت کرو کہ  ’a‘مسلسل ہیں  gاور  fپھر اگر     اور       اور       اگر  (1 

 پر۔ ’a‘ہوگا 

پر۔ کیا اس کا عکس بھی حیح   ’a‘بھی مسلسل ہوگا  | |پر تب ثابت کرو کہ     مسلسل ہے       اگر  (2 

 ہوگا؟

 کرو کہ ہر مسلسل تفاعل بستہ ہوگا۔ثابت  (3 

 ثابت کرو کہ ہر یکساں مسلسل تفاعل مسلسل ہوگا۔ کیا اس کا عکس بھی درست ہوگا؟ (4 

( ) ثابت کرو کہ تفاعل  (5   پر۔ -    ,یکساں مسلسل ہے     

 طویل جوابی سوالات 11.5.3

 بوریل کے قضیہ و  بیام اور ثابت کرو۔ (1 

 مسلسل تفاعل اپنے حدود و  اختیار کرتا ہے۔ثابت کرو کہ ہر  (2 

 درمیانی قیمت کے قضیہ و  بیام اور ثابت کرو۔ (3 

 پر یکساں مسلسل بھی ہوتا ہے۔ -   ,ثابت کرو کہ ہر مسلسل تفاعل کسی بند وقفہ  (4 
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 (Suggested Learning Resources)تجویز کردہ اکتسابی مواد 11.6

1. Introduction to Real Analysis: R.G. Bartle and D.R. Shevbert. 

2. Mathematical Analysis: New Age International (P) Ltd. 

3. Mathematical Analysis: T.M. Apostol. 
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تفاعلات کاتفرق۔ 12اکائی  

(Differentiation of Functions) 

 اکائی کے اجزا

 مقاصد   12.0

 تمہید   12.1

 کی تفرق پذیری کسی نقطہ نظر پر تفاعل   12.2

 و ئی وقفہ میں تفاعل کی تفرق پذیری   12.3

 تفرق پذیر تفاعل کا الجبرا   12.4

 اوسط قیمت کے قضیے/منسلک سوالات   12.5

 عال اوسط قیمت کے قضیے۔سلسلوں کا پھیلاؤ   12.6

 کلیدی الفاظ   12.7

 اکتسابی نتائج   12.8

 نمونہ امتحانی سوالات   12.9

 جوابات کے حامل سوالاتمعروضی  12.9.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 12.9.2

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 12.9.3

 تجویزکردہ اکتسابی مواد   12.10
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 (Objectives)مقاصد 12.1

وقفہ میں تفریق اس اکائی کے تم  پر آپ و  اس قابل ہونا چاہئے کہ ہم و ئی نقطہ پر تفاعل کے تفرق پذیر کے مقصداور و ئی و ئی  

 پذیر ہونے و  اچھی طرح سمجھ چکے ہیں۔ہم تفرق میں پذیرتفاعل کی الجبراء و  بھی اچھی طرح عبور حاصل کرچکے ہیں ۔مزید ہم اوسط قیمت کا

سوالات بھی قضیے جیسے رولز کا مسئلہ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔کا مسئلہ اور کاچی اور اسط قیمت کا قضیہ بھی پزھ چکے ہیں اور ام مسئلوں پر متفرق 

 اور حل کرلئے ہیں ۔مزیر ہم علم مثلی تفاعل اور قوت نما سلسلہ کا پھیلاؤ بھی ٹیلرس سلسلہ اور میک  ریں سلسلہ سے کرسکتے ہیں ۔ہم ٹیلرس سلسلہ

 مکلارین سلسلہ سے متعلق عددی سوالات بھی حل کرنے کے قابل ہوچکے ہیں ۔

 کسی نقطہ نظر پر تفاعل کی تفرق پذیری 12.2

 اس طرحاس سے قبل آپ تفاعل کے مسلسل ہونے کے بنیادی نقاط و  اچھی طرح ذہن نشین کرلئے ہیں اور ام و  دو حصوں میں 

 ھ چکے ہیں۔ہم جانتے ہیں کہ غیر مسلسل تفاعل غیر (ii)مسلسل تفاعل  (i)تقسیم کرتے ہوئے
ج

ت

سب

غیر مسلسل تفاعل و اچھی طرح 

تفاعل اور مسلسل تفاعل کے تفرق پذیر ہونے پر منحصر ہے لیکن اس و  دو مختلف حصوں مشتق ہوتا ہے۔اس باب میں ہم اپنی توجہ 

ے۔
گ

ت

ن
 

ھی

 میں پر

(i) و ئی نقطہ پر تفاعل کا تفرق پذیر ہونا(ii)و ئی وقفہ میں تفاعل کا تفرق پذیر ہونا 

 -:  و ئی نقطہ پر تفاعل کا تفرق پذیر ہونا:12.2.1

f:فرض کرو   -تعریف: S R'ایک تفاعل ہے جہاںS'مجموعہ ہے۔فروض کرو'Cو ئی نقطہ ہے'S میں یعنیc S جہاں C ایک

cکا یاS اتہائئی نقطہ ہے S S  

 (i)اگر 

( ) ( )
,( )

x c

f x f c
Lt x c

x c





ے
گ

ت

ن
 

ی ہ 
ک

 'پر۔Cجانب 'تفرق پذیر ہے۔دائیں fموجود ہوتا ہے،تب ہی 

 '

 

مت
ل
 و  دائیں ہاتھ کا 

 

 مت
لب
)'پرکہتے ہیں اور اسکوCاس  0)f c یا صرف( )Rf cسے ظاہر کرتے ہیں۔ 

 (ii)اگر

( ) ( )
,( )

x c

f x f c
Lt x c

x c





ے
گ

ت

ن
 

ی ہ 
ک

 'پر۔Cتفرق پذیر ہے بائیں جانب'fموجود ہوتا ہے،تب ہم 

 و  بائیں ہاتھ کا  

 

مت
ل
  'اس 

 

مت
ل

C  پرکہتے ہیں اور اسکو'( )f cظاہر کرتے ہیں۔   

 (iii)اگر

( ) ( )
,( )

x c

f x f c
Lt x c

x c





ے 
گ

ت

ن
 

ی ہ 
ک

 و پر'Cتفرق پذیر ہے'fموجود ہوتا ہے،تب ہم 

 

مت
ل
کا f۔اس 

 'C'تفرق

)پر ہوتا ہے۔اسکو  )f cسے ظاہر کرتے ہیں ۔ 

 -و  یاد رکھیں: نقاطاہم 

)  ۔1 )Lf c و  رجعت پسندانہ تفریق یا بائیں ہاتھ کا تفرقی ضریب'C'کہتے ہیں ۔ 



 

168 

 

)۔2 )Rf cو  بتددریج پزھنے والا تفرق یا دائیں ہاتھ کا تفرقی ضریب'C'پر کہتے ہیں۔ 

)۔3 ) ( 0)
x c
Lt x f c



 اور( ) ( 0)
x c
Lt x f c



 اور( ) ( )
x c
Lt x f c


 

)  ۔اگر4 )f cموجود ہوتا ہے اگر اور صرف اگر( )Rf cاور( )Lf cموجود ہوں اور مساوی 

 ہوں۔

 و ئی وقفہ میں تفاعل کا تفرق پذیرہونا   12.3

]:فرض کرو  , ]f a b Rایک تفاعل ہے۔f و[ , ]a bپر قابل تفرق کہتے ہیں اگر 

(i) ( )f cموجود ہو پر[ , ]c a b پر 

(ii) ( ) ( 0)Rf a f a  موجود ہو اور 

(iii) ( ) ( 0)Lf a f a  موجود ہو 

 -تفاعل کا تفرق: 12.3.1

f:فرض کرو  S Rایک تفاعل ہے جہاںSمجموعہ ہے۔اگرfتفرق پذیرہوc S تب تفرق( )f cیکتا ہوگا۔ 

f:فرض کرو -مثاك: R R کی گئی ہے اس طرحمستقل تفاعل کی تعریف( )f x kتمالx R   کے لئے 

c فرض کرو -جواب: R سے کہ اس طرح ( )f c k  ،

( ) ( )

x c

f x f c
Lt

x c




   

0
0

x c x c

k k
Lt Lt

x c x c 


 

 
 

cتمالتبدیل ہونے والا ہے cچونکہ   R  کے لئے قابل قبوك ہے۔پسc R اور( ) 0f c  

پس مستقل تفاعل کا تفرق "صفر"ہوتا ہے۔یہاں ایک بات قابل قبوك دلچسپ ہے کہ اس مسئلہ کا ایک جیسا ہونا بھی صادق ہوتا ہے۔یعنی   

)اگر ) 0f c  تمامکےx R لئے۔تبfایک مستقل تفاعل ہےRپر۔ 

 اس مستقل تفاعل کاتفرق صفر ہوتا ہے اور اس کا برعکس بھی 

)فرض کرو -:2مثاك   ) 1 , 2f x x x  اور( ) 5 , 2f x x x   پر یعنی فرض کرو

1 , 2
( )

5 , 2

x x
f x

x x

 
 

 
 

)جانب کے پزوسی میںکے بائیں x = 2جواب:  ) 1f x x (2)اور 3f  

2 2 2

( ) (2) (1 ) 3
1 1 (2)

2 2x x x

f x f x
Lt Lt Lt Lf

x x    

  
   

 
 

 x=2(کے دائیں جانب کے پزوسیnbdمیں)(2) 3, ( ) 5f f x x   

2 2 2

( ) (2) (5 ) 3
( 1) 1 (2)

2 2x x x

f x f x
Lt Lt Lt Rf

x x    

  
     

 
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اور دائیں ہاتھ کا تفرق دونوں موجودہوتے ہیں مگر مساوی کا مشاہدہ ایصرال کہتے ہیں کہ بائیں ہاتھ کا تفرق f(x)یہاں ہم تفاعل 

 نہیں ہیں۔

جواب:  غور کرو

( ) ( ) sin sin

x a x a

f x f a x a
Lt Lt

x a x a 

 


 
 

2 sin
2 2

x a

x a x a
cos

Lt
x a

    
   
   


 

sin
2

2

2

x a x a

x a

x a
Lt cos Lt

x a 

 
         

 
 

 

cos .1 cosa a  

 

     ( ) sinf x x aتفرق پذیرہے جو تمال  R . پر اور( ) cosf a a یا 

( ) cosf x x تمالx R .کے لئے 

 -تفرق کا جیومٹریہ معنی:12.3.2

)فرض کرو کہ , ( ))P a f a.اور( , ( ))Q a h f a h  دو نقاط ہیں منحنی( )y f x 

 پر ملتے ہیں۔Tمحور کے ساتھ لے اورnپرPاورعاس نقطہPQپر فرض کرو کہ کارڈ

QLXفرض کرو کہ  اورPTX ۔PN،oxپرعمودوار ہےاورPHعمودوار ہےQMپر تب 

PH NM OM ON a h a h       

)اور  ) ( )QH QM MH QM PN f a h f a       

 
( ) ( )

......(1)
QH f a h f a

Tan
PH h


 

 

تک پہنچ جاتا PQکے قریب تر ہوجائے یعنی کارڈ Pپر اس طرح حرکت کرتا ہے جسکے وہمنحنی  Q،تب نقطہ ohجیسا کہ 

'   کے اور زاویہTPہے۔عاس کی خاط         تب مساوات0h   کے قریب تر ہوجاتا ہے۔پس کمٹ  Tan f a   

 ہوجاتا ہے۔

)   منحنی ایک محاب  ہے اورf(a)پس )y f x )    پر نقطہ    , ( ))P a f a  محور کے ساتھ زاویہ ہوتا ہے۔x-پر کا مماس     کاخط 

 مشتقات کا الجبرا12.4
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وں و  مسئلہ کی صورت میں لکھتے ہیں۔ام کا ثبوت طلباء کی دلچسپی پر منحصر ہے۔اس عنوام میں ہم مشتقار کا الجبرائ کے اہم 

گ

ہ 
 پ

]:فرض کرو      -:1مسئلہ  , ]f a b R  ،:[ , ]g a b R   ,c a b   پر تفرق پذیر ہیں تب 

     .f g ,  f g     , f g  "پر اورC"تفرق پذیر ہوتے ہیں 

    ( ) ( )f g c f c g c         (i) 

    ( ) ( )f g c f c g c                  (ii) 

   . ( ) ( ) ( ) ( )f g c f c g c f c g c      (iii) 

]::  اگر2مسئلہ  , ]g a b R تفرق پذیر ہے  ,c a b پر اور ( ) 0g c تب 

1

g
"پر اورC"تفرق پذیر ہے  

 
2

1 ( )
( )

( )

g c
c

g g c

  
 

 
 

]: اگر(i)   -نتیجہ: , ]f a b Rتفرق پذیر ہے  ,c a b اور K R  پر تبKfبھی تفرق پذیر ہی ہوگا"Cپر اور"

    ( )kf c kf c  

 (ii)اگر:[ , ]f a b R اور:[ , ]g a b R. تفرق پذیر ہے"Cپراور" ,K l R    پر تب Kl lgبھی 

 "پر اورC"تفرق پذیر ہی ہوگا    ( ) ( )kf lg c kf c lg c     

(iii)اگر :[ , ]f a b R ]:اور  , ]g a b R. تفرق پذیر تفاعل ہیں"Cپراور" ( ) 0g c  تب  

f

g
بھی 

)"پراورC"تفرق پذیر ہوگا )
f

c
g

 
 
 

 اسی طرح لکھا جاتا ہے 

 
2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f g c f c f c g c
c

g g c

    
 

 
 

 (Chain rule)زنجیر کا مکیہ  -:3مسئلہ

]:اگر  , ]f a b Rتفرق پذیر ہے   ,c a b اور       :g I R     پر  جہاںI  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔  تفرق پذیر

'پر تفرق پذیر ہوگا اور Cبھی'gofپر۔تبf(c)ہے   ( ) ( ) . ( )gof c g f c f c   

 اس و  تفرق کا زنجیر کا کلیہ کہتے ہیں 

)یعنی       ), ( )u f a y g u     تب زجیر کا کلیہ کے مطابق  

dy dy du

dx du dx
 
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 -تفاعل کے اونچے درجہ تفرق: 12.4.1

  کا اگرfتفریق ہے  fمیں اورIتفرق پذیر ہے وقفہfفرض کرو 

0

( ) ( )

h

f x h f x
Lt

h

  
 موجود ہوتا ہے ہر ایک 

1x I I   سے ظاہر کرتے ہیں۔fکا تفرقfپر اورIتفریق پذیر ہےfمیں تب یہ کہا جاتا ہے کہ   

 f و  دوسر  درجہ کا تفرق کہتے ہیں۔اس طرح f  2دوبارہ تفرق پذیر ہے۔  1I I I   ے کہ تفاعل
گ

ت

ن
 

ی ہ 
ک

 fتب ہم 

Iتیسر  درجہ کا تفرق
2

 سے ظاہر کرتے ہیں۔اسی طرح آگت پزھتے ہوئے استقراء و  اصوك سے اگرfمیں رکھنا ہے اور اسکو

( 1)nf 
 

 تفرق پذیر ہے۔

 1 2 2 1....n nI I I I I      ے
گ

ت

ن
 

ی ہ 
ک

1nI   وام درجہ کا تفرق رکھتا ہےn, fتب ہم    میں اور اسکو 

( )nf سے  

ظاہر کرتے ہیں یعنی 

( 1) ( 1)
( )

0

( ) ( )
( )

n n
n

h

f x h f x
f x Lt

h

 



 
  

)(اگر1نوٹ:   )nf xموجود ہوتب    

( 1), , ,... nf f f f        پر اورxہیںتمال تفرق پذیر   

( 2), , ,... nf f f f   تمال  

 پر۔ xمسلسل ہیں

 -(انٹرنیٹ قدر کی خصوصیت کا کلیہ:2 

]:  اگر  , ]f a b R ]   ہو کہ  اس طرح       , ] 'a b f )پر تفرق پذیر ہیں اور     ) (b)f a f   اور       K   

)  حقیقی عددہے )f a )اور    )f b       کے درمیام  تب ایک نقطہ ,c a b      کہ  اس طرحموجود ہوتا ہے   ( ) Kf c    

)    پر تفرق پذیر ہےاورf (a,b)دوسر  الفاظ میں اگر ) (b)f a f  ) تب   ), ( )f a f x  اور( )f b 

 سے۔(a,b)کی تمال قدریں اور لیتا ہے کم از کم

 اوسط قیمت کے قضیے12.5

] اس سے پہلے ہم مسلسل تفاعل بند وقعہ , ]a bمیں اور تفرق پذیر کھلا وقفہ  ,a b میں پزھ چکے ہیں اسکو ہی اوسط قیمت کے  

 کی قدروں اور ام کے تفرق سے منسلک ہے۔fقضیے کہتے ہیں۔یہی مسئلے تفاعل

 -رولز کاقضیہ: 12.5.1

]: بیام: اگر  , ]f a b Rایسا تفاعل ہے کہ 

(i) f بند وقفہ  [ , ]a bہے میں مسلسل 

(ii) f کھلے وقفہ ,a b میں تفرق پذیر ہے 

(iii) f(a) = f(b)تب ایک حقیقی عدد ,c a b  موجود رہتا ہےاس طرح سے کہ( ) 0f c  

 میں بستہ یا بانڈیڈ ہے اور اپنی حدودی قیمتیں اختیار کرتا ہے۔(a,b)بندوقفہfمیں مسلسل تفاعل ہے۔دس(a,b)بند وقفہfفرض کرو -ثبوت:
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 , ,a b  )  کہ اس طرح   ) inf( )f m f      ،( ) ( )f M Sup f   .    بند وقفہ(a,b)میں 

]تمال    f(x)=mتبm=Mفرض کرو (i)صورت  , ]x a b کے لئے دسf مستقل تفاعل میں بندوقفہ(a,b) 

)  میں اور لہٰذا    ) 0f x  ]  تمال    , ]x a b دس اس صورت میں مسئلہ صادق ہوتا ہے۔ 

mفرض کرو  (ii)صورت  M  چونکہf(a) = f(b)اور  m M سے مختلف f(b)اورf(a)دونوں mاورMاس لئے یا تو .

)   ہیں جس کا مطلب یہ ہے کہ ) ' ( )M f a M f b یا   ( ) , ( )m f a m f b  

)  فرض کرو کہ   ) , ( )M f b M f a  

)  تب ) ( )f M f a a     

)  اور ) ( )f M f b b     

b  , ( , )a b   

 F کے(a,b) ن کہ  
ہ
)  میں تفرق پذیری ہونے کا مطلب یہ  , )a b f،  دس     پر تفرق پذیر ہے۔ 

)   اب ہم ثابت کرینگے  ) 0f   

1  تب 0  )   سے کہ اس طرحموجود ہوتا ہے   ) ( )f x f M        تمال 

   1, ,x a b     

 سکا  کہ 
ی چ 
 ہے۔SupremumیاM ،l.u.bجو کہ ایک متضاد بیام ہے 

)    اس طرح ہم ثابت کرسکتے ہیں کہ ) 0f  )   سے(II)اور(I) پس مساوات     ) 0f     ,a b موجود ہوتا ہے , 

)   سے کہ اس طرح ) 0f    بس مسئلہ ثابت اور صادق ہوتا ہے۔  

  اگر ایک   (iii)صورت  , d a b ) سے کہ اس طرحموجود ہوتا ہے     ) ( )f a f b اور ہم ثابت کرچکے ہیں کہ   

( ) 0f    تمال   ,a b  کے لئے  

 جسکو ذہن نشین کرنا ہے۔ نقاطاہم 

  (مندرجہ بالا مسئلہ اس بات کی ضمانت دیتا ہے کہ کم از کم ایک حقیقی عدد1 ,c a b     وجود رکھتا ہےجس کے لئے     ( ) 0f c  

ن کہ ہم 2  
ہ
 میں تفرق پذیر ہونا چاہئے۔(a,b)میں لیکن صرف[a,b]تفرق پذیر ہوf(یہ ضروری نہیں 

]:  (اگر3 , ]f a b Rرولز کے قضیہ کے شرائط و  کافی نہیں ہیں تبf منحصر ہوجاتا ہے۔l.u.bاورg.l.b(a,b)ہیں ۔ 

)  (اگر4 )m f aاور  ( )m f b )تب ہم ثابت کرتے ہیں         ) 0f    ، ,a b  ۔   

) پر تفرق پذیر ہو یاf،(a,b)پریا [a,b]غیر مسلسل ہو نقطہf(رولز کا مسئلہ قابل قبوك نہیں ہوتا،اگر5 ) ( )f a f b . 

 -رولز کے مسئلہ کی جیومٹریہ تشریح: 12.5.2

]:  فرض کرو  , ]f a b R  ایک تفاعل ہے۔رولز کے مسئلے کے۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔شرائط و  مطمئن کرتا ہے۔  
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ن کہ  اس طرحy=f(x)تب اسکا گراف
ھ

 

(i)     یہ ایک مسلسل     منحنی    ہے۔نقاطA[ , ( )]a f a  سے نقطہ   [ , ( )]B b f b  تک 

(ii)  یہ ایک ایسی منحنی ہے جس پر ایک مماس گذرتا ہے دو نقاطAاورBکے درمیام سے 

(iii) f(a)اورf(b) صا ت اس کے دوسر

گ

ی

ت

ج
م

 دونوں مساوی ہیں۔BاورAہیں اور(ends)کے 

    رولز کے مسئلہ سے ایک نقطہ  ,c a b  موجود ہوتا ہے۔ 

)   اس طرح سے کہ  ) 0f c  ]   یعنی ایک نقطہ   , ( )]C c f c کے درمیام واقع ہوسکتے ہیں اس طرح BاورAدونقاط  

 سے کہ ایک خط متوازی ہوتی ہے محور کے۔

    اب رولز کے مسئلہ سے ایک نقطہ ,c a b  اس طرح سے کہ موجود ہوتا ہے   ( ) 0f c     یعنی   ,c a b  

)    ایک حقیقی ریشہ ہے ) 0f x   کا   

)      مثاك:  رولز کے مسئلہ کی تصدیق کرو ) cosf x x،  ,5   کے درمیام۔.   

)  ثبوت:  فرض کرو ) cosf x x x     ہم جانتے ہیں کہ یہ ایک تفرق پذیر ہے تمال   R  کے لئے( ) cosf x xایک مسلسل ہے

 ,5 پر اور تصرف پذیر ہے۔ ,5  پر اور   ( ) cos 1 cos(5 ) (5 )f f        )ہیں        ) cosf x x  رولز        ،

کے مسئلہ کے تمال شرائط و  مطمئن کرتا ہے ,5 کے درمیام 

( ) sin 0f x x   . ، ,5  

2 ,3 ,4x     

2یعنی تین نقاط    ,3 ,4x        موجود ہوتے ہیں   اس طرح کہ( ) 0f x  

رولز کے مسئلہ کی تصدیق کے کرو   -مثاك:

3 2( ) 2 4 2f x x x x    کے لئے ۔ 

ی تفاعل ہے fثبوت:  چونکہ 

مل
ک

گ

ن

کی تمال حقیقی قدروں کے لئے۔۔۔۔۔۔۔ رولز کے مسئلہ کے xمسلسل اور تفرق پذیر ہےfمیں اورxایک ناطق 

 بھی وقفہ میں ۔پہلے دو شرائط مطمئن ہوتے ہیں و ئی 

) غور کرو  ) 0f x  .جس سے حاصل ہوتا ہے 

3 22 4 2 0x x x    

  2 2 2 1 0x x   

1
2,

2
x          ہیں۔

1
( 2) ( 2) 0

2
f f f

 
     

 
 

,2اب ہم     2 
 
 کا علاقہ پر غور کرینگے،جورولز کے مسئلہ کے تمال شرائط کی تصدیق کرتا ہے۔  

) ہم و  چاہئے کہ ) 0f x      صفر ہوتا ہے تصدیق کرنا ہے کہ کم از کم ایک دفعہ      2, 2  کھلے وقفہ میں 
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2( ) 6 2 4f x x x   . حذف ہوتا ہے جہاں   

26 2 4x x    یا 

23 2x x  

  3 2 1 0x x   

 
2

, 1
3

x   

2
( 1) 0

3
f f

 
    

 
 

  چونکہ دونوں نقاط

2
1,

3
    واقع ہوتا ہے.  2, 2  و  تصدیق کیاگیا ہے۔ کے درمیام بیس رولز کے مسئلہ 

 ,     مثاك:  رولز کے مسئلہ کی جانچ کرو تفاعل 
2

3( ) 1 1f x x          0,2 کے درمیام 

   پر تبRتفرق پذیرfاگر [0,2]مسلسل سے fایک الجبرائی تفاعل ہے،fحل:  چونکہ 
2

1
3

2
( ) 0 1

3
f x x


    

 
1

3

2

3 1x






 

 پر نہیں کی جاسکتی ۔x=1کی تصریفfتفاعل 

 F1 پر یعنی1تفرق پذیر بھی نہیں ہے (0,2)  

یعنی

f
 رولزکے مسئلہ کی دوسری شرط و  مطمئن نہیں کرتا ہے۔

 پرقابل قبوك نہیں ہوتا ہے۔[0,2]اس  رولز کا مسئلہ دئے ہوئے تفاعل 

)کیا رولز کا مسئلہ   -مثاك: )f x x ،[ 2,2]   میں قابل قبوك ہوتا ہے۔ 

)  حل:  فرض کرو )f x xپر مسلسل ہےاور[2,2-]یہ ایک( 2) 2 (2)f f  ،( )f x x ،0 [ 2,2]  پرتفرق پذیر

 نہیں ہوتا ہے، چونکہ رولز کے مسئلہ کی دوسری شرط مطمئن نہیں ہوتی ہے۔

( )f x x ،[ 2,2]     میں ہم رولز کے مسئلہ کی تصدیق نہیں ہوتی ہے۔ 

رانج کا اوسط قیمت کا قضیہ: 12.5.3

ت

ز
لگ

- 

 )پہلا اوسط قیمت کا قضیہ( 

]: اگر  , ]f a b Rایسا تفاعل ہے کہ 

(i) fوقفہ[a,b]میں مسلسل ہے 

(ii) fوقفہ[a,b]تفرق پذیر ہے 

تب ایک نقطہ   ,c a b   سے کہ اس طرحموجود ہوتا ہے 

( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a





 

]:کی جاتی ہے اس طرحکی تعریف Qو  غور کرو،Qثبوت:  تفاعل , ]a b R ، ( ) ( ) ( )x f x A x  جہاںA  ایک
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)مستقل ہے ) ( )a b  

 ( ) ( )f a Aa f b Ab   

 
( ) ( )

....... (1)
f b f a

A
b a


 


 

 ہوا کہایک تفرقی پذیر تفاعل ہے و ئی بھی قضیہ میں اس کا مطلب یہ xپر تفرق پذیر ہے اور f(a,b)'ب' دیا گیا ہے کہ  

( ) ( ) ( )x f x A x  قابل پذیر ہے۔ 

 کے لئے۔Qبیس رولز کے مسئلہ کے تمال شرائط مطمئن ہوتے ہیں۔تفاعل 

بیس ایک نقطہ  ,c a b  کہ اس طرحموجودہوتا ہے( ) 0c   

)لیکن  ) ( )x f x A   

0 ( ) ( )c f c A    

( ) ...... (2)A f c  

 (سے2(اور(1)بیس مساوات

( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a





 

 دس ثابت ہوا ہے

 -دوسری صورت:

bلگرانج کے اوسط قیمت کے قضیہ میں ،اگر  a h .درج کریں تب   a h  مساوی ہوتا ہے۔ 

0      اگر اورbکے مساوی ہو،اگرQ=1 بیسa h 0جہاں 1 کا مطلبa  اورb کے درمیام و ئی قدر ہوتی

 لکھ سکتے ہیں ۔ اس طرحہے۔اس مندرجہ بالا مسئلہ و  

 0 1 ،( ) ( ) ( )f a h f a hf a h    

 -کے قضیہ کا جیومٹریہ تجزیہ: :  لگرانج کے اوسط قیمت12.5.4

Aشکل میں صاف ظاہر ہوتا ہےکہ فرض کرو  B،( )f x 

 کہ اس طرحمحور کے ساتھ xبناتا ہےزاویہ  ABمیں اور فرض کرو کہ وتر  [a,b]کی ترسیم ہے

( ) ( )f b f a
Tan

b a






 

)   ]اوسط قیمت کے قضیہ سے[ )f c 

a جہاں  c b  

بیس و ئی نقطہ ,c a b   کہ منحنی کا مماس  نقطہ  اس طرحموجود ہوتا ہے[ , (c)]c f     پر متوازی ہے پر متوازی ہے وتر
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ABکے 

)1 اگر   -مثاك: ) ( 1)( 2), 1,
2

f x x x x a b      کے لئے اوسط قیمت کے قضیہ سےcمعلول کرو 

)1  حل:   دیا گیا ہے ) ( 1)( 2), 1,
2

f x x x x a b     

 1
2

1 1 1
2 2 2

3
8

( )

( 1)( 2)

f b f

  



 

  اور ( ) 0f a f b  

3
0

( ) ( ) 38
1 4

2

f b f a

b a




  


 

مزید  

3 2

( ) ( 1)( 2)

3 24

f x x x x

x x

  

  
 

2( ) 3 6 2f x x x    

2( ) 3 6 2f c c c    

 لگرانج کے اوسط قیمت کے قضیہ سے

 
( ) ( )

( )
f b f a

f c
b a





 

2 33 6 2
4

c c    

212 24 5 0c c    

224 (24) 4(12)(5)

24
c

 
  

6 21

6
c


  

6 21 6 21
,

6 6
c

 
  

  

6 21 21
1

6 6


 واقع ہوتا ہے  

1
0,

2

 
 
 

 کھلے وقفہ میں  

 
6 21

6
c


  

 مطلوبہ قدر ہے۔
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   مثاك:  بتاؤ کہ

1 1
0 log 1

2

xe

x


  0x تمال.    کے لئے 

)  حل:   غور کرو ) xf x e .   ،[0, ]x میں 

   ( ) xf x e  

)یہاں ہم مشاہدہ کرچکے ہیں کہ )f x ہے۔لگرانج کے اوسط قیمت کے مسئلہ کے تمال شرائط و  مطمئن کرتا 

0 c x      جہاں

( ) (0)
( )

0

f x f
f c

x





 

( ) (0) ( )f x f xf x   

0 جہاں 1  

1x xe xe   

1x
xe

e
x


  

1
log

xe
x

x


 
   

 
 

1 1
log

xe

x x


 
   

 
0 جہاں    1  

۔۔۔۔۔۔

1 1
0 log 1

xe

x x

 
  

 
 

 واقع ہوتا ہے۔

 -مثاك:
3  و  محسوط کرو،اوسط قیمت والے قضیہ سے   28

     حل: فرض کر
3( )f x x     جہاں  27,28x  صاف طور پر    ( )f x   مسلسل اور تفرق پذیر ہے  27,28  میں اور  

2
3

1
( )

3
f x x



 میں گھرانچ کے اوسط قیمت کے قضیہ سے     27,28c    سے کہ اس طرحموجود ہونا ہے 

3 3

2
3

28 27 1

28 27 3c





 

3 3

2
3

1
28 27

3c
  

 

 
2

3

1 1
3 3

273 27
    

3.037 
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log(1    بتاؤ کہ -مثاك: )
1

x
x x

x
  


)     اگر  ) log(1 )f x x  0x  تمال  کے لئے 

) حل:  غور کرو، ) log(1 )f x x  ,0]   کی تعریف    ]t 0t کی جاتی ہے جہاں   

,0]   ہم مشاہدہ کرچکے ہیں کہ ]t   ،  ( )f x ,0)پر مسلسل اور     )t .پر تفرق پذیر ہے۔ 

 (0, )x t تمال           
1

( )
1

f x
x

 


 

,0)کے مسئلہ سے    لگرانج )c t  موجود ہوتا ہے۔ 

      اس طرح کہ

( ) (0)
( )

0

f t f
f c

t





 

 
log(1 ) log1 1

, 0 ....... (1)
1

t
c t

t c

 
   


 

0   لیکن c t  

. 
1 1 1

1 0 1 1c t
 

  
 

 (سے2) (اور1مساوات) 

   

log(1 ) 1
1

1

t

t t


 


0t    تمال   

1
og(1 )

1
t l t

t
  


0t    تمال   

 بیس ثابت کیا گیا ہے

 و شی کا اوسط قیمت کا قضیہ:  12.5.5

 کی گئی ہے۔ اس طرحفو تفاعلات کی تعریف gاورfفرض کرو 

 [ , ]a b R اورfاورgہیں کہ اس طرح 

 (i)g,fمسلسل ہے[a,b]پر 

 (ii)g,fتفرق پذیر ہے[a,b]پر 

 (iii).     ( ) 0g x    تمال   ( , )x a b     ایک نقطہCموجود ہوتا ہے اس طرح      

( ) ( ) ( )

( ) ( ) g ( )

f b f a f c

g b g a c





 

]: -ثبوت:  , ]a b R  کی گئی ہے۔ اس طرحکی تعریف 

( ) ( ) ( )x f x k g x         جہاںk R  

) اور ) ( )a b  
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)    غورکرو ) ( )a b  

( ) ( ) ( ) ( )f a k g a f b k g b   

۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔(1) ( ) ( ) ( ) ( )k g b g a f b f a   

)  اگر ممکن ہو،فرض کرو ) ( ) 0g b g a  )      یعنی  ) ( )g b g a  تب 

Gرولز کے مسئلہ کے تمال شرائط و  مطمئن کرتا ہے۔ 

( , )c a b سے کہ شرائط  اس طرحموجود ہوتا ہے(iii) ( ) 0g x  تمال،( , )x a b   کے لئے یہ ایک متضاد

) ہے،بیس ) ( ) 0g b g a  ( سے1)    بیس مساوات          
( ) ( )

........(ii)
( ) ( )

f b f a
k

g b g a

 
   

 
    

F ،[a,b]پرمسلسل اورg،[a,b]پرمسلسل ہیں۔ 

(i) ( ) ( ) ( )x f x k g x       بھی مسلسل ہے[a,b] پراورfتفرق پذیر ہے[a,b]پر اورg بھی تفرق پذیر

 پر[a,b]ہے

(ii) ( ) ( ) ( )x f x k g x   بھی تفرق پذیر ہے[a,b]اور پر  ( ) ( )a b     یعنی رولز کے مسئلہ کے تمال شرائط

 مطمئن ہوگئے ہیں۔

)دس    , )c a b   کہ    اس طرحموجود ہوتا ہے( ) 0c   چونکہQتفرق پذیر ہے۔ 

( , )a bپراور( , )c a b  

( ) ( ) ( )c f c k g c     

( ) 0c  

(iii)۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔
( )

( )

f c
k

g c


  


                          ( ) 0g c  

 سےIIIاورIIاس  مساوات 

( ) ( ) ( )

( )

f b f a f c

b a g c





  

 -و چی کا اوسط قیمت کا قضیہ کی دوسری صورت:

کی گئی ہے اس طرحدو تفاعلات کی تعریف f  ،gفرض کرو   : ,f a a h R  اور  : ,g a a h R  سے  اس طرح

 کہ

(i) f  ،g مسلسل ہے ,a a h پر 

(ii) f  ،g  تفرق پذیر ہے ,a a h پر اور 

(iii)       ( ) 0g x تمال  ,x a a h  0پرتب 1   سے کہ  اس طرحموجود ہوتا ہے 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f a h f a f a h

g a h g a g a h





  


  
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 -جو نوٹ کئے گئے ہیں: نقاطاہم 

(i)  اگر ہم( )g x x درج کرتے ہیں تب و چی کا مسئلہ لگرانج کے مسئلہ میں تبدیل ہوجاتا ہے۔ 

(ii) اگر( ) 0f x اور ( ) 0g x  مشترک ریشہ" "aرکھتا ہے تب 

 
( ) ( )

( ) ( )

f x f c

g x g c





 

ریہ اظہار:

 
ت

 -مسئلہ کا جیوم

 .Type equation hereشکل  

و چی اسط قیمت والے قضیہ کی تصدیق کرو تفاعلات -مثاك:

2x اور
3x علاقہ میں۔ [1,2]کے 

 حل:  فرض کرو
2( )f x x      ،

3( )x x    تب 

( ) 2f x x  ،2( ) 3x x  

 تب و چی اوسط قیمت والے قضیہ کے مطابق

(2) (1) 8 7 7

(2) (1) 4 1 3f f

  
 

 
 

اور

( ) 3

( ) 2

x
c

f c





 

7 3

3 2
c 

14

9
c  

 اور ہم یہاں یہ مشاہدہ کرتے ہیں کہ
14

(1,2)
9

c   والے قضیہ کی تصدیق ہوتی ہے۔بیس و چی اوسط قیمت  

)و چی اوسط والے قضیہ میں اگر ہم  -مثاك: ) 2x اور 
1

( )f x
x

'ہو تبC 'a  اورbریہ اوسط ہوگا اور اگر ہم

 
ت

 Typeکا جیوم

2

1
( )x

x
  اور

1
( )f x

x
 'لکھتے ہیں تبC 'a  اورbکا ہارمونی اوسط ہوتا ہے۔ 

)  حل:  اگر )x x اور 
1

( )f x
x

 تب 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b a c

f b f a f c

  



 

1
2

3
2

1

2
11 1

2

c
b a

c
b a








 
 

 

 

       c ab   یا   ab c   

ریہ اوسط ہوتا ہے Cیعنی'

 
ت

 کا دوبارہ اگرفرض کرو bاور a'جیوم
2

1
( )x

x
 اور 

1
( )f x

x
 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b a c

f b f a f c

  



 

32 2

2

1 1

2

1 1

cb a

c

b a





   
        

   
   

   

 

2 2a b ab
c

ab c a b


   


 

 کا۔bاور a' ہارمونی اوسط ہوتا ہے Cیعنی '

 -متفرق مثالات اوسط قیمت والے قضیہ پر:

 کہ اس طرحیہ [0,1]تفرق پذیر ہے  f،g:   اگر1مثاك (0) 2, (0) 0; (1) 6, (1) 2f g f g    

تب بتاؤ کہ  0,1c   کہ  اس طرحموجود ہوتا ہے ( ) 2g (c)f c  . 

 پر [0,1]مسلسل ہوتا ہے f،gپر تب [0,1]تفرق پذیر پرf،gحل: 

 و چی کے اوسط قیمت والے قضیہ کے خاص صورت کے مطابق  0,1c موجود ہوتا ہے تب 

   (1) (0) ( ) (1) (0) ( )f f g c g g f c    

6) یعنی 2) ( ) (2 0) ( )g c f c    

( ) 2g (c)f c  

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ثابت ہواہے

 :  فرض کرو2مثاك 
3( ) 3 0f x x x k    تب بتاؤں کہ و ئی بھی حقیقی عددK کے تفاعل اس طرحموجود نہیں ہوتا ہےf دو 

 متفرق ریشے رکھتا ہے۔فرض کرو کہ  0,1 پر۔ 

  فرض کرو کہ حل:  
3( ) 3 0f x x x k      ، 0,1  ،

2( ) 3 3f x x     

,فرض کرو         دو متفرق ریشے ہیں ( ) 0f x  پر[0,1]کے 

0تب 1,0 1     اور ( ) 0, ( ) 0f f   اور   , 0,1   

مسلسل اور تفرق پذیر ہے fہے،اور3ایک کثیر رکنی ہے جسکا درجہ f(x)بیس  ,  پر۔ 

رولز کے مسئلہ سے ,c     کہ اس طرحموجود ہوتا ہے ( ) 0f c  

 ,c     تب 

23 3 0c   

1c . 

0 1     

1c  
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 جوایک متضاد ہے۔

( ) 0f x   دو متفرق ریشے رکھتا ہے 0,1 پر 

 و ئی قدر نہیں رکھتا۔Kجب کہ

منحنی     -:3مثاك

3y x (1-,1-)سے کہ نقاط اس طرحکے لئے،ایک نقطہ معلول کرو 

 و  ملانے والی خط قطعہ متوازی ہوتی ہے۔خط کے جو مماس ہے۔(2,8)اور 

 فرض کرو   -حل: 1,2 پر.

3( )f x x 

 پر یہاں ہم لگرانج  کار سط قدر قیمت والا مسئلہ استعماك کرتے ہیں۔(2 ,1-)پر اور تفرق پذیر پر[2 ,1-]مسلسل ہےf(x)بیس

 1,2c  کہ اس طرحموجود ہوتا ہے 

2(2) (1)
( ) 8 1 3 (3)

2 ( 1)

f f
f c c


    

 
 

2 1 1c c     

 لیکن 1 1,2   

C=1کے درمیام واقع ہوتا ہے(2 ,1-)ہی 

 کے۔ABپر کھینچا گیا مماس متوازی ہوتا ہےکارڈ(2,8)اورA(1- ,1-)اگر

 پر(1 ,1-)فرض کرو  -مثاك:
1 1( ) sin cosf x x x   

 ہم جانتے ہیں کہ -حل:

2 2

1 ( 1)
( )

1 1
f x

x x


  

 
 

0 ( 1 1)x    

 پر۔(1 ,1-)ایک مستقل تفاعل ہےfبیس 

0x مستقل کی قدر معلول کرنے کے لئے   درج کرنا ہے تب ( )f x cحاصل ہوگا۔ 

 چونکہ  1 1sin cos , 1,1
2

x x x
     

c
2


  

10.22  قدروالے قضیہ و  استعماك کرتے ہوئے بتاؤ کہ لگرانج  کے اوسط  -مثاك: 105 10.25  

 فرض کرو  -حل: 100,105x  تمال ( )f x x 

)یہاں ہم یہ مشاہدہ کررہے ہیں کہ )f xمستقل اور تفرق پذیر ہے 100,105 پر اور 
1

( )
2

f x
x

  
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لیگرانج کے اوسط قدر والے قضیہ کے مطابق 100,105c   کہ اس طرحموجود ہوتا ہے 

. 
(105) (100)

( )
105 100

f f
f c





 

105 100 1

5 2 c


  100تمال 105c  

5
105 10

2 c
  

100لیکن 105c  

100 105c   

10 105 11c    

1 1 1

10 11c
   

5 1 5 1 5 1
. . .

2 10 2 2 11c
   

5 5
105 10

22 20
    

0.22 105 10 0.25    

10.22 105 10.25   

 پس ثابت کیا گیا ہے۔

 بتاؤ کہ  -مثاك:
1 2 1 2sin sinx x x x   1تمال. 2,x x R  کے لئے 

1فرض کرو ک -حل: 2x x 1تب 2 0x x اور 

1 2 1 2 1 2sin sin 0 sin sinx x x x x x      

1فرض کرو کہ 2x x 

)فرض کرو کہ ) sinf x x تمال 1 2,x x x  

( )f x  مستقل اور تفرق پذیر ہے 1 2,x x پر لیگرانج کے اوسط قدر والے مسئلہ سے 1 2,c x x   سے کہ اس طرحہے 

 1 2

1 2

sin sin
cos

x x
f c c

x x


 


 

1 2

1 2

sin sin
cos 1

x x
c

x x


 


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1 2 1 2sin sinx x x x   

1ہیںاسی طرح ہم ثابت کرتے  2x xنتیجہ 

 عال اوسط قدر والے مسئلہ  12.6

 سلسلے کے پھیلاؤ

 -ٹیلرس کا مسئلہ: 12.6.1

اگر  : ,f a b R  

( 1)nf 
 (i)مسلسل ہے ,a b پر 

 (ii) 
( 1)nf 

یاپر (a,b)تفرق پذیر ہے

( )nfوجود ہوتا ہے(a,b) پراورp Z    تب ایک نقطہ ,c a b   اس طرحموجود ہوتا ہے 

 کہ

 
     

2 1

( 1)

n( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) R
1! 2! ( 1)!

n

n
b a b a b a

f b f a f a f a f a
n




  

      


 

 جہاں
   

( )
( 1)!

p n p

n

n

b a b c
R f p

n p


 




 

 جو باقی رکن ہے

 فرض کرو  -ثبوت: : ,f a b R    کی جاتی ہے اس طرحکی        تعریف 

 
     

2 1

( 1)[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1! 2! ( 1)!

n p

n
b x b x b x b x

F x f b f x f x f x f x A
n b a




    

           
 

 F(a) = aحقیقی عدد ہے اورAجہاں

[ ] 0F a  

     
2 1

( 1)0 ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1! 2! ( 1)!

n p

n
b a b a b a b a

f b f a f a f a f a A
n b a




    

            
 

   
1

( 1)( ) ( ) ( ) ... ( ) ........(1)
1! ( 1)!

n

n
b a b a

f b f a f a f a A
n




 

    


 

 

( 1)nf 
 مسلسل ہے  ,a b پر یعنی

( 1), ,... nf f f f    مسلسل ہے ,a b پر 

( 1)nf 
تفرق پذیر ہے  ,a bیعنی

( 1), ,... nf f f f  .تفرق پذیر ہے(a,b)پر    

 چونکہ       
2 1

, ,.... ,
n p

b x b x b x b x


    
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 پر۔Rپذیر ہےمیں اور یہ مسلسل اور تفرق xکشید رکنی ہے

 پر اور تفرق پذیر ہے(a,b)مسلسل ہےFپس یہ تمال ,a b ؎پر 

 اور
   

1

( 1)[ ] ( ) ( ) ( ) ... ( ) 0
1! ( 1)!

n p

n
b b b b b b

F b f b f b f b f b A
n b a




   

         
 

]چونکہ ] 0F a  کی تعریف کے مطابق[ ] [ ]F a F b،  : ,f a b R  رولز کے مسئلہ کے تمال شرائط و  مطمئن کرتا

ہے،تب ایک نقطہ ,c a b   کہ اس طرحموجود ہوتا ہے( ) 0F c  تمال ,x a b کے لئے 

 
 

   
2

( 1)

1

[ ] ( ) ( ) ( ) ... ...... ( ) ( )
1! ( 2)! ( 1)!

( )
( )

n

n n

p p

p

b x b x b x
F x f x f x f x f x f x

n n

A
b x

b a





       
            

     

 


 
1

( ) 1[ ] ( ) ( )
( 1)! ( )

n

pn p

p

Ab x
F x f x b x

n b a




 

    
 

 

تمال    ( ) 0 , ,F c a b    

 
1

1( ) ( ) 0
( 1)! ( )

n

pn p

p

Ab c
f c b c

n b a




 

   
 

 

   
  ( )

( ).......(2)
( 1)!

p n p

n
b a b c

A f c
n p

 



 

 ( سے2( اور)1مساوات)

     
1

( 1)
( )

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
1! ( 1)! ( 1)!

n p n p

n n
b a b a b a b c

f b f a f a f a f c
n n p

 


   

    
 

 

 -ریمارک:
  ( )

( )
( 1)!

p n p

n

n

b a b c
R f c

n p

 



 

وورت بھی کہتے ہیں۔nو 
ی ط ہ
چ

 ارکام کے بعد کا باقی کہتے ہیں۔اسکو باقی کی رو

(i) اگرP=nدرج کریں تب ہم و  حاصل ہوگا 

  ( )

( )!

n n

n

b a f c
R

n


 

 جسکو لیگرانچ کی باقی صورت کہتے ہیں۔

(ii) اگرP=1درج کریں تب ہم و  حاصل ہوگا 

  1( )
( )

( 1)!

n

n

n

b a b c
R f c

n

 



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 جس و  و چی کی باقی صورت کہتے ہیں۔

 -ٹیلرس کے مسئلہ کی دوسری صورت:

اگر  : ,f a a h R  کہ اس طرح 

(i) 

( 1)nf 
مسلسل ہے ,a a h پر 

( 1)nf 
 (ii)  تفرق پذیر ہے ,a a h پر اور   p Z     0تب ایک حقیقی عدد 1   سے کہ اس طرحموجود ہوتا ہے 

2 1
( 1)

n( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) R
1! 2! ( 1)!

n
nh h h

f a h f a f a f a f a
n


       


 

جہاں

 1 ( )

( 1)!

n pn n

n

h f a h
R

n p

 


 



 

  -ریمارکس:

(i) روچی صورت

 1 ( )

( 1)!

n pn n

n

h f a h
R

n p

 


 



 

(ii)لیگرانج صورت

( )

!

n n

n

h f a h
R

n


 

(iii)و چی صورت 
 

1
1 ( )

( 1)!

nn n

n

h f a h
R

n

 


 



 

 -میک  ریں کا مسئلہ:12.6.2

اگر تفاعل  : 0,f x R سے کہ اس طرح 

(i) 

( 1)nf 
 مسلسل ہے  0, x پر 

( 1)nf 
 (ii) تفرق پذیر ہے 0, xپر اورp Z   تب 

ایک حقیقی عدد 0,1  سے کہ اس طرحموجود ہوتا ہے   

   
1

( 1)
1 ( )

( ) (0) (0) ... (0)
( 1)! ( 1)!

n n pn n

n
x x f x

f x f xf f
n n p

 
 




    
 

  

 تفاعل -ثبوت: : 0,f x R کی گئی ہے 

 
1

( 1)[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
( 1)!

n p

n
x s x s

F s f x f s x s f s f s A
n x




  

        
  

  

(0)منتخب کیا جاتا ہے کہ اس طرححقیقی عدد و  Aیہاں 0F  

1
( 1)0 ( ) (0) (0) ... (0)

( 1)!

n
nx

f x f x f f A
n


     


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1
( 1)( ) (0) (0) ... (0) ......

( 1)!

n
nx

f x f x f f A I
n


    


 

( 1)nf 
 مسلسل ہے  0, x پر 

) یعنی 1), , ,..... nf f f f   مسلسل ہے 

( 1)nf 
تفرق پذیر ہے 0, x پر 

یعنی

( 1), , ,..... nf f f f   تفرق پذیر ہے 0, x پر 

 یہاں 
12 3 1

( ), ( ) , ( ) ,.... ,

p
n x

x s x s x s x s
x

  
     

 
 

 کثیر رکن تفاعلات ہیں اور وہ مسلسل اور تفرق پذیر ہے 0, x پر 

 مسلسل ہےFاب 0, x پر اورتفرق پذیر ہے  0, x پراور 

 
1

( 1)[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) 0
( 1)!

n p

n
x x x x

F x f x f x x x f x f x A
n x




  

        
  

  

[ ] (0)F x f  

 شراعط و  مطمئن کرتا ہے۔پس ایک نقطہرولز کے مسئلہ کے تمال Fپس 0,c x   کہ  اس طرحموجود ہوتا ہے     [ ] 0F c  یعنی

0 1    سے کہ   اس طرح( ) 0F x  

 لیکن 

  

   
 

2

2

( 1) ( )

2( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0 ( ) 1 ( ) ( ) ( )

2! 2!

1 ( )
....... ( ) ( ) ( 1)

( 1)! ( 1)!

nn
pn n

p

x s f s x s f s
F s f s f s x s f s

n x s x s A
f s f x p x s

n n x





    
           

 

    
     

   

 

 
 ( )( ) ( )

( 1)!

n

pn

p

x s A
F s f x p x s

n x


    


 

 
 ( )( ) 0 ( ) 0

( 1)!

n

pn

p

x x A
F x f x p x x

n x


  


      


 

 1
........( )

( 1)!

n pnx
A II

n p








 

 سےIIاورIمساوات

 
2 1

( 1) ( 1) (1 ) ( )
( ) (0) (0) (0)... (0) (0)

2! ( 1)! ( 1)! ( 1)!

n n n n p n
n nx x x x f x

f x f xf f f f
n n n p

  
  

      
  

.  

( روچی کی باقی صورت 1ریمارک:  

(1 ) ( )

( 1)!

n n p n

n

x f x
R

n p

 



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p n درج کرنے پر لیکرانج کی صورت حاصل ہوتی ہے۔ 

( )

( )!

n n

n

x f x
R

n


 

1p  درج کرتے ہوو چی کی صورت حاصل ہوتی ہے 

1(1 ) ( )

( 1)!

n n n

n

x f x
R

n

 



 

0a ( ٹیلرس کی صورت میں اگر ہم2 اور b x،c x 

 درج کرتے ہیں تب ہمکو میک  رین کی صورت حاصل ہوتی ہے۔

 نتیجہ)ٹیلرس کی صورت(: (3

)، اگر ٹیلرس کے مسئلہ کے تمال شرائط و  مطمئن کرتا ہےfایک تفاعل   , )a h a h  اور[ , ]x a h a h   تب( )f x   و

 مندرجہ ذیل کی صورت میں لکھاجاتا ہے

 
 

2

1 ( 1)1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )... ( )

2! ( 1)!

1
( ) ( ) ; 0 1

!

n n

n n

x a
f x f a x a f a f a x a f a

n

x a f a x a
n

 

 


      


     

 

 -کا مسئلہ(:( نتیجہ )میک  رین 4

)ایک تفاعل )f x اگر ٹیلرس کے مسئلہ کے شرائط و  مطمئن کرتا ہے، [ , ]h h  0پرh   اور[ , ]x h h  

 تب

2
1 ( 1)1 1

( ) (0) (0) (0)... (0) .... ( ) ; 0 1
2! ( 1)! !

n n n nx
f x f xf f x f x f x

n n
          


  

 -سلسلہ:ٹیلرس کا 12.6.3

] تفاعل ہر درجے کے مسلسل تفرق رکھتا ہےf اگر -تعریف: , ]a h a h   0میں اور ٹیلرس کا باقیnR جیسا کہn  تب

]تمال , ]x h h  کے لئے 

2
( )

0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )... ( ) ...

! 2! !

n n
n n

n

x a x a x a
f x f a f a x a f a f a f a

n n





  
         

"کا            fجسکو ٹیلرس کا سلسلہ "a صفر پر    کہتے ہیں۔ 

 -میک  رین سلسلہ: 12.6.4

]درجہ کے مسلسل تفریق رکھتا ہے  fاگر تفاعل -تعریف: , ]h h 0 میں اور میک  رین کا باقیnR  ہوتا ہےجیسا کہn  تب

]تمال , ]x h h   کے لئے 
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2
( )

0

( ) ( ) ( )
( ) (0) (0) ( ) (0) (0)... (0) ...

! 2! !

n n
n n

n

x x x
f x f f x f f f

n n





       

 صفر پر کہتے ہیں۔ "0"کا            fجسکو میک  رین کا سلسلہ

غور کرو  -مثاك:

5 4 3 2( ) 2 2 1f x x x x x x      عال اوسط قیمت والے قضیہ و  استعماك کرتے ہوئے ( )f x   و( 1)x   کے

 ارکام میں پھیلاؤ۔

5 حل: دیا گیا ہے 4 3 2( ) 2 2 1f x x x x x x      

1]میں اور یہ مسلسل اور تمال تفرقات رکھتا ہےxویں درجہ کا5ایک کثیر رکنی ہے۔ , 1 ]h h  

hبند وقفہ میں جہاں R  5ویں درج تک پہنچے تک

5 4 3 2( ) 2 2 1f x x x x x x      

(1)پس 0, (1) 0, (1) 0, (1) 18, (1) 72, (1) 120v vf f f f f f         

تمال 6nکے لئے 
( ) ( ) 0nf x  

 ٹیلرس کے سلسلے سے

2 3 4 5( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) (1) ( 1) (1) (1) (1) (1) (1)

2! 3! 4! 5!

v vx x x x
f x f x f f f f f

   
           

3 4 518( 1) 72( 1) 120( 1)
( ) 0 0 0

3! 4! 5!

x x x
f x

  
       

3 4 5( ) 3( 1) 3( 1) ( 1)f x x x x      

) اگر  -مثاك: ) log(1 )f x x  

 صورت میں لکھئےتب ٹیلرس کے مسئلہ و  لیگرانج کے باقی 

)حل:  فرض کرو ) log(1 )f x x  یہ،n2)ویں تفرق رکھتا ہے تمال , 2 )x h h   0 کے لئےh اور 

1
( )

1

( 1)
( )

(1 )

n
n

n
f x

x









 

1
( )

(1 )
f x

x
 


,  

2

1
( )

(1 )
f x

x


 


,

3

2
( )

(1 )
f x

x
 


 ,  

4

6
( )

(1 )

vf x
x


 


 

, , ,f f f f     2]تمال مسلسل ہے , 2 ]h h      پر   اور( )f x 2]تفرق پسیر ہے , 2 ]h h   ، ہو ٹیلرس کے مسئلہ سے

 ہم لکھ سکتے ہیں

     
2 3 4

2 3 2
( ) (2) ( 2) (2) (2) (2) (2 2)

2! 3! 4!

v
x x x

f x f x f f f f x
  

            

0 جہاں 1  
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. 
     

2 3 4

2 3

2 2 21 1 2 6
log(1 ) log3 ( 2)

3 2! 3 3! 3 4! 2 2

x x x
x x

x

         
               

        
 

     

 

2 3 4

42 3

2 2 2 6 22
log3

3 2!3 3!3 4! 2 2

x x xx

x

   
     

   
 

 بتاؤ کہ   -مثاك:

3 3 5

sin
3! 3! 5!

x x x
x x x     0xتمال    

اور

3 5 3

sin
3! 5! 3!

x x x
x x x     0 تمالx  

0xفرض کرو (i)حل:  صورت   تب 

, sin 0x  ,
3 5

0
3! 5!

x x
x      

3

0
3!

x
x   

   اس طرح

3 3 5

sin
3! 3! 5!

x x x
x x x      

0x فرض کرو (ii)صورت  اور ( ) sinf x x تمال [ , ]x h h  

0h  جو میک  رین مسئلہ کے تمال شرائط و  مطمئن کرتا ہے اور     

( ) cosf x x , ( ) sinf x x   , ( ) cosf x x   

( ) sinvf x x , ( ) cosvf x x 

 کی صورت میں ارکام کے بعد ہم و  حاصل ہوگا۔nRمیک  رین کے مسئلہ و  استعماك کرتے ہوئے 

2 3

( ) (0) (0) (0) ( )
2! 3!

x x
f x f xf f f x     0   جہاں 1  

2 3

sin sin 0 (cos0) ( sin 0) (cos )
2! 3!

x x
x x x     

3

sin (cos )
3!

x
x x x  

cosلیکن  1 , 0x x x    

3 3

cos
3! 3!

x x
x x x    

3 3

sin cos
3! 3!

x x
x x x x    

 ارکام5کےnR ٹیلرس کے مسئلہ و  استعماك کرتے ہوئے لیگرانج کی صورت 

3 5

sin (cos )
3! 5!

x x
x x x   

cosلیکن 1 , 0x x x   . 
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3 5 3 5

(cos )
3! 5! 3! 5!

x x x x
x x x     

بیس

3 3 5

sin
3! 3! 5!

x x x
x x x     

 سے(ii)اورصورت (i)پس صورت 

0x تمال 
3 3 5

sin
3! 3! 5!

x x x
x x x     

 (iii)صورت

0xفرض کرو   ،    x y    0کرو جہاںدرجy   

 (iii)اب صورت

0y تمال 
3 3 5

sin
3! 3! 5!

y y y
y y y     

3 3 5( ) ( ) ( )
( ) sin( )

3! 3! 5!

x x x
x x x

  
        

0x  تمال پس ثابت ہوگیا ہے 

 -مثالات:

   

xe   (i) کا پھیلاؤ 

x فرض کرو  -حل: R  تمال ( ) xf x e 

n N اور x R تمال 
( ) ( )n xf x e 

n N  تمال
( ) 0(0) 1nf e   

 اور
( ) ( )n xf x e موجود ہوتا ہے اور یہ مسلسل ہے 

x تمال R  کے لئے 

زرانج صورت 
ج گ
لب 

 کیnRاب 

0اور 1  جہاں

( ) ( )
!

n
n

n

x
R f x

n
 

0 1   ،
!

n
x

n

x
R e

n

 

0لیکن
!

n

n

x
Lt

n
. 

0. 0
!

n
x x

n
n n n x

x
Lt R Lt Lt e e

n

 

  

   

( ) xf x e میک  رین سلسلہ کا پھیلاؤ ہے تمال [ , ]x h h  کے لئے 
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2

(0) (0) (0) ....
2! !

n
x x x

e f xf f
n

      

2

0

1 ....
2! ! !

n n

n

x x x
x

n n





      

2 )sin x کا پھیلاؤ 

x حل: فرض کرو R  تمال( ) sinf x x کے لئے 

x بیس R  تمال
( ) ( ) sin

2

n n
f x x

 
  

 
 

n N  اور تمال

( ) (0) sin
2

n n
f


 

(0)کہ    اس طرح 0f   ،(0) sin 1
2

f


  ،(0) sin 0,f       

یعنی اگر

( )
0,

(0)
1,

n
if n is even

f
if n is odd


 


. 

( ) ( ) sin
2

n n
f x x

 
  

 
 

 پرR موجود ہے اور مسلسل ہے

f  مسلسل تفرق رکھتا ہے ہر درجہ کا [ , ]h h  پر 

0hجہاں  

nRکے   لگرانج کی صورت 

( )( ) sin
! 2

n
n

n

x n
R f x x

n


 

 
   

 
 

0 1 جہاں 

sin
! 2 !

n n

n

x n x
R x

n n




 
   

 
 

x R  0 تمال
!

n

n

x

n
Lt


 
 

 
 

0n
n

RLt


 

0nبیس
n

RLt


 

)   یعنی ) sinf x xمیک  ریں سلسلہ کا پھیلاؤ ہے 

]تمال , ]x h h  0کے لئے اورh  

x پس تمال R  کے لئے 
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. 
2 3

sin 0 (1) (0) ( 1)
2! 3!

x x
x x         

3 5

3! 5!

x x
x      

 کرتے ہوئے ثابت کرو کہ( میک  ریں کے مسئلہ و  استعماك 3

2 42 2
cos 1

3! 4!

x x x
e x x       

) فرض کرو  -حل: ) cosxf x e x تمالx R کے لئے 

ہم جانتے ہیں      کہ     ( ) ( ) 2 cos
4

n
n x n

f x e x
 

  
 

  

n N اور x R تمال. 

n اب N  تمال  ( )
2(0) 2 cos

4

n
n n

f
 

  
 

 

(0)جیسا کہ  1f ,
1

(0) 2. 1
2

f    

3
2

1
(0) 2(0) 0, (0) 2 2

2
f f

 
       

 
 

)پس  )f x مسلسل تفرق رکھتا ہے [ , ]h h 0پر اورh  

 کا لیگرانچ صورت nR غور کرو

22 .cos
! 4

n
n

x

n

x n
R e x

n

 

 

  
 

 

2 22 . cos 2
! 4 !

n n
n n

x x

n

x n x
R e x e

n n

 

 

   
 

 

0 لیکن
!

n

n

x
L

n
 0اورn

n
L R


 

( ) cosxf x e x   میک  ریں سلسلہ کت پھیلاؤ رکھتا ہے تمال[ , ]x h h کے لئے اور تمال x R .کے لئے 

2 3 4

cos 1 (1) (0) ( 2) ( 4)
2! 3! 4!

x x x x
e x x           

3 42 4
1

3! 4!

x x
x        

بتاؤ کہ   -مثاك:.

3 5
1 9

sin
3! 5!

x x
x x        
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حل: فرض کرو 1,1x  1 تمال( ) sinf x x 

2

1
( ) ........(1)

1
f x

x
 


. 

T   
221 ( ) 1x f x   

   
221 .2. ( ) ( ) ( 2 ) ( ) 0x f x f x x f x       

 دفعہ تفرق کرتے ہوئے ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔کے مسئلہ سے ہم و  حاصل ہوگا۔ nو        (2)مساوات کت

            2 1 12 ( 1)
1 . ( ) . ( 2 ) ( 2) . ( ) . (1) 0

2

n n n n nn n
x f x n f x f x f x n f

   
         
 

. 

       2 12 21 . ( ) (2 1). . ( ) ( ) 0
n n n

x f x n x f x n f x
 

      

0x  ،درج کرنے پر 

   2 2(0) . (0) 0
n n

f n f


   

   2 2(0) . (0)
n n

f n f


  

)1 پس ) sinf x x مسلسل تفرق رکھتا ہے،ہر درجہ کا   , 1,1h h  .،0 پرh  

پس 
2(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 1f f f f        

2 2 2(0) 2 , (0) 0, (0) 3 ; (0) 3vf f f f      

 سلسلہ کے پھیلاؤ کے مطابقمیک  رین کے .

2 3 4 5

( ) (0) (0) (0) (0) (0) (0) ....
2! 3! 4! 5!

v vx x x x
f x f xf f f f f          

3 5
20 (1) 0 (1) 0 (3) ....

3! 5!

x x
x       

. 
3 5

9 ....
3! 5!

x x
x    

3 5
1sin 9 ....

3! 5!

x x
x     

) -مثاك: )
4

f x sin x
  

   
  

 و  میک  رین کا مسئلہ استعماك کرتے ہوئے پھیلاؤ۔.

xفرض کرو    -حل: R .تمال( )
4

f x sin x
  

   
  

. 

)ہم جانتے ہیں کہ )f x  کاn  واں تفرق

( )( )nf x ہے۔ 

nاور N  تمال.کے لئے( )(0)
4 4

n n
f sin

  
  

 
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اس طرح

1
(0)

4 2

n
f sin

 
  

 
. 

1
(0)

2 4 2
f sin

  
    

 
 

( )( )nf x.موجود ہوتا ہے اور یہ مسلسل ہےR.پر 

f مسلسل تفرق رکھتا ہے  ,h h 0 جہاںh   لیگرانج کی باقی صورت سے.sin
! 4 4

n

n

x n
R x

n

 


 
   

 
. 

0جہاں  1 . 

. sin
! 4 4 !

n n

n

x n x
R x

n n

 


 
    

 
. 

0n
n

RLt


 

0n
n

RLt


 

. ( )
4

f x sin x
 

   
 

 میک  ریں سلسلہ کے پھیلاؤ رکھتا ہے

]تمال , ]x h h  0کے لئےh  

xپس،تمال R .کے لئے 

2 3 41 1 1 1 1

4 2! 3! 4!2 2 2 2 2

x x x
sin x x

 
          

 
 

2 3 41
1 ....

2! 3! 4!2

x x x
x

 
      

 
 

 -و شش کریں اور حل کریں:

1).
3 5

2sin ....
3 30

x x x
e x x x     

2 )nR.زرانج صورت کے ساتھ
ن کگ
ل

)و   ) cosf x x 

3 )

8 5x x. و ( 1)x  کی قوتوں میں پھیلاؤ 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 12.7

 تفرق پذیری،الجبرا

 (Learning Outcomesاکتسابی نتائج)  12.8
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علاقہ پر تفرق پذیر ہونے و  سمجھا۔ہم اس یونٹ میں ہم نے مختلف نقاط پر بحث کی اور و ئی تفاعل کے نقطہ پر تفرق پذیر ہونا اور و ئی 

 نے کئی اہم سوالات و  حل کیا ہے جس میں تفاعل کے تفریق پذیر پر روشنی ڈالی ہے۔

 یہاں پر الجبراء کے تفرق پذیر تفاعلات کی فہرست بھی تیار کی ہے۔خاص کر ہم نے رولز کا مسئلہ لیگرانج کا مسئلہ اور و چی کا اوسط قدر

ثبوت کے ساتھ پزائ ہے۔اس کے ساتھ کئی حل شدہ سوالات پر عنوام حل کئے۔ اس کے بعد ٹیلرس کے مسئلہ اور  والے قضیہ و  ام کے

)میک  رین کے مسئلہ کی بھی مشق کی اور دئے ہوئے تفاعلات )f x و  ام سلسلوں سے پھیلانے کاہنر سیکھا ہے۔ 

 میں حل شدہ سوالات بچوں کی مدد کے لئے درج کیا ہے۔آخر کار ہم نے بہت اچھے اور کافی مقدار  

 (Model Examination Questions)امتحانی  سوالات نمونہ  12.9

 (Objective Answer Type  Questions)معروضی جوابات کے  حامل سوالات 12.9.1

  (Aخالی جگہ و  پُر کریں 

)دائیں اور بائیں ہاتھ کے تفرقات1) ) 2f x x  0 اگرx  )اور . ) 2f x x .  0اگرx  0اورx  

 پر۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔

 جواب:   ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔

2 )

2( )f x x x0 کا تفرقx  پر 

 جواب:  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔

 یا۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔f(رولز کا مسئلہ ناقابل قبوك ہوتا ہے اگر تفاعل3

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔غیر مسلسل ہوتا ہے۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔پر(i) جواب:

 (ii)۔۔۔۔۔تفرق پذیر نہیں ہوتا۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔پر 

( اگر4 : 0,3f R کی تعریف( ) 0f x .تمال 
1

0,
2

x
 

   
مسلسل ہےfسے لی گئی ہے۔کیا .

1

2
x .پر۔۔۔۔۔۔۔۔ 

 جواب:   نہیں

) ( اگر5 )f x x .،  2,2  میں روز کا مسئلہ استعامل نہیں ہوتا کیونکہ۔۔۔۔۔۔۔۔۔  

)جواب:    )f x x.تفرق پذیر نہیں ہوتا 0 2,2 . 

)(کیا رولز کا مسئلہ6 ) tanf x x.،0a .اورb . ہوتا ہے۔کے لئے استعماك 

 جواب :  نہیں

(تفاعل7 1,2.پر 
2( ) 1f x x   کی قدر کیا ہوگی۔.cلیگرانج اوسط قدر والے تفاعل سے.

جواب:  
3

2
c . 



 

197 

 

 ( متعدد امتحانی سوالات8

ن کہ کم از کم ایک نقطہ 1
ھ
ی     .c(جیومٹری کے مطابق اوسط قیمت والے قضیہ کہتا 

ت

جب

ت

جب
م

( )y f x  جسکا x )محور. , )a b. پر واقع ہوتا ہے تب

 اس کا ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔

(a    y x  کے متوازی ہوگا  (b   yمحور کے متوازی ہوگا 

(d ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔کے سر  کے نقاط  (c xمحور کے متوازی ہوگا 

 d)جواب:   )

)(اگر رولز کا مسئلہ2 )y f x. ،[ , ]a b.پر تصدیق ہوتا ہے تب ایک نقطہ( , )c a b . کہ  اس طرحموجود ہوگا 

 ( ) 0f c  (a (b     ( ) 0f c  ( ) 0f c  (c (d   ( ) 0f c  

 b)جواب:   

3) c   ی

ت

جب

ت

جب
م

) کی قدر  )y f x، 1,1میں،لیگرانج کے مطابق 

 (a 1    (b2  (cType equation here. (dType equation here.میں 

 d)جواب:   

4) C کی قدر معلول کرو،تفاعل

2( ) 8 12f x x x  .،(2,6).مسئلہ کے مطابق میں رولز کے 

 (a 4   (b6   (c 8   (d 2 

 a)جواب:  

 ( و چی اوسط قدر والا مسئلہ مختصر ہوتا ہے۔لیکرانج اوسط قدر والے مسئلہ کے ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔5

  (a. ( ) 0f x   (b.    ( )g x x 

 (c.  ( ) 0f c  (d     ( ) 0g x  

 b)جواب: 

(اوسط قدر والے مسئلہ میں6

( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a





0aاگر. .،

1

2
b  اور( ) ( 1)( 2)f x x x x   تبc کی

 قدر۔۔۔۔۔۔۔۔۔

 (a. 
15

1
6

 1 15 (b. (c 

21
1

6
    (d          1 21. 

 c)جواب:   

 (Short Answer Type  Questions)مختصر جوابات کے  حامل سوالات 12.9.2

 پر تفاعل کے تفرق پذیر ہونے کی تصریف لکھئےx۔نقطہ1
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 ۔وقفہ میں تفاعل کے تفرق پذیر ہونے کی تعریف لکھئے2

 ۔رولز کے مسئلہ و  بیام کرو؟3

 ۔لیکرانج اوسط قدر والے قضیہ و  بیام کرو4

 ۔و چی کے اوسط قدر والے قضیہ و  بیام کرو5

 کے ساتھnR۔ٹیلرس کے سلسلہ کی تعریف کرو مختلف 6

 کے ساتھnRتعریف کرو مختلف۔میک  ریں کے سلسلہ کی 7

 ۔ٹیلرس کے مسئلہ و  بیام کرو؟8

 ۔میک  ریں کے مسئلہ و  بیام کرو؟9

 ۔اوسط قدر والے قضیہ کے کیا اطلاق یا استعمالات لکھئے۔10

ریہ پر بحث کیجئے۔11

 
ت

 ۔رولز کے مسئلہ کا جیوم

ریہ نظر12

 
ت

 یہ لکھئے۔۔لیگرانچ اوسط قدر والے قضیہ کا جیوم

 (Long Answer Type  Questions)طویل جوابات کے  حامل سوالات 12.9.3

ریہ نظریہ بھی لکھئے۔1

 
ت

 ۔رولز کے مسئلہ و  بیام اور ثابت کرو ۔اور اسکا جیوم

ریہ نظریہ بھی لکھیے2

 
ت

 ۔لیگرانج اوسط قدر والے قضیہ و  بیام اور ثابت کرواور اسکا جیوم

 قضیہ و  بیام کرو ثابت کرو اور اسکاترسیمی اظہار بھی کیجئے۔۔و چی اوسط قدر والے 3

 ۔میک  ریں سلسلہ کے پھیلاؤ کی تعریف کرو مختلف باقی صورتوں کے ساتھ4

 ۔ٹیلرس سلسلہ کے پھیلاؤ کی تعریف کرو مختلف باقی صورتوں کے ساتھ بیام اور ثابت کرو5

 میک  ریں کا مسئلہ(ii) ٹیلرس کا مسئلہ (i)۔6

 ذیل کے اطلاق پر بحث کرو۔ ۔مندرجہ7

 (i)رولز کا مسئلہ (a.  0,2   میں ( ) sinf x x . 

      (b.   0,   میں( ) tanf x x. 

   (c.   
3 2( ) 6 11 6f x x x x     ، 1,3 پر 

 (ii)لیگرانج اوسط قدر والے مسئلہ 

 (a , 1, ( ) logb e a f x x   (b 
1

1, 1, ( )b a f x
x

     . 

8cکی قدر معلول کرو۔اگراوسط قدر والے مسئلہ کے شرائط و  مطمئن کرتا ہے۔ 
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 (i)ل

گ

ن
س
م

 لیگرانج کا 

 (a      ( ) ( 1)( 2)( 3)f x x x x       ، 0,4 پر 

 (b     

31
, 1; ( )

2
h a f x x   

 (ii)و چی اوسط قدر والے مسئلہ 

 (a  
2

1 1
[ , ] ' ( ) ' ( )a b g x f x

x x
  پر, 0a b  

 (b.  [ , ] ' ( ) ' ( )x xa b g x e f x e  پر, 0a b  

 (c     ' ( ) cos ' ( ) sing x x f x x  ,0
2

 
  
 پر 

 (d     

2' ( ) cos ' ( )g x x f x x  0,
2

 
  
 پر 

 (مندرجہ ذیل و  ثابت کرو،اوسط قدر والے مسئلہ و  استعماك کرتے ہوئے9

 (i).   1 1 0x xx e xe x      

 (ii).    
2 2

log(1 )
2 2(1 )

x x
x x x

x
    


  ،0x  کے لئے 

(iii)  1 1

2 2
tan tan

1 1

y x y x
y x

y y

  
  

 
 ،0 y x     .کے لئے نیز اخذ کرو کہ 

13 4
tan 6

4 25 3 4

   
    

 
 

(iv).      13 1
sin 0,6

6 15 6 8

     

 (مندرجہ ذیل کا پھیلاؤ لکھئے10

 (i). 

xe (ii). (iii) cos x .      log(1 )x 

ی صورت کے ساتھ.nRمیک  ریں کے مسئلہ و  استعماك کرتے ہوئے

ج ک

ت

ی

 کے لیگرا

(ii)میک  ریں کے مسئلہ و  استعماك کرتے ہوئے ثابت کرو 

3 5
2sin

3 30

x x x
e x x x         . 

3 5
1tan

5 5

x x
x x          

 
 

 (Suggested Learning Resources)اکتسابی موادتجویزکردہ  12.10

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4
th

  Edition , 2014 
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3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4
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 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 
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ل۔ 13اکائی
م
ک

گ

ن

 -Iریمام 

(Riemann Integral) 

 اجزااکائی کے 

 مقاصد   13.0

 تعارف   13.1

 نقاطابتدائی    13.2

 ریمام کا مجموعہ بالائی ریماں کا مجموعہ    13.3

 U(P.F)اورL(P.F)تقسیم کے مسئلہ   13.4

 مثالیں   13.5

 کلیدی الفاظ   13.6

 اکتسابی نتائج   13.7

 نمونہ امتحانی سوالات   13.8

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 13.8.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 13.8.2

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 13.8.3

 تجویزکردہ اکتسابی مواد   13.9
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 (Introduction)تمہید  13.0

ل اس کا لف مث مشتق ہوتا ہے۔ 
م
ک

گ

ن

میں ریماں ایک نیا تصور پیش کیا جسکو 1850سابقہ مطالعہ سے ہم جانتے ہیں کہ و ئی تفاعل کا 

ل 
م
ک

گ

ن

ل کا نال دیا۔ جسےمجموعوں کے اتہائ کے 
م
ک

گ

ن

کہتے ہیں۔انہوں نے اتہائئی مجموعوں اور رقیوں کلے طرے م و  اتہائئی جمع بندی کرتے ہوئے 

ل دوسر  طریقہ سے چند تفاعلوں کے ذریعہ پیش کیاجو ایک وقفہ پر 
ن لک
طور پر یا تفرق کے معکوس عمل کے طور پر پیش کیا۔ریماں نے اس و  

ل و  استعماك کرتے ہوئے اہم مختلف تفاعلات کا مطالعہ کریں تعریف کیے
م
ک

گ

ن

ل پذیر تفاعل کیا گیا۔ہم ریماں 
م
ک

گ

ن

 گئے تھے۔ام تفاعلوں و  ریماں 

ل نہیں ہوتے۔
م
ک

گ

ن

ن کہ بعض تفاعلات ریماں 
ھ
 گے جیسے زینہ تفاعل،مسلسل تفاعلات مونوٹوں تفاعلات وغیرہ۔ہم نے دیکھا 

ل و  سمجھنے کے
م
ک

گ

ن

ل سے متعلق ہے اسکو مجھیں  گے۔پس ہم ریماں 
م
ک

گ

ن

  لئے ابتدائی تصورات جو ریماں 

 (Objectives)مقاصد 13.1

اس اکائی  کے مطالعہ کے بعد طلبا و  اس قابل ہوجانا چاہئے کہ وہ زیریں ریماں حاصل جمع اور بالائی ریماں حاصل جمع کے معنی اور  

کی بحث کی جائیگی اور اسکے منسلک مسئلے بھی پزھیں گے۔اساکائی میں جن  نقاط پر مقاصد پر عبور حاصل کرچکے ہونگے۔یہاں چند اہم تقسیم

ل کا استعماك کرنے کے قابل ہونگے۔اور وہ اس کے منسلک سوالات جو 
م
ک

گ

ن

سوالات پر عبور حاصل ہوگا اسکی مدد سے طلباء تفاعلات پر ریماں 

ل کے سوالات بھی
م
ک

گ

ن

و  سمجھنے کی و شش  نقاطحل کرنے کے قابل ہونگے۔اس سے قبل بنیادی  ریماں کے مجموعہ کے متعلق ہو اور ریمام 

 و  ذہن نشین کرنا چاہئے۔ نقاطکریں گے۔ام ابتدائی 

 ابتدائی 13.2

 -تقسیم: 13.2.1

تعریف: فرض کرو کہ ,a b Iمیں ایک بند وقفہ ہےI(کی تقسیمPartitionسے مراد محدود مرتب نقاط کا ایک سٹ )Pہے،یعنی 

 0 1 1, ,... ,n nP x x x x
 

 

 اس طرح کہ

0 1 1... n na x x x x b     
 

 

 بندتحت وقفہ-تعریف:

 1 0 1,I x x ,     2 1 2 1, .... ,n n nI x x I x x   

 و  غیر ملحقہ ہوئے تحت وقفوں میں تقسیم کرتے ہیں۔-   ,نقاط کے 

فرض کرو کہ

1r r rx x x   
 

 

ایک قطعہ ہے   کہ اس طرحکے لئے             1 1,r r rI x x 
 

تقسیم کے حصے  کا۔تمال طولوں کے قطعوں و 

 بھی کہتے ہیں۔(Mesh)سےظاہر کرتے ہیں،یا اسکو نارل(Norm)نارل‖ ‖ہے اسکو آعظم طوك کہا جاتا ہے اور



 

203 

 

 : 1,2,...rP Max x r n  
 

 

)کے نال و   )P
 

 سے ظاہر کرتے ہیں۔

Pایک تقسیم   تعریف:
Pکی یا بھی نفیس تر تقسیم ہے

Pسے اگر اور صرف اگر ایک باریک ہے P   
Pیعنی

کی تیاری میں ہر 

 کا استعماك کیا گیا ہے۔  ایک نقطہ

Pدو تقسیم ہے اور  اور  فرض کرو کہ
ام کا مشترک نفیس تر تقسیم ہے اگر

1 2P P P  
 

 

کئی نقاط رکھتا ہے یعنی نقاط کی   کا ایک نقطہ ہوگا اور   کا ہر ایک نقطہ  سے تب  نفیس تر ہے  (اگر1 -ریمارک:

 ے  تعداد
مہ

 

عظ

 کے نقاط سے۔  ک   

Pکے تب  دو تقسیم ہے  ،  ہے۔اگر-   ,کا وقفہ  (فرض کرو2 P P اورP P P   تبP P و  مشترک نفیس

 کا۔  اور  تر کیا جائےگا

Pمیں ہیں اور-   , کے دوتقسیم،  اور  (اگر3 Pتب

P P 

 

 کے نال سے۔  یاکم ہوگا یا مساوی ہوگا  یعنی نارل

4)

     1 2 1 2 1 1

1

... ...
n

i n n

i

x a x x b x b a



             

 

 

 استعماك کرتے ہیں۔iکے بجائےiنوٹ:  بعض مصنف

)کے نقاط کی تعداد،لامتناہی و  پہنچ جاتی ہے یعنی اگرتب کا نارل،صفر کے قریب تر پہنچ جاتا ہے تب تقسیم  (جس5 )n P 
 

 

 ریمام کا مجموعہ بالائی ریماں کا مجموعہزیریں  13.3

 بالائی ریماں اور زیریں ریماں کا حاصل جمع:

کہ f:فرض کرو  I R
 

ر ایک بستہ تفاعل ہے او ,I a bتقسیم ہے جہاں  ایک 

 0 1 1, ,... ,n nP a x x x x b  

 

 بھی ہر تحت وقفوں میں بستہ ہوگا۔ ایک بستہ تفاعل ہے اسکا مطلب  ،-   ,جیساکہ

واں تحت rسے ظاہر کئے جاتے ہیں۔غور کرو کہMاورmمیں-   ,کے Supremum ، اور Infimumفرض کرو

وقفہ 1, , 1,2,...r r rI x x r n 
 

 سے تعبیر کرتے ہیں۔Supremumاور  Infimumکے و   اور  تب

کی جاتی ہے  اس طرحاب بالائی ریماں حاصل جمع یا بالائی ڈاربوس،تقسیم کا متناظر مجموعہ کی تعریف 

کہ

1 1 2 2

1

...
n

n n r r

r

M M M M


      

 

)اور اسکو , )U P f
 

 ہیں۔سے ظاہر کرتے 

کی جاتی ہے  اس طرحکے متناظر مجموعہ کی تعریف  Pاسی طرح زیریں ریماں حاصل جمع یا زیریں ڈاربوس،تقسیم

کہ

1 1 2 2

1

...
n

n n r r

r

m m m m


      

 

 

)اور اسکو , )L P fسے ظاہر کرتے ہیں۔ 
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 کا اظہار کرتے ہیں۔ اس طرحبعض مصنفین  نوٹ:

 1)

1

( , )
n

r r

i

L P f m 




 

اور

1

( , )
n

r r

i

U P f M 




 

 

 مجموعے سے ظاہر کرتے ہیں۔R( ریماں کے مجموعوں و  مختصراً 2

)( یہ بات مشاہدہ کی گئی ہے کہ3 , ) ( , )L P f U P f
 

 

4)( , ) ( , )L P f U P f  
 

 

5)( , ) ( , )U P f L P f   

رازی مجموعہ 

ت
گ

 : (Oscillatory Sum)اح

ایک بستہ تفاعل ہے اور-   ,  کہ اس طرح     اگر  ,P a b 
 

)تب  , ) ( , )U P f L P f
 

کا  و 

رازی مجموعہ متناظر 

ت
گ

 کے تقسیم کا کہتے ہیں۔ اح

)یعنی یہ , )U P f
 

)اور , )L P f
 

)کا فرق ہوتا ہے۔اس و  , )w P f یا( , )o P f
 

 سے ظاہر کرتے ہیں۔

رازی مجموعہ

ت
گ

)پس اح , ) ( , ) ( , )w P f U P f L P f 
 

 

)(1نوٹ:    , )w P f
 
   

چوں کہ  ( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , )U P f L P f or L P f U P f   
 

 

2)( , ) ( , ) ( , )w P f U P f L P f 
 

 

1 1

n n

r r r r

i i

M m 
 

 
 

 

 
1

n

r r r

i

M m 



 

 

 کرنے کی و شش کرینگے۔یہاں ہم اہم 

 

ش

 نہی 
 ھی
ی

ے اور اس کا ثبوت 
گ

ت

ن
 

ھی

 نتائج پر پہنچ چکے ہیں اور ام و  ہم مسئلہ کے طور پر پز

فرض کرو -(:1مسئلہ : ,f I a b R
 

 پر تب بتاؤکہ-   ,تقسیم ہے ایک بستہ تفاعل ہے اور

( , ) ( , )L P f U P f  
 

( , ) ( , )U P f L P f    
 

 اور

( , ) ( , )L P f U P f    
 

فرض کرو کہ تقسیم 0 1 1, ,... ,n nP a x x x x b  اور : ,f I a b R
 

وقفہ    InfاورSupکے ایک بستہ تفاعل ہے۔

 ترتیب وار ہیں۔ m اورMپر -   ,

 ہے۔  پر-   ,واں  تحت وقفہ r غور کرو کہ
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 1, , 1,2,...r r rI x x r n  

ہیں۔   

rM Sup
 

اور

infrm 
 

 پر

بالائی ریماں مجموعہ کی تعریف کے مطابق

 
1

,
n

r r

i

U P f M


 

 

 

زیریں ریماں مجموعہ کی تعریف کے مطابق

 
1

,
n

r r

i

L P f m


 

 

 

(iہم جانتے ہیں کہ 

1,2,3,...r rM m r n 
 

 

, 1,2,3,...r r r rM m r n   
 

 

1 1

n n

r r r r

i i

M m
 

   
 

 

( , ) ( , )L P f U P f  
 

(ii پر-   ,بستہ تفاعل ہے ایک کہچوں 

 پر-   ,بھی بستہ تفاعل ہوگا اس لیے 

 و  ظاہر کرتے ہیں۔ Infاور Supپر  کے وارپر ترتیب   اور  فرض کرو کہ

                    

 پس ثابت کیا گیا ہے۔

پر تب و ئی -   ,ہے کے ہیں  Infاور Supترتیب وار اور اگرپر کی گئی ہے۔-   ,تفاعل کی تعریف بستہ کروفرض  -(:2مسئلہ 

 پر-   ,کی    تقسیم

 

کہ   -ثبوت: ر  اور  تقسیم ہے اورفرض کرو  کے تحت وقفہ   ترتیب وا

 1 1,r r rI x x 
 

          ہم جانتے ہیں کہو  ظاہر کرتے ہیں تب  Supاور Infمیں

1 1 1 1

n n n n

r r r r r r

i i i i

m x m x M x M x
   

          

 یعنی

       , ,m b a L P f U P f M b a      

                    

 اسی طرح 

)پس , )L P fاور( , )U P fبستہ سٹ تشکیل پاتے ہیں۔ 

       , ,m b a L P f U P f M b a     

 0 1 1, ,... ,n nP a x x x x b  
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)-(:1نتیجہ  , ) ( , )L P f U P f پر-   ,کی    تمال تقسیم 

 پر-   ,بستہ تفاعل ہے ایک کہفرض کرو    -:2مسئلہ

 کا تب  نہایت شفاف تقسیم ہے   پر تقسیم و  ظاہر کرتی ہے اور-   ,کی  ،  اور فرض کرو کہ

   , ,L P f L P f  

     اور   , ,U P f U P f  

-:3مسئلہ       , ,m b a L P f U P f M b a      

)ہے اور بستہ تفاعلیعنی  , )L P fاور( , )U P fبستہ سٹ تشکیل پاتے ہیں۔ 

 -مسئلہ:

 پر تقسیم ہے تب    -   ,پر تعریف کئے گئے ہیں اور-   ,دو بستہ تفاعلات ہیں جو   فرض کرو

i) English version 

ii) 

iii) 

 ہے تقسیم پر بستہ تفاعلات ہے -   ,وقفہ   دیا گیا ہے -ثبوت:

فرض کرو کہ 

 1
rmاور

 1
rMاورinf   اورSup پراور   کے ہیں 

 

 2

rmاور
 2

rMاورInf  اورSup  اور  اور  پر  کے   ہیں،Inf  اورSup  پر  کے    ہیں 

 1
rMاور

 2

rM،Sup پر اس لیے  کے   ہے 

 2
( ) rg x M،

 1
( ) rf x M 

 کے لئے    تمال

   1 2
( ) ( ) ,r r rf x g x M M x I      

اس لیے

 2

rM +

 1
rMپر  کے    ہے بالائی بستہ 

 ے  لیکن
ہ
 
ہ

گ

 سب
ت

 پر  کے    اقل ترین بالائی 

پر  تمال          
   1 2

r r rM M M  

                    

                    

                    

                    

     , , ,U P f g U P f U P g  
 

 

 0 1 1, ,... ,n nP a x x x x b  
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 اسی طرح ہم ثابت کرسکتے ہیں کہ

     , , ,L P f g L P f L P g   

 اور

English Version 

 

فرض کرو  -مسئلہ: : ,f I a b Rایک بستہ  تفاعل ہے 

 تب بتاؤ کہ      کہ اس طرحپر -   ,دو تقسیم ہے      اور

   , ,U P f U P f  

   , ,L P f L P f  

     اور   , ,w P f w P f  

 تمال-   ,  کہ  اس طرحموجود ہوتا ہے     پر تب ایک حقیقی مثبت عدد-   ,بستہ تفاعل ہے جیسا کہ  -ثبوت:

| ( )|  سے چھٹا یا برابر ہے۔  پر -   ,وقفہ  Supکا اس لیے    

 فرض کرو کہ

 0 1 1, ,... , ...r r nP a x x x x x b
    

 0 1 1, ,... , , ...r r r nP a x x x y x x b
    

 کے Pمیں ایک سے زائد تقسیم رکھتا ہے   نقطہ    سے کہ اس طرح

 میں-       ,     و  ظاہر کرتے ہیں Supاور Infکے تفاعل       فرض کرو کہ 

 میں -     ,، -       ,ہےSupremaکے کےتفاعل      فرض کرو کہ

 کے ترتیب وار-     ,اور-       ,ہےInfimaکے کےتفاعل      فرض کرو

        اور         

-r تقسیم کئے جاتے ہیں اور باقی مساوی طور پرتحت وقفوں    کے مزید دویادو سے زائد تحت وقفوں میں   ویں تحت وقفے

 ہوتے ہیں۔   ،  میں

          1 1 1 1 2 1, , r r r r rU P f U P f M x x Q y x Q x y 
        

      1 1 1 1 0r r r r r r rM x x M y x M x y        

 دوبارہ

          1 1 1 1 1 1 2 1, , r r r r rU P f U P f M x y y x Q y x Q x y 
           
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     1 1 1 2 1r r r rM Q y x M Q x y       

 

 

 لیکن

 1 10 2r rM Q M Q k      

 ( سے1مساوات )

 2 20 2r rM Q M Q k     

  (    )   (    )    (       )    (     ) 

 12 2 2r r rk x x k k P     (۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔2  

 ( سے2( اور1پس مساوات 

   0 , , 2U P f U P f k P    

 اسی طرح ہم ثابت کرسکتے ہیں کہ

   0 , , 2L P f L P f k P    

 کے تب ہم ثابت کرسکتے ہیں کہ  مزید تقسیم ہوتا ہے   فرض کرو،اگر

   0 , , 2 pU P f U P f k P     (A(۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔

   0 , , 2
P

U P f U P f kP     

 اور

   (    )   (    )  ( )۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔‖ ‖    

 

 سےBاور مساوات Aمساوات

   , ,U P f U P f   

 اور

   , ,L P f L P f   

   نیز       , , , ,L P f L P f U P f U P f      
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 کے کم یا مساوی ہوتے بالائی مجموعہ کےPچونکہ ہم جانتے ہیں کہ زیریں،تقسیم

             , , , , , ,w P f w P f U P f L P f U P f L P f           

         , , , , 0 0 0U P f U P f L P f L P f           

   , ,w P f w P f   

 ثابت ہوگئے ہیں۔(iii)اور(ii)اور(i)پس مساوات 

 پر  دوتقسیم ہیں تب بتاؤ کہ-   ,وقفہ   اور اگر -مسئلہ:

   , ,L P f U P f  

         فرض کرو  -ثبوت:

 کے   اور  نفیس تر تقسیم ہے دونوں 

 (    ) اور(    )     , ,L P f L P f  

لیکن   , ,L P f U P f کے لئے و ئی بھی تقسیم 

   , ,L P f U P f  

 اس لیے زیریں کا مجموعہ کم یا مساوی ہوتا ہے بالائی مجموعہ کے

اگر -مسئلہ: : ,f I a b R بھی بستہ بالائی تفاعل ہوگا -   ,  |(   ) تقسیم ہے۔ تب سٹ ایک ہےایک بستہ تفاعل

 بستہ ذیل تفاعل ہوگا۔-   ,  |(   ) اورسٹ

و  -ثبوت: فرض کر 0 1 1, ,... ,n nP a x x x x b  ہے کی اور فرض کرو -   ,ایک تقسیم 

میں    کے ترتیب وار  ،  و ظاہر کرتے ہیں اور Infimumاور Supremumپر-   ,کے وارترتیب  ، ، کہ

Supremum اورInfimum کے لئے         ہیں 

rکے لئے         ہم جانتے ہیں کہ rm m M M   ہوتا ہے۔ اس لیے 

r r r r r rm m M M       

 کے لئے         

1 1 1 1

n n n n

r r r r r r

r r r r

m m M M
   

           

   
1 1

, ,
n n

r r

r r

m L P f U P f M
 

       

       , ,m b a L P f U P f M b a      
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 کے لئے-   ,پس ہر ایک تقسیم 

 (   ) (   ) اور(   )     (   ) 

 -   ,  |(   ) زیریں بستہ ہوگا سٹ(   )  کا اور-   ,  |(   ) سٹبالائی بستہ ہوگا (   ) 

 -مثالات:

غور کرو وقفہ   , 1,4a b  ہے  تقسیم کرواور فرض 1,2,3,4P کے تحت وقفے تب،اگر   ,   -    ,   - 

‖ ‖ہیں تب بتاؤکہ-   ,   اور     

(غور کرو2   , 0,1a b اور 0,0.2,0.4,0.6,0.8,1P 

تب تحت وقفوں کا طوك  -     ,    -    6  ,    -6      ,    -       ,    -     ,   اور

1 2 3 4 50.2; 0.2           اور‖ ‖  ہوگا۔     

( ) کی گئی ہے اس طرحکی تعریف  ( غور کرو تفاعل3  
 

 
پراور -   ,وقفہ   1,1.2,1.4,1.6,1.8,2P اور

         1 2 3 4 51,1.2 ; 1.2,1.4 ; 1.4,1.6 ; 1.6,1.8 ; 1.8,2I I I I I     

0.2میں جنکے ہر ایک کا طوك مساوی ہوتا ہے          کے تحت وقفے  ; 1,2,3,4,5r r   کے ۔ یہاں ہم مشاہدہ کررہے ہیں

( ) کہ  
 

 
 پر-   ,ایک گھٹتا ہوا تفاعل ہے 

1 2 3 4 5

1 1 1 1
1; ; ; ;

1.2 1.4 1.6 1.8
M M M M M     

1 2 3 4 5

1 1 1 1 1
; ; ; ;

1.2 1.4 1.6 1.8 2
m m m m m     

 اب 

1

( , )
n

r rU P f M  

10 10 10 10
0.2 1

12 14 16 18

 
      

 

1 1 1 1 1
2

10 12 14 16 18

 
      

 

 2 0.1 0.083 0.071 0.063 0.056

0.75

    


 

10 10 10 10 10
( , ) 0.2

12 14 16 18 20
L P f

 
      
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1 1 1 1 1
2

12 14 16 18 20

 
      

 

 2 0.083 0.071 0.063 0.056 0.050

0.65

    


 

( , ) ( , ) ( , ) 0.75 0.65 0.1w P f U P f L P f     

 -سوالات:حل شدہ 

1.  ( )  محور کے ساتھ حد بند علاقہ کا بالائی مجموعہ معلول کرو۔ میں-   ,کا   

( ) فرض کرو کہ-حل:  پر کی گئی ہے۔-   ,کی تعریف   

          غور کرو

2b a
x

n n


   

 اب

 ن ا لائی
عہ
     ∑   مجمو

 

   

 

2

1 1

2 2 2 2n n

i i

f i i
n n n n 

   
   

   
   

 
2

2
1

2 4n

i

i
n n

   

 
   2

3 3
1

1 2 18 8

6

n

i

n n n
i

n n

 
   

   
2

4 1 2 1

3

n n

n

 
  

2

2

8 12 4

3

n n

n

 
 

 جو کہ ایک مطلوبہ بالائی مجموعہ ہے۔

2.  ( )  محورکے ساتھ حد بند علاقہ کا زیریں مجموعہ معلول کرو۔ کا        اور   

   حل: غور کرو
   

 
 
 

 
 

 
2

1im f i
n

 
  

 
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 
2

2
1 1

2 4
. 1

n n

i i

i i

m x i
n n 

     

 2

3
1

8
2 1

n

i

i i
n 

    

2

3
1 1 1

8
2 1

n n n

i i i

i i
n   

 
   

 
    

     
3

1 2 1 18
2

6 2

n n n n n
n

n

   
   

 
 

     
3

1 2 1 18
3.2

6 3

n n n n n
n

n

   
   

 
 

3 2 2

3

8 2 3 6 6 6

6 6 6

n n n n n n

n

   
   

 
 

3 2

3

8 2 3

6

n n n

n

  
  

 
 

2

2

8 2 3 1

6

n n

n

  
  

 
 

2

2

8 12 4

3

n n

n

 
 

 جو کہ ہمارا مطلوبہ زیریں مجموعہ ہے۔

3.  ( ) کا تقسیم  

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

 کی قدر ہے معلول کرو؟ (   ) اور(   ) کے 

دی ہوئی تقسیم   -حل:

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

( ) اور    ہے۔  

1ہم جانتے ہیں کہ تحت علاقے  2 3

1 1 2 2
0, ; , ; ,1

3 3 3 3
I I I

     
            

 ہیں۔

     تا3کے تحت وقفہ کے  معلول کرنا ہے جہاں  کی قدریں ہر ایک  اور  ہم و 

 تحت وقفوں میں 

1 1 1

1 1
0, 0

3 3
I m and M

 
     

 

2 2 2

1 2 1 2
,

3 3 3 3
I m and M

 
     
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3 3 3

2 2
,1 1

3 3
I m and M

 
     

 

1 1 1

1 1
0

3 3
x M m       

2 2 2

2 1 1

3 3 3
x M m       

3 3 3

2 1
1

3 3
x M m      

 غور کرو

1

( , )
n

i i

i

L P f m x


   

3

1

( , ) i i

i

L P f m x


   

1 1 2 2 3 3m x m x m x       

1 1 1 2 1 1
0

3 3 3 3 3 3

       
          
       

 

 اور

1

( , )
n

i i

i

U P f M x


   

3

1

( , ) i i

i

U P f M x


   

1 1 2 2 3 3M x M x M x       

1 1 2 1 1 2
1.

3 3 3 3 3 3

       
          
       

 

منحنی  .4

2( ) 5f x x ,   -ل کے مجموعہ
م
ک

گ

ن

 و  استعماك کرتے ہوئے معلول کرو۔   کاپر زیریں علاقہ کا رقبہ زیریں ریمام 

 

( ) فرض کرو  -حل: ( )  ایک گھٹتا ہوا تفاعل ہے چوں کہ( ) یہاں ہم مشاہدہ کررہے کہ             

    جہاں

پر، ہم دائیں جانب کا ریمام کا مجموعہ محسوب کریں گے۔زیریں ریمام مجموعہ معلول کرنے کے -   ,تفاعل ہےایک گھٹتا ہوا ( ) جیسا کہ
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 لئے

   پس
   

 
    اور    ،   جہاں

2
2

( ) 5 0
5

if x i
 

   
 

   اور
   

 
 
 

 
 

         جیسا کہ 

 حاصل کیاجاتا ہے اس طرحدائیں جانب کا ریمام کا مجموعہ 

 
25

1

2 2 2 4 16 36 64
5 0 5 5 5 5 5 4

5 5 5 25 25 25 25i

i


            
                      
            



 

 
2

16.2 6.48
5

   

 

( ) اگر .5 پر کی گئی ہے اور-   ,کی تعریف   

1 2 3
0, , , ,1

4 4 4
P

 
  
 

 (   ) اور(   ) تب محسوب کرو

( ) فرض کرو -حل:  پر-   ,وقفہ    

      اس لیے      ،   

 تحت وقفے

1 1 1

1 1
0, 0

4 16
I m and M

 
    
 

 

2 2 2

1 2 1 4
,

4 4 16 16
I m and M

 
    
 

 

3 3 3

2 3 4 9
,

4 4 16 16
I m and M

 
    
 

 

4 4 4

3 9
,1 1

4 16
I m and M

 
    
 

 

 اب

 (   )  ∑     

 

   

 

    یہاں 
 

 
             

 (   )                          
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1 1 1 4 1 9 1
0

4 16 4 16 4 16 4

          
             
          

 

1 1 4 9 1 14 7

4 16 16 16 4 16 32

   
       

   
 

(   ) اب   ∑      
 
    

 (   )  ∑     

 

   

 

1 1 2 2 3 3 4 4M x M x M x M x         

1 1 4 9 1 30 15
1

4 16 16 16 4 16 32

   
        

   
 

(   ) مطلوبہ جواب  
 

  
(   ) اور  

  

  
 

( ) کہ  اس طرحپر کی گئی ہے -   ,کی تعریف فرض کرو تفاعل .6 اور      

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

 

 معلول کرو۔(   ) اور(   ) تب 

( ) فرض کرو کہ  -ثبوت: پر کی گئی ہے اور-   ,کی تعریف     

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

 ہے۔

 و  مندرذیل میں معلول کریں گے:  اور   اور          ہم جانتے ہیں کہ تحت وقفے 

1 1 1

1 1
0, 1

3 3
I m and M

 
      
 

 

2 2 2

1 2 1 1
,

3 3 3 3
I m and M

 
     
 

 

3 3 3

2 1
,1 1

3 3
I m and M

 
    
 

 

(   ) کی تعریف کے مطابق (   )   ∑      
 
 اس لیے    

3

1

( , ) i i

i

L P f m x


  

    یہاں 
 

 
     

1 1 2 2 3 3m x m x m x       

1 1 1 1
1

3 3 3 3

 
      

 
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(   ) اور   ∑      
 
 ہے۔ اس لیے   

3

1

( , ) i i

i

U P f M x


   

1 1 2 2 3 3M x M x M x       

1 1 1 1
1

3 3 3 3

 
     

 
 

(   ) پس مطلوبہ جواب   
 

 
(   ) اور  
 

 
 

( ) تفاعل .7 پر زیریں ریمام کا مجموعہ،تقسیم -   ,کے      

2
0, , ,

3 3
P

 


 
  
 

 کے لئے معلول کرو؟

( ) فرض کرو-حل: پراور-   ,وقفہ       

2
0, , ,

3 3
P

 


 
  
 

 

 اس لیے تحت وقفے

1 1 1

3
0, 0

3 2
I m and M

 
    
 

 

2 2 2

2 3 3
,

3 3 2 2
I m and M

  
    
 

 

3 3 3

2
, 0

3 2
I m and M

 


 
    
 

 

(   ) اب  ∑      
 
 اس لیے     

3

1

( , ) i i

i

L P f m x


   

1 1 2 2 3 3m x m x m x       

3 3
0

3 2 3 2 3

          
                     

 

2 3 3

3 2 3

     
            

 

 معلول کرو۔(   ) کا( میں دئے ہوئے تفاعل 7مثاك نمبر) .8

 حل:
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3

1

( , ) i i

i

U P f M x


   

1 1 2 2 3 3M x M x M x       

3 3 3
0

3 2 2 3

    
         

   
 

 

 نقاطاہم   13.6

(تقسیم کا نارل1 : 1,2,...rp Max x r n   

2)0 ( )p n p   

 (بالائی ریمام کا مجموعہ3

1

n

i i

i

M x


 1 1 2 2 ... n nM x M x M x        

 ( زیریں ریمام کا مجموعہ4

1

n

i i

i

m x


 1 1 2 2 ... n nm x m x m x        

سے  (   ) سےظاہر کرتے ہیں اور زیریں ریمن کا مجموعہ یا زیریں ڈارباکس کا مجموعہ و (   ) (بالائی ریمن کا مجموعہ یابالائی ڈارباکس و 5

 ظاہر کرتے ہیں۔

6)( , ) ( , )L P f U P f 

7)( , ) ( , )L P f U P f   

8)( , ) ( , )U P f L P f   

 کا فرق ہوتا ہے یعنی(   )  اور(   )  و ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔کی مجموعہ کہتے ہیں اور اسکو تعریف(   ) (9

( , ) ( , ) ( , )w P f U P f L P f   

 
1

n

r r r

r

M m x


   

-   ,  (اگر10  پر تب -   ,و  ظاہر کرتے ہیں    اور    ترتیب وار   بستہ تفاعل ہے اورایک   

 (   )   (   )   (   )   (   ) 

 تقسیم ہے تب پر اور-   ,دوبستہ تفاعلات ہیں   اور   اگر(11
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a)      , , ,U P f g U P f U P g   

b)      , , ,L P f g L P f U P g   

c)      , , ,w P f g w P f w P g   

 (Learning Outcomes)نتائج اکتسابی13.7

پر بحث کی اور مختلف تعریفیں مثالات کے ذریعہ تقسیم کی خصوصیات سمجھی۔ہم نے اہم مسئلوں کے  نقاطاس باب میں ہم نے کئی 

و  سمجھنے کے بعد ہم نے بالائی ریمین کا مجموعہ)بالائی ڈارباکس کا مجموعہ(اور  نقاطثبوت اور اسکی خصوصیات بھی پزھیں۔مثلالات کے اہم 

 زیریں ریمن کا مجموعہ)زیریں ڈارباکس کا مجموعہ( اور احتراز کا مجموعہ کی تعریف و  سمجھا۔

 فہرست بھی طورر حوالہ کی ایک نقاطہم نے اہم مسئلوں کے ثبوت اور اس کے متناظر مثالات و  پزائ اوراس پر عبور حاصل کیا۔اہم 

 تیار کی کی گئی ہے۔

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 13.8

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  13.8.1

ہ تفاعل ہے اگر .1

گ

ن
 س
ن کی

            (    ) کے تب  نہایت ہی نفیس تقسیم ہے  پر اور-   ,ا

ہ تفاعلات ہے   اگر .2

گ

 ن
سی
            (    ) تقسیم ہے تب پر اور -   ,دو 

                  (    )  تب    اگر .3

( ) فرض کرو .4 پر اور -   ,وقفہ   

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

 (   ) اور          (   )  تب

          

         ایک گھٹتا ہوا تفاعل و  محسوب کرو(   )  .5

  2  پر اور -   ,ایک بستہ تفاعل ہے اگر .6
 

 
 
 

 
 
 

 
‖ ‖تب3                   

 (a 0  (b 

 

 
 (c 1  (dNone 

‖ ‖تب+                   *  بستہ تفاعل ہے اور کی اور-   ,تقسیم ہے  فرض کرو .7            

 (a 0.3  (b 0 (c 1  (d 0.8 

           (     ) تب  پر اور  -   ,ایک بستہ تفاعل ہے اگر .8

 (a      , , ,U P f g U P f U P g   (b  (     )   (   )   (   ) 

 (c  (     )   (   )   (   ) (d  (     )   (   )   (   ) 

 کی جاتی ہے اس طرحکی تعریف (   ) احترازی مجموعہ .9
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 (a صفر  (b ∑ (     )   
 
    (c  (   )   (   ) (d None  

( ) زیریں ریمام مجموعہ .10  کے ساتھ+      6            *  میں ،تقسیم -   ,، وقفہ    

 (a 1 (b 0   (c 5.84   (d None 

( ) زیریں ریمام مجموعہ .11   2  اور تقسیم      
 

 
 
 

 
 
 

 
 میں 3  

 (a 0 (b 6.48   (c 5   (d None 

( ) اگر .12 میں ہو اور  -   ,، وقفہ      

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

 ہے (   ) تب

 (a 

 

 
 (b  

 

 
   (c صفر   (d None 

 پر تب زیریں ریمام کا مجموعہ محصوب کرو۔۔۔۔۔۔۔-   ,گھٹتا ہوا تفاعل ہے  اگر .13

 (a دائیں ریمن کا مجموعہ (b بائیں ریمن کا مجموعہ (c دونوں   (d نہ(aاورنہ(b 

 و ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔کہتے ہیں۔  تب       کی تقسیم ہیں اور-   ,،     اگر .14

 (a    کاInfimum (b   کی تقسیم (c    کاSupremum (d None 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات13.8.2

 تقسیم کی تعریف کرو اور نارل کی تقسیم کی تعریف  معہ مثالات لکھئے۔ .1

 مثالات۔بالائی ریمام کے مجموعہ کی تعریف کرو مع  .2

 زیریں ریمام کے مجموعے کی تعریف کرو مع مثاك .3

(    ) کی تقسیم ہیں تب بتاؤ کہ -   ,وقفہ        اگر .4   (     ) 

( ) اگر .5  کی قدریں معلول کرو۔ (   ) اور (   ) ساتھ تب  کے   پر1 ، 0وقفہ    

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات13.8.3

)2اگر .1 ) 5f x x ,   -وول کرو۔ (   ) اور (   ) کے ساتھ 6  کا
معل
 کی قدرن ں

( ) اگر .2 1 ، 0، وقفہ       و  (   )  کی قدریں معلول کرو اور نیز (   ) اور (   ) کے ساتھ 6  

 محسوب کرو۔

ہ تفاعلات ہے   اگر .3

گ

 ن
سی
 تقسیم ہے تب بتاؤ کہ  پر اور  -   ,دو 

a)      , , ,U P f g U P f U P g   

b)      , , ,L P f g L P f U P g   

c)      , , ,w P f g w P f w P g   
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 پر تب بتاؤ کہ-   ,کے ہیں  Sup اور M ، Inf اور m پر اور-   ,بستہ تفاعل ہے  فرض کرو .4

       , ,m b a L P f U P f M b a     

 (Suggested Books for further  Readings)تجویز کردہ اکتسابی مواد13.9

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4
th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4
th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006 
7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd
 Edition, 2014 
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ل14اکائی 
م
ک

گ

ن

 II-۔ ریمام 

(Reimann Integration -II) 

 اکائی کے اجزا

 تعارف   14.0

 مقاصد   14.1

ل   14.2
م
ک

گ

ن

 ریمام 

ل 14.2.1 
م
ک

گ

ن

 اوپری اور نچلی ریمام 

ل 14.2.2 
م
ک

گ

ن

 ریمام 

 مثالیں 14.2.3 

ل سے جڑ  ہوئے مسئلے   14.3
م
ک

گ

ن

 ریمام 

 باکس مسئلہرڈا 14.3.1 

ل پذیری کے ضروری اور موزوں شرائط 14.3.2 
م
ک

گ

ن

 

 مثالیں 14.3.3 

ل کی دوسری تعریفریمام    14.4
م
ک

گ

ن

 

 یکساں اور مسلسل تعاملات پر مسئلے   14.5

 مثالیں 14.5.1 

 کلیدی الفاظ   14.6

 اکتسابی نتائج   14.7

 نمونہ امتحانی سوالات   14.8

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 14.8.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 14.8.2

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 14.8.3
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 تجویز کردہ اکتسابی مواد   14.9

 (Introduction) تمہید 14.0

موجودہ یونٹ میں ہم و  اوپری اور نچلی گذشتہ یونٹ میں ہم نے ریمام کے سوالات کے تصورات کے بار  میں پزھ چکے ہیں۔

مل ت کے تعریفات،مثالوں اور اس سے جڑ  ہوئے مسئلوں پر بحث کرنا ہے۔
ک

گ

ن

 ریمام 

ل کی تعریف،ریمام
م
ک

گ

ن

ل پذیری ریمام 
م
ک

گ

ن

(R-Integrability) کے ضروری اور موزوں شرائط سیکھیں گے۔یکساں

ل پذیری سے جڑ  ہوئے ڈراباکس کے مسئلے اور دوسر  مسئلوں کے بار  میں R-اور مسلسل تفاعلات اور
م
ک

گ

ن

ریمام 

ل کے دوسر  فارل کے بار  میں بھی معلومات حاصل کریں گے۔R-سیکھیں گے۔اسُ کے علاوہ
م
ک

گ

ن

 

 رات کا مثالوں کے ذریعہ مشاہدہ کریں گے۔تمال تصو

 (Objectives)مقاصد  14.1

مل ت کے بنیادی تصورات اور 
ک

گ

ن

ل و  جانیں گے۔ریمام 
م
ک

گ

ن

ل اورنچلی 
م
ک

گ

ن

مل ت کے اوپری 
ک

گ

ن

اس یونٹ و  سیکھنے کے بعد،طلباء،ریمام 

مل ت سے جڑ  ہوئے سوالات و  مجھیں  گے  مختلف سوالات و حل کرنے کے قابل ہونگے۔حاصل شدہ معلومات کی مدد سے طلباء ریمام
ک

گ

ن

 اورحل کرنے کے قابل ہونگے۔چند اہم مسئلوں کے ثبوت و  سمجھنے کے قابل بن جائیں گے۔

ل 14.2
م
ک

گ

ن

 ریمام 

مل  14.2.1
ک

گ

ن

ل:ریمام 
م
ک

گ

ن

 -ت کے اوپری اور نچلی 

ل:
م
ک

گ

ن

 فرض کرو کہ -تعریفات:اوپری  : , f I a b R ہےاور۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ایک  0 1 1, ,... ,n nP a x x x x b   وقفہ ،  ,a b 

f کا جزوی حصہ ہے تب  کا وقفہ. ,a b ل،اس طرح تعریف شدہ ہے کہ وقفہ
م
ک

گ

ن

) میں اوپریریمام  , )U P f  کا

م
 

فب

ت

ت

 ۔اس و (Infimum)ا
b

a

fیا ( )
b

a

f x dxسے ظاہر کرتے ہیں۔ 

ل
م
ک

گ

ن

وقفہ Lower Integral:-نچلی  ,a b میں f ن کہ .  
ہ
ل اس طرح تعریف شدہ 

م
ک

گ

ن

)کا نچلا  , )L P f.کا سپریم(Supreme) اس و

( )

b

a

f x dx.یا
b

a

f.سے ظاہر کرتے ہیں ۔ 
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 وقفہf مام لو کہ  ,a bمیں حد بند تفاعل(Bounded Function)ہے۔ ہم دیکھتے ہیں کہ( , )L P f. کے تمال اعداد

کاسٹ،بلحاظ وقفہ ,a b.کےPجزوی حصوں سے( )M b a.پر اوپری حد بند ہے۔اس طرح( , )L P f.م وجود رکھتا ہے۔

 م
ی

کا ایک سپر

( , )L P f.ل۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔کہلاتا ہے یا مختصر
م
ک

گ

ن

م،نچلا ریمن 

 م
ی

Rکا نچلا fکا یہ سپر

ل۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔،وقفہ
م
ک

گ

ن

 ,a b  میں کہلاتا ہے اس و( )

b

a

f x dx.سے ظاہر کرتے ہیں۔ 

)اسی طرح سے , )U P f.کے تمال اعداد کاسٹ،نچلا حد بند( )M b aم

 م
فب

ت

ت

وجود رکھتا .(infimum) ہے۔تب اسمیں ایک ا

ل۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔کہلاتا ہے یا مختصراً اس و 
م
ک

گ

ن

م،اوپری ریمن 

 م
فب

ت

ت

ل وقفہRکا اوپری.fہے تو یہ ا
م
ک

گ

ن

 ,a b  میں کہتے ہیں

)۔اس و  )
b

a

f x dx.سے ظاہر کرتے ہیں۔اس طرح  ( ) sup (P,f) : P ,  
b

a

f x dx L a b. اور

  ( ) ( , ) : ,

b

a

f x dx Inf U P f P a b  . 

) (1نوٹ:   )

b b

a a

f f     . 

( )

b b

a a

f f    

ل( 14.2.2
م
ک

گ

ن

 -:(Riemann IMtegral)ریمن 

وقفہ.fفرض کرو کہ ایک تفاعل تعریف: ,a b میں تعریف شدہ ہے اورf.ایک حد بند۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ہے۔تبf 

ل ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ہے یا
م
ک

گ

ن

وقفہ.fایک ریمن قابل  ,a bپرR ل ہے اگر
م
ک

گ

ن

قابل 

b b

a a

f f   اور ام

کا وقفہ.fکی مشترکہ قدر و  ,a bمیںR  ل کہتے ہیں اور اس و
م
ک

گ

ن


b

a

f.سے ظاہر کرتے ہیں۔ 

اب ہم  ,R a b.کے تمال حد بند تفاعلات کی جماعتوں جو وقفہ ,a bپر تعریف شدہ ہیں،ظاہر کرتے ہیں۔جو وقفہ ,a b

ل 
م
ک

گ

ن

ل کے نچلی اور اوپری حد ۔۔۔۔۔۔۔۔کہلاتی ہیں۔bاورaہیں۔اعدادپرریمن قابل 
م
ک

گ

ن

 ترتیب وار 

کےوقفہfتفاعل  ,a b:ل پذیری کے حدود
م
ک

گ

ن

 پر 

(i) تفاعل f بند۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ہوتا ہے۔حد 
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(ii)ل کا وقفہ متناہی۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ہوتا ہے اس لیے و ئی بھی متناہی نقاط متناہی نہیں ہوتے۔
م
ک

گ

ن

 

(iii)ہر ایک حد بند تفاعل"تکمیل پذیر"ہونا ضروری نہیں ہے یعنی

b b

aa

f f  

ل ہوتا ہے وقفہ.f(ایک حد بند تفاعل1  نوٹ:
م
ک

گ

ن

ریمن قابل  ,a bپر اگر اور صرف اگر 
b b

aa

f f. 

ایک حد بند تفاعل ہے اس طرح سے کہ.f(اگر2

b b

aa

f f . تبf.ایک وقفہ ,a bل"نہیں ہوتا۔
م
ک

گ

ن

 پر "ریمن قابل 

 :1مثالیں نمبر 14.2.3

)(ایک مستقل تفاعل1 ) f x k. ،Rل وقفہ
م
ک

گ

ن

قابل  ,a b:پر 

)فرض کروکہ ) f x k، ,  x a bجہاں k R.ایک مستقل تفاعل ہے۔ 

   صاف ہوگا کہ

گ

وقفہ.fت ,a bپرحد بند ہے اورinf sup f k f 

فرض کرو کہ 0 1 1, ,... ,n nP a x x x x b  .ایک جزوی حصہ ہے ,a bپر تب یہ مام لو کہ

 1 2 ....

b

n

a

f inf k x k x k x       

 1 2 .... ninf k x x x     

( )......(1) inf k b a 

یہ بھی مام لو کہ 1 2sup ....

b

n

a

f k x k x k x       

 1 2sup .... nk x x x     

sup ( )......(2) k b a. 

](سے2(اور1تب مساوائیں , ] k R a b.اور( )

b

a

k k b a . 

 

 :2مثالیں نمبر
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)کرو کہفرض  ) f x x.وقفہ 0,1پرتعریف شدہ ہے تب

1

0

 xdx. اور
1

0

 xdx. ل و
م
ک

گ

ن

مساوی  nکی قدر محسوب کرنا اس طرح کہ 

f [0,1]حصوں میں تقسیم کیا جائے تب بتاؤ کہ R. 

 

)فرض کرو کہ  حل: ) f x x.وقفہ 0,1.پر تعریف شدہ ہے اور

1 2 1
0, , ,... ,1

n
P

n n n

 
  
 

 

اب اس میں 

1
r

r
m

n
.       ،r

r
M

n
اور  

1
1,2,....  rx r n

n
. 

1 1 1 2 1 3 1 1 1
( , ) 0. ,....

        
             

        

n
L P f

n n n n n n n n n
 

 
 

2 2

11 1
1 2 ... (n 1)

2 2

n n n

n n n

 
      . 

1 1 2 1 1
( , ) . ...

n
U P f

n n n n n n

 
    
 

 اور 

 
 

2 2

11 1
1 2 ... n

2 2

n n n

n n n

 
      

1

0
0

1 1
( , )

2 2P n

n
x dx Lt L P f Lt

n 


   اب 

1

0
0

1 1
( , )

2 2P n

n
x dx Lt U P f Lt

n 


   اور 

1 1

00

1
( ) ( )

2
 f x dx f x dx 

. [0,1]  f R 

ل سے جڑ  ہوئےریما 14.3
م
ک

گ

ن

 مسئلے م 

س اڈ14.3.1
ک
 Darboux, Theorem:-مسئلہکا ربا

:اگر  [ , ]f I a b R 0ایک حد بند تفاعل ہے تب ہر ایک . 0کے لیے .اس طرح وجود رکھتا ہے کہ 
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 ( , ) ( )

b

a

U P f f x dx   .i) 

( , ) ( )

b

a

L P f f x dx  .ii) 

Pجزوی حصہ حصہ کے ساتھPاورہر ایک .کے لئے 

 

ن کہ  -ثبوت:  
ہ
)اس طرح وجود رکھتا ہے کہ0Mایک حد بند علاقہ تفاعل ہے تب ایک رکنfدیا گیا  ) f x M تمال،[ , ] x a b 

0کیلئے مانلو کہ دیے گئے  کے لیے( )
b

a

f x dx.وقفہ( , )U P f.م۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ہے تمال

 م
فب

ت

ت

جزوی حصوں کے لیے Pکا ا

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہPتب ایک جزوی حصہ

( , ) ..........( )
2


 

b

a

U P f f I. 

اب فرض کرو کہ 1 0 1 1, ,... ,  n nP a x x x x b. 1اس طرح کہPمیں جملہ( 1)nنقاط موجود ہیں۔ 

0تب و ئی .اس طرح لیں کہ

2 ( 1)


 

M n
. 

P، Pاب یہ مام لو کہ جزوی حصہ  کے تحت وقفوں و  گروپس میں تقسیم کیاجاسکتا ہے۔Pکے ساتھ اس طرح ہو کہ 

(i)ں کچھ
 
می
چ س

)اس کے اندرونی حصہ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔میں ہوگا اور یہ یقینی طور پر عددrxوہ تحت وقفے  1)nہوگا۔ 

(ii) ں
 
می
چ س

)کے اوپر لیا گیا ہو(I)کے تحت وقفے پائے جاتے ہیں تب جو وقفہ1Pتحت وقفے  , )     r r r rU P f M x M x  جو

 کے اوپر لیا گیا ہو(II)وقفہ

(III)    1 2U U  

)کے وقفوں کی جملہ تعداد(I)لیکن 1)nسے زیادہ نہیں ہوسکتی۔ 

      1 ( 1) ( 1) . .........( )
2 ( 1) 2

 
    


U n M n M IV

M n
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)سے(II)اب مساوات , )U P f.کا مجموعہ( , )U P fسے زیادہ نہیں ہوسکتا ۔ 

. 
2 ( , ) ........( )

2


  

b

a

U U P f f Vتب 

 سے(V)اور  (IV)،  (III)تب مساواتیں 

( , )
2 2

 
  

b

a

U P f f 

( , ) .......( ) 
b

a

U P f f VI 

(VI)ن کہ تمال  
ہ
Pکے جزوی حصوںPسے پتہ چلتا  .کے ساتھ اسی طرح سے ہم یہ ثابت کرسکتے ہیں کہ 

( , )  
b

a

L P f f 

ل پذیری کے ضروری اور موزوں شرط14.3.2
م
ک

گ

ن

: 

:مسئلہ: ایک تفاعل [ , ]f a b R حد بند تفاعل ہے تبf.وقفہ[ , ]a b ل پذیر ہوتا ہےاگر اور صرف اگر ہرایک
م
ک

گ

ن

0پر    کے

]وقفہPلیے ایک جزوی حصہ , ]a b0کا،اس طرح وجود رکھتا ہے کہ ( , ) L( , )   U P f P f. 

 

 یہ ضروری شرط ہے:  ثبوت:

ل پذیر"تفاعل ہے وقفہ.fفرض کرو کہ 
م
ک

گ

ن

]"ایک ریمن  , ]a bپر تب 

1) ( ) ( ) ( )

b b b

a aa

f x f x dx f x dx    . 

0فرض کرو کہ .0کے لئے ڈارباکس مسئلہ سے ایک رکن .ن کہ  
ہ
 اس طرح وجود رکھتا 

2 )( , ) ( )
2


 

b

a

U P f f x dx. 
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3 )( , ) ( )
2


 

b

a

L P f f x dx.اور 

Pکے لئےPہرایک جزوی حصہ . کے ساتھ 

)(سے2(اور1اب مساواتیں , ) ( )
2


 

b

a

U P f f x dx. 

)( سے3(اور1اور مساواتیں  ) ( , )
2


 

b

a

f x dx L P f. 

)اس طرح , ) ( , )
2 2

  
    

U P f L P f. 

( , ) L( , )  U P f P f 

) اس کے علاوہ , ) L( , ) 0 U P f P f 

. 0 ( , ) L( , )   U P f P f 

 یہ موزوں شرط ہے:

0 ہر ایک  ]کے لئے وقفہ. , ]a bمیںP0 ایک جزوی حصہ اس طرح وجود رکھتا ہے ( , ) L( , )   U P f P f 

 .تعریف سے ( ) inf ( , ) / [ , ]  
b

a

f x dx U P f P a b 

( ) ( , ) 
b

a

f x dx U P f 

تعریف سے ( ) sup ( , ) / [ , ]  
b

a

f x dx L P f P a b 

( ) ( , ) 
b

a

f x dx L P f 

( ) ( , )

b

a

f x dx L P f   
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   ( ) ( ) , ,     
b b

a a

f x dx f x dx U P f L P f  

)اور بھی ) ( ) 0  
b b

a a

f x dx f x dx. 

0 تب ہر ایک  کے جسے( ) ( )     
b b

a a

f x dx f x dx. 

( ) ( ) 
b b

a a

f x dx f x dx 

ل پذیر"ہے وقفہ.fتب
م
ک

گ

ن

]"ریمن  , ]a b پر 

: ریمارک: [ , ]f a b 0تب ہر ایک. .کے لئے[ , ] P a b.ن کہ  
ہ
0اس طرح وجود رکھتا  ( , ) w P f 

 مثالیں: 14.3.3

) ۔بتاؤکہ تفاعل1  ) 1f xجب کہ  x Q ) اور. ) 1 f x x  جب کہ. R Q. ل پذیر"نہیں
م
ک

گ

ن

ایک"ایک ریمن 

]ہے وقفہ , ]a bپر 

 کی دی گئی تعریف سے.fتفاعل -حل:

 1 ( ) 1, ,     f x x a b. 

]ایک حد بند تفاعل وقفہ.fتب , ]a bپر ہوگااورinf 1 f. 1اورSup f. 

فرض کرو کہ 0 1 2, , ,... nP a x x x x b  .ایک جزوی حصہ ہے وقفہ[ , ]a bمیں اورrIمیں تبrmاورrM ترتیب وارf.کے

inf.اورSupہونگےrIپر 

1,2,3...r n1 جب کہ ,rm         1rM . 

.  
1 1

( , ) 1 ( )
n n

r r rL P f m x x b a         

1 1

( , ) ( )
n n

r r rU P f M x x b a      .اور 
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( ) ( )

b

a

f x dx b a  .تب( , ) ( )L P f b a  .ایک مستقل ہوگا۔ 

( ) ( )

b

a

f x dx b a  تب ( , ) ( )U P f b a   مستقل ہوگا۔.

ل وجود رکھتے ہیں۔ ہم مشاہدہ کرتے ہیں کہ دونوں
م
ک

گ

ن

 اوپری اور نچلی ریمن 

 لیکن وہ مساوی نہیں ہیں۔اس لئے

fل پذیر"نہیں ہے وقفہ
م
ک

گ

ن

]ایک"ریمن  , ]a bپر۔ 

 پر اس طرح کہ[0,1]وقفہکا fایک تفاعل اس طرح تعریف شدہfاگر  -مثاك: 3

f جب کہغیر ناطق ہے( ) 0f x . 

f    جب کہناطق ہے ( ) 1f x  

تب 

1

0

f.اور
1

0

f. [0,1]اور مزید بتاؤ کہمحسوب کروf R. 

 

 صاف طور پر بستہ تفاعل ہے اور.fحل:  تفاعل 

[0,1]x .0تمال ( ) 1f x  

وقفہ..……و ئی تقسیم ہے تب و ئی Pاگر 1,r rP x x
 میں 

0rm 1اورrM .0,1,2 ،تمال,......r n کے لئے 

 1 2( , ) 0. 0. ... 0. 0nL P f x x x        

.  1 2( , ) 1. 1. ... 1. nU P f x x x      اور 

 1 2 ... 1nx x x      

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ expression  copy۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔
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)بتاؤکہ ۔مثاك:4 ) (3 1)f x x  ل پذیر ہوتا ہے
م
ک

گ

ن

 پر اور[1,2]

2

1

11
(3 1)

2
x dx     

)فرض کرو کہ  -حل: ) (3 1)f x x  پرغور کروتقسیم[1,2]ایک بستہ تفاعل ہےP، 

1 2
1,1 ,1 ,... 1 ,..., 2

r
P

n n n

 
     
 

 

وام تحت تحت وقفہr غور کرو

1
1 ,1r

r r
I

n n

 
   
 

اوراسکا ہر ایک اصوك کا تحت وقفہ.

1
r

n
 . 

)چونکہ ) (3 1)f x x  پر[1,2]ایک بڑھتا ہوا تفاعل ہے 

3
sup 3 1 1 4r r

r r
M of f in I

n n

 
      

 
 

اگر  -۔مثاك:2

2( )f x x.،   [0, ]a 0aپر،      .تب بتاؤ کہ 0,f R a . اور
0

a

f.معلول کرو۔ 

 تقسیم و  غور کرو  -حل:

2 ( 1)
0, , ,... ,

a a n a na
P a

n n n n

 
   
 

  

(n)مساوی حصہ ہیں 

اب 

  2

2

1
r

r a
m

n


.،

2 2

2r

a r
M

n
 

 
2 22 2 2 2

2 2 2

1 .1 . 2 .
( , ) 0. ...

n aa a a a a a
L P f

n n n n n n n

 
     
  

 

 
3

22 2

3
1 2 ... 1

a
n

n
     
 

 

3
3

3 2

( 1) (2 1) ( 1)(2 1)
.

6 6

a n n n n n
a

n n

    
  

 
 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 . 3 . .
( , ) . ...

a a a a a a n a a
U P f

n n n n n n n n

 
     
 
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3
2 2 2

3
1 2 ...

a
n

n
      

3
3

3 2

( 1)(2 1) ( 1)(2 1)
.

6 6

a n n n n n
a

n n

    
  

 
 

3
2 3

2

0

( 1)(2 1)
.

6 3

a

n

n n a
x dx Lt a

n

 
  

3
2 3

2

0

( 1)(2 1)
.

6 3

a

n

n n a
x dx Lt a

n

 
  

3
2

0 0

( )
3

a a
a

f x dx x dx   

1
inf 3 1 1r r

r
m of f in I

n

 
    

 
 

3( 1)
4

r

n

 
   

 
 

1 1

3 1
( , ) 4

n n

r r

r

r
U P f M x

n n

 
    

 
  

2
1 1

4 3
( )

n n

r r

r
n n 

   

2
1

4 3
( )

n

r

n r
n n 

   

2

3 ( 1)
4

2

n n

n


  

3 1
4 1

2 n

 
   

 
 

1 1

3( 1) 1
( , ) 4

n n

r r

r

r
L P f m x

n n

 
    

 
  

2
1 1

4 3
1 ( 1)

n n

r r

r
n n 

    

2

4 3 ( 1)
( )

2

n n
n

n n


  



 

233 

 

3 1
4 1

2 n

 
   

 
 

2

1

3 1
( ) ( , ) 4 1

2n n
f x dx Lt L P f Lt

n 

  
     

  
 

3 11
4

2 2
   

2

1

3 1
( ) ( , ) 4 1

2n n
f x dx Lt U P f Lt

n 

  
     

  
 

3 11
4

2 2
   

 

)2 اگر: 5مثاك )f x x x  .،   x ,0]کی ناطق قدروں کے لئے      پراور[2

2 3( )f x x x .  ،n   کی غیر ناطق قدروں  کے

,0]لئے ل[2
م
ک

گ

ن

,0]پرتب بالائی اورزیریں ریمن   پر محسوب کرو۔[2

 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔check english version for equations۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ -حل:

 

2 1 2

2 3 2

0 10

( ) ( )f x x dx x x dx      

1 2
3 4 2 3

0 1

1 1 4 8 1 1 53

3 4 2 3 3 4 2 3 2 3 12

x x x x   
             
   

 

2 1 2

2 2 3

0 0 1

( ) ( )f x x dx x x dx      

1 2
2 3 3 4

0 1

1 1 8 1 1 1 83

2 3 3 4 2 3 3 4 3 4 12

x x x x   
             
   

 

 

 کی تعریف fمندرجہ ذیل تفاعل -:6مثاك
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)2 ناطق عدد ہےxجب کہ  ) 1f x x  .  

) ناطق عدد ہے غیر  xجب کہ  ) 1f x x  .  

مل ت معلول کرو۔�Rکے لئے بالائی اور زیریں
ک

گ

ن

 کے 

غور کرو  -حل:

2 2 2(1 )(1 ) 2 2x x x x   .  

English version check it 

11 1 2

00 0

1 1
(1 ) 1

2 2 2

x
f x dx x

 
       

 
  

1 1 1

0 0 0

[0,1]f f f f R      

. 

)بتاؤ کہ تفاعل  -:7مثاك ) sinf x x.    ،0,
2

 
 
 
ل پذیر ہے اور نیز بتاؤکہ      

م
ک

گ

ن

میں 

2

0

sin 1xdx



. 

)حل:  فرض کرو کہ ) sinf x x 

ن کہ  
ہ
,0بستہ تفاعل ہے fصاف طور پرظاہر ہوتا 

2

 
 
 

 پر.

تقسیم و  غور کرو

2
0, , ,... ,.....

2 2 2 2

r n
P

n n n n

    
  
 

 

( 1)
,

2 2

r r

n n

  
  
 

rI تحت وقفہ وام    r۔    

 اب
2

r
n


  . 

) یہاں )f x ,0ایک بڑھتا ہوا تفاعل ہے.
2

 
 
 

 پر.

Check equations 

2
r r

r
M Sup of f on I sin

n

 
   

 
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 1

2
r r

r
m Inf of f on I sin

n


  

1 1

( , ) sin
2 2

n n

r r

r r

r
U P f M

n n

 

 

 
    

 
  

2
sin sin ... sin

2 2 2 2

n

n n n n

    
    

 
 

( 1)
sin . sin

2 2 2 4
( , )

2
sin

4

n n

n n n
U P f

n

n

  





   
  

  
 
  

 

( 1)
sin sin

2 4 4

sin
4

n

n n

n

 





 

sin .cos cos .sin
14 4 4 42 2

cos 1
42 2 2sin

4

n nn

nn

n

    

 



 
 

     
 

 

cos 1
4 4n n

  
  

 
 

( , ) cot 1
4 4

L P f
n n

  
  

 
 

2

0

4
( ) ( , ) 1 0 1

4

4

n n n

n
f x dx Lt L P f Lt Lt

n
Tan

n






  

 
 

        
   
 
 

 

2

0

( ) ( , ) 1
n

f x dx Lt U P f




  

2 2

00

( ) ( ) 1f x dx f x dx

 

   
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) ۔۔۔۔۔۔ ) sinf x x ل پذیر ہے.
م
ک

گ

ن

0,
2

 
 
 

پراوربالآخر.

2

0

sin 1xdx



. 

ل کی دوسری تعریف 14.4
م
ک

گ

ن

 ریمام 

]:کی گئی ہے  اس طرحتفاعل کی تعریف .f( فرض کرو کہ2تعریف) , ]f a b R. اورتقسیم 0 1 2, , ,... nP a x x x x b  

]تقسیم ہے , ]a b.پر اور ایک سٹ 1 2, ,... [ , ]nQ Q Q a b. 1ایسا ہےr r rx Q x   تمالr n تا 1 

f تب تفاعل ل پذیر کہتے ہیں .
م
ک

گ

ن

]و  ریمام  , ]a b   0اگر  پر . 0ایک . موجود ہوتا ہے و ئی حقیقی عددl کے ساتھ

1

( )
n

r rf Q l  .تمال تقسیم[ , ]a bپر 

P 1کے ساتھ اور[ , ]r r rQ x x .عددl وf.کا[ , ]a bل کہتے ہیں اور اسکو
م
ک

گ

ن

)پر ریمام  )

b

a

f x dx.سے ظاہر کرتے ہیں ۔ 

ل کے مساوی ہوتے ہیں۔
م
ک

گ

ن

 نوٹ:  ہم نے اس بات کا مشاہدہ کئے ہیں کہ پہلے اور دوسر  تعریفیں ریمام 

 مسلسل تعاملات پر مسئلے یک رنگی۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔اور 14.5

]:اگر  -مسئلہ: , ]f a b R.مسلسل تفاعل ہوتوf.بھی[ , ]a b.ل پذیر ہوگا۔
م
ک

گ

ن

 پر 

]کے وقفہ.f  -ثبوت: , ]a b. میں مسلسل ہونے کا یہ مطلب ہے کہf. اس وقفہ[ , ]a b میں بستہ ہوگااوربوریل کے مسئلہ و  استعماك

0کرتے ہوئے ہر ایک  .کے لئےایک تقسیم 0 1 2, , ,... nP a x x x x b  . ،[ , ]a b  کہ اس طرحپرموجود ہوگا

( ) ( )r rf y f z
b a


 


. 

r,تمال r ry z I .،1,2,...r n.کے لئے۔ 

rIمیں فرض کرو کہ Supاورinf وrMاورrmسےترتیب وار ظاہر کیا جاتا ہے،چونکہfایک مسلسل ہےrIپر یعنی r موجود ہوگا

rاور rn I .کہ اس طرح 

 r rM f  اور r rm f  

   r r r rM m f f
b a


    


 

r....1,2,3 تمال nکے لئے 
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 پس

1

( , ) ( , ) ( , ) ( )
n

r r rw P f U P f L P f M m     

1 1

( )n n

r r

b a

b a b a b a
  

    
    

   
  

0پس و ئی  .لئے کے ,P a b .0موجود ہوتا ہے کہ  اس طرح ( , )w P f  . 

ل پذیر ہوگا.fیعنی
م
ک

گ

ن

[ , ]a b.پر 

ل پذیر ہوتے ہیں لیکن مسلسل نہیں ہوتے)یہاں اس بات کی 1-ریمارک:
م
ک

گ

ن

یاددہانی کرائی جاتی (چند تفاعلات ایسے ہوتے ہیں جو 

 ن کہ"مسلسل" ہوناو ئی ضروری نہیں بلکہ صرف کافی ہے(
ہ

 

]وقفہ.fاگر-مسئلہ: , ]a b میں ایک رنگی(Monotonic) ہوتو بتاؤکہ ,f R a b . 

0نہ گھٹنے والا تعامل ہے۔ایک رنگی .fفرض کرو کہ  -ثبوت: .کے لئے وقفہ[ , ]a b کی تقسیم 0 1 2, , ,... nP a x x x x b  

پرغور کروجس کےلئے.

 ( ) ( ) 1
P

f b f a

 


 
. 

 کہ اس طرح  rIمیں  ہے.Supاور.infکے .fترتیب وارrMاورrmفرض کرو کہ

 r rM f xاور 1r rm f x . 

 نہ گھٹنے والا تفاعل ہے(.f)چونکہ

 اس لئے 

. 
1

( , ) ( , ) ( )
n

r r rU P f L P f M m x    

 1

1

( ) ( )
n

r r rf x f x x   

 
 1( ) ( )

( ) ( ) 1
r rf x f x

f b f a


 
 

 
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 
 1 0 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) 1
nf x f x f x f x f x

f b f a


 
     

 
 

 
 ( ) ( )

( ) ( ) 1
f b f a

f b f a


  

 
 

]پس , ]f R a b  .ثابت کیا گیا ہے۔ 

]والا تفاعل ہوگانہ گھٹنے .fاسی طرح ہم یہ بھی ثابت کرسکتے ہیں کہ , ]a bپر 

(اگر1 -ریمارک:

1
( )f x

x
.  ،  [1,2]ے

گ

ت

ن
 

ی ہ 
ک

      نہ گھٹنے والا تفاعل ہوگا اور.fپر تب ہم 

1

x
 ،    [1,2] ل پذیر ہوگا۔.

م
ک

گ

ن

 پر

2) 2( )f x x ]کے لئے. , ]a b2 پربڑھنے والا تفاعل ہوگا اور۔۔۔۔۔x .،[ , ]a b ل پذیر ہوگا۔
م
ک

گ

ن

 پر 

]جو.fایک بستہ تفاعل -مسئلہ: , ]a bپرتعریف کی گئی ہے کہ نقاط غیر مسلسل ہونگے۔ متناہی ہونگےتب بتاؤ کہ[ , ]f R a b . 

1فرض کرو کہ  -ثبوت: 2, ,.... pc c c   ا ہی سٹ کے جو غیر مسلسل ہے

ت

ن

گ

می
ی ں
]نقاط ہ  , ]a b1پر جہاں 2 ,.... pc c c  . 

0فرض کرو کہ 1دیا گیا ہے۔یہاں چند نقاط 2, ,.... pc c c.ترتیب وار ہیں جسکے وقفے ایک دوسر  سے جداگانہ ہے۔ 

   1 1 2 2, ; , ,...., ,p pa b a b a b   

 سے کہ ام کے مجموعے کا ۔۔۔۔۔۔۔ اس طرح
2( )M m




 سے کم ہوتا ہے.

]کے.fہونگے .Supاور.infترتیب وارMاورm)یہاں  , ]a b)پر 

f.پرایک تحت وقفوں پر مسلسل ہوگا۔ 

2)    1 2, ; , ,...., ,pa a b a b b   

 ( میں2مسلسل ہے ہر ایک تحت وقفہ).fجیسا کہ

ں
 
 می
سب
ق

گ

ت

 ہم جانتے ہیں کہ چند  1,2,3.... 1r p   ،  rp. کے تحت وقفے 2سے کہ  اس طرحموجود ہونگے) 

( , )
2( 1)

w P f
p





 ،  1,2,3.... 1r p . کے ساتھ 
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غور کرو یہ تقسیم 1,2,3.... 1rP P p  . 

P.کے تحت وقفے دودرجات میں تقسیم کئے جاتے ہیں۔ 

    rP       (i ،  .       1,2,3.... 1r p   کے تمال تحت وقفے 

(ii)مساوات(i)کے تمال تحت وقفے 

)کا(i)اب مساوات , )w P f کم ہوتا ہے ( 1)
2( 1) 2

p
p

 
 


 کے.

رازی مجموعہ ہر ایک تحت وقفے کہ جو f مزید،

ت
گ

)سے کم ہوگا(ii)کا اح )M m 

)یعنی , )w P f. کہ( )
2( ) 2

M m
M m

 
 


. 

 کہ اس طرحموجود ہوگا pپس،ایک تقسیم 

( , )
2 2

w P f
 

   

] پس , ]f R a b .ثابت کیا گیا ہے 

]: (اگر تفاعل1  -ریمارکس: , ]f a b R بستہ تفاعل کے نقاط جوغیر مسلسل ہوتے ہیں متناہی اعداد کے اتہائئی نقاط رکھتے ہیں تب ایک .

ل پذیر ہوگا.fتب
م
ک

گ

ن

[ , ]a bپر۔ 

2) Rل پذیر تفاعلات کے لومتناہی نقاط غیر مسلسل ہونگے
م
ک

گ

ن

[ , ]a bمیں۔ 

ل پذیر تفاعلات جس کے نقاط غیر مسلسل ہوتے ہیںR(چند3
م
ک

گ

ن

[ , ]a bپر لامتناہی کئی اتہائئی نقاط ہیں ۔ 

4) ( ) logf x x ]ایک مسلسل تفاعل ہے. , ]a b0 پرb a     ، log [ , ]x R a b   

5) ( ) xf x e ]ایک مسلسل تفاعل ہے. , ]a bپر جوRکاتحت سٹ ہےیعنی

xe، R 

ل پذیر ہوگا
م
ک

گ

ن

[ , ]a bپر 

 -:مثالیں 14.5.1
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)( بتاؤ کہ1 ) [ ]f x x.ل پذیر ہوگا
م
ک

گ

ن

[ , ]a bپر 

]ہم جانتے ہیں کہ -حل: ]x x کا لازی حصہ ہے اور دیا گیا ہے 0,5x . ،( ) [ ]f x x  پر[0,5]ایک بستہ تفاعل ہے 

 

)مزید )f x.1کےغیر مسلسل نقاط, 2,3, 4,...x .ہیں 

( ) [ ]f x x.ایک بستہ تفاعل ہے اور یہ متناہی نقاط رکھتا ہے جو غیر مسلسل ہے۔ 

ل پذیر ہے.fدس مندرجہ بالا مسئلہ سے،ہم اس نتیجہ پر پہنچتے ہیں کہ
م
ک

گ

ن

 پر.[0,5]

فرض کرو  -(:2مثاك)

1
( )

3n
f x .یہاں

1

1 1

3 3n n
x


  

( 0,1,2,3,....)n .(0) اور 0f  f[0,1] تب بتاؤ کہ. R . 

اگر        -حل:

1
0, ( ) 1; 1

3
n f x x    

2

1 1 1
1, ( ) ;

3 3 3
n f x x    

1

1 1 1
, ( ) ;

3 3 3n n n
n n f x x


   . 

0xجہاں .،( ) 0f x  

x  ، [0,1]f[0,1]تمال f اور  کاسٹ .fاور.I[0,1]بستہ تفاعل ہے.
2

1 1 1
, ,... ,...

3 3 3n

 
 
 

. 

 لامتناہی نقاط رکھتا ہے جو غیر مسلسل ہوسکتا ہے۔

ل پذیر ہوگاfکے ساتھ۔پس بالامسئلہ ثابت ہوگیا ہے 0نقاط
م
ک

گ

ن

 پر۔[0,1]

f فرض کرو  :3مثاك )کی تفریق. )f x x ،[ 1, 2].1 پراگر 1x   اور .

2( ) 3f x x x  1 اگر 2x  تب بتاؤ کہ.

[ 1,2]f R . 

]حل:  چونکہ 1,1]x R .0تمال ( ) 1f x . 
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(1, 2)x .4تمال ( ) 12f x . 

( )f xایک بستہ تفاعل ہے[ 1, 2].پر 

ن کہ،  
ہ
,1غیر مسلسل ہے.fیہاں صاف ظاہر ہوتا  2x .پر 

f.کے دونقاط،غیر مسلسل ہے[ 1, 2].پر 

ل پذیر ہےf.،Rپس
م
ک

گ

ن

[ 1, 2]پر 

)فرض کرو    -:4مثاك  )f x.تعریف کی گئی ہے اس طرحپر [0,1]کی تعریف 

1

2
x .                           ،کے لئے( ) 1f x  

1

2
x .،کے لئے( ) 0f x  

f[0,1]تب بتاؤ کہ  R .اورنیز  محسوب کرو

1

0

( )f x dx 

0فرض کرو  -حل: ( ) 1f x .[0,1]تمالx ،.کے لئے یعنیf.پر.[0,1]ایک بستہ تفاعل ہے 

1سے کہ اس طرحایک تقسیم پر غور کرو [0,1]

1
[ , ]

2
s s sI x x .1,2تب,...r n. 1تمالr rM m .اورr s. کے لئے

1sM .اور, 0sr s m .. اور 

1

1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n s n

r r r r r r s s s r r r

s

w P f M m M m M m M m




              

1

1

1 1

(1 1) (1 0) (1 1) 1. ( ).......(1)
s n

r r r s s s

s

x x






              

0 .کے لئے،ایک تقسیمP،[0,1] کہ اس طرحو  منتخب کرتے ہیں 

1s sx x   1اور

1

2
s sx x   

0مساوات سے ( , )w P f  . 
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fل پذیر ہے
م
ک

گ

ن

 پر اور.[0,1]

1 1

00

( ) ( )f x dx f x dx اور 

1

1 10

( ) ( , ) 1.
n n

r r r
n n n

f x dx Lt U P f Lt M Lt
  

      

1

(1) 1
n

n
Lt


 

. 

1

0

( ) 1f x dx  

 (Learning Outcomesاکتسابی نتائج) 14.6

ل کی تعریفیں
م
ک

گ

ن

ل اور زیریں ۔۔۔۔۔۔۔۔۔
م
ک

گ

ن

پزھی ہیں اور اسکے بنیادی  اس باب میں ہم نے بالائی ۔۔۔۔۔۔۔۔۔

 تصورات پر عبور حاصل کیا ہے اور اسکو مثالات کے ذریعہ مشق کی گئی ہے۔

ل کے اہم مسئلہ کا ثبوت بھی پیش کیا ہے۔خاص کر یکرنگی اور مسلسل تفاعلات کے مسئلہ پر کافی بحث کی ہے اور 
م
ک

گ

ن

۔۔۔۔۔۔۔

 بہت سار  سوالات و  حل کیا ہے۔

 (Keywordsکلیدی الفاظ) 14.7

1 ) ( ) sup ( , ) : [ , ]

b

a

f x dx L P f P a b   

2)  ( ) ( , ) : [ , ]

b

a

f x dx Inf U P f P a b    

3) ( ) ( )

b b

aa

f x dx f x dx   

4)  ( ) ( )

b b

a a

f x dx f x dx    

,R(ایک بستہ تفاعل5 f.ل پذیر ہوتا ہے تب
م
ک

گ

ن
b b

aa

f f . 

ل پذیر6
م
ک

گ

ن

 ہے لیکن وہ مسلسل نہیں ہے۔ (چند تفاعلات ایسے ہیں جو کہ 

یک رنگی تفاعل ہے.f(اگر7 ,a b تب[ , ]f R a b . 
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کے متناہی نقاط غیر مسلسل ہوتے ہیں.f(ایک بستہ تفاعل8 ,a bتبR, f. 

ل پذیرہے
م
ک

گ

ن

 ,a bپر 

9) Rل پذیر ہونے پرچند پابندیاں ہیں تفاعل
م
ک

گ

ن

f.کے لئے ,a bپر 

10) 
b

a

fموجود ہوتا ہے تب

b

a

f. بھی موجود ہوگا لیکن

b b

aa

f f .تب[ , ]f R a b. 

 نمونہ امتحانی سوالات 14.8

 .I نہایت مختصر جوابی سوالات 

 .A خالی جگہ و  پُر کریں۔ 

ل پذیرہونے کی لازی اور .f(تفاعل1
م
ک

گ

ن

 ضروری شرط کیا ہے۔کےایماں 

]  -جواب: , ] 0P Q a b   . 

. 0 ( , )w P f   

(و ئی بستہ تفاعل علاقہ2 ,a bل کے
م
ک

گ

ن

 میں،زیریں۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔بالائی ۔۔۔۔۔۔۔۔

 جواب: ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔

ل پذیرہوگا اگر اورصرف الگ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔Rf(ایک بستہ تفاعل3
م
ک

گ

ن

 

ایک رنگی تفاعل ہےf(اگر4 ,a b.پر تب

b

a

f       

 جواب:  موجودہوتا ہے

(اگر5 ,a bپرf.باستہ تفاعل کے نقاط کا سٹ غیر مسلسل ہے تبf.۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ 

ل پذیر ہوگا۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔پر
م
ک

گ

ن

 جواب:  

6) fکےR ،ل پذیر ہونے کی شرط
م
ک

گ

ن

f     . 

 جواب:  بستہ تفاعل

(اگر7
2( )f x x.اور

1 2
0, , ,1

3 3
P

 
  
 

)تب. , ) ......L P f . 

 جواب:   مثاك دیکھئے

)( اگر 8 ) xf x e. ، 0,1 پر مسلسل ہوگا 0,1 تبf     . 
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 ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔جواب:   

ل پذیر تعامل۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ہے۔R(ہر 9
م
ک

گ

ن

 

 جواب:  بستہ

10) ( , )w P f   . 

 .Type equation hereجواب:   

11) ( , )w P f ل پذیر کے رقول میں ظاہر کردئےRو .
م
ک

گ

ن

 

0جواب .تقسیم[ , ]P a b . 

بستہ تفاعل،f(فرض کرو کہ1 ,a b.پرتبf.ل پذیر ہوتا ہے اگر اور صرف اگر۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔
م
ک

گ

ن

 اسمیں 

 (a   (b   (c   (d 

 .Type equation hereجواب:  

 کی گئی ہے اس طرحپر (0,2)کی تعریف .f(اگر2
2( )f x x x جہاںxناطق ہے اور

2 3( )f x x x . غیر ناطق

ل 
م
ک

گ

ن

 میں(0,2)ہے تب بالائی ریمام 

 (a   (b   (c   (d 

 .Type equation hereجواب:  

 پر کی گئی ہے اور[0,1]کی تعریف.f(اگر 3

)اگر  ) 1 ;f x x   . 

) اگرغیر ناطق ہے ) 1f x    

       f (a. بستہ ہے  f (bبستہ نہیں ہے 

   (c.   f ل پذیری ہےRبستہ اور 
م
ک

گ

ن

  (dNone 

 اور بستہ ہوتے ہیں وقفہ میں وہ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔4

گ

 ( تفاعلات جو یکسوئ

 (a مسلسل  (b تفرق پذیر  (cل پذیر
م
ک

گ

ن

 dNone) ۔۔۔۔

 Cجواب:    
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 (فرض کرو5
1

( )f x
x

  میں کی گئی ہے۔(0,1)کی تعریف.

1 1

1
x

n n
 


(0)اور. 0f .(0,1)تب ' ( )f x.میں ایک ۔۔۔۔۔۔۔۔ 

 (a غیر مسلسل ہے    R  (b ل
م
ک

گ

ن

 پذیر نہیں ہے

 (c Rل پذیر ہے
م
ک

گ

ن

 (dNone 

)(فرض کرو6 ) 1f x .،جب کہxناطق اور( ) 0f x .جب کہxغیر ناطق ہے تبfایک 

 (a  

1

0

( )f x dx موجود ہوگا (b Rل پذیرنہ ہوگا
م
ک

گ

ن

 

 (c تفرق پذیر ہوگا 

(d دونوں

b

a

f.اور 
b

a

f موجود ہونگے لیکن مساوی نہیں ہونگے۔ 

(II مختصر جوابی سوالات 

ل1
م
ک

گ

ن

 کی تعریف لکھئے ( بالائی اور زیریں ایماں 

2) ( )f x ل پذیر ہونے کی اہم اور ضروری شرط بیام کیجئے۔Rکے.
م
ک

گ

ن

 

 (ڈاربوس کے مسئلہ و  بیام کرو3

4) ( )f x کی تعریف.
2[0,a], ( )f x x. ایماں معلول کروپر کی گئی ہے تب اس کے زیریں اور بالائی 

]یک رنگی تفاعل ہے.f(اگر5 , ]a bپر تب بتاؤ کہ[ , ]a b,   f ل پذیر ہوتا ہے۔.
م
ک

گ

ن

 پر 

ل کی متبادك تعریف لکھئے۔6
م
ک

گ

ن

 (ریمام 

(IIIطویل جوابی سوالات 

ل پذیر ہونے کی اہم اور ضروری شرط و  بیام اور ثابت کرو۔.f( و ئی تفاعل1
م
ک

گ

ن

 کے ریمام 

ل پذیر نہ ہونے کی مثاك و  قائم کریں۔2
م
ک

گ

ن

 (بستہ تفاعل کے 

)(اگر3 )f x cosxتمالT 0,
2

x
 

  
 

here.0بتاؤ کہ,
2

 
 
 

f. ل پذیر ہوتا ہے اور پھر بتاؤ کہ
م
ک

گ

ن

پر 

2

0

cos 1xdx





here. 

)(بتاؤ کہ4 ) 3 1f x x e.،  1,2 ل پذیر ہوتا ہے اور نیز بتاؤ کہ.
م
ک

گ

ن

Tپر 
2

1

11
(3 1)

2
x dx  . 
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 کرو۔(ڈابوس کے مسئلہ و  بیام اور ثابت 5

](اگر6 , ]f a b .اور,M m.ترتیب وار تفاعلT f e  کے ,a b. پرua inf y supاور. و  ظاہر کرتے ہیں تب بتاؤ کہ.

( ) ( ) ( )

b

a

m b a f x dx M b a    

 (Suggested Books for further  Readings)تجویزکردہ اکتسابی مواد 14.9
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2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

4. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

5. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2
nd

 Edition, 2014 
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ی احصا کا اساسی قضیہ15اکائی   

مل
ک

گ

ن

ل کی خصوصیات، 
م
ک

گ

ن

 ۔    ریمام 

(
                                  

                                         
) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید    15.0

 مقاصد    15.1

ل کی خصوصیات    15.2
م
ک

گ

ن

 ریمام 

ل سے متعلق قضیے اور مثالیں    15.3
م
ک

گ

ن

 ریمام 

 حل شدہ مشقیں    15.4

 اکتسابی نتائج    15.5

 کلیدی الفاظ    15.6

 نمونہ امتحانی سوالات    15.7

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 15.7.1  

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 15.7.2

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 15.7.3

 تجویزکردہ اکتسابی مواد    15.8
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 (Introduction)تمہید 15.0

ل و  جانا۔  
م
ک

گ

ن

ل اور ریمام 
م
ک

گ

ن

ل اور بالائی ریمام 
م
ک

گ

ن

ہم نے  ڈربکس قضیہ اور پچھلی اکائی میں ہم نے زیریں ریمام 

ل ہونے کے لیے ضروری اور کافی قضیہ پر بحث کی اور بڑی تعداد میں مسائل و  حل کیا۔ اس اکائی میں ہم ریمام 
م
ک

گ

ن

ریمام 

ل تفاعل کی خصوصیات کے قضیے اور تبصروں پر بحث کریں گے۔
م
ک

گ

ن

 

 (Objectives)مقاصد 15.1

 گے کہ: اس اکائی کے اختتال پر طلبا اس قابل ہو جائیں 

 ل تفاعل کی خصوصیات و  سمجھ سکیں
م
ک

گ

ن

 ریمام 

  ل تفاعل پر مبنی مسائل و  حل کرنا  سمجھ  سکیں
م
ک

گ

ن

 ریمام 

ل کی خصوصیات 15.2
م
ک

گ

ن

 (Properties of Riemann Integration)ریمام 

ل پذیر تفاعل کی خصوصیات و  قضیوں اور تبصروں اور مناب  مثالوں کے ذریعے تعریفات کی 
م
ک

گ

ن

 روشنی میں مجھیں  گے۔ریمام 

 تعریف:  

i ∫  ( )  
 

 
∫اگر   ( )  

 

 ̅
 ∫  ( )  

 ̅

 
    ، جہاں 

ii تب   اگر∫  
 

 
  ∫  

 

 
∫اور  -   ,   جب کہ  

 

 
   

-   ,   اگر  ۔1قضیہ ل پذ  
م
ک

گ

ن

 ریمام 

 تب-   ,   یر تفاعل ہے یعنی

∫ (  )
 

 
( )    ∫  ( )  

 

 
 -   ,    اور

 -   ,   دیا گیا ہے کہ ثبوت۔

 اس لیے

∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 ̅

 ∫  ( )  
 ̅

 

 

پر خصوصاً  -   ,وقفہ    اور   کی تقسیم ہے۔  فرض کیجیے کہ-   ,وقفہ   +                 *  فرض کرو کہ 

یٰ (Infimum)کے بالترتیب اسفل پر-       ,

م

ت

عض

بھی   پر بستہ ہوگا تب -   ,وقفہ  ہیں۔ہم جانتے ہیں کہ  ( Supremum)اور 

 پر بستہ ہوگا۔  اب-   ,وقفہ 

    (  )                   

    (  )                   
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 اور

 (   )  ∑     

 

 

  ∑    

 

 

   (   ) 

 (   )  ∑     

 

 

  ∑    

 

 

   (   ) 

 اس لیے

∫ (  )
 

 

( )      * (   )|   ,   -+     *  (   )|   ,   -+

    * (   )|   ,   -+   ∫  ( )  
 

 

 

∫  ( )  
 

 

     * (   )|   ,   -+ 

     *  (   )+ 

     * (   )+ 

  ∫  ( )  
  

 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 اس لیے

∫ (  )
  

 

( )   ∫ (  )
 

  

( )    ∫  ( )  
 

 

 

 چنانچہ

∫ (  )
 

 
( )    ∫  ( )  

 

 
 -   ,    اور

 لہٰذا ثابت ہوا۔

ل پذیر ہے تب-   ,وقفہ   اگر تفاعل۔2قضیہ
م
ک

گ

ن

ل پذیر ہوگا۔ | |پر ریمام 
م
ک

گ

ن

 بھی ریمام 

 یا

| |تب   -   ,   اگر     ,   - 

ϵ تقسیم   +                 *  تب -   ,   اگر  ثبوت۔   اس طور پر کہ   

   (   )   (   )       (   )  (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

 پر  -   ,چوں کہ بستہ ہوگا  

 | |                ,   - 

 پر۔  -   ,بستہ ہوگا  لہٰذا 
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  ہوں اورSupاور Infکے  پر   وقفہ    اور     فرض کیجیے کہ 
 
  اور   

 
 ہیں۔ تبSupاور Infکے | |پر   وقفہ  

ψ     || ( )|  | |( )| 

|| ( )|  | ( )||    | ( )   ( )| 

   
    

        ،             

 (  | |)   (  |  |)  ∑(  
    

 )  

 

   

 

 ∑(     )  

 

   

 

  (  | |)   (  |  |)    

ل پذیر ہے۔ یعنی   | |اس لیے  
م
ک

گ

ن

| |ریمام    ,   - 

 ن ا لا کا عکس حیح  ہونا ضروری نہیں ہے۔  یعنی اگر   مشاہدہ:
 ہ
ب

ت

ل پذیر ہےتب  | |قط
م
ک

گ

ن

ل پذیر ہوایسا ضروری نہیں۔ ریمام 
م
ک

گ

ن

 کا  ریمام 

 اسے اس مثاك سے سمجھا جا سکتا ہے۔

-   ,   اگر  ( ) معرف بہ      {
                  
        

 

 پر+                 *  کی تقسیم  -   ,تب  

∫  ( )  
 

 

    * (   )+ 

    {∑    

 

   

} 

    *   +      

 اور پھر

∫  ( )  
 

 

    * (   )+ 

    {∑(  )   

 

   

} 

    * (   )+   (   ) 

∫چوں کہ   
 

 
 ∫  

 

 
( )| |چوں کہ  -   ,   اس لیے     | ( )|         

 -   ,   ایک مستقل تفاعل ہے اس لیے  | |چوں کہ

-   ,   اگر   ۔3قضیہ ل پذیر ہے تب تفاعل   
م
ک

گ

ن

ل پذیر ہے     ریمام 
م
ک

گ

ن

 بھی ریمام 

| |تب   -   ,   ہم جانتے ہیں کہ اگر ثبوت۔   ,   - 

 پر-   ,بھی بستہ ہوگا  | |پر اس لیے -   ,بستہ ہے چوں کہ 

 پر -   , ہوگابھی بستہ | |لہٰذا 



 

251 

 

  | |   پر اس لیے کہ  -   ,بھی بستہ ہوگا   تب

 پر -   ,وقفہ           اگر  

 اس طور پر کہ  ایک تقسیم  کے لیے     تب    

∑ (     )  
 
     (  | |)   (  |  |)  

 

    
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔) 

 اور اگر 

    (  )    
 

    (  )    
 }       

  (    )   (    )  ∑(  
    

 )  

 

   

 

 ∑,(     )(     )-  

 

   

 

 ∑,(     )(   )-  

 

   

 

   ∑(     )  

 

   

 

   
 

    
   

 کا اس طور پر کہ -   ,ہوگا کے لیے تقسیم     اس لیے 

 (    )   (    )    

 -   ,    لہٰذا  

 اس لیے قضیہ ثابت ہوا۔

ل پذیر ہے   اگر  ۔4قضیہ
م
ک

گ

ن

 اور -   ,    و ئی مستقل حقیقی عدد ہے، تب  پر  ہے  اور-   ,ریمام 

∫   ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 اس قضیہ کا ثبوت طلبا کی مشق کے لیے چھوڑ دیا گیا ہے۔ ثبوت۔

ل پذیر ہیں اور  اگر   ۔5قضیہ
م
ک

گ

ن

ل پذیر ہوگا    پر  تو -   ,ریمام 
م
ک

گ

ن

 پر اور-   ,ریمام 

∫  ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 پر -   ,بھی بستہ ہوگا وقفہ       پر لہٰذا   -   ,بستہ ہوں گے       اس لیے  -   ,     چوں کہ ثبوت۔

δ تب  -   ,   اور    اگر  
 
 اس طور پر کہ  

 (    )   (    )  
 

 
‖  ‖جہاں    

 
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔) 
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δ تب  -   ,   اور 
  
 اس طور پر کہ    

 (    )   (    )  
 

 
‖  ‖جہاں    

  
 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔) 

 تب         

‖ ‖  ‖  ‖ ‖ ‖  ‖  ‖ 

                  ‖ ‖     ‖ ‖      

 ( حیح  ہوں گے2( اور )1کے لیے ) تب تقسیم 

 اور غور کیجیے

 (     )   (     )   (     ) 
 , (   )   (   )-  , (   )   (   )- 

 
 

 
 
 

 
   

      δ     { 
 
  
  
}     (   ) ‖ ‖جہاں       

 -   ,         اس لیے

   ,   -  ∫  ( )  
 

 

    
‖ ‖  

∑ (  )  

 

 

 

   ,   -  ∫  ( )  
 

 

    
‖ ‖  

∑ (  )  

 

 

 

 مگر

   
‖ ‖  

∑(   )(  )  

 

 

    
‖ ‖  

∑* (  )   (  )+  

 

   

 

    
‖ ‖  

∑ (  )  

 

   

    
‖ ‖  

∑ (  )  

 

   

 

 اس لیے

∫ (   )( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 قضیہ ثابت ہوا۔

 نتائج: 

i)   اور  -   ,     تب   -   ,     اگر∫ (   )( )  
 

 
 ∫  ( )  

 

 
 ∫  ( )  

 

 
 

ii)   تب       اور  -   ,     اگر(     )   ,   - 

 -   ,     تب   -   ,     اگر   ۔6قضیہ 

 پر  -   ,بستہ ہیں وقفہ      اس لیے  -   ,     چوں کہ ثبوت۔
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 پر  -   ,بھی بستہ ہوگا وقفہ     اس لیے  

 اب غور کیجیے

(   )  (   )       

    
 

 
 ( 1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)     - (   )  (   ),

ل پذیر ہوں گے وقفہ      اور     تب   -   ,     گزشتہ قضیوں کے مطابق ہم جانتے ہیں کہ اگر  
م
ک

گ

ن

 پر  -   ,بھی ریمام 

ل پذیر ہوں گے   (   )اور   (   )تب  
م
ک

گ

ن

 بھی ریمام 

ل پذیر  (   )  (   )پھر  
م
ک

گ

ن

 ہوگا بھی ریمام 

لہٰذا  

 

 
,(   )  (   ) -   ,   - 

 -   ,     یعنی

 قضیہ ثابت ہوا۔

ل پذیر ہو سکتا ہے وقفہ       نتیجہ: 
م
ک

گ

ن

 -   ,     جب کہ   پر  -   ,ریمام 

( )  مثاك:  {
              
       

( ) اور    {
              
       

 تب  

(   )( )   ( ) ( )         

ل پذیر ہے۔    اب 
م
ک

گ

ن

 ایک مستقل تفاعل ہوا ، اس لیے یہ ریمام 

ل پذیر نہیں ہیں۔   جب کہ ہم دیکھتے ہیں کہ
م
ک

گ

ن

 ریمام 

 اور -   ,   اور  -   ,   تب     اور  -   ,   اگر  ۔7قضیہ

∫  
 

 

 ∫  
 

 

 ∫  
 

 

 

ل پذیری کی کافی اور ضروری شرط کے مطابق تب ریمام -   ,   چوں کہ   ثبوت۔
م
ک

گ

ن

کی پیمائش صفر   غیر مسلسل نقاط کے سٹ   

 ہوگی۔

 کی پیمائش صفر ہے۔ -   ,  ظاہر ہے کہ سٹ 

 -   ,   اس لیے  

 -   ,   اس طرح 

 کا۔-   ,تقسیم ہے     کا اور  -   ,ہے  اگر تقسیم  

 کے جزیے ہوں گے۔      کاجس کے جزیے-   ,تقسیم ہوگا       

 (    )  (    )   (       )  ∫  
 

 
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔) 

 اس لیے-   ,   چوں کہ 
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∫  
 

 

 ∫  
 

 

 

 ( سے1تب )

 (    )  (    )  ∫  
 

 
 (2۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  

 لینے سے +(    ) *   

∫  
 

 

  (    )  ∫  
 

 

 

∫ لیکن  
 

 
 ∫  

 

 
 -   ,   چوں کہ   

 اس لیے

∫  
 

 

  (    )  ∫  
 

 

 

 لینے سے +(    ) *   

∫  
 

 
 ∫  

 

 
 ∫  

 

 
 (3۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  

 (    )  (    )  ∫  
 

 

 

 اس لیے-   ,   چوں کہ  

 (    )  (    )  ∫  
 

 

 

 

∫  
 

 

  (    )  ∫  
 

 

 

 لینے سے +(    ) *   

∫  
 

 
 ∫  

 

 
 ∫  

 

 
 (4۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  

 ( سے4( اور )3مساوات )

∫  
 

 

 ∫  
 

 

 ∫  
 

 

 

 قضیہ ثابت ہوا۔

 من درجہ بالا  تصور و  بڑائنے  سے اس و  یوں عال کیا جا سکتا ہے کہ نوٹ:

∫  
 

 

 ∫  
  

 

 ∫  
  

  

  ∫  
  

  

   ∫  
 

    

 

-   ,اور  -   ,   اگر   نوٹ:  -   ,   تب  -   , 
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( ) مثاك ۔  2
       
               

ل پذیر ہوگا وقفہ
م
ک

گ

ن

 پر -   ,

( ) اگر  حل۔  ( )  جہاں          ( )  اور                

  ( )  اور پر  -   ,وقفہ مسلسل ہے   

∫   ( )  
 

 

  ∫     
 

 

 
 

 
 

( )  اور پھر           

 پر  -   ,مسلسل ہے وقفہ   لہٰذا  

ل پذیر ہے وقفہ   لہٰذا  
م
ک

گ

ن

 پر  -   ,ریمام 

 چنانچہ

∫   ( )  
 

 

  ∫     
 

 

 ,   -    

ل پذیر ہے وقفہ   نتیجتاً  
م
ک

گ

ن

 پر  اور   -   ,ریمام 

ل پذیر ہے وقفہ   
م
ک

گ

ن

 پر  -   ,ریمام 

ل پذیر ہوگا وقفہ        لہٰذا 
م
ک

گ

ن

 پر  -   ,ریمام 

 اس لیے 

∫   ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 
 

 
   

 

 
 

∫  
 

 
∫ Inequalities on) پر لامساوات  ( )  ( )  

 

 
) 

( ) اور   -   ,   اگر   ۔8قضیہ ∫تب -   ,        ( )  
 

 
   

 -   ,   دیا گیا ہے کہ   ثبوت۔

( ) ہوں، تب چوں کہSupremumاور Infimumپر -   ,وقفہ   اور    کے  اگر تفاعل     اس لیے  -   ,      

 کے لیے -   ,  تب کسی بھی تقسیم

 (   )   (   ) 

∫  ( )  
 

 

    * (    )+    

 لہٰذا

∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

   

 ثابت کیا گیا۔

( ) اور   -   ,   اگر    ۔9قضیہ ∫|تب -   ,        ( )  
 

 
|  ∫ | ( )|  
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ل  چو ں کہ ثبوت۔
م
ک

گ

ن

ل پذیر ہوں گے| | اور| |پذیر ہےاس لیےریمام 
م
ک

گ

ن

 پر۔-   ,بھیریمام 

∫  | ( )|  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫ | ( )|  
 

 

 

  ∫ | ( )|  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 ∫ | ( )|  
 

 

 

 اس لیے

|∫  ( )  
 

 

|  ∫ | ( )|  
 

 

 

 قضیہ بالا کا عکس حیح  ہونا ضروری نہیں ہے۔ نوٹ:

( ) اگر  مثاك:  {
                    
                  

 

ل پذیر نہیں ہے جب کہ -   ,وقفہ غور کیجیے کہ
م
ک

گ

ن

ل پذیر ہے ۔ | |پر 
م
ک

گ

ن

 

( ) اور  -   ,     اگر   ۔10قضیہ  ∫تب  -   ,    ( )    ( )  
 

 
 ∫  ( )  

 

 
 

 -   ,     اس لیے  -   ,     چوں کہ   ثبوت۔

( ) اور چوں کہ دیا گیا ہے  اس لیے-   ,    ( )  

 ( )   ( )       ,   - 
 (   )( )       ,   - 

 ∫ (   )( )  
 

 

   

 ∫ , ( )   ( )-  
 

 

   

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

   

       ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 قضیہ ثابت ہوا۔

ت  Supremumاور  Infimumکے  پرتفاعل-   ,وقفہ   اور  اور -   ,   اگر    ۔11قضیہ

گ

ی ںی
 ہ 

 (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

∫    اور  ( )  
 

 
 -   ,  جہاں  (   )  

 ہیں، تبSupremumاور  Infimumپر -   ,وقفہ   اور    کے  چوں کہثبوت۔

   ( )       ,   - 
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ل پذیر ہیں، یعنی اور    چوں کہ  
م
ک

گ

ن

 مستقل ہیں اس لیے 

∫    
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫    
 

 

 

 اس لیے

 (   )  ∫  ( )  
 

 
 (1۔۔۔۔۔۔۔۔) (   )  

 اس لیے، -   ,  اور چوں کہ  

      

 تب

∫    
 

 

 ∫    
 

 

 ∫    
 

 

 

 اس لیے

 (   )   (   )  ( 2۔۔۔۔۔۔۔۔) (   )  

∫کی قیمت پر     ( سے مناب  2( اور )1مساوات )  ( )  
 

 
 ہوگا۔ (   )  

 ثابت کیا گیا۔

( ) اگر  مثاك: ( )  کے لیے -   ,  تب سبھی    -   ,        √   
 

√    
 ہوگا۔   

 پر  بڑھتا ہوا ہے۔ اس لیے[1، 3وقفہ ]  اور چوں کہ  

 ( )  √         

( )      اور  √      √    

 اس لیے

 (   )  ∫ √      
 

 

 √  (   ) 

   ∫ √      
 

 

  √   

|( ) |اور -   ,   اگر    ۔11قضیہ ∫|تب    اور -   ,        ( )  
 

 
|   (   ) 

 اس قضیہ کا ثبوت طلبا کی مشق کے لیے چھوڑ دیا گیا ہے۔ثبوت۔

( ) تب-   ,   اگر    ۔12قضیہ  ∫  ( )  
 

 
 پر مسلسل ہوگا  -   ,وقفہ     -   ,     

 پر -   , ہوگااس لیے بستہ -   ,   چوں کہثبوت۔

 طور پر کہ  اس      اس لیے 

| ( )|       ,   - 

    اور   -   ,  اگر 
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 تب

 (   )   ( )  |∫  ( )  
   

 

 ∫  ( )  
 

 

| 

 |∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
   

 

 ∫  ( )  
 

 

| 

 |∫  ( )  
   

 

| 

  |     | 
  | | 
  

 

| |اگر     
 

 
 

 . کے لیے ہم لے سکتے ہیں    کسی بھی
 

 
/ 

 اس طور پر کہ 

 (   )   ( )     | |    

 پر مسلسل ہے۔-   ,نقطہ    پر مسلسل ہوا گویا   -   ,  نقطہ لہٰذا  

( ) پر مسلسل ہےتب-   ,   ،اور -   ,   اگر  ۔13قضیہ  ∫  ( )  
 

 
پر تفرق پذیر  ہوگا    نقطہ-   ,   

( )  اور    ( ) 

 پر مسلسل ہے-   ,   ،چوں کہثبوت۔

 طور پر کہ  اس     کے لیے    اس لیے

| ( )   ( )|     |   |  (1۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)   

| |غور کیجیے کہ     

 تب

 (   )   ( )  ∫  ( )  
   

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 ∫  ( )  
   

 

 

∫  ( )  
   

 

  ( )∫   
   

 

   ( ) 

|
 (   )   ( )

 
  ( )|  |

 

 
∫  ( )  
   

 

 
 

 
∫  ( )  
   

 

| 

 |
 

 
∫ * ( )   ( )+  
   

 

| 

 
 

| |
|∫ | ( )   ( )|  
   

 

| 
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| |
|∫    
   

 

|  
 

| |
 | |   

 

( )  پر تفرق پذیر  ہے اور    نقطہ  اس لیے     ( ) 

 تبصرہ:

( ) اگر   .1  ∫  ( )  
 

 
 پر مسلسل ہے تب -   ,وقفہ   

 ( )  ∫  ( )  
 

 

    
   
 ( ) 

( ) مسلسل ہے تب پر-   ,وقفہ   اگر .2  ∫  ( )  
 

 
کے لیے اور  -   ,  تفرق پذیر ہوگا سبھی  -   ,   

  ( )   ( ) 

-   ,   اور -   ,   تعریف: اگر   ( )  اس طور پر کہ   و  اصلی تفاعل یا  تب -   ,    ( )  

 کہا جاتا ہے۔ (Anti Derivative)یا ضد مشتق ( Primitive)اولیہ

 تعریفات: 

 کا۔   بھی اولیہ ہوتا ہے          کا تب   اولیہ ہے   کا اولیہ یکتا نہیں ہوتا۔  اگر     .1

( ) مثاك کے طور پر   -   ,  اور           

 پر۔  -   ,مسلسل ہے       ہمیں معلول ہے کہ 

 کا اولیہ رہے گا۔      اس لیے

-   ,  اگر   ( )  بہ  معرفہ     تب        

  ( )  (      )          ,   - 

( ) لہٰذا     پر۔  -   ,کا اولیہ ہوا     تفاعل        

( ) اور اگر    تب بھی              

  ( )  (        )          ,   - 

( ) لہٰذا     پر۔   -   ,بھی  اولیہ ہوتا ہے         

 یعنی اولیہ یکتا نہیں ہوتا ہے۔

 کا مسلسل ہونا ضروری نہیں اس کے اولیہ کے وجود کے لیے۔     .2

( ) مثاك کے لیے    8
     

 

 
    

      
( )  پر۔ تب   -   ,وقفہ     8

     
 

 
    

 

 
    

                  
 

 پر    مسلسل نہیں     ظاہر  ہے 

( )  پر دیکھیں تب    -   ,و    اگر    پر۔ جب کہ اولیہ کا وجود ہے۔  -   ,مسلسل نہیں ہے ( )  

ثابت کیجیے کہ   ۔1مثاك 

√ 

 
 ∫

    

 
  

 

 
 

 

 
√ 
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 غور کیجیے  حل ۔

 ( )  
    

 
 

   ( )  
           

  
 
(      )     

  
 

           0  
 

 
1    ( )       0

 

 
 
 

 
1 

0 وقفہ   اس لیے 
 

 
 
 

 
 میں  گھٹتا ہوا ہے ۔  1

 گھٹتا ہوا ہے،  اس لیے اب چوں کہ 

 (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

 √ 

  
.
 

 
 
 

 
/  ∫ (

    

 
)   

 

 

 

 

 
 √ 

 
.
 

 
 
 

 
/ 

 
√ 

 
 ∫ (

    

 
)   

 

 

 

 

 
√ 

6
 

( ) اگر   ۔2مثاك  ∫ √      
 

 
 معلول کیجیے۔ ( )  تب          

 دیا گیا ہے کہ  حل۔

 ( )  √        ,   - 

   ( )   ( )        ( )   ( )  √   6  √       

       محسوب کیجیے:  ۔3مثاك
∫ |   |
 
   

   (   )
 

( ) فرض کیجیے کہ  حل۔    ∫ |   |
 

 
( ) اور           (   ) 

   
    

 ( )  ∫ |   |
 

 

          
    

 ( )     (   )    

   
    

 ( )

 ( )
 
 

 
      

 اب لاپتاك کے قاعد  کے ذریعے سے

   
    

  ( )

  ( )
    
    

|   |

   (   )
    
    

(   )

   (   )
   

∫  ۔ ثابت کیجیے 4مثاك
   

    

 

 
 
 

 
 

 حل۔ فرض کیجیے کہ

 ( )  
 

    
 

 اس لیے

  ( )  
(    )   (   )

(    ) 
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(    ) 
 

 ہے۔-   ,گھٹتا  ہوا  وقفہ     ظاہر ہے کہ  

( )        تب       ( )  
 

 
 

 ہم جانتے ہیں کہ

 (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

 (   )  ∫
   

    

 

 

 
 

 
(   )    ∫

   

    

 

 

 
 

 
 

∫  ثابت کیجیے کہ    ۔5مثاك √      
 

 
  √   

( )    غور کیجیے کہحل۔   √        ,   - 

 پر اور پزھتا  ہوا ہے۔ لہٰذا -   ,بستہ ہے وقفہ    ظاہر ہے کہ 

   ( )  √         ( )  √     √   

 لہٰذا  -   ,   یک رنگی ہے اس  لیے    چوں کہ 

 (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

 (   )  ∫ √      
 

 

 √  (   )    ∫ √      
 

 

  √   

 ثابت کیا گیا۔

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 15.3

ل کی 
م
ک

گ

ن

ل کے اہم قضیوں پر۔ یہ تمال قضیے ریمام 
م
ک

گ

ن

خصوصیات ہیں۔ ام میں بعض اس موجودہ اکائی میں ہم نے توجہ دی ریمام  

ل کے قضیے اور خصوصیات مسائل و  حل 
م
ک

گ

ن

قضیوں کے عکس حیح  ہونا ضروری نہیں ہے ام و  مثالوں کے ذریعے تحقیق میں لیا گیا ہے۔ ریمام 

 کرنے میں مدد گار ہوتے ہیں۔ ام و  استعماك کر کے بہت سی مسائل و  حل کیا گیا۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 15.4

لریمام 
م
ک

گ

ن

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 15.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 15.5.1

∫|تب   -   ,   اگر   .1  ( )  
 

 
|            
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ل پذیر ہو تب  .2
م
ک

گ

ن

∫اگر ریمام   ( )  
 

 
 ∫  ( )  

 

 
                   

 ہیں  تب         اور          پر  -   ,وقفہ     اور  اور  -   ,   اگر   .3

              ∫  ( )  
 

 

                 

 ________________تب  -   ,   اگر   .4

∫تب  -   ,     اگر   .5 (   )( )  
 

 
 ________________ 

 تب -   ,   اگر   .6

a) | |  ل پذیر
م
ک

گ

ن

ل پذیر ہوگا مگر عکس  نہیں | | (b نہیں ہےریمام 
م
ک

گ

ن

 ریمام 

c) | | ل پذیر ہوگا اور عکس بھی حیح  ہوگا
م
ک

گ

ن

 و ئی نہیں (d ریمام 

 اور  -   ,     تب   اور  -   ,   اگر   .7

a) ∫   ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 
b) ∫   ( )  

 

 

 ∫    ( )  
 

 

 

c) ∫   ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 
d) و ئی نہیں 

( ) پر اور     -   ,مسلسل تفاعل ہے وقفہ     اگر .8  ∫  ( )  
 

 
 تب  -   ,    

a) 

  ( )   ( )    ,   - 
b) 

  ( )    ( )    ,   - 

c) 

 ( )    ( )    ,   - 
d) 

 ( )   ( )    ,   - 

( ) اور -   ,     اگر   .9  تب   -   ,    ( )  

a) ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 
b) ∫  ( )  

 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

c) ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 
d) ∫  ( )  

 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

( ) اگر   .10  ∫ √           
 

 
 ( )  تب    

a) 
√ (    ) 

b) 
√(    ) 

c) 0 d) 
√(    ) 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  15.5.2

ل پذیر تفاعل کی و ئی پانچ خصوصیا ت بیام کیجیے۔ .1
م
ک

گ

ن

 ریمام 

ل پذیر تفاعل کی جمع اور ضرب کی  خصوصیا ت لکھیے۔ .2
م
ک

گ

ن

 ریمام 

ل پذیر تفاعل کی تعریف کیجیے اور مثاك دیجیے۔ .3
م
ک

گ

ن

 ریمام 
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 -   ,    تب ثابت کیجیے   -   ,   اگر   .4

ل پذیری کے لیے  تفاعل کا مسلسل ہونا ضروری نہیں۔ایک لف مث مثاك دیجیے یہ قائل کرنے کے لیے کہ  .5
م
ک

گ

ن

  

 (Long Answer Type Questions)طویل  جوابات کے حامل سوالات  15.5.3

 ہیں  تب         اور          پر  -   ,وقفہ     اور  اور  -   ,   اگر   .1

 (   )  ∫  ( )  
 

 
∫اور  (   )    ( )  

 

 
  (   )   ,   - 

 اور  -   ,      تب   اور  -   ,   اگر   .2

∫ (   )( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

∫  ثابت کیجیے کہ  .3 √      
 

 
  √   

∫  ثابت کیجیے کہ  .4
   

    

 

 
 
 

 
 

∫ثابت کیجیے  .5             
 

 
 ∫    

 
         

 

 
 ∫    

 
   

 

 
 

ثابت کیجیے  .6

√ 

 
 ∫

    

 
  

 

 
 

 

 
√ 

 
 

 (Suggested Learning Resources)تجویزکردہ اکتسابی مواد 15.6

1. Introduction to Real Analysis, R. G. Bartle, D.R. Sherbert 

2. A Text Book of Mathematics Vol. II, S. Chand 

3. Real Analysis , J. N.Sharma, A. R. Vashishtha 
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ی احصا 16اکائی   

مل
ک

گ

ن

 کا اساسی قضیہ اور اوست قیمت قضیے۔    

(                                                                ) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   16.0

 مقاصد   16.1

مل حصا کا اساسی قضیہ   16.2
ک

گ

ن

 

ل حاصل جمع کی اتہائ کے طور پر   16.3
م
ک

گ

ن

 

 اوسط قیمت قضیے   16.4

 اوسط قیمت کا پہلا قضیہ 16.4.1 

 اوسط قیمت کا دوسرا قضیہ 16.4.2 

 اکتسابی نتائج   16.5

 کلیدی الفاظ   16.6

 نمونہ امتحانی سوالات   16.7

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 16.7.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 16.7.2

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 16.7.3

 موادتجویزکردہ اکتسابی    16.8
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 (Introduction)تمہید 16.0

ل احصا  کا  
م
ک

گ

ن

ل پذیر  اورام  کے متعلقہ مسائل و  حل کرنے میں استعماك کیا۔ اس اکائی میں 
م
ک

گ

ن

پچھلی اکائی میں ہم نے 

گے۔ اور  اساسی قضیہ اور  اوست قیمت کا پہلا اور دوسرا  قضیہ ثابت  کر کے اسے متعلقہ مسائل   و  حل کرنے میں استعماك کریں

ل  ایک حاصل جمع  کی اتہائ ہوتا ہے۔ مسائل و   تفاعل احصا کے قضیے اور اوسط  قیمت کے قضیوں و  استعماك 
م
ک

گ

ن

یہ  جانیں گے کہ 

 کر کے  حل کریں گے۔

 (Objectives)مقاصد 16.1

 کے قابل ہو جائیں گے:اس  اکائی کے تم   پر طلبا مندرجہ ذیل قضیوں  و  سمجھ  کر ام کے متعلقہ مسائل و  حل کرنے  

  ل کا اساسی قضیہ
م
ک

گ

ن

 

 اوسط قیمت کے قضیے 

ل 16.2
م
ک

گ

ن

 (Fundamental Theorem of Integral Calculus)احصاکا اساسی قضیہ 

( )  پر  اس طرح  سے کہ  -   ,تفرق پذیر  ہے   اور اگر  -   ,   پر اور  -   ,ایک مسلسل  تفاعل ہے    اگر بیام:   

 کا تب  ہے  (Primitive)اولیہ   یعنی  -   ,    ( ) 

∫  ( )  
 

 

  ( )   ( ) 

 پر اور  -   ,تفرق پذیر ہے   چوں کہ ثبوت: 

  ( )   ( )    ,   - 

 اور +                 *  کی ایک تقسیم  -   ,وقفہ اس لیے-   ,   اور چوں کہ

(1)                           

 تب

   
‖ ‖  

∑ (  )    

 

   

 ∫  ( )  
 

 

 

 پر۔             -       ,تفرق پذیر ہے اس لیے مسلسل بھی ہے ہر وقفہ  چوں کہ 

 اس لیے لگرانج کے اوسط قیمت قضیہ کے مطابق 

 (  )   (    )  (       ) 
 (  )    (       )             

∑, (  )   (    )-  ∑  (  )    

 

   

 

   

 

 ( سے1مساوات )



 

266 

 

 ∑ (  )    

 

   

 

 * (  )   (  )+ * (  )   (  )+    * (  )   (    )+  ∑ (  )    

 

   

 

  (  )   (  )  ∑ (  )    

 

   

 

    
‖ ‖  

, (  )   (  )-     
‖ ‖  

∑  ( 
 
)    

 

   

 

 ( سے2مساوت )

 ( )   ( )  ∫  ( )  
 

 

 

 قضیہ ثابت ہوا۔

 (:1تبصرہ)

ل احصا کا دوسرا اساسی قضیہ بھی کہتے  ہیں۔
م
ک

گ

ن

 اس قضیہ و  

 (:2تبصرہ)

∫پر  تب  -   ,مسلسل ہے وقفہ    اگر    ( )  
 

 
  ( )   ( ) 

∫۔ ثابت کیجیے کہ 1مثاك      
 

 
 
 

 
 

( ) حل۔ چوں کہ   پر بھی۔ -   ,پر اس لیے یہ مسلسل ہوگا   مسلسل ہے     

∫لہٰذا       
 

 
 کا وجود ہوگا۔ 

( ) اگر   
  

 
( )  پر اور  -   ,ظاہر ہے تفرق پذیر ہے وقفہ    پر تب  -   ,اولیہ لیا جائے وقفہ        ( )    

,   - 

ل کے اساسی قضیہ کے مطابق
م
ک

گ

ن

 لہٰذا 

∫      
 

 

  ( )   ( )  
  

 
 
  

 
 
 

 
 

∫۔ ثابت کرو کہ 2مثاك      
 

 
 
 

 
(       ) 

( ) حل۔ اگر   پر -   ,پر اور خصوصاً   تب یہ مسلسل ہے      

∫لہٰذا       
 

 
 کا وجود ہوگا۔ 

( )  اب اگر        ( )    ,   - 

( ) تب  
 

 
 اولیہ ہوگا۔    
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 تب 

∫      
 

 

  ( )   ( ) 

 
 

 
    

 

 
    

 
 

 
(       ) 

 ثابت کیا گیا۔

∫۔ ثابت کرو کہ 3مثاك        
 

 
 
 

 
(           ) 

( ) حل۔   پر بھی مسلسل ہوگا۔ -   ,پر اس لیے وقفہ   مسلسل ہے        

( ) اور اگر   
     

 
 پر تب -   ,لیا جائے وقفہ  

  ( )        

ل احصا کے اساسی قضیہ کے مطابق -   ,کا وقفہ   اولیہ ہے   اس لیے 
م
ک

گ

ن

 پر۔ تب 

∫        
 

 

  ( )   ( )  
 

 
(           ) 

( ) ۔ ثابت کیجیے کہ 4مثاك ل پذیر ہوگا وقفہ  - ,  
م
ک

گ

ن

∫پر اور  -   ,  , -   
 

 
 
 

 
 

( ) حل۔ ہم جانتے ہیں کہ   پر    مسلسل ہے  - ,  

ل پذیر ہوگا وقفہ    ہے۔ اس لیے بستہ ہے اور صرف حدود نقاط پر غیر مسلسل  لیکن 
م
ک

گ

ن

 پر۔ اور -   ,ریمام 

∫  , -   
 

 

 ∫  , -   
 

 

 ∫  , -   
 

 

 

 ∫     
 

 

 ∫  ( )   
 

 

 

   
 

 
 
 

 
 

 مشقی سوالات:

∫ثابت کیجیے کہ  .1
 

    
   

 

 
 
 

 
 

∫ثابت کیجیے کہ  .2
 

    
   

 

 
 
 

 
 

ل حاصل جمع کی اتہائ کے طور پر 16.3
م
ک

گ

ن

(Integral as a Limit of a Sum) 

∫تب  -   ,   ۔  اگر 1قضیہ  ( )  
 

 
       ∑   (    ) 

  ، جہاں      
   

 
 

 و  یوں بھی لکھا جا سکتا ہے +                 *  اور تقسیم    -   ,   ثبوت۔  چوں کہ 

  *                   + 

  تب ہر  تحت وقفہ کا طوك 
   

 
 -      (   )  ,   ہوگا اور  
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             ، جہاں           (   )  اگر  

 تب 

∫  ( )  
 

 

    
‖ ‖  

∑ (  )   

 

   

 

   
   

∑  (    )

 

   

          

      (:سلسلہ و  اس طرح لکھو 1تبصرہ)
 

 
∑  .

 

 
/ 

    

(:2تبصرہ)

 

 
اور   کے عوض  

 

 
 لکھو۔   کے عوض  

   (:3تبصرہ)
   

∫کے عوض   ∑  
 

 
 لکھو۔ 

ل حاصل جمع کی اتہائ کے طور پر استعماك کرتے ہوئے ثابت کیجیے کہ5مثاك
م
ک

گ

ن

 ۔ 

∫       
 

 

        

( ) حل۔  فرض کیجیے کہ        

 پر -   ,مسلسل ہے وقفہ   اور 

∫لہٰذا        
 

 
 کا وجود ہوگا۔ 

 کے مطابققضیہ بالا 

∫  ( )  
 

 

    
   

∑  (    )

 

   

،   
   

 
 
 

 
 

 ∫       

 

 

    
   
∑

 

 
   
  

 

 

   

    
   

 

 
[   

 

 
    

  

 
      

  

 
] 

    
   

 

 
<
   .

 

 
 
   

 
 
 

 
/     

  

 

   
 

  

= 

    
   

 

[
 
 
 
 
 

(
   

 

  
 

  

)

    
 

 
(  

 

 
)     

 

 

]
 
 
 
 

 

  
 

 
    

 

 
(  

 

 
)     

 

 
      

 

 
        

ل 6مثاك
م
ک

گ

ن

∫۔  
 

   
  

 

 
 و  حاصل جمع کی اتہائ کے طور پر ظاہر کرو اور ثابت کرو کہ         

        
   

[
 

   
 

 

   
   

 

  
] 

 حل۔ 
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[
 

   
 

 

   
   

 

  
]     

   
∑

 

   

 

   

 

    
   

 

 
∑

 

  
 

 

 

   

 ∫
 

   
  

 

 

 

( ) اگر   
 

   
    ,   - 

 -   ,   مسلسل ہے۔ لہٰذا   تب 

 غور کیجیے

 ( )      (   )     ,   - 
  ( )   ( )    ,   - 

 اساسی قضیہ کے مطابق

∫
 

   
  

 

 

  ( )   ( ) 

  ( )   ( ) 
    (   )     (   ) 

    ( ) 

 مشقی سوالات:

0           ثابت کرو کہ  .1
 

 
 

 

   
   

 

  
1 

             ثابت کرو کہ  .2
 

 
0   

 

 
    

 

 
      

 

 
1 

∑      ثابت کرو کہ  .3
 

     
 
    

 

 
 

ل  .4
م
ک

گ

ن

∫
 

   
  

 

 
 و  حل کرو حاصل کی اتہائ و  استعماك کرتے ہوئے۔ 

 (Mean Value Theorems)اوسط قیمت قضیے16.4

 (First Mean Value Theorem)اوسط قیمت کا  قضیہ  16.4.1

∫تب  -   ,  ہیں اور     اور     تفاعل کے       اور -   ,   اگر   ( )  
 

 
اور اگر تفاعل  (   )  

 مسلسل ہے تب

∫  ( )  
 

 

 (   ) ( )       

( )   ثبوت۔ ظاہر ہے کہ       ,   - 

ل پذیر ہیں۔      اور   -   ,   چوں کہ  
م
ک

گ

ن

 مستقل ہیں اس لیے 

 لہٰذا 
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∫    
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫    
 

 

 

 اس لیے 

( )    (   )  ∫  ( )  
 

 

  (   ) 

 -   ,  اور چوں کہ 

      

ل پذیر ہیں۔  اور   ،  
م
ک

گ

ن

 مستقل ہیں  اس لیے  

 اس لیے 

∫    
 

 

 ∫    
 

 

 ∫    
 

 

 

 اس  لیے

( )    (   )   (   )   (   ) 

 کی  مناب  قیمت کے لیے   ( سے 2( اور )1مساوات )

∫  ( )  
 

 

  (   ) 

( ) کے لیے  -   ,  مسلسل ہے تب کسی   اور اگر   ہوگا۔تو پھر   

∫  ( )  
 

 

 (   ) ( ) 

 قضیہ ثابت ہوا۔

 (Second Mean Value Theorem)اوسط قیمت کا دوسرا قضیہ  16.4.2

( ) اور  -   ,     اگر         ( ) اس طور پر کہ  -   ,   تب-   ,      

∫  ( ) ( )  
 

 
  ∫  ( )  

 

 
 پر۔ -   ,ہیں وقفہ    اور      کے   تفاعل     جب کہ  

( ) : فرض کرو کہ غیر منفی تفاعل ہے یعنی (1صورت )ثبوت۔  بستہ  ہے۔   اس لیے  -   ,   چوں کہ  -   ,      

 اس لیے

   ( )       ,   - 

 اور  

  ( )   ( ) ( )    ( ),  ( )   - 

 ∫   ( )  
 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 

 اس لیے
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( )    ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

( )   اور چوں کہ   اس لیے   

   ( )    ( )    ( ) 

 ∫   ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 ∫   ( )  
 

 

 

 اس لیے

( )    ∫  ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 کی قیمت کے لیے یہ ہوگا کہ  ( سے مناب  2( اور )1مساوات  )

∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

( ) غیر مثبت ہے یعنی   ( اگر 2صورت) ( )  تب  -   ,        اور نتیجہ بالا سے    

∫  ( ),  ( )-  
 

 

  ∫   ( )  
 

 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 دونو صورتوں میں قضیہ ثابت ہوا۔

 (: 1تبصرہ)

 اس طور پر کہ -   ,    مسلسل ہے تب   قضیہ بالا میں دی گئیں شرائط کے علاوہ اگر 

∫  ( ) ( )  
 

 

  ( )∫  ( )  
 

 

 

 -   ,  اس لیے کہ 

 اس لیے

    ,   - 

( ) اور   ہوگا۔   

( ) اور  -   ,     (      اگر 2تبصرہ)  تب -   ,       

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 ہیں ۔     اور      پر  -   ,کے وقفہ   تفاعل     جہاں 

۔ ثابت کیجیے 7مثاك

 

 
 ∫

  

√    

 

 
 

 
 

√  
 

( ) حل۔ فرض کیجیے کہ   
 

√    
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  0ًٔ  پر  اور خصوصا مسلسل ہے      تب 
 

 
 پر 1

  0مسلسل ہے      √اور 
 

 
       پر چوں کہ  1

  0          اور چوں کہ 
 

 
( ) اس لیے  1  

 

√    
  0مسلسل ہے  

 

 
 پر۔ 1

ل پذیر ہے   لہٰذا 
م
ک

گ

ن

0  
 

 
 پر 1

 تب اوسط قیمت کے پہلے قضیے سے

   (  
 

 
) ∫

  

√    

 

 

 

  ( ) (
 

 
  ) 

 
 

 

 

√    
 

    (
 

 
)       (  

 

 6
)         

 

 6
 

        (  
 

 6
)  

 

 
 

 

√    
 
 

√  
 

 اس لیے

 

 
 ∫

  

√    

 

 

 

 
 

√  
 

۔ اوسط قیمت قضیہ کی مدد سے قائل کرو کہ  8مثاك 

 

 
 ∫       

 

 
 

 
 

 √ 
 

( ) حل۔ فرض کرو کہ         0  
 

 
1 

  0   مسلسل ہے لہٰذا   ظاہر ہے 
 

 
 اور اوسط قیمت  کے پہلے قضیے کے مطابق 1

   0  
 

 
1  ∫       

 

 

 

 

      .
 

 
  / 

 
 

 
     

    
 

 
              

 

 
 

        √  

 
 

 
 
 

 
     

 

 
√  

 
 

 
 ∫       

 

 

 

 
 

 √ 
 

 

 
      

 
کے لیے      اور   √

 

 
      

 
 ہے ۔ لہٰذا  

 

 
 ∫       

 

 

 

 
 

 √ 
 

۔  ثابت  کیجیے کہ 9مثاك 

  

  
 ∫
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( ) حل۔  فرض کیجیے کہ   
 

       
( ) اور       

ل پذیر ہیں اور   اور   چوں کہ 
م
ک

گ

ن

ں اس لیے 
 
ی ہ 
سل
سل
م

 پر  -   ,کی علامت ایک ہے وقفہ   

                      

 
 

 
 

 

       
 
 

 
 

 ( )  
 

       
  کے لیے

 

 
   

 

 
 پر -   ,وقفہ

 تب اوسط قیمت کے دوسر  قضیہ کے مطابق

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

 
 

 
∫     
 

 

 ∫
  

       
  

 

 

 
 

 
∫     
 

 

 

 
 

 
 
  

 
 ∫

  

       
  

 

 

 
 

 
 
  

6
 

 
  

  
 ∫

  

       
  

 

 

 
  

6
 

۔ ثابت کرو کہ 10مثاك

 

 
 ∫

     

    
  

 

 
 
 

 
 

( ) حل۔  فرض کیجیے کہ         ( )  
 

    
     

( ) اور -   ,     مسلسل ہیں اس لیے   اور   ظاہر ہے                 ,   - 

 گھٹتا ہوا ہے۔ اس لیے    اور  چوں کہ 

       ( )  
 

 
 

( )             اور     

,  تب اوسط قیمت کے قضیہ کے مطابق
 

 
 کہاس طور پر   -  

∫
     

    
  

 

 

  ∫        
 

 

  ( )∫        
 

 

 
 

 
 

∫
     

    
  

 

 

  ( )
 

 
          

 لیکن

       ( )    

 
 

 
 
 

 
 
 

 
  ( )    

 

 
 

 
 

 
 ∫
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(   )     اوسط قیمت کے قضیہ کی مدد سے ثابت کرو کہ   ۔11مثاك  
 

   
     

( ) حل۔  فرض کیجیے کہ      ( )  
 

   
 پر -   ,وقفہ      

 پرتب اگر -   ,کی علامت ایک ہی ہے   اور -   ,     پر۔لہٰذا -   ,بستہ  ہیں   اور   تب ہم دیکھتے ہیں کہ 

                

   
 

   
  

 

   
 

 کے بیچ ہوگا  اور            کی حدود    جو کہ    تب اوسط قیمت کے دوسر   قضیہ کے مطابق

∫  ( ) ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

∫
 

   
  

 

 

  ∫    
 

 

    

    (   )      
 

   
     

 تب      اگر  

 

   
     

 

   
 
   (   ) 

 
   

 
 

   
    (   )    

 چنانچہ

     (   )  
 

   
یا

 

   
    (   )    

∫ ۔ کیا ہم  12مثاك
  

    

 

  
  و  محسوب  کر سکتے ہیں 

 

 
 کے ساتھ 

( ) حل۔ مام  کیجیے کہ           ( )  
 

    
         ,    -  

( )  تب   
 

    
  ( ) 

ل کے اساسی  قضیہ کے مطابق
م
ک

گ

ن

 تب 

∫
  

    

 

  

      ( )       (  ) 

  اگر 
 

 
( )    رکھا جائے  تب ( )     

 

  
 

          

 اور

        

 لیےاس 

∫
  

    

 

  

 ∫
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   متبادك 
 

 
ل کی قیمت دینے میں چوں کہ   

م
ک

گ

ن

 ناکال ہے 

 ( )  
 

 
      ( )   

 

  
 

 پر-    ,  اس کا وجود نہیں ہے 

( ) کے لیے -    ,   تمال  ۔اوسط قیمت کے قضیہ کی تسدیق  کرو اگر13مثاك ( ) اور      ہوں۔     

( ) کے لیے -    ,   حل۔ دیا گیا ہے کہ تمال   ( ) اور      ہیں۔     

 پر -    ,مسلسل ہیں وقفہ     اور     ہم دیکھتے ہیں کہ 

 اس لیے

     ,    - 

( ) اور       ,    - 

 تب اوسط قیمت کے دوسر   قضیہ کے مطابق

( )   ∫  ( ) ( )  
 

  

 ∫      

 

  

 ,      -  
  

 

 
 

 اور 

∫  ( )  
 

  

 ∫     
 

  

 ,  -  
        

    

 
 

(  ) مسلسل ہے۔ اس لیے وہ ہر قیمت اختیار کرتا ہے     پر  -    ,چوں کہ  ( ) اور       کے بیچ کی  

   اگر  
 

    
 

 اس لیے    چوں کہ 

            

 اس طور پر کہ -    ,   تب      اور اگر  

( )    ( )∫  ( )  
 

  

 
 

    
 
    

 
 
 

 
 

 ( سے ہم اخذ کرتے ہیں کہ2( اور )1مساوات )

∫  ( ) ( )  
 

  

  ( )∫  ( )  
 

  

 

 چنانچہ اوسط قیمت کا قضیہ دول کی تصدیق ہوتی ہے۔

 

 



 

276 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 16.5

ل احصا کا اساسی قضیہ 
م
ک

گ

ن

کہلاتا ہے۔اس و  استعماك کرتے ہوئے  مسئلے ہم نے اس اکائی میں ہم نے بہت ہی اہم  قضیہ پر بحث کی جو کہ  

 حل کیے۔ اس کے علاوہ ہم نے اوسط قیمت کے دو  قضیے بھی ثابت کیے اور اس و  استعماك کرتے ہوئے  مسائل و  حل کیا۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 16.6

ل احصا کا اساسی قضیہ
م
ک

گ

ن

 اوسط قیمت قضیہ، 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 16.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات16.7.1

ی احصا  کا اساسی قضیہ .11

مل
ک

گ

ن

                 

 اوسط قیمت کا پہلا قضیہ کا بیام .12

13. ∫ | |  
 

  
                  

14. ∫       
 

 
 ____________ 

15.       
 

 
. 

 

   
 

     
  

 /  ___ 

16. ∫  , -  
 

 
                  

a) 

 

 
 b)   

c) 

 

 
 d)   , - 

17. ∫ , -  
 

 
                  

a)   b)   

c)   d) و ئی نہیں 

( )  اگر .18  پر              بڑھتا ہوا ہے    تب        

a) 
,   - b) 

(   ) 

c) 
(   ) d) 

,   - 

( )  تفاعل  .19  | |  |   |  پر              تفرق پذیر  ہے|   | 

a)       b)          

c)      d) و ئی نہیں 
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( ) اگر   .20 وول  کرو کہ             
 معل
ب

گ

ی

( )   اور  (   )     ( )   ( ) 

a) وجود نہیں ہے b) 

 

 
 

c) 

 

 
 d) 

 

 
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات16.7.2

ل احصا کا اساسی قضیہ بیام   کیجیے۔ .6
م
ک

گ

ن

 

 قیمت کا پہلا قضیہ بیام کیجیے۔اوسط  .7

 اوسط قیمت کا دوسرا  قضیہ بیام کیجیے۔ .8

 (Long Answer Type Questions)طویل  جوابات کے حامل سوالات16.7.3

ل احصا کا اساسی قضیہ بیام اور ثابت    کیجیے۔ .1
م
ک

گ

ن

 

 اوسط قیمت کا پہلا قضیہ بیام اور ثابت  کیجیے۔ .2

 ثابت  کیجیے۔اوسط قیمت کا پہلا قضیہ بیام اور  .3

ل احصا کے اساسی قضیہ  یا اوسط قیمت قضیہ میں سے مناب  قضیہ کا استعماك کرکے ثابت کیجیے:
م
ک

گ

ن

 درجہ ذیل سوالات و  

4. 
 

 
 ∫       

 

 
 

 
 

 √ 
 

5. 
 

 
 ∫

  

√    

 

 
 

 
 

√  
 

6.       .
 

 
 

 

   
   

 

  
/       

7.       
 

 
.   

 

 
    

 

 
      

 

 
/         

8. ∫       
 

 
           

9. ∫
  

    

 

 
 
 

 
 

10. ∫
  

√    

 

 
 

 
 

 
 

11.   ∫ √      
 

 
           √  

12. 
 

 √ 
 ∫

  

√   
  

 

 
 
 

 
     √  

13. 
  

  
 

  

        
    

 (Suggested Learning Resources)تجویزکردہ اکتسابی مواد 16.8

1. Introduction to Real Analysis, R. G. Bartle, D.R. Sherbert 

2. A Text Book of Mathematics Vol. II, S. Chand 

3. Real Analysis , J. N.Sharma, A. R. Vashishtha 
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  نمونہ امتحانی پرچہ  

 (حقیقی تجزیہریاضیات)

BSMM401CCT 

   مسٹر(چوتھا(-سی بی۔ایس

70نشانات: گھنٹے3وقت:           
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 ہدایات:

حصہ سول۔ ہر جواب کے لیے لفظوں کی تعداداشارتن ہے۔ تمال حصوں یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل ہے: حصہ اوك، حصہ دول اور 

  سے سوالوں کا جواب دا  لازی ہے۔

لازی سوالات ہیں جو کہ معروضی سوالات/خالی جگہ پر کرنا/مختصر جواب والے سوالات ہیں۔ ہر سواك کا  10حصہ اوك میں  ۔1

         نمبر مختص ہے۔ 1جواب لازی ہے۔ہر سواك کے لیے 

     

حصہ دول میں آٹھ سوالات ہیں۔ اس میں سے طالب علم و  و ئی پانچ سوالات کے جواب دینے ہیں۔ ہر سواك کا جواب تقریبن  ۔2

6      مختص ہیں۔ اتنمبر 6لفظوں پر مشتمل ہے۔ ہر سواك کے لیے 200     

سوالات کے جواب دینے ہیں۔ ہر سواك کا جواب تقریبن  تینسوالات ہیں۔ اس میں سے طالب علم و  و ئی  پانچل میں سوحصہ  ۔3

            مختص ہیں۔ اتنمبر 10لفظوں پر مشتمل ہے۔ ہر سواك کے لیے 500

 حصہ اوك

(i) کی تعریف کیجیے۔ تواترع  مستد 

(ii) کی ایک مثاك دیجیے۔ یک رنگی تواتر 

(iii) کی تعریف کرو۔  حقیقی عدد کی مطلق قیمت 

(iv) ۔کی تعریف کرو  اقل ترین حد بالا 

(v) سے آپ کیا سمجھتے ہو؟ مقابلہ جانچ  اتہائ 

(vi)  کی تعریف کرو۔ استدقاقمطلق 

(vii)  ۔کی ایک مثاك دیجیے  تسلسلیکساں 

(viii)  تفاعل ( )  غلط\حیح    پر تسلسل ہے مگر مشتق پذیر نہیں۔    ، | | 

(ix) کیجیے۔ و  بیام  روك کا نظریہ 

(x)  بیام کیجیےو شی اوسط قیمت نظریہ و  



 

280 

 

 حصہ دول

 بھی ایک کھلا سٹ ہوگا۔ (union)بتلاؤ کہ دو کھلے سٹوں کا اتحاد  .2

ذریعہ  کے لیے درست ہے ایک مثاك کے  (union)بتلاؤ کہ لامتناہی بند سٹوں کا تقاطع بھی ایک بند سٹ ہے۔ کیا یہ بیام اتحاد  .3

 سمجھائیے۔

       بتلاؤ کہ  .4
 

  ٔ   ںجہا 
 

   
 

 

   
   

 

   
 ہے۔ تواتر ایک مستدق ہے

∑سلسلہ  .5
    

     

 
 کی جانچ کرو: استدقاقکے     

  سلسلہبتلاؤ کہ  .6

√ 

 
 
√ 

 
 
√ 

 
 ۔مستدق ہے  

ی جانچ کے استعماك سے بتلاؤ کہ  .7

مل
ک

گ

ن

∑
 

  
(   ) 

ع ہے اگر  p>1مستدق ہے اگر     

گ

سی
م

 ۔   اور 

( )     (   )اگر .8  
       

       
( ) اور    کے تسلسل ہونے کا امتحام کرو۔ ( ) تب      

( ) تفاعل  .9  8
    

 

 
   

    
 جانچ کرو۔ کی پر تفرق پذیری    کی  

 حصہ سول

( ) بتلاؤ کہ  .01  | |  پر تسلسل ہے لیکن تفرق پذیر نہیں۔      ، |   | 

    ثابت کرو کہ  .00
 

    
 ۔تواتر ہے گھٹتا ہوا، نیچے سے بستہ  

 مستدق ہیں۔ بتلاؤ کہ ذیل میں دیے گئے سلسلے .12

(i)

√ 

 
 
√ 

 
 
√ 

 
    (ii)

 

     
 

 

     
 

 

     
   

  .∑بتلاؤ  .13
 

√ 
/
  
.
 
 
/
  

 مستدق ہے 

( ) بتلاؤ کہ  .14 ل پذیر ہے نیز  -   ,،      
م
ک

گ

ن

∫پر   ( )  
 

 
 ہے۔      
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 تصدیق نامہ

 حقیقی تجزیہ  کے تجرباتی حصہ کے کال کا یہ اصلی ریکارڈ ہے جسےتصدیق کی جاتی ہے کہ بئ یس سی )چوتھا مسٹر(   

 

______________________________________________________________ 

رنل اردو یونیورسٹی کے اسٹڈی سینٹر

 

 

ت

 میں تعلیمی ساك _______________________________نے مولانا آذاد ن

 کے دورام تیار کیا۔___________ 

 

 

 

 دستخط و نسلر          تاریخ
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 (Sequences and Series)تواتر اور سلسلے  5 –بلاک 

 

پر مشتمل ہے۔ جس میں حقیقی اعداد اور بستہ سٹس سے متعلق کئی تعریفات اور مسائل ہیں جو اکائی  20سے  17پانچواں بلاک اکائی  

میں  20اور  19کے تجرباتی مسائل پیش کیے گئے ہیں۔ اکائی  (Convergence) استدقاقمیں تواتر اور ام کے  18میں درج ہیں۔ اکائی  17

 لامتناہی سلسلوں سے متعلق کئی مسائل اور ام کے حل دیے گئے ہیں۔

 

 سٹس حقیقی اعداد کا نظال اور بستہ 17 – اکائی

(Real Number System and Bounded Sets) 

 

 صدمقا 17.0

مسئلہ حل صلاحیت و  بہتر بنانے کے لیے حقیقی عددی نظال اور بستہ سٹس کے کئی تعریفات، مثالیں اور بہت اس اکائی میں طلباء کی  

 سے مسائل دیے گئے ہیں۔

 تمہید 17.1

ایک ایسا حقیقی عدد جس کی شکل  

 

 
 Rational)ناطق عدد      اور  (     )ہیںحیح  اعداد qاور  pکی ہے جہاں

 Number)  سے ظاہر کرتے ہیں۔ کہلاتا ہے۔ ناطق اعداد کے سٹ و  ہم   {
 

 
 
     
   

} 

ℤیہاں   حیح  اعداد کا سٹ ہے۔  +                     * 

 ناطق اعداد کی مثالیں

    
 

  
  

 

 
  

 

 
           

 

 
 
 

 
 
 

 
 
  

 
  

عدد جو  حقیقی  ایسا

 

 
  مثلاًکہلاتا ہے (Irrational Number)کی شکل کا نہ ہو غیرناطق عدد     

    √ 
 
  √ 

 
  √  √  √ 

 
 √ 
 
   √  √  

ℝسے ظاہر کریں تو  Qاگر ہم غیرناطق اعداد کے سٹ و    حقیقی اعداد کا سٹ یا حقیقی اعداد کا نظال کہلاتا ہے۔      

 Modulus Of A Real Numberتعریف : 

 سے ظاہر کرتے ہیں کی تعریف اس طرح کی گی ہے۔ | |کی مطلق قیمت جسے ہم  ہو تب     حقیقی عدد کی مطلق قیمت : اگر 

| |  2
    
     

 



 

284 

 

2   مثاك : 23 اور ( 3) 3     

 (Properties of Modulusمطلق قیمت کے خصوصیات)

(i) | |        

(ii) |   |  | || |             

(iii) |
 

 
|  | |                    

(iv) |   |  | |  | |             

(v) || |  | ||  |   |          

(vi)  کسیδ | |         کے لیے     اور        

(vii)  کسیδ |   |             کے لیے      اور        

 :(Bounded and Unbounded Sets)سٹس بستہ اور غیربستہ

 کہتے ہیں۔ ’Aggregate‘و  مجموعہ  Aکے ایک غیرخالی سٹ  حقیقی اعداد 

 ( / Bounded Above Setتعریف : )اوپر سے بستہ سٹ 

اس طرح وجود رکھتا ہے کہ  Lسٹ کہا جائے گا اگر ایک حقیقی عدد bounded aboveو   Aتب   اور   اگر

 کہتے ہیں۔ (Upper Bound)کی حد بالا  Aو   ’L‘، نیز          

اوپر سے بستہ سٹ ہے اور  A، اس طرح           اس طرح ہے کہ     ہو تب  A = {-1, 3, 7, 9, 1, 15, 18}مثاك : اگر 

A 18 کی حد بالا ہے۔ 

‘سے بڑا و ئی بھی حقیقی عدد  Lکی حد بالا ہو تب  Aسٹ Lاگر  نوٹ : L      اور      کی حد بالا ہے، چوں کہ  Aبھی  ’

 ۔    

 (/ Bounded Below Setتعریف : )نیچے سے بستہ سٹ 

(  ) اگر  و   ’M‘اور          اس طرح ہو کہ      و  نیچے سے بستہ سٹ کہتے ہیں اگر ایک  Aہے تب سٹ    

 اس طرح ہے کہ     کہتے ہیں۔ اوپر دی گئی مثاك سے  (Lower Bound)کی حدپائین Aسٹ 

 کا حدپائین کہتے ہیں۔ Aو   1-، یہاں          

 کی حدپائین ہے۔ Aبھی       ہرسے چھوٹا  Mکی حدپائین ہے تب  M ،Aنوٹ : اگر 

 ( / Least Upper Boundتعریف : )اقل ترین حد بالا 

 least upper bound(l.u.b)کی اقل ترین حد بالا یا  Aو  L س چھوٹا و ی عدد حدبالا نہ ہو تو  Lہو نیز L  بالاحدکی ایک  Aاگر کسی مجموعہ 

 بھی کہا جاتا ہے۔ (supremum)کا علویہ  Aکہا جاتا ہے۔ حد بالا و  

 (/ Greatest Lower Boundتعریف : )اعظم ترین حد پائین
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 greatest)کی اعظم ترین حدپائین Aو   Mکی حدپائین نہ ہو تب  Aسے بڑا و ئی بھی حقیقی عدد  Mہو نیز  Mکی ایک حدپائین Aاگر کسی مجموعہ 

lower bound) یا   infimum بھی کہتے ہیں۔ 

2  : بستہ مجموعہ 1مثاك 
 

 
 ہیں۔ Inf A=0اور  Sup A=1کے لیے  3    

 ہیں۔ Inf A=1اور  Sup A=2اور             ہو تب  [A = (1, 2: اگر  2مثاك 

 کاملی  

گ

: حقیقی اعداد کا وہ سٹ جو اوپر سے بستہ ہو ایک اقل ترین حد بالا رکھتا ہے۔ اسی طرح  (Completeness Axiom)کا علم متعارفہ  ت

ℝ  جو نیچے سے بستہ ہو ایک اعظم ترین حد پائین رکھتا ہے۔سٹ  کا ایک غیرخالی تحت 

 : (Archimedean Property)آرشمیری اصوك 

 ۔n.x>yاس طرح وجود رکھتا ہے کہ  n(Natural Number)ہوں تب ایک طبعی عدد  ℝ      اگر 

 اور      وقفہ کہلاتا ہے اگر  S (interval)کا ایک تحت سٹ  ℝ:  (Intervals)وقفہ 

 ۔           

 مثالیں :

 ایک وقفہ ہے۔   (1) 

 وقفے نہیں ہیں۔       (2) 

 وقفہ نہیں ہے۔ (   ) (   )   (3) 

 (4) A =(1, 2) ایک وقفہ ہے۔ 

 ہو تب       اگر  

(   )   {  ℝ      }  و  کھلا وقفہ(open interval) کہتے ہیں۔ 

 ,   -   {  ℝ      }  و  بند وقفہ(closed interval) 

 (   -   {  ℝ      }  و  دائیں سے بند اور بائیں سے کھلا وقفہ(right closed and left open 

interval) کہتے ہیں۔ 

 ,   )   {  ℝ      }  و  دائیں سے کھلا اور بائیں سے بند وقفہ(right open left closed 

interval) کہتے ہیں۔ 

 نقطہ کی 

گ

 (Neighbourhood of a point) ہمسائ

 و ئی حقیقی عدد ہو تب سٹ    اور     اگر  

   ( )  *    |   |   +    کی  ’a‘و   (       ) 

گ

 کہتے neighbourhood ہمسائ

 ہیں۔
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Nہو تب       اور  a=2مثاك : اگر 
0.1

(2) = (2-0.1, 2+0.1) = (1.9, 2.1)No. یعنی 

 a=2, (1.9, 2.1)  0.1-کی  

گ

 ہے۔ ہمسائ

 (Interior Point)تعریف : داخلی نقطہ 

( )    اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     ۔ اگر ایک حقیقی عدد    اور     فرض کرو کہ      

 کہتے ہیں۔ (interior point)کا داخلی نقطہ  Aو   ’a‘تب 

 کے داخلی نقاط ہیں۔ A، 2.1 ,3 ,3.5 ,4...تب  A = (2, 5)مثاك : اگر 

 (Open Set)کھلا سٹ 

 کا ایک کھلا سٹ کہتے ہیں۔  و   Aکا ایک داخلی نقطہ ہو تب  ’A ‘aکا ہر نقطہ  Aاور    اگر 

 کے کھلے سٹس ہیں۔       (2 ,1)،  مثاك : 

 (Limit Point)اتہائئی نقطہ 

 کی ہر  aکا اتہائئی نقطہ کہلاتا ہے اگر  Aایک مجموعہ     و ئی نقطہ 

گ

 کا و ئی نقطہ موجود ہو۔ Aسے مختلف  ’a‘میں  ( )   ہمسائ

Limit Point   وCluster Point  ،accumulation point  اورcondensation point بھی کہا جاتا ہے۔ 

 سے ظاہر کرتے ہیں۔ D(A)کہتے ہیں۔ اسے  derived setکا  Aکے تمال اتہائئی نقاط کے سٹ و   A: کسی مجموعہ Derived Set تعریف

2   : اگر 1 مثاك
 

 
) ہو تب 3     ) {0}D A ۔ 

 گے۔ں نقاط نہیں ہو  و ئی بھی اتہائئیکے ℤاور  N، (finite set): و ئی محدود سٹ  2 

 : (Closed Set)بند سٹ 

( ) کہلاتا ہےاگر  A’ closed set‘ کا ایک تحت سٹ    ں۔ہومیں موجود  Aکے تمال اتہائئی نقاط Aہو یعنی    

 ، کے بند سٹس ہیں۔ ، [a, b]،   مثاك :

 (Bolzano – Weierstrass Theorem)بولزانووائرشٹراس قضیہ 

 ایک اتہائئی نقطہ ہوتا ہے۔ بستہ مجموعہ کا ہرلامتناہی

ہم  کہلاتا ہے۔ اسے  (Interior)کا داخل یا اندروم  Aکے تمال داخلی نقاط کا سٹ  A: کسی سٹ  (Interior of a set)کا اندروم  سٹ

 سے ظاہر کرتے ہیں۔ Int(A)  کا  سٹ

 ہے۔ Int(A) = (1, 2)کے لیے  A = [1, 2]مثاك : 

̅ سے ظاہرکرتےہیں کی تعریف  ̅ جسے ہم  closureکا     : اگر  (Closure of a set)سٹ کا حالہ یا گھیرا تعریف:   

 ہے۔ ( )   

 اور D(A) = [1, 2]ہے تب  [A = (1,2مثاك: فرض کرو کہ 
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  ̅     ( )  (   -  ,   -  ہے۔ -   , 

 :مثالیں 17.2

17.2.1 (i)      لیے کے         | |    

  (ii)  | |    | | 

| |اور     دیا گیا ہے کہ  :(i)  حل | |ہو تب     اگر      اور   

       | |             

 | |             

    ،      ،           ،     اور     ہو تب        اگر 

  | |     

| |اس طرح   ہے۔         

 (ii)  ہو تب      اگر 

        | | 

      ( )   | |    | | 

 | |   ہو تب x<0اگر  

*))__________         | | 

     (  )   | |   | |    | | 

 کے( )*()بحوالہ  

 17.2.2 مثاك

(i) A = (1, 2)  کاderived set معلول کرو۔ 

(ii)  بتلاؤ کہ کھلے سٹوں کا لامتناہی تقاطع(arbitrary intersection) کھلا نہیں ہے۔ 

 (   )    فرض کرو کہ  : (i)حل 

x 'A کا اندرونی نقطہ ہے 

 کے لیے     

 (       )  (   )    

 کا اتہائئی نقطہ ہے۔    ،   

(     )نیز   کا اتہائئی نقطہ ہوگا۔ (   )   (   )  اس طرح ہر    (   )  اور    

(     )  (   )    

 کے اتہائئی نقاط ہیں۔ A = (1, 2)بھی    ،  
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 D (1, 2) = [1, 2]  

(ii)     فرض کرو کہ  کے لیے 

1 1
,nI a a

n n

 
   
 

 

I  ہر            
n
 ہے۔ (open set)ایک کھلا سٹ  

لیکن  

1 1

1 1
, { }n

n n

I a a a
n n

 

 

 
    

 
 جوکہ ایک بند سٹ ہے کھلا نہیں۔

 :ئلعملی مثا 17.3

 بھی ایک کھلا سٹ ہوگا۔ (union)بتلاؤ کہ دو کھلے سٹوں کا اتحاد  17.3.1
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کے لیے درست ہے ایک مثاك کے ذریعہ  (union)بتلاؤ کہ لامتناہی بند سٹوں کا تقاطع بھی ایک بند سٹ ہے۔ کیا یہ بیام اتحاد  17.3.2

 سمجھائیے۔
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 معلول کرو۔ supremum  اور Infimum ں کے ذیل کے سٹو 17.3.3

(i)   2
 

 
    3  (ii)   2  

(  ) 

 
    3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

291 

 

 معلول کرو۔  Supremum  اور  Infimum   ں کے ذیل کے سٹو 17.3.4

(i)   *         +  (ii)   2    
   
    

3 
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 معلول کرو۔  Derived sets  ذیل کے سٹوں کے  17.3.5

(i)   2
 

 
    3 

(ii)   2  
 

 
    3 

(iii)   2
 

 
 
 

 
      3 
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 استدقاقتواتر اور ام کا ۔ 18 اکائی

(Sequences and their convergence) 

 (Objectives)مقاصد 18.0

 استدقاقاس اکائی میں آپ تواتر کی تعریف اور اس کے مختلف مثالوں کے بار  میں جام کاری حاصل کریں گے۔ نیز اس کے 

(Convergence) کے طریقوں سے بھی واقف ہوکر کئی مسائل حل کرسکیں گے۔ 

 (Introduction)تمہید 18.1

 (Sequence)یا تواتر (Real Sequence)حقیقی تواتر

  ( ) کے لیے ایک     ہے جس میں ہر       ایک تفاعل (Real Sequence)ایک حقیقی تواتر 

 میں ہوگا۔‘  

   +  *اس تواتر و  ہم  
 

   (  )یا  
 

       یا  
 

 سے ظاہر کرتے ہیں۔ 

nx  اگر  : 1مثاك  n ہو تو        
                  

(  )〉        اگر 
 〉   
 

 ہو تب 

         
                               

<    اگر : 2مثاك 

 

 

 
 

 

 جفت 

 طاق 
 

            تب 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
       

 (Constant Sequence)مستقل تواتر

       ایک تواتر
 

     ہو      اگر تواتر کہلاتا ہےمستقل  

 ۔                         مثلاً

 (:Range of a sequence)تواتر کی سعت

 کہتے ہیں۔ (Range)تواتر کے تمال مختلف ارکام کے سٹ و  تواتر کی سعت

       تواتر مثاك :
   (  )     

 
 {1 ,1-}کی سعت ہے  

 :(Bounded Sequence)تواتر بستہ

       ایک تواتر
 

kبستہ تواتر کہلاتی ہے اگر دو حقیقی اعداد  
1
, k

2
 ۔          اس طرح وجود رکھتے ہوں کہ  
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     (  )  مثاك :
 

     (  )     اور  
 

 تواتر ہیں۔ بستہ

 (Limit and Convergence of a Sequence) استدقاقاور   تواتر کی اتہائ

       فرض کرو کہ 
 

       ایک تواتر ہے۔ ایک حقیقی عدد  
کے لیے ایک     کی اتہائء کہلاتی ہے۔ اگر ہر      

|    |اس طرح وجود رکھتا ہے کہ  Nعدد حیح   مثبت   سے ظاہر کرتے ہیں۔          اسے ہم        

       ایک تواتر تعریف :
اس طرح ہو کہ  mکے لیے ایک مثبت عدد    کی طرمستدق کہلاتا ہے اگر ہر    ،     

|    |  سے بھی ظاہر کرتے ہیں۔       ہو اسے ہم            یعنی        

(i)  
 

 
    
     (ii)  

  

   
    
    

 رزلٹس :

 ہوتا ہے۔ (Bounded)بستہ(Convergent Sequence)تواتر ہر ایک مستدق ۔1 

(    )                  ۔2     

(      )      تب                       اگر  ۔3       

 ۔            تب      اور            اگر  ۔4 

              تب            اور            اگر  ۔5 

 :(Divergent Sequence)تواترع  مستد

       ایسا تواتر
 

کی   یا    کہلاتا ہے۔ اگر تواتربستہ نہ ہونے کی صورت میں  (divergent)جو مستدق نہیں ہے مسدع

 طرف مستدع ہوتا ہے۔

 :(Monotonic sequence) یک رنگی تواتر

       تواتر
 

          کہا جاتا ہے اگر  (monotonically increasing)و  بڑھتا ہوا یک رنگی تواتر

<x
n
 ۔         کہا جاتا ہے اگر  (monotonically decreasing)و  گھٹتا ہوا یک رنگی تواتر <

 :(Cauchy Sequence)تواتر و شی

x>تواتر
n
|     |اس طرح ہوگا کہ  Nکے لیے ایک مثبت حیح  عدد    تواتر کہا جاتا ہے اگر ہر  و  و شی <   

 ۔       

 وہ بستہ ہو۔  ہوگا ۔ ایک یک رنگی تواترمستدق1 رزلٹس :

 تواتر ہے۔ تواترو شی ہر مستدق  ۔ 2 

 (Examplesمثالیں) 18.2

 بتلاؤ کہ تواتر : 18.2.1
    

    
 (decreasing & bounded below)گھٹتا ہوا نیچے سے بستہ ہے   
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    فرض کرو کہ حل :
    

    
 

        
 (   )  

 (   )  
 
    

    
 

           
    

    
 
    

    
 

    
 

(    )(    )
       

             

   (  )  ایک گھٹتا ہوا تواتر ہے۔  

     نیز 
   (    )    

    
 

    
 

 
 

 

 (    )
          

              

 نیچے سے بستہ ہے۔         

      ثابت کرو کہ  18.2.2
 

    
    
 

 ہے۔ (convergent)مستدق

      دیا گیا ہے کہ حل : 
 

    
 

        تب 
 

      
 

     
 

  
 

 ہوگا۔       کے لیے     ہمیں معلول ہے کہ ہر  

  

 

  
 

 

    
  

    
 

  
   

 

    
  

             

 ایک بڈھتا ہوا تواتر ہے۔         

      نیز 
 

    
       

 ایک بڑھتا ہوا تواتر ہے جو اوپر سے بستہ ہے۔        

 ہوگا۔ مستدق       

 :عملی مسائل 18.3

       بتلاؤ کہ  : 18.3.1
 

   جہاں   
 

   
 

 

   
   

 

   
 تواتر ہے۔ ایک مستدق ہے 
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      بتلاؤ کہ تواتر : 18.3.2
 

  
 
 

  
   

 

  
 ہوگا۔ مستدق 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      بتلاؤ کہ تواتر : 18.3.3
 

 
 
 

  
   

 

  
 تواترہوگا۔ ایک مستدق  
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    ثابت کرو کہ  : 18.3.4
 

    
 تواتر ہے۔ گھٹتا ہوا، نیچے سے بستہ  
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 اگر : 18.3.5
3

2
nx   اور       

 

  
x>تب ثابت کرو کہ   

n
 ہوگا۔ یک رنگی اور بستہ <

 

  



 

300 

 

  I –لامتناہی سلسلے  ۔19  اکائی

(Infinite Series – I) 

 

 صدمقا 19.0

و   (Convergence) استدقاقکی جانکاری حاصل کرکے نیز ام کے  (Infinite Series)اس اکائی میں طلبا لامتناہی سلسلوں  

 جانچنے کے چند طریقوں سے واقف ہوجائیں گے۔

کے بار  میں معلومات حاصل کی۔ اس اکائی میں آپ اس حقیقی تواتر  (real sequence)پچھلی اکائی میں آپ نے حقیقی تواتر  :19.1

(real sequence) کا مطالعہ کریں گے۔ 

 

ہت  ی
سی

ت

ت
 کے ارکام و  جوڈنے کے کا

   〈  〉فرض کرو کہ  
 

  جزوی حاصل جمع و  اس طرح ظاہر کرتے ہیں۔ چوتھا  ایک لامتناہی حقیقی تواتر ہے۔ اس کے  

1

n

n i

i

S x n N


    

                               یعنی 

   〈  〉اگر تواتر 
 

 و   (Limit Value)کی قدر .کی اتہائء وجود رکھتی ہے تب ہم اتہائ 

 ∑                
 
 Infinite)سے بیام کرتے ہیں۔ جس و  ہم لامتناہی سلسلہ     

Series) کہتے ہیں۔ 

〈     〉جزوی جمع کی تواتر  nthاگر  
 

 ،S  کی طرف مستدق ہو تب ہم سلسلہ∑   
 
کے جانب مستدق  Sو      

(Convergent) کہیں گے۔ 

 (Geometric Series)ایک لامتناہی ہندسہ سلسلہ  

   
 

 
 
 

  
 
 

  
    

 

    
 (nth Partial Sum)جذوی سم  nthپر غور کریں۔ اس میں    

                

    
 

 
 
 

  
   

 

    
 

  ∑   .
 

 
/
   

 
    

  
 (  .

 

 
/
 
)

.  
 

 
/
 
 

 
.  

 

  
/ 

                
 

 
.  

 

  
/  

 

 
   

 

 
   

 رزلٹس:
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 کی طرف مستدق ہیں۔ vاور  uدو لامتناہی سلسلے ہیں جو بالترتیب    ∑اور    ∑اگر  (1

 کی طرف مستدق ہیں۔ cu،    ∑کی طرف  u-v، (     )∑کی طرف  u+v، (     )∑تب 

∑اگر سلسلہ  (2   
 
 ہوگا۔           مستدق ہو تب     

 (Cauchys General Principle of Convergence):  استدقاقو شی کا عال اُصوك 

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ Nکے لیے ایک مثبت حیح  عدد     مستدق ہوگا اگر اور صرف اگر ہر    ∑سلسلہ  

 |              |             

P –  جانچ(P – Test)|: 

∑مثبت ارقال کا لامتناہی سلسلہ  
 

  
 
ع  p>1ہوگا اگر  (convergent)مستدق     

گ

سی
م

    ہے اگر  (divergent)اور 

 (Comparision Test)مقابلہ جانچ 

ایک مستقل  Kجہاں         دو مثبت ارقال کے دو سلسلہ ہیں۔ اس طرح ہیں کہ    ∑اوك    ∑فرض کرو کہ  

 ہے تب

(i) ∑    مستدق ہو   ∑مستدق ہوگا اگر 

(ii) ∑    ع ہوگا اگر

گ

سی
م

ع ہو   ∑

گ

سی
م

 

 (Limit Comparision Test)مقابلہ جانچ   اتہائ

      دو مثبت ارقال کے سلسلہ ہیں۔ اس طرح کہ    ∑اور    ∑اگر
  

  
دونوں    ∑اور    ∑تب      

ع ہوں گے۔

گ

سی
م

 بھی ایک ساتھ مستدق یا 

 (Geometric Series)ہندسہ سلسلہ 

∑ہندسہ سلسلہ      
ہے     جہاں     

 

   
| |کی طرف مستدق ہوگا اگر   ع ہوگا اگر    

گ

سی
م

 ہو۔ r>1ہو اور 

 (Cauchys nth – root test)جذر جانچ  nthو شی کی 

∑اگر    
 
(  )      ایک مثبت ارقال کا لامتناہی سلسلہ ہو اس طرح کہ     

 

 تب    

(i) ∑   
 
 ہو    مستدق ہوگا اگر    

(ii) ∑   
 
ع ہوگا اگر    

گ

سی
م

 ہو     

(iii)     کے لیے اس جانچ سے کچھ نہیں کہا جاسکتا ہے۔ 

 مثالیں 19.2

∑سلسلہ  (1 
    

     
 
 کی جانچ کرو: استدقاقکے     

∑ دیا گیا سلسلہ ہے حل:
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 اور       کے لیے     ہمیں معلول ہے کہ  

  

 

     
 

 

  
 

  

    

     
 

 

  
 

 

  
  

∑ چوں کہ 
 

  
∑کی وجہ سے مقابلہ جانچ کی مدد سے ہم بتاسکتے ہیں کہ       مستدق ہے  

    

     
بھی مستدق  

 ہے۔

2) ∑
 

(   )(   )

 
 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے     

∑ حل: دیا گیا سلسلہ ہے
 

(   )(   )

 
    

.   فرض کرو کہ  
 

(   )(   )
/ 

       4
 

  .  
 

 
/(  

 

 
)
5 

   لو کہ  مام
 

  
ہے تب  

  

  
 

 

.  
 

 
/(  

 

 
)

      اور  
  

  
 

 

(   )(   )
     

ع     اور     کی مدد سے بتاسکتے ہیں کہ  Limit Comparision Testتب ہم اتہائء مقابلہ جانچ 

گ

سی
م

دونوں سلسلہ مستدق یا 

   ∑ہونگے۔ لیکن 
 

  
∑   ∑ہے۔ اس لیے       مستدق ہے، چوں کہ  

 

(   )(   )
بھی مستدق  

 ۔ہوگا

∑سلسلہ  (3 (√    √ ) 
 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے     

∑دیا گیا سلسلہ ہے  حل: (√    √ ) 
    

 ہے۔  √    √   فرض کرو کہ  

    تب 
(√    √ )(√    √ )

(√    √ )
 

   
 

√ 6  √
   

 
7

   
 

√    √ 
 

   
 

    4  √  
 

 
5

 

   اگر ہم  
 

    
 لیں تب  

        
  

  
       

 

√ 4  √  
 

 
5

 
 

√ 
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  √  
 

 

 
 

  √   
 
 

 
   

ع ہونگے۔    ∑اور    ∑کی مدد سے ہم بتاسکتے ہیں کہ  Limit Comparision Testتب  

گ

سی
م

دونوں سلسلہ مستدق یا 

∑   ∑چوں کہ 
 

    
 ،  

 

 
ع ہے۔ اس لیے    

گ

سی
م

∑کی وجہ سے  (√    √ ) 
ع ہے۔    

گ

سی
م

 بھی 

∑سلسلہ  (4   (
 

 
)  

 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے     

∑دیا گیا سلسلہ  حل:   
 
    ∑   (

 

 
)  

 ہے۔     

   اور 
 

  0 .
 

 
/
 

1
   

 

       .
 

 
/ 

            
 

         
 

  
 

 
 

   
 

 
        

    
 

 
  

 

 
   

. ∑جذر جانچ کے  nth–تب بحوالے و شی  
 

 
/
 

 دیا گیا سلسلہ مستدقہوگا۔

 عملی مسائل 19.3

 کی جانچ کرو۔ استدقاق 19.3.1

 (i)∑ (√     √  ) 
     (ii)∑ (√     √    ) 
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 بتلاؤ کہ ذیل میں دیے گئے سلسلے مستدق ہیں۔ 19.3.2

 (i)

√ 

 
 
√ 

 
 
√ 

 
    (ii)
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 کی جانچ کرو۔ استدقاق 19.3.3

   ∑
(    )

 (   )(   )
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 کی جانچ کرو۔ استدقاقذیل میں دیے گئے سلسلوں کے  19.3.4

 (a) ∑
 

(    ) 
   (b) .

   

    
/
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 کی جانچ کرو۔ استدقاق 19.3.5

 (a) ∑
  

 
     (b) ∑

 

  
.
   

   
/ 
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  .∑بتلاؤ  19.3.6
 

√ 
/
  
.
 
 
/
  

 مستدق ہے؟ 
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 II –لامتناہی سلسلہ   ۔20اکائی  

(Infinite Series – II) 

 

 صدمقا 20.0

 conditional) استدقاقاور مشروط  (absolute convergence) استدقاق، مطلق استدقاقاس اکائی میں طلباء  

convergence) کی جانچ کرسکیں  استدقاقکے  ںکے مختلف مسائل و  حل کرنے کی جانکاری حاصل کرکے دیے ہوئے لامتناہی سلسلو

 گے۔

 تمہید 20.1

 سے چند مختلف جانچوں کے استعماك سے متعلقکے  استدقاق( میں ہم نے مثبت ارقال کے لامتناہی سلسلوں اور ام کے 19اکائی ) 

ی جانچ  D’ Alemberts Ratio – Testکئی مسائل کا حل معلول کیے تھے۔ اس اکائی میں ہم 

مل
ک

گ

ن

 Cauchys Integral)و شی کی 

Test)  اورLeibnitz – Test کے متعلق مسائل و  حل کرنے کے طریقوں کے بار  میں جانکاری حاصل کریں گے۔ 

 :(Ratio – Test)نسبت جانچ 

      ایک مثبت ارقال کا سلسلہ اس طرح ہے کہ    ∑اگر  
      

  
 تب   

(i) ∑    ہو    مستدق ہوگا اگر 

(ii) ∑    ع ہوگا اگر

گ

سی
م

 ہو    

(iii)  ہو تب اس جانچ سے کچھ نہیں کیا جاسکتا۔    اگر 

ل جانچ 
م
ک

گ

ن

 (Cauchys Integral Test)و شی 

∑پر غیرمنفی گھٹتا ہوا تفاعل ہے۔ تب سلسلہ  (   ,، fفرض کرو کہ    ( ) 
ل     

م
ک

گ

ن

∫اور   ( )  
 

 
دونوں مستدق  

ع ہو

گ

سی
م

 گے۔ں یا 

 (Alternating Series)متبادك سلسلے 

∑سلسلہ   (  )                   
 
و  متبادك سلسلہ کہتے ہیں۔ مثلاً     

∑
(  )   

 
   

 

 
 
 

 
 
 

 
   

    

 (Absolute Convergence) استدقاقمطلق 
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∑اگر سلسلہ     
 
∑کے لیے سلسلہ      |  |

 
∑مسدق ہو، تب سلسلہ        

 
 Absolute Convergentو      

 سلسلہ کہتے ہیں۔

∑اگر     
 
∑مسدق ہو اور      |  |

 
ع تو اس سلسلہ و  مشروط مستدق     

گ

سی
م

(Conditionally Convergent)  کہا

 جاتا ہے۔

Leibnitz Test :  اگر*     +
 

 ایک مثبت ارقال کی تواتر اس طرح ہے کہ 

(i)                      

(ii)            

∑تب متبادك سلسلہ  (  )     
 
 مستدق ہوگا۔    

 مثالیں 20.2

  کی جانچ کرو:  استدقاق (1
 

  
 
 

  
 
 

  
   

   دیا گیا سلسلہ ہے حل: 
 

  
 
 

  
 
 

  
   

   اور       یہاں 
 

  
 

        
 

(   ) 
 

  

    

  
 

 
(   ) 
 

  

  

   
 

(   )
    

   
 

(   )  
    

 

   
 

         
    

  
       

 

   
     

 کی مدد سے دیا گیا سلسلہ مستدق ہوگا۔ (Ratio Test)نسبت جانچ  

∑سلسلہ  (2
         

        (    )
 کی جانچ کرو۔ استدقاقکے  

∑   ∑دیا گیا سلسلہ  حل:
         

        (    )
 ہے۔ 

       
         

        (    )
 

         
         (   )

        (    )(    )
 

    
    

  
 

         (   )

        (    )(    )
 
        (    )

         
 

    
   

    
 

 (  
 

 
)

 (     )
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4
  
 

 

     
5  

   

   
 
 

 
   

 نسبت جانچ کی مدد سے دیا گیا سلسلہ مستدق ہوگا۔   

ی جانچ کے استعماك سے بتلاؤ کہ  (3

مل
ک

گ

ن

∑
 

  
(   ) 

ع ہے اگر  p>1مستدق ہے اگر     

گ

سی
م

 ۔   اور 

∑دیا گیا سلسلہ ہے  حل:
 

  
 
    

( ) فرض کرو کہ    
 

  
        ,   ) 

   ∑  ( )   
   ∑

 

  
 
    

 f(x)  کی تعریف سے یہ بات واضح ہے کہ ( ) پر ایک گھٹتا ہوا تفاعل  (   ,، ( ) اور  (   ,      

 ہے۔

   ∫  ( )  
 

 
 ∫

 

  
   ∫      

 

 

 

 
 

   
     

    
 [

 

   

    

]
 

 

 

p=1 لیے  کے,    - 
  ∫

 

 
  

 

 
 ∫

 

  
  

 

 
 

   ,    - 
                  

 ∫
 

  
  

 

 
ع ہے اس لیے   

گ

سی
م

∑
 

  
 
ع ہوگا جب     

گ

سی
م

ی جانچ کی مدد سے 

مل
ک

گ

ن

p=1 ہو۔ 

∫ہو تب  p<1اگر    ( )  
 

 
 0

    

   
1
 

 

 

      
 

   
   

      ∫  ( )  
 

 
ع ہے تب   

گ

سی
م

∑کے لیے 
 

   

 
ع ہوگا     

گ

سی
م

 کے لیے۔    بھی 

 ہے اور 0    ہو تب     اگر  

 ∫  ( )  
 

 
 0

    

   
1
 

 

    
 

   
 

 

   
 

 ∫  ( )  
 

 
  ،

 

   
∑کی طرف مستدق ہوگا اس لیے  

 

  
 
ہو۔ اس طرح دیا      بھی مستدق ہے اگر    

∑گیا سلسلہ 
 

  
 
ع ہے اگر  p>1مستدق ہوگا اگر     

گ

سی
م

 ۔   ہو اور 

∑ثابت کرو کہ  (4
(  ) 

  
   

 

  
 
 

  
 
 

  
   

 مستدق ہے۔    

    ہے اور دیا گیا سلسلہ متبادك سلسلہ حل:
 

  
 اور                 اور      یہ واضح ہے کہ  

    
   

      
   

 

  
∑کی مدد سے ہم بتاسکتے ہیں کہ دیا گیا سلسلہ  Leibnitz Testتب    

(  ) 

  

 
 مستدق ہوگا۔    
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 عملی مسائل 20.3

 کی مدد سے بتلاؤ کہ سلسلے (Ratio Test)نسبت جانچ  20.3.1

 (i) ∑
 

    
∑ (ii) اور 

  (   ) 

  
 مستدق ہونگے۔ 
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∑کی جانچ کرو  استدقاق 20.3.2
        )    )
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 کی جانچ کرو۔ استدقاق 20.3.3

 (i) ∑
  

 
    (ii) ∑

    

    
(   ) 
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ی جانچ  20.3.4

مل
ک

گ

ن

(Integral Test)  کے استعماك سے بتلاؤ کہ سلسلہ∑
 

 (    ) 
 
ع ہے اگر  p>1مستدق ہوگا اگر     

گ

سی
م

ہو اور 
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ی جانچ کی مدد سے بتلاؤ کہ  20.3.5

مل
ک

گ

ن

∑و شی 
 

 √    

 
 مستدق ہے۔    
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 کی جانچ کرو۔ استدقاق 20.3.6

 (i) ∑
(  )   

 √ 

 
∑ (ii) اور    

(  ) 
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 کی جانچ کرو۔ (absolute and conditional convergence) استدقاقذیل کے سلسلوں کے لیے مطلق اور مشروط  20.3.7

 (i) 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
∑ (ii) اور      

(  ) 
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ل –تسلسل تفاعل  6 –بلاک 
م
ک

گ

ن

 تفاعلوں کا تفرق اور 

(Continuous functions – Differentiation and Integration of Functions) 

ی ں 21تک۔ اکائی  24سے لیکر اکائی  21چار اکائیاں ہیں۔ اکائی اس بلاک میں  
م

ن ا   
تفاعلوں کی اتہائء اور تسلسل تفاعلوں کے بار   ظل

میں تفاعلوں کے تفرق اور ام کے چند مسائل حل کریں  22میں جانکاری حاصل کرکے ام سے متعلق بہت سے مسائل حل کریں گے۔ اکائی 

ل  24یات کے بہت سے مسائل حل کریں گے۔ آخری اکائی میں اوسط قیمت نظر 23گے۔ اکائی 
م
ک

گ

ن

 Riemann)میں ریمام 

integration) کے کئی مسائل کے حل معلول کریں گے۔ 

 

 اور مسلسل تفاعلات  تفاعل کی اتہائ  ۔21اکائی

(Limit of a Function and Continuous Functions) 

 

 صدمقا 21.0

ہوجائیں گے کہ تفاعل کی اتہائء اور ایک نقطہ پر تفاعل کے تسلسل میں فرق کرسکیں گے اور ام اس اکائی کے تم  تک آپ اس قابل  

 سے متعلق کئی مسائل حل کریں گے۔

 تمہید 21.1

 اس اکائی میں تفاعل کی اتہائء اور اس کے تسلسل سے متعلق کئی تعریفات اور نظریات کے بار  میں جانکاری حاصل کریں گے۔ 

تفاعل     ایک تفاعل ہے۔ ایک حقیقی عدد       کا اتہائئی نقطہ ہے اور    S،    ،     فرض کرو کہ تعریف:

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    کے لیے ایک     ہو اگر ہر     کہلائیگی جب   کی اتہائ ( ) 

   | ( )   |            |   |    

( )       اسے ہم   سے ظاہر کرتے ہیں۔   

 ہوتی ہے۔ (unique) پر کسی تفاعل کی اتہائء وجود رکھتی ہے تو یہ یکتا ’a‘اگر کسی نقطہ  (1رزلٹ: 

( )       کے لیے      دو تفاعلات ہیں اس طرح کے  f,g،  سے  Sاور     فرض کرو کہ  (2   

 ،        ( )  تب   

       (   )( )      ،      (  )( )  اور    

       .
 

 
/ ( )  

 

 
(     ( )    
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جاتا ہے اگر  پر مسلسل کہا x=aو   fایک تفاعل ہے۔       ،    اور     تعریف: فرض کرو کہ 

       ( ) ( ) |اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     ایک     یعنی ہر  ( )     ( )|   

    |   |  کے ہر نقطہ پر مسلسل ہو۔ f ،Sجاتا ہے اگر  پر مسلسل کہا Sو   f۔ نیز تفاعل   

 جاتا ہے۔کہا (discontinuous)پر غیرمسلسل  aپر مسلسل نہ ہو تو اسے  ’f ،‘a( اگر 1 نوٹ:

( )       ( اگر 2  ( ) ہو لیکن     پر ایک برطرف شدنی عدل تسلسل  ’f ،‘aجاتا ہے کہ  تو کہا   

(Removable discontinuity) رکھتا ہے۔ 

 jumpپر  ’f ،‘aکی سیدھے ہاتھ اور بائیں ہاتھ کی اتہائئی وجود رکھتی ہے مگر مساوی نہ ہوں تو کہا جاتا ہے کہ  fپر  a( اگر 3 

discontinuity  یا( رکھتا ہےdiscontinuity of first kind۔) 

 کہا جاتا ہے۔ discontinuity of second kindپر  aو   fوجود نہ رکھتی ہوں تو  یہ دونوں اتہائئیں 

 (Uniform Continuity)تعریف: یکساں مسلسل 

کے لیے ایک     پر یکساں مسلسل کہا جاتا ہے اگر ہر  Sو   fایک تفاعل ہے            فرض کرو کہ  

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    

| ( )   ( )|             |   |    

 رزلٹ: ہر یکساں تسلسل تفاعل تسلسل ہوگا

 مثالیں 21.2

1)       
    

      
 اگر وجود رکھتی ہو تو اسے معلول کرو۔ 

کے لیے      جواب:

 

 
    

           

کے لیے        اور 

 

 
    

            

   اس لیے  
    

    

 
 
   

    
   
 

 

       
 

 

   
   

    اور 
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    اس لیے 
   

 
 
 

 
 
 
  

 وجود نہیں رکھتا۔ 

( ) فرض کرو کہ  (2  
      

   
پر تسلسل     ، fکی تعریف اس طرح ہوسکتی ہے کہ  fپر     ۔ کیا(   )

 ہو۔

( ) دیا گیا ہے  حل:  
      

   
   اور  (   )

   
  ( )     

   

      

   
 

     
   

(   )(   )

(   )
    
   
      

 تسلسل ہوگا۔ f(x)پر  x=2ہو تب  f(2)=5اگر  

( ) کی تکنیک سے بتلاؤ کہ      (3  پر تسلسل ہے۔    ،      

( ) دیا گیا تفاعل ہے  حل:  ۔   اور       

( ) |ہے۔ اگر     فرض کرو کہ     ( )|    

  |      |  |    |   |   |    
 

 
 

|   |)اگر      
 

 
 ہو( 

  | ( )   ( )|          |   |    
 

 
 

  ( )    ،x=1 پر تسلسل ہے۔ 

 کی تعریف اس طرح کی گئی ہے کہ fاگر تفاعل  (4

   ( )     (   ) 

         (     ) 

           (     ) 

         (   ) 

 کے مسلسل ہونے پر بحث کرو۔ نیز غیرتسلسل کے طریقوں و  بتلاؤ۔ fتب  

 دیا گیا تفاعل حل:

   ( )     (   ) 

         (     ) 

           (     ) 

         (   ) 

 اس تفاعل کے لیے 

   ( )    

   ( )             

   ( )           
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    اور 
    

 ( )     
    

      

     
    

 ( )     
    

        

     
   
 ( )  رکھتا ہے۔ jump discontinuityپر     ، ( )  وجود نہیں رکھتی ہے۔ نیز  

    اور 
    

 ( )     
    

       

     
    

 ( )     
    

         

     
   
 ( )   ( ) 

 تسلسل ہے۔ ( ) پر         

    اور 
    

 ( )     
    

          

     
    

 ( )     
    

        

     
   
 ( )      ( ) 

 تسلسل ہے۔ ( ) پر         

 عملی مسائل 21.3

( ) اگر  21.3.1  پر    تب  (     )   

      (     ) 

     (   ) 

 f کے تسلسل ہونے کا امتحام کرو۔ 

( ) ثابت کرو کہ  21.3.2       
 

 
(   ) 

       (   ) 

 پر تسلسل ہوگا۔      
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( )     (   )اگر 21.3.3  
       

       
( ) اور    کے تسلسل ہونے کا امتحام کرو۔ ( ) تب      
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 کی تکنیک کی مدد سے بتلاؤ کہ     21.3.4

   ( )      
 

 
(   ) ، ( )  پر تسلسل ہوگا۔    ،   
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( ) کی تعریف اس طرح ہے کہ      اگر  21.3.5  اور (   )  

  ( )  تسلسل ہے۔ fپر     تب بتلاؤ صرف   (     )  
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( ) پر  (1 ,0)بتلاؤ کہ  21.3.6  
 

 
 تسلسل ہے مگر یکتا تسلسل نہیں۔ 
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 I–تفرق   ۔ 22اکائی 

(Differentiation – I) 

 

 مقصد 22.0

کرنے تک آپ اس قابل ہوجائیں گے کہ کسی تفاعل کی ایک نقطہ پر اور ایک وقفہ میں تفرق پذیری کی تعریف اس اکائی کے تم   

 کرسکیں گے اور اس کی مدد سے بہت سے تفاعلات کی تفرق پذیری کی جانچ کرکسیں گے۔

 تمہید 22.1

-   ,  تعریف : فرض کرو کہ   پر تفرق پذیر یا مشتق پذیر  p و  نقطہ  ۔    (   )  ایک تفاعل ہے۔ نیز    

(differentiable) جاتا ہے اگر کہا 

      
 ( )  ( )

   
 وجود رکھتا ہو۔  (   )

سے ظاہر کرتے ہیں۔ یعنی  ( )  پر تفاعل کا مشتق کہلاتی ہے اور اسے  x=pیہ اتہائء بشرط وجود 

  ( )        
 ( )  ( )

   
       اگر اتہائء   

 ( )  ( )

   
پر     نقطہ   وجود رکھتی ہو تو کہا جاتا ہے کہ  

پر سیدھے ہاتھ کا     کا   و   (( )  ) سے ظاہر کرتے ہیں اور  (( )  ) پذیر ہے اور اسے   سیدھی طرف سے مشتق

 جاتا ہے۔   کہامشتق

(( )  ) اسی طرح           
 ( )  ( )

   
 کہا جاتا ہےو  بائیں ہاتھ کا مشتق  

(( )  ) اگر   پر مشتق پذیر کہتے ہیں نیز x=pو   fہو تب  (( )  )  

  ( )   (  ( ))  ہے۔ (( )  )  

 کسی نقطہ پر تفرق پذیر ہو تو وہ اس نقطہ پر مسلسل ہوگا۔ f: اگر  1 رزلٹ

پر مشتق پذیر ہیں  cپر مشتق پذیر ہوں تو ام کا ائصل جمع اور حاصل فرق دونوں  (   )  دو تفاعلات ہوں جو  f, g: اگر  2 

 نیز

(   ) ( )    ( ) ( ) (   )اور  ( )       ( ) اسی طرح ام کے حاصل  ( )   

 ضرب اور خارج قسمت کے لیے

(  ) ( )   ( )  ( )    ( ) ( ) 

(
 

 
)
 

( )  
 ( )  ( )   ( )  ( )

, ( )- 
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( ) اور نقطہ       پر       اور نقطہ       : اگر  3  اگر مشتق       پر    

( ) (   )مشتق پذیر ہے۔ نیز         پر  aپذیر ہوں تب نقطہ   ہوگا۔ ( )   (( ) )   

 مثالیں 22.2

( ) تفاعل  (1   پر تسلسل ہے مگر مشتق پذیر نہیں۔    ، | | 

( ) دیا گیا تفاعل  حل:  | | 

   ( )  | |    

 پر تسلسل ہے۔    ، ( ) ہمیں بتلانا ہے کہ  

          ( )         | |              

         ( )        | |             

     
   
 ( )     ( ) 

  ( )  پر تسلسل ہوگا    ،  

(( )  )  نیز         
 ( )  ( )

   
 

         
| |  

 
        

  

 
    

  (  ( ))         
 ( )  ( )

   
 

         
| |  

 
        

 

 
   

   (  ( ))   (  ( )) 

  ( )  پر مشتق پذیر ہے۔    ،  

( ) تفاعل  (2  8
     

 

 
   

    
 پر تفرق پذیر ہے۔    ، 9

( ) دیا گیا تفاعل  حل:  8
     

 

 
   

    
9 

  (  ( ))         
 ( )  ( )

   
        

     
 

 
  

   
 

         فرض کریں( x=0-h)جب  
(   )    .

 

   
/

  
 

              .
 

 
/             

 

 
 

  (        )  .          
 

 
/ 

              
 

 
   

  (  ( ))         
 ( )  ( )
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(   )    .

 

   
/

   
 

             
 

 
 (        )            

 

 
 

              
 

 
   

   (  ( ))   (  ( )) 

  ( )  پر تفرق پذیر ہے۔    ،  

( ) تفاعل  (3  2 
      
      

 پر تفرق پذیر نہیں ہے۔    ، 

( )  حل:  2 
      
      

 

  ( )         

(( )  ) ہمیں معلول ہے           
 ( )  ( )

   
 

          
     

   
        (  )     

   (  ( ))         
 ( )  ( )

   
 

          
    

   
        

(   )(   )

(   )
 

                    

    (  ( ))   ,  ( )- 

  ( )  پر تفرق پذیر نہیں ہے۔    ،  

 عملی مسائل 22.3

( ) بتلاؤ کہ  22.3.1      
 

 
( ) اور  (   ) ہے مگر تفرق پذیر  (continuous)پر تسلسل     ،   

 نہیں۔
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( ) تفاعل  22.3.2  |   |  پر تفرق پذیری کی جانچ کرو۔      کے لیے  |   | 
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( ) تفاعل  22.3.3  8
    

 

 
   

    
 جانچ کرو۔ کی پر تفرق پذیری    کی  
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( ) تفاعل  22.3.4  >
          

 

 

  .  
 

 
/
 

  
 

 

 پر تفرق پذیری کی جانچ کرو۔      کی  ?
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( ) بتلاؤ کہ  22.3.5  | |  پر تسلسل ہے لیکن تفرق پذیر نہیں۔      ، |   | 
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( ) فرض کرو کہ  22.3.6   4
 
 
   

 
 
 

 
 
   

 
 
 

( ) اور  5 پر تسلسل ہے مگر تفرق     ، ( ) تب بتلاؤ کہ    

 پذیر نہیں۔
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 II –تفرق  ۔  23 اکائی

(Differentiation – II) 

 

 مقصد 23.0

اکائی کے تم  کرنے تک آپ اس قابل ہوجائیں گے کہ روك، الگرانج اور و شی کے اوسط قیمت کے نظریات کے بیانات جام اس  

 کر ام کے استعماك سے بہت سے مسائل حل کرکسیں گے۔

 تمہید 23.1

یہ بیام کرتے ہیں اوسط قیمت کے نظریات کسی تفاعل کی قیمتوں و  اس کے مشتق سے مردط کرتے ہیں۔ اوسط قیمت کے نظریات  

اور   ( )   ))پر ایک نقطہ ایسا ہوتا ہے جس پر مماس اس خط کے متوازی ہوتا ہے جو نقاط  ( )   میں منحنی  -   ,کہ وقفہ 

 سے گزرتا ہے۔ (( )   )

 (Rolle’s Theorem)روك کا نظریہ 

-   ,  اگر تفاعل    اس طرح ہے کہ   

(i)   ،,   - پر مسلسل ہے 

(ii)   ،(   ) نیز  پر تفرق پذیر ہے 

(iii)  ( )   ( ) 

( )  اس طور پر وجود رکھتا ہے کہ  (   )  تب ایک حقیقی عدد     

 (Lagrange’s Mean Value Theorem)لگرانج کا اوسط قیمت کا نظریہ 

-   ,  اگر تفاعل    ایسا ہو کہ   

(i)    اور میں مسلسل ہے -   ,وقفہ 

(ii)    میں تفرق پذیر (   )وقفہ 

( )  اس طرح وجود رکھتا ہے کہ  (   )  تب لگرانج کا نظریہ یہ بیام کرتا ہے کہ ایک   
 ( )  ( )

   
 

 (Cauchys Mean Value Theorem)و شی کا اوسط قیمت نظریہ 

-   ,  اگر   -   ,  اور      دو تفاعل ایسے ہوں کہ   

(i)    پر مسلسل ہیں -   ,دونوں   اور 
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(ii)    پر تفرق پذیر ہیں (   )دونوں   اور 

(iii) (   )  میں ایک نقطہ‘c’ اس طرح ہوگا کہ 

  ( )

  ( )
 
 ( )   ( )

 ( )   ( )
 

 مثالیں 23.2

( ) فرض کرو کہ  (1  دو مثبت حیح  اعداد ہیں۔ اس تفاعل کے  m, nہے جہاں   (   ) (   ) 

 کے نظریہ کی جانچ کرو۔ Rolle’s [a, b]لیے 

( ) دیا گیا تفاعل  حل: مثبت اعداد ہیں اور  m, n، چوں کہ        ہے۔ جہاں   (   ) (   ) 

ایک کثیر رکنی ہوگا۔  ( ) کی مدد سے پیلاؤ کرنے پر یہ بات واضح ہے کہ  (Bomial Theorem)و    (   )،  (   )

 پر تسلسل ہے۔ -   ,، ( ) چوں کہ ہر کثیر رکنی تسلسل ہے 

( )   اور   (   )   (   )   (   )   (   )  

 =(   )   (   )   , (   )   (   )- 

  (   )   (   )   ,(   )  (     )- 

    (   )   ( )  وجود رکھتا ہے۔  

( )  اور     ( ) 

اس طرح ہوگا  (   )  کے نظریہ کے حوالے سے ایک  Rolle’sکے نظریہ کے تمال شرائط پور  ہوئے۔  Rolle’sاس طرح 

( )  کہ     

   (   )   (   )   ,(   )  (     )-    

    (   )  (     )    

     
     

   
 (   ) 

 کے نظریہ کی جانچ کرو۔ Rolle’sذیل کے تفاعلوں کے لیے  (2

 (a)  ( )  | |      ,    - 

 (b)  ( )     .
     

 (   )
/     ,    - 

( ) دیا گیا تفاعل  (a) حل:  | |     ,    - 

( ) ہمیں معلول ہے کہ   کا  Rolle’sتفرق پذیر نہیں۔ اس  ( ) پر     پر تسلسل ہے اور     ، | | 

( ) نظریہ   میں درست نہیں۔ [1 ,1-]، | | 

 (b) تفاعل  دیا گیا ( )     .
     

 (   )
/ 
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 (i)  ( )     (     )           (   ) 

 -   ,، ( ) پر  -   ,تسلسل ہیں  (   )    اور      ، (     )    چوں کہ سار  تفاعلات  

 پر تسلسل ہوگا۔

( )   (ii) اور  
  

     
 
 

 
 

     

 (     )
 

 کی دوسری شرط پوری ہوئی۔ Rolle’s(   )  چوں کہ وجود رکھتا ہے تمال  

( )  (iii) نیز     .
     

 (   )
/         

   ( )     .
     )

 (   )
/         

  ( )   ،[a, b]  پرRolles  کے نظریہ کے تینوں شرائط پور  کرتا ہے اورRolles کے نظریہ کی مدد سے ایک 

 اس طرح ہوگا کہ (   )  

   ( )    

  
     

 (     )
     √   

    √   

 لگرانج کے اوسط قیمت نظریہ کی تفاعل (3

  ( )  کے لیے جانچ کرو۔ -   ,                 

( ) دیا گیا تفاعل  حل:  ہے۔            

( ) ایک کثیر رکنی ہے  ( ) چوں کہ  -   ,     پر تسلسل ہے اور  [7 ,2]،            

  ( ) نظریہ کے دونوں شرائط پور  ہوتے ہیں اور  Lagrangeپر وجود رکتا ہے۔ اس طرح  [7 ,2]،       

Lagrange  اس طرح ہوگا کہ (   )  کے نظریہ کی مدد سے ایک 

    ( )  
 ( )  ( )

   
 

         
     

 
 
  

 
   

         

    
  

 
 
 

 
     

( )  کے لیے  (   )      اس طرح    
 ( )  ( )

   
 ہوگا۔ 

 

4)  ( )   (   )(   )    ,  
 

 
 کے لیے لگرانج کے اوسط قیمت نظریہ کی جانچ کرو۔ -

( ) دیا گیا تفاعل  حل:   (   )(   )    ,  
 

 
- 
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)i(  ( )   (   )(   ) ایک کثیر رکنی ہے۔ اس لیے            

0  
 

 
 پر تسلسل ہے۔ 1

)ii(    .  
 

 
/   ( )  وجود رکھتا ہے۔    6     

 ( )   ،.  
 

 
 پر تفرق پذیر ہے /

 ( )   0لگرانج کے دونوں شرائط   
 

 
 پر پور  کرتا ہے۔ 1

  .  اس لیے ایک حقیقی عدد 
 

 
 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ  /

    ( )  
 .
 

 
/  ( )

 

 
  

 

       6    
 

 
  

 

 
  
 
 

 
 

                

     
   √       

  
 
  √  

 
 

      
√  

 
 .  

 

 
/ 

     اور 
√  

 
 .  

 

 
/ 

     اس طرح
√  

 
 .  

 

 
 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ /

    ( )  
 .
 

 
/  ( )

 

 
  

 

( ) پر تفاعلات  [2 ,1]و شی اوسط قیمت نظریہ کی  (5 ( ) اور       کے لیے جانچ کرو۔    

( ) فرض کرو کہ  حل:      ( )         ,   - 

 مسلسل ہیں۔  ( ) اور  ( ) پر  [2 ,1]کثیر رکنیاں ہیں    ،   چوں کہ 

( )   اور        ( )  وجود رکھتے ہیں۔ (   )         

( )  نیز             (   ) 

 (   )  و شی اوسط قیمت کے نظریہ کے تمال شرائط پور  کرتے ہیں اور و شی نظریہ کی مدد سے ایک   اور     

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ

  

  ( )

  ( )
 
 ( )  ( )

 ( )  ( )
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   اور 
  

 
 (   ) 

 ئلعملی مثا 23.3

( ) تفاعل  23.3.1  پر رولس کے نظریہ کی جانچ کرو۔ -    ,کے لیے        
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23.3.2  ( ) 0تفاعل کے لیے  (         )   
 

 
،

  

 
 کے نظریہ کی جانچ کرو۔ Roll’esپر 1
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( ) پر  -   , 23.3.3  کے نظریہ کی جانچ کرو۔ Rolle’sکے لیے   (   )   
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 لگرانج کے اوسط قیمت نظریہ کی جانچ کرو۔ 23.3.4

( ) تفاعل   پر۔ -   ,کے لیے  6       6    
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 ولگرانج کے اوسط قیمت کے نظریہ کی مدد سے ثابت کر 23.3.5
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 کے تفاعلات کے لیےذیل کی قدر معلول کرو و شی اوسط قیمت نظریہ کے لیے      23.3.6

 (i)  ( )      ( )          ,   - 

 (ii)  ( )  √   ( )  
 

√ 
     ,   - 
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ل پذیری ۔24  اکائی
م
ک

گ

ن

 ریمام 

(Riemann Integrability) 

 

 مقصد 24.0

ئل حل کے مثا (   ) اور  (   ) کے لیے   اس اکائی کے اختتال تک آپ ب  اس قابل ہوجائیں گے کہ کسی تفاعل  

 کرسکیں گے اور ریمام ر

گ

ن

ل کی تعریف کی مدد سے بہت سے تفاعلات کے ریمام تکملے معلول کریں گے۔
م
ک

 

 تمہید 24.1

کی ایک تقسیم سے مراد  Iہے۔  (Closed bounded Interval)میں ایک بند بستہ وقفہ   ، -   ,  فرض کرو کہ  تعریف:

 اس طرح ہے کہ  +            *  نقاط کا ایک سٹ  محدود مرتب 

                   

 -       ,     -       ,      -     ,    -     ,    یہاں 

  میں اورکے تحت وقفے -   , 

                                             

-   ,  ہیں۔ اگر ك ام کے طو   ایک بستہ تفاعل ہے اور    

 کی تقسیم ہے۔ -   ,، +                       *   

     ( )         

   
         ( )        اور 

   
 

(   )  تب    ∑   
 
کہتے  (Lower Riemann Sum)و  زیریں ریمام حاصل جمع       

(   ) ہیں۔ اور   ∑   
 
 کہتے ہیں۔ (Upper Riemann Sum)و  بالائی ریمام حاصل جمع       

کہتے  (refinement)کی نفیس تر تقسیم یا  Pو  تقسیم    تب      کے دو تقسیم اس طرح ہیں کہ  -   ,وقفہ    ، Pتعریف: اگر 

 ہے۔ refinementکا  P، +           *   کی و ئی تقسیم ہے۔ تب  -   ,، +       *  ہیں۔ مثلاً اگر 

-   ,  فرض کرو کہ  رزلٹ: ، +                       *  بستہ تفاعل ہے۔    

(   )  (i) تب refinement  کا P،   کی تقسیم اور  -   ,   (    ) 

)ii(  (    )   (   ) 

 نوٹ:
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 -   ,کیا جائے تو زیریں حاصل جمع بڑھتے ہیں اور بالائی حاصل جمع گھٹتے ہیں۔  (refine)ہم دیکھتے ہیں کہ کسی تقسیم و  نفیس تر  (1

 سے ظاہر کرتے ہیں۔ -   , کے تمال تقسیموں کے سٹ و  

کی تعریف ہے  ‖ ‖کی تقسیم ہو تب  -   ,، +                        *  اگر  (2

‖ ‖  ۔+         *    

ل 
م
ک

گ

ن

 :(Riemann Integral)تعریف: ریمام 

-   ,  اگر  ل     
م
ک

گ

ن

کی تعریف اس طرح کی جاتی  (Lower Riemann integral)ایک بستہ تفاعل ہے تب ریمام زیریں 

   ہے۔ 
 
∫اسے  +-   ,    (   ) *  ( )  

 

 
 سے ظاہر کرتے ہیں۔ 

∫ یعنی  ( )  
 

 
    

 
* (   )    ,   -+ 

∫ طرح 0اسی  ( )  
 

 
    

 
ل  +-   ,    (   ) *

م
ک

گ

ن

 Upper Riemann)و  بالائی ریمام 

Integral)  کہتے ہیں۔ اگر∫  ( )  
 

 
∫اور    ( )  

 

 
∫دونوں وجود رکھتے ہیں۔ اور    ( )  

 

 
 ∫  ( )  

 

 
  تب  

ل پذیر  -   ,و  
م
ک

گ

ن

∫کہتے ہیں۔ اور مشترک قدر و   (Riemann Integrable)پر ریمام   ( )  
 

 
سے ظاہر کرتے ہیں اور  

ل تفاعل  -   ,
م
ک

گ

ن

 سے ظاہر کرتے ہیں۔ -   , کے مجموعہ و    پر تمال ریمام 

 :رزلٹس

1) ∫  ( )  
 

 
 ∫  ( )  

 

 
 

2)  (   )  ∫  ( )  
 

 
     جہاں  (   )  

     
  اور  ( )  

   
     

  ( ) 

-   ,  ایک بستہ تفاعل  (3 ل پذیر ہوگا    
م
ک

گ

ن

اس طرح وجود  Pکے لیے ایک تقسیم     پر   ریمام 

(   ) رکھتی ہے کہ    (   )    

   پر ہر مسلسل تفاعل  -   , (4
گ

ن

ل پذیر ہوگا۔
م
ک

 

ل پذیر ہے۔  ہو تو  (Monotonic)میں یک رنگی  -   ,وقفہ   اگر  (5
م
ک

گ

ن

 ریمام 

( )  ہو )یعنی  (Primitive)کا اولیہ   تفاعل   اور  -   ,   اگر  (6 ( تب ( )  

∫  ( )  
 

 
  ( )   ( ) 

∫تو  -   ,   اگر  (7  ( )  
 

 
    
   

∑   (    ) 
  جہاں     

   

 
اور  

 ۔+                         *  
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 مثالیں 24.2

1)  ,   - (i)  معلول کرو۔ ‖ ‖کے لیے  +  6                 *  اور تقسیم 

 (ii)   ,    -  2  پر تقسیم  
 

 
 
 

 
 
 

 
( ) کے لیے تفاعل  3   معلول  (   ) اور  (   ) کا     

 کرو۔

 ہے جہاں +  6                 *  کی دی گئی تقسیم  -    ,   (i) حل:

                                                

‖ ‖ تب     *                    + 

     *                         +      

      ‖ ‖      

)ii(  دیا گیا تفاعل ( )   2  کی تقسیم  -   ,ہے اور     
 

 
 
 

 
 
 

 
 یہاں 3  

)iii(     
 

 
      اور           

    
 

 

 ( )       

      
 

 
    

 

 

 ( )     
 

  
 ،      

 

 
    

 

 

 ( )     
 

 
 

      
 

 
     

 ( )     (
 

 
)
 

 
 

 6
 

  (   )  ∑    

 

   

 

                      

   
 

 
 
 

 6
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 6
 
 

 
 
     

6 
 

    
  

  
 

 

  
 

         (   )  
 

  
 

        اور
    

 

 

 ( )     .
 

 
/
 

 
 

  
 

        
 

 
   

 

 

   .
 

 
/
 

 
 

 
 

        
 

 
   

 

 

   .
 

 
/
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  (   )  ∑    

 

   

 

                     

    
 

  
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

  
 
 

 
   

 

 
 

    
        

 
 
  

  
 
  

  
 

      (   )  
  

  
 

 کی تعریف اس طرح ہے  پر  -   ,فرض کرو کہ  (2

 ( )  {
    
     

 

 -   ,   تب بتلاؤ کہ 

( ) دیا گیا تفاعل ہے  حل:  {
    
     

( )    اور یہ واضح ہے کہ    ہے۔   

 پر بستہ تفاعل ہے۔ -   ,،   

ہے      اور       کی تقسیم ہے ہمیں معلول ہے کہ  +                *  فرض کرو کہ 

            

    (   )  ∑     
 
    ∑     

 
    

                    

   (   )  ∑     
 
    

   ∑ (  )     
 
    

   ∫  ( )  
 

 
    

 
* (   )+     *  +     

∫   اور  ( )  
 ̅

 
    

 
* (   )+     * +    

  ∫  ( )  
 

0
 ∫  ( )  

 

 
          

     ,   -         

( ) پر  -   ,ثابت کرو کہ  (3 ل پذیر ہے اور     
م
ک

گ

ن

∫      
  

 

 

 
 ہوگا۔ 

( ) دیا گیا تفاعل ہے  حل:          ,   - 

  2  فرض کرو کہ  
 

 
 
  

 
 
  

 
  

(   ) 

 
 
  

 
   کی ایک تقسیم ہے اور  -   ,، 3   

0
(   ) 

 
 
  

 
   تب  1

 

 
 ہوگا۔ 
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( ) چوں کہ   پر بڑھتا ہوا تفاعل ہے۔ -   ,،    

        
(   ) 

 
   

  

 

 ( )     
    

  
 

        
(   ) 

 
   

 

 

 ( )     
(   )   

  
 

    (   )  ∑     
 
    ∑

    

  
 
 

 

 
    

   
  

  
∑    
    

   
  

  

 (   )(    )

 
 

    (   )  
  

 
.  

 

 
/ .  

 

 
/ 

(   )   اور  ∑     
 
    

   ∑
(   )   

  
 
 

 

 
    

   
  

  
∑ (   )   
   

  

  

(   )( )(    )

 
 

    (   )  
  

 
.  

 

 
/ .  

 

 
/ 

  ∫  ( )  
 

 
    
   

 (   )     
   

  

 
.  

 

 
/ .  

 

 
/      6       

∫ اور  ( )  
 

 
    
   

 (   ) 

     
   

  

 
.  

 

 
/ .  

 

 
/  

  

 
         

    ,   - ∫اور        ( )  
 

 
 
  

 
 

 ئلعملی مثا 24.3

( ) پر تفاعل  -   , 24.3.1   2  اور تقسیم       
 

 
 
 

 
معلول  (   ) اور  (   ) کے لیے  3  

 کرو۔
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( ) پر تفاعل  -   , 24.3.2 ∫کے لیے بتلاؤ کہ       ( )  
 

 
 
  

 
 ہے۔ 
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( ) بتلاؤ کہ  24.3.3 ل پذیر ہے نیز  -   ,،      
م
ک

گ

ن

∫پر   ( )  
 

 
 ہے۔      
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( ) بتلاؤ  24.3.4 ل پذیر ہے اور  -   ,،      
م
ک

گ

ن

∫پر  (    )    
 

 
 ہے۔ 
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∫و کہ ثابت کر 24.3.5  ( )    
 

 
( ) ہوگا جب    ہے۔      
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( ) بتلاؤ   24.3.6 ل پذیر ہوگا اور  -   ,،   
م
ک

گ

ن

∫پر   ( )   
 

 
(     )

 

 
 ہے۔ 
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  نمونہ امتحانی پرچہ

 ریاضیات)لیب مینوك(

BSMM350CCP 
 تیسرا  مسٹر((-سی بی۔ایس

 35کل نمبر:          Hrs 3وقت: 

5                      درج ذیل میں سے و ئی پانچ سوالات کے جواب دیجیے نوٹ: 7 35  

کے لیے درست ہے ایک مثاك کے ذریعہ  (union)بتلاؤ کہ لامتناہی بند سٹوں کا تقاطع بھی ایک بند سٹ ہے۔ کیا یہ بیام اتحاد  .1

 سمجھائیے۔

      بتلاؤ کہ تواتر .2
 

 
 
 

  
   

 

  
 تواترہوگا۔ ایک مستدق  

∑ :کی جانچ کرو استدقاق .3
(    )

 (   )(   )

 
    

ی جانچ کی مدد سے بتلاؤ کہ  .4

مل
ک

گ

ن

∑و شی 
 

 √    

 
 مستدق ہے۔    

( ) کی تعریف اس طرح ہے کہ      اگر  .5 ( )   اور (   )   تب بتلاؤ صرف   (     )  

 تسلسل ہے۔  پر     

( ) تفاعل  .6  8
    

 

 
   

    
 جانچ کرو۔ کی پر تفرق پذیری    کی  

                     لگرانج کے اوسط قیمت کے نظریہ کی مدد سے ثابت کرو .7

( ) پر تفاعل  -   , .8 ∫کے لیے بتلاؤ کہ       ( )  
 

 
 
  

 
 ہے۔ 

  



 

356 

 

 تنکااہم 

 


