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 پیغام

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی

 

زی جامعہ ہے جس میں ی ارلیمنٹ ےم ای  ایکٹ ےم ذریعے قائم1998(  MANUU) مولای

 

 این ا  نے کی گئی۔ یہ ای  مرک

  سے ا  سی کی 

 

د جای

 

زوغ، )1)ےم قیام ےم مقاصد ہیں: جامعہ اس ہے۔ کیا حاصل  +A گری 

 

( پیشہ ورانہ اور تکنیکی تعلیم کو اردو میڈیم میں 3( اردو زی ان کا ف

ا، )

 

 رسائی اور دستیاب بنای
 
ا، اور )( روایتی اور فاصلاتی طریقۂ تعلیم ےم ذر2قاب

 

زاہم کری

 

اس ہیں جو نکات وہ ( خواتین کی تعلیم پر خصوصی توجہ دینا۔ یہ 4یعے تعلیم ف

 بخشتے ہیں۔ قومی تعلیمی ی الیسی 

 

 
زی جامعات سے ممتاز کرتے ہیں اور اسے ای  انفرادی

 

زی جامعہ کو دیگر تمام مرک

 

میں بھی مادری زی انوں اور علاقائی  3131مرک

 نے پر زور دی ا گیا ہے۔زی انوں میں تعلیم حاصل کر

 رسائی آسان بنائی جائے۔ 

 

ووم اور مضامین ی
عل
زوغ کا مقصد یہی ہےکہ اردو جاننے والے طبقے ےملیے عصری 

 

 اردو ای  اردو ےم ذریعے علم ےم ف

 

طویل عرصے ی

ز سمسٹر ےم ساھ سے زی ادہ کتابوں کا ذخیرہ موجو 251میں درسی مواد کی کمی رہی ہے۔ اردو یونیورسٹی ےم ی اس اب اردو میں 
 
 اس تعداد میں اضافہ ہورہا ہے۔ د ہے اور ر

زاہم کرنے ےم قومی مشن کا حصہ بننے کو اپنے لیے ای  اعزاز سمجھتی ہے۔  3131اردو یونیورسٹی این ای پی 

 

ےم وژن ےم مطابق مادری/گھریلو زی ان میں تعلیمی مواد ف

د یہ کہ اردو بولنے والا طبقہ اردو میں مطالعہ ےم  زی 

 

زین م

 

ازہ ب

 

ز معلومات ےم موجودہ میدانوں میں ی

 

د ب دی  مواد کی عدم دستیابی ےم س   نئے اُبھرتے شعبوں اور ج 

 حصولِ معلومات کا نیا شعور بید

 

ار ہوا ہے جو قینا ً اردو داں معلومات و اطلاعات ےم حصول سے محروم نہیں رہے گا۔ مذکورہ ی الا میدانوں میں مواد کی دستیابی کی بدول

ز انداز ہوگا۔  طبقے

 

زقی پر اب

 

 کی دانشورانہ ب

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ب

 

ی
س

اردو اور متعلقہ  (CDOE)فاصلاتی اور آن لائن طلبہ ےم لیے تعلیم و تدریس ےم عمل کو سہل بنانے ےم لیے یونیورسٹی کا سینٹر فار ڈ

ا ہے۔ SLMخود اکتسابی مواد ) میں  مضامین

 

 ( کی تیاری کو یقینی بنای

MANUUفاصلاتی اور آن لائن لرننگ ےم طلبہ ےم لیے SLM ا ہے۔ یہ

 

زاہم کری

 

ردو ےم ذریعے علم حاصل کرنے میں دلچسپی رکھنے اُ  مواد بلا معاوضہ ف

ز والے 
 
ام شخص ےملیے ر

 

زائے ی  رسائی ب 

 

د پھیلانے ےم مقصد سےقیمت پر دستیاب ہے۔ تعلیم ی زی 

 

ز  کو م

 

زی/عربی ےم داب

 

، اردو/ہندی/انگرب 

 یوeSLMمیں

 
 

  سای
 
 ہے۔رکھا گیا مفت ڈاؤن لوڈ ےم لیے دستیاب پر نیورسٹی کی وی

 

 

 ےم مکمل تعاون کی بدول

 

ن
 
فب

 

صٹ
م

 کا عمل  FYUG مجھے بے حد خوشی ہے کہ متعلقہ فیکلٹی کی محنت اور 

 

اع

 

بی۔ا ، بی۔ایس سی اور بی۔کام کی کتابوں کی اش

ز  پیمانے پر شروع ہو گیا ہے۔ فاصلاتی اور آن لائن لرننگ 

 

 ےم لیے خود ب 

 

 کا عمل یونیورسٹی ےم  (SLM) موادبی اکتساےم طلبہ کی سہول

 

اع

 

کی تیاری اور اش

ا ہے۔ مجھے یقین ہے کہ ہم اپنے خود تعلیمی مواد ےم ذریعے اردو جاننے 

 

ز  طبقے لیے اہمیت رکھ

 

 ہوں گے اور اس والے ای  ب 
 
کی ضروری ات کو پورا کرنے ےم قاب

ز ٹھہرا سکیں گے۔کو قیام یونیورسٹی ےم مقصدِ

 
 

 پورا کریں گے اور اپنے ملک میں اپنی موجودگی کو جاب

 !نیک تمناؤں ےم ساھ

 پروفیسر سید عین الحسن

 شیخ الجامعہ، مانو

  



 پیغام
زی 

 

ا ہے اور ب 

 

ز اور مفید طریقۂ تعلیم ےم طور پر تسلیم کیا جای

 

 مؤب

 

 
تعداد میں لوگ اس طریقۂ تعلیم سے فائدہ اٹھا موجودہ دور میں فاصلاتی تعلیم کو دنیا بھر میں ای  نہای

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی نے بھی اردو زی ان بولنے والے عوام کی تعلیمی ضروری ات کو مدنظر رکھتے ہوئے اپنے قیام ےم

 

 سے ہی فاصلاتی تعلیم کا  رہے ہیں۔ مولای

 
 

وق

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی نے 

 

س ایجوکیشن 1998طریقہ متعارف کرای ا۔ مولای

 

ب

 

ی
س

 آف ڈ

 
 
زیکٹوری

 

ِ فاصلاتی تعلیم( میں ڈاب

 

آغاز کیا اور کام کا ےم ساھ  )نظام

 سے ی اقاعدہ پروگرام شروع ہوئے، اس ےم بعد مختلف شعبہ جات قائم کیے گئے۔ 3114

ز طور پر منظم کرنے میں ای  اہم کردار ادا کیا ہے۔ اوپن اینڈ

 

س لرننگ یو جی سی نے ملک میں نظام تعلیم کو مؤب

 

ب

 

ی
س

موڈ ےم تحت چلنے والے مختلف (ODL)ڈ

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ب

 

ی
س

ڈی ای بی نے فاصلاتی اور -منظور شدہ ہیں۔ یو جی سی ڈی ای بی ےم-میں چل رہے ہیں، یو جی سی(CDOE)پروگرام، جو سینٹر فار ڈ

اکہ فاصلاتی تعلیم حا

 

ا آزاد نیشنل اردو ےم معیار صل کرنے والے طلبہ ی اقاعدہ تعلیم ےم نصاب کو ہم آہنگ کرنے پر زور دی ا ہے ی

 

کو بہتر بنای ا جاسکے۔ چونکہ مولای

ز  طرز )یونیورسٹی ای  
 
ر
ُ
زاہم کرتی ہے، اس لیے اپنے مقاصد کو یو جی سی(کی ڈوئل موڈد

 

دمات ف

 

ڈی ای -یونیورسٹی ہے جو فاصلاتی اور روایتی دونوں طریقۂ تعلیم کی ج

دٹ سسٹماس نے صل کرنے ےم لیے بی ےم رہنما خطوط ےم مطابق حا

 

 Self)مواد اکتسابیخود  جس کامتعارف کرای ا گیا (CBCS)چوائس بیسڈ کری 

Learning Materials)  زیم ےم مطابق

 

دٹ ف

 

 ۔چکا ہےنئے سر  سے تیار کیے جایو جی سی ےمقوانین  اور کری 

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ب

 

ی
س

امل ہیں۔ 19کل انیس )(CDOE)سینٹر فار ڈ

 

د، ڈپلومہ اور سرٹیفکیٹ پروگرام ش

 

ا ہے جن میں یو جی، پی جی، بی ای 

 

( پروگرام پیش کری

ےم مطابق چار سالہ یو جی  3131-این ای پیسے  3135اس ےم ساھ ساھ تکنیکی مہارتوں پر مبنی پروگرام بھی شروع کیے جا رہے ہیں۔ سی ڈی او ای نے جولائی 

زائن کیا گیا ہے ےم انٓرز پروگراموں کیا ہے۔ بی ا ، بی ایس سی اور بی کام  پروگرام کا آغاز

 

طلبہ کو آنرز ڈگری حاصل کرنے میں جس سے کو این سی ایف ےم مطابق ڈب 

 سے ایم بی ا  پروگرام او ڈی ایل موڈ میں متعارف کرای ا گیا ہے۔ 3136-3135سال ملے گی۔ مدد 

 ےم لیے نو ریجنلمانو نے 

 

ا، بئی، ، نہ، ، رای ا اور سری نگر( اور  س س  ریجنل ٹرز ز )حیدرآی اد، ھنؤ، طلبہ کی سہول

 

 ٹرز ز )گلورورو، وپای ال، درنگہ، ، دی، ، کواتای

 ورک قائم کیا ہے۔ اس ےم علاوہ وجے واڑا میں ای  ایکسٹینشن ٹرز  بھی قائم کیا گیا

 

 

 

ریجنل اور س  ریجنل ہے۔ ان  جموں، نوح، وارانسی اور امراؤتی( کا ای  وسیع ن

اکہ طلبہ کو تعلیمی اور انتظامی سہولیات (LSCs)سے زی ادہ لرنر سپورٹ ٹرز  پچاسےم تحت ای  سو  وںٹرز 

 

 چلائے جا رہے ہیں ی

 
 

اور بیس پروگرام ٹرز  بیک وق

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن اپنی تعلیمی اور انتظامی سرگرمیوں میں آئی

 

ب

 

ی
س

زاہم کی جا سکیں۔ سینٹر فار ڈ

 

ا ہے اور اپنے تمام پروگراموف

 

میں  ں سی ٹی کا بھرپور اتعمالل کری

ا ہے۔

 

زاہم کری

 

 صرف آن لائن موڈ ےم ذریعے ہی داخلے ف

 ززیل
ی

 

 ی
مب

دیو (SLM)طلبہ ےم لیے سیلف لرننگ 

 

 پر دستیاب کرائی جاتی ہیں اور آڈیو و وی 

 
 

  سای
 
س اینڈ آن لائن ایجوکیشن کی وی

 

ب

 

ی
س

کی سوفٹ کاپی سینٹر فار ڈ

زاہم کی جا رہی ہے جنریکار

 

 بھی ف

 

  گروپ کی سہول
 
زاہم کیے جاتے ہیں۔ اس ےم علاوہ طلبہ کو ای۔میل اور واٹس ای

 

 پر ف

 
 

  سای
 
 ےم لنک بھی وی

 

 ےم ڈن

ا ہے۔ ی اقا

 

ات وغیرہ ےم ی ار  میں مطلع کیا جای

 

گ، امتحای

 

ی
سل

 

ن
گ ےم علاوہ عدذریعے انہیں پروگرام ےم مختلف پہلوؤں جیسے کورس رجسٹریشن، اسائنمنٹ، کاؤ

 

ی
سل

 

ن
ہ کاؤ

زسوں سے طلبہ ےم تعلیمی معیار کو بہتر بنانے ےم لیے  زاہم کی جا رہی ہے۔( Remedialزائد تدارکی )گزشتہ دو ب 

 

گ بھی ف

 

ی
سل

 

ن
 آن لائن کاؤ

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن تعلیمی اور معاشی طور پر پسماندہ آی ادی کو عصری تعلیم ےم

 

ب

 

ی
س

امل کرنے میں ای  اہم کردار ادا  امید کی جاتی ہے کہ سینٹر فار ڈ

 

دھار  میں ش

ز میں تبدیلیاں کی گئی ہیں اور توقع ہے کہ اس سے (NEP-2020)کر  گا۔ تعلیمی ضروری ات کو مدنظر رکھتے ہوئے نئی تعلیمی ی الیسی

 

ےم مطابق مختلف پروگرام

ز اور کارآمد بنانے میں مدد ملے گی

 

د مؤب زی 

 

س لرننگ ےم نظام کو م

 

ب

 

ی
س

 ۔اوپن اینڈ ڈ

 پروفیسر محمد رضا اللہ خان

زکٹر، سی ڈی او ای،مانو

 

 ڈاب

 



 کورس کا تعارف

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی ےم بی۔ایس سی۔ کورس ےم سال اول 

 

ز نظر کتاب علم احصا ےم موضوعات سے متعلق ہے اور یہ مولای زب 

ا ہے۔یہ کتاب طلبا کو علم احصا ےم بنیا

 

 میں بنیادی حیثیت رکھ

 

دی ےم پہلے سمسٹر ےم نصاب پر مشتمل ہے۔علم احصا ری اضی، سائنس ی ا انجینئرن

زاہم کرتی ہے۔اس کتاب کی نمای اں خصوصیت یہ  اور اپنی زندگی اور اطراف میں اس کا اتعمالل کرنے کا ای  تصورات کو سمجھنے

 

بہترین موقع ف

اکہ طلبا اپنے مضمون کو

 

سمجھ سکیں۔کتاب کو دو  از خودہے کہ اس میں مواد کو سہل طریقے سے آسان زی ان میں مثالوں ےم ساھ  سمجھای اگیا ہے ی

ل پرحصہ ا کیا گیا ہے۔جس میں پہلا حصہ نظری ات)یوریری( پر مبنی ہے اور دوسرحصوں میں تقسیم
ک

 

ت کٹ

 ہے۔)تجربوں(پر منحصر 

ا 1( اکائیوں پرمشتمل ہے۔اکائی 13)ی ارہپہلا حصہ 

 

ز کا نظریہ  2ی

 

 ز
ی

 

 ی
ب ی 
ل

میں زائدی تفاعلات اور ان ےم اطلاقات، اعلا رتبہ ےم مشتق،

امل ہے۔اکائی واں مشتق معلوم کرنے -nاور اس ےمذریعے 

 

ا  4کا طریقہ ش

 

زسیم کا طریقہ،اور ایل  6ی

 

ووٹس،منحنی ےم ب

 

 ٹ
مب
س

وٹی،ا  

 

میں کان

ہیں جن کی مدد سے بہت سے مسائل کا حل  میں کئی تحویلی ضابطے دیے گئے 8ر او7ہاسپٹل رول ےم ی ار میں تفصیلی معلومات درج ہیں۔اکائی 

 پیش کیا گیا ہے۔

گ ڈسک واشر 11اور 9اکائی 

 

ی
ش

 

ن
س ےم ذریعے حجم معلوم کرنے ےم طرقوںں پر رونی  ڈای  گئی ہے۔اکائی میں سلا

ل

 

ل

درکل  

 

ر

 

 ی
لیب
 اور 

 گردشی سطح کا رقبہ معلوم کرنے ےم طرقوںں پر تفصیلی بحث کی گئی ہے۔ اور میں قوسی لمبائی 13اور  11

 کو بہتر بنانے ےم لیے اکائی 

 

 تجری اتی حصے 6سے اکائی  1طلبا کی مسئلہ حل صلاح 

 

امل کیا گیا  (Practical Manual)ی

 

کو ش

 ہے جس میں علم احصا ےم مسائل اور ان ےم حل کو تلاش کرنے ےم طریقے پیش کیے گئے ہیں۔

ا ہوں ۔کتاب کو معیاری اور 

 

، مترجمین،تدریسی و غیر تدریسی و انتظامی عملےےم تعاون کا شکریہ ادا کری

 

ن
 
فب

 

صٹ
م

اس کتاب کی تدوین میں 

 عمل و فہم بنانے کی
 
زین، قاب

 
دہ کرام،مار

  

اہم کوئی بھی کوش  اپنے آپ میں مکمل نہیں ہوتی۔اس من  میں اسای

 

ز مکن  کوش  کی گئی ہے، ی
 
 ر

 طلبا کی آرا و مشوروں کا خیر مقدم  کیا جائے گا۔

 

 ڈاکٹر خواجہ معین الدین

 کورس کو آرڈی نیٹر
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 ۔زائدی تفاعلات1اکائی 

(Hyperbolic Functions) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید   1.0

 مقاص    1.1

 طاق حص ،جفت   1.2

 علاق  کے گراف، سعت اور  تتفاعلازائدی    1.3

 ضابط زائدی    1.4

 تفرق کا تفاع  زائدی   1.5

 تفاعمعکوس زائدی    1.6

 تفرق  کاتفاع معکوس زائدی    1.7

 اکتسابی نتائج   1.8

 کلیدی الفاظ   1.9

 نمونہ امتحانی سوالات    1.10

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 1.10.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  1.10.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات 1.10.3 
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 (Introduction)تمہید 1.0

ل   
ی 

 

ش

 

ی ن

 

ن

ایکسپو 𝑒𝑥،  تفاع (  Exponential)ریاضی میں کئی مرتبہ 
𝑒−𝑥اور   

زائدی ٖ  Hyperbolic)تفاع کی جمع سے بنتے ہیں۔ 

Function  )  کا بہت سے اطلاقات میں اہم رول ہے۔ بجلی کی لائن سےلٹکے ہوئے     تفاعبہت سی ریاضی شماروں کو آسان بنا دیتا ہے۔ زائدی

 کیبل کی تفرقی مساوات کو حل کرنے میں اس کا اہم کردار ہے۔ 

 

 (Objectives)مقاص 1.1

ی ںاس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو 

 

ے کہ : جائ
گ

 

 کی بنیادی جانکاری حاصل کر سکیں۔   تفاع زائدی  •

 کو سمجھ سکیں۔ضابطوں کی   تفاع زائدی  •

 کو جان سکیں۔   تفاع معکوس  زائدی  •

ل حاصل کر سکیں۔ تفاع اور معکوس  زائدی   تفاع زائدی  •
م
ک

 

ئ

 کے تفرق   اور 

 (Even, Odd Parts)طاق حص،جفت 1.2

𝑓(−𝑥)اگر  = 𝑓(𝑥) ت𝑓 
 

ج فن
فا ع 

 

𝑓(−𝑥)کہلاتا ہے۔ اور اگر    ت = −𝑓(𝑥) ت𝑓  تفاعہوتا ہے۔ہر ایک    تفاع طاق  ایک𝑓  جو کہ

ر ف ہے اور جس کا مرکز مبدا 
ع

 

مت
 اور   جفتہے اس کو (Origin)کسی وقفہ پر 

ق
فا ع طا

 

 کی جمع کے طور پر لکھ سکتے ہیں۔ ت

𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥)

2
+

𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥)

2
 

                                                 =  طاق پارٹ+جفت پارٹ

𝑒𝑥اسی طرح ہم  
 کو بھی لکھ سکتے ہیں 

𝑒𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
+

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
 

                                                 =  طاق پارٹ+جفت پارٹ

𝑒𝑥
 پارٹ، زائدی کوسائن اور زائدی سائن کہلاتے ہیں۔  طاقاور  جفتکے 

 کی تعریف:   تفاع زائدی 

 

 

sinh 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
cosech 𝑥 =

1

sinh 𝑥
 

cosh 𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
sech 𝑥 =

1

cosh 𝑥
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 کے گراف، سعت اور علاق   ت تفاعلازائدی     1.3

(Graph, Domain and Range of Hyperbolic Functions) 

 

 1.3.1شکل 

 

 1.3.2شکل 

tanh 𝑥 =
sinh 𝑥

cosh 𝑥
coth 𝑥 =

cosh 𝑥

sinh 𝑥
 

 

 

 (∞ ،∞−)دامن 

 ]∞ ،1]سعت

 (∞ ،∞−)دامن 

 (∞ ،∞−)سعت
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   1.3.3شکل 

 

 1.3.4شکل 

(0 ،∞−)دامن  ∪ (0,∞) 

(0 ،∞−)سعت ∪ (0,∞) 

  (∞ ،∞−)دامن 

 (1 ،1−)سعت
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 1.3.5شکل 

 

 1.3.6شکل 

 

 

 

(0 ،∞−)دامن  ∪ (0,∞) 

−،∞−)سعت 1) ∪ (1,∞) 

 (∞ ،∞−)دامن 

,0)سعت 1] 



14 

 

 (Hyperbolic Identities)ضابطزائدی   1.4

 

 

 

 

 

 مثال: ثابت کرو کہ

a) 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 = 1 

b) 1 − 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 

sinhہم جانتے ہیں کہ a) حل: 𝑥 =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
coshاور  𝑥 =

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
 

 اس لیے 

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 = (
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
)
2

− (
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
)
2

 

                                                                             =
𝑒2𝑥 + 2 + 𝑒−2𝑥

4
−

𝑒2𝑥 − 2 + 𝑒−2𝑥

4
 

                                                                             =
4

4
= 1 

(bہم نے اوپر ثابت کیا ہے کہ 

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 = 1 

 سے تقسیم دینے پر𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥اس مساوات کو دونوں طرف  

1 −
𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥
=

1

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥
 

⇒                                                               1 − 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 

 (Differentiation of Hyperbolic Function)تفرق کا  تفاع زائدی   1.5

 

 

 

 

 

 

𝑠𝑖𝑛ℎ(−𝑥) = −𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 𝑐𝑜𝑠ℎ(−𝑥) = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 = 1                           1 − 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 

sinh(𝑥 + 𝑦) = sinh𝑥 cosh𝑦 + cosh𝑥 sinh𝑦 

cosh(𝑥 + 𝑦) = cosh𝑥 cosh𝑦 + sinh𝑥 sinh𝑦 

1. 
𝑑

𝑑𝑥
(sinh 𝑥) = cosh 𝑥 

2. 
𝑑

𝑑𝑥
(cosh 𝑥) = sinh 𝑥 

3. 
𝑑

𝑑𝑥
(tanh𝑥) = sech2 𝑥 

4. 
𝑑

𝑑𝑥
(cosech 𝑥) = −cosech 𝑥 coth 𝑥 

5. 
𝑑

𝑑𝑥
(sech 𝑥) = −sech 𝑥 tanh𝑥 

6. 
𝑑

𝑑𝑥
(coth 𝑥) = −cosech2 𝑥 
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مثال: بتلاؤ کہ  

𝑑

𝑑𝑥
(sinh 𝑥) = cosh 𝑥 

 حل: بائیں ہاتھ کی طرف سے 

𝑑

𝑑𝑥
(sinh 𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
) 

= (
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
) 

= cosh 𝑥 

مثال: بتلاؤ کہ

𝑑

𝑑𝑥
(cosh 𝑥) = sinh 𝑥 

 حل: بائیں ہاتھ کی طرف سے 

𝑑

𝑑𝑥
(cosh 𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
) 

= (
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
) 

= sinh 𝑥 

 (Inverse Hyperbolic Function)تفاع معکوس زائدی   1.6

 ہونا چاہیے۔ ( Onto)براور (One to One)کو ایک تا ایک تفاع کے لیے  تفاع معکوس زائدی 

𝑦 = sinh−1 𝑥 ⟺ sinh𝑦 = 𝑥 

𝑦 = cosh−1 𝑥 ⟺ cosh 𝑦 = 𝑥 

𝑦 = tanh−1 𝑥 ⟺ tanh𝑦 = 𝑥 

 بھی اسی طرح متعارف کیے جاتے ہیں۔   تفاع باقی معکوس زائدی 

sinh−1ذیل میں  𝑥 ،cosh−1 𝑥  اورtanh−1 𝑥کے گراف دیے گئے ہیں۔ 

 

𝑦 = cosh−1 𝑥 

 1.6.1شکل 

. 

 (∞ ،1]دامن 

 (∞ ،0]سعت
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𝑦 = tanh−1 𝑥 

 1.6.2شکل 

 

 

𝑦 = sinh−1 𝑥 

 1.6.3شکل 

 

 (∞ ،1]دامن 

 (∞ ،0]سعت

 R -دامن

 R -سعت
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زائدی   نماتفاع   تفاع کسی  قوت  زائدی  (Exponential Function)کو  معکوس  طرح  اسی  ہے۔  جاتا  کیا  بیان  میں  ارکان  کو   تفاع کے 

 میں بیان کیا جاتا ہے۔(Logarithm)لوگرتھم

1. sinh−1 𝑥 = ln(𝑥 + √𝑥2 + 1) , 𝑥 ∈ ℝ 

2. cosh−1 𝑥 = ln(𝑥 + √𝑥2 − 1) , 𝑥 ≥ 1 

3. tanh−1 𝑥 =
1

2
ln (

1+𝑥

1−𝑥
) , −1 < 𝑥 < 1 

sinh−1مثال: بتلاؤ کہ   𝑥 = ln(𝑥 + √𝑥2 + 1) , 𝑥 ∈ ℝ 

 حل: مان لو کہ  

𝑦 = sinh−1 𝑥 

 ت

𝑥 = sinh𝑦 =
𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦

2
 

⇒                                                      𝑒𝑦 − 2𝑥 − 𝑒−𝑦 = 0 

⇒                                                    𝑒2𝑦 − 2𝑥𝑒𝑦 − 1 = 0 

⇒                                            (𝑒𝑦)2 − 2𝑥(𝑒𝑦) − 1 = 0 

𝑒𝑦جو کہ ایک  
 میں کثیر رکنی ہے، اس لیے

𝑒𝑦 =
2𝑥 ± √4𝑥2 + 4

2
 

                                                                                        = 𝑥 ± √𝑥2 + 1 

𝑒𝑦کہں چو > 𝑥لیکن0 − √𝑥2 + 1 < 𝑥یا  0 < √𝑥2 + 1 

 اس لیے

𝑒𝑦 = 𝑥 + √𝑥2 + 1 

⇒                                                                                 𝑦 = ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) 

 (Differentiation of Inverse Hyperbolic Function)تفرق کا  تفاع معکوس زائدی   1.7

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 
𝑑

𝑑𝑥
(sinh−1 𝑥) =

1

√1+𝑥2
 

2. 
𝑑

𝑑𝑥
(cosh−1 𝑥) =

1

√𝑥2−1
 

3. 
𝑑

𝑑𝑥
(tanh−1 𝑥) =

1

1−𝑥2 

4. 
𝑑

𝑑𝑥
(cosech−1 𝑥) = −

1

|𝑥|√𝑥2+1
 

5. 
𝑑

𝑑𝑥
(sech−1 𝑥) = −

1

𝑥√1−𝑥2
 

6. 
𝑑

𝑑𝑥
(coth−1 𝑥) =

1

1−𝑥2 

 

 

 

7.  
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 تفرق پزیر ہوتے ہیں۔  تفاع تفرق پزیر ہوتے ہیں کیوں کہ زائدی  تفاع سارے معکوس زائدی 

 مثال: ثابت  کرو کہ  

𝑑

𝑑𝑥
(sinh−1 𝑥) =

1

√1 + 𝑥2
 

𝑦حل: مان لیجیے کہ   = sinh−1 𝑥 ت 

sinh 𝑦 = 𝑥 

 کرنے پر ہمیں ملتا ہے تفرق 𝑥اس مساوات کو بہ لحاظ  

cosh y
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 = coshاور 1 y ≥  ت، 0

cosh y = √1 + sinh2 𝑦 

 اس لیے

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

cosh y
 

                                                                                   =
1

√1 + sinh2 𝑦
 

                                                                                   =
1

√1 + 𝑥2
 

مثال:  

𝑑

𝑑𝑥
[tanh−1(sin 𝑥)] کو معلوم کرو۔ 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥کا استعمال کرکے بہ لحاظ  (Chain Rule)حل: چین قانون 

𝑑

𝑑𝑥
[tanh−1(sin 𝑥)] =

𝑑

𝑑(sin 𝑥)
[tanh−1(sin 𝑥)] ×

𝑑

𝑑𝑥
(sin 𝑥) 

=
1

1 − (sin 𝑥)2
× cos 𝑥 

=
cos 𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 

=
1

cos 𝑥
= sec 𝑥 

 کی تصدیق کیجیے:  ضابطوںمثال: 

(i) tanh2𝑥 + 𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 = 1 

(ii) sinh(𝑥 + 𝑦) = sinh 𝑥 cosh 𝑦 + cosh 𝑥 sinh𝑦 

(iii) sinh 3𝑥 = 3 sinh 𝑥 + 4𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥 

 ( ہمیں تصدیق کرنی ہے iحل: )

tanh2𝑥 + 𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 = 1 

 بائیں ہاتھ کی طرف سے 
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tanh2𝑥 + 𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 = (
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
)

2

+ (
2

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
)
2

 

=
(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)2 + 4

(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2
 

=
𝑒2𝑥 − 2 + 𝑒−2𝑥 + 4

(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2
 

=
𝑒2𝑥 + 2 + 𝑒−2𝑥

(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2
 

=
(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2

(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2
= 1 

tanh2𝑥اس لیے   + 𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 =  کی تصدیق ہوتی ہے۔ 1

(ii) ہمیں تصدیق کرنی ہے 

sinh(𝑥 + 𝑦) = sinh 𝑥 cosh 𝑦 + cosh 𝑥 sinh𝑦 

 دائیں ہاتھ کی طرف سے

sinh 𝑥 cosh 𝑦 + cosh 𝑥 sinh𝑦 = (
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
) (

𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦

2
) + (

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
) (

𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦

2
) 

= (
𝑒𝑥+𝑦 + 𝑒𝑥−𝑦 − 𝑒𝑦−𝑥 − 𝑒−(𝑥+𝑦)

4
) + (

𝑒𝑥+𝑦 − 𝑒𝑥−𝑦 + 𝑒𝑦−𝑥 − 𝑒−(𝑥+𝑦)

4
) 

= (
2𝑒(𝑥+𝑦) − 2𝑒−(𝑥+𝑦)

4
) 

= (
𝑒(𝑥+𝑦) − 𝑒−(𝑥+𝑦)

2
) 

= sinh(𝑥 + 𝑦) 

sinh(𝑥اس لیے   + 𝑦) = sinh 𝑥 cosh 𝑦 + cosh 𝑥 sinh𝑦 کی تصدیق ہوتی ہے۔ 

(iii) ہمیں تصدیق کرنی ہے 

sinh 3𝑥 = 3 sinh 𝑥 + 4𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥 

 دائیں ہاتھ کی طرف سے

3 sinh 𝑥 + 4𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥 = sinh 𝑥 (3 + 4𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥) 

= (
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
) [3 + 4 (

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
)
2

] 

= (
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
) [3 + 𝑒2𝑥 − 2 + 𝑒−2𝑥] 

= (
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
) [𝑒2𝑥 + 𝑒−2𝑥 + 1] 

=
1

2
[𝑒3𝑥 + 𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 𝑒−3𝑥 − 𝑒−𝑥] 

=
1

2
[𝑒3𝑥 − 𝑒−3𝑥] 

= sinh 3𝑥 
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sinhاس لیے 3𝑥 = 3 sinh 𝑥 + 4𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥 کی تصدیق ہوتی ہے۔ 

 کی قدر معلوم کرو۔ تفاع کا استعمال کرتے ہوئے، دوسرے زائدی   تفاع مثال: دیے گئے زائدی 

(i) sinh 𝑥 =
3

2
 

(ii) tanh 𝑥 =
1

2
 

 

 ہم جانتے ہیں کہ(i) حل: 

𝑐𝑜𝑠h2𝑥 = 1 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 

= 1 + (
3

2
)
2

 

= 1 +
9

4
=

13

4
 

 اس لیے

cosh 𝑥 =
√13

2
 

 اور 

tanh 𝑥 =
sinh 𝑥

cosh 𝑥
 

=
3√13

13
 

 اسی طرح 

c𝑜sech 𝑥 =
1

sinh 𝑥
=

1

3
2⁄

=
2

3
 

sech 𝑥 =
1

cosh 𝑥
=

1

√13

2

=
2√13

13
 

coth 𝑥 =
cosh 𝑥

sinh 𝑥
=

1

tanh 𝑥
=

√13

3
 

(ii)  دیا ہےtanh 𝑥 =
1

2
 

 ہم جانتے ہیں کہ

coth 𝑥 =
1

tanh𝑥
=

1
1

2

= 2 

 اور 

tanh2𝑥 + 𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 = 1 

(
1

2
)
2

+ 𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 = 1 
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𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 = 1 −
1

4
=

3

4
⇒ sech 𝑥 =

√3

2
 

 اسی طرح 

co𝑠h 𝑥 =
1

sech 𝑥
=

2

√3
 

 

 طہ
ب

ے ضا
ش
 

𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠h2𝑥 − 1 

= (
2

√3
)
2

− 1 

=
4

3
− 1 =

1

3
 

 اس لیے

sinh 𝑥 =
1

√3
=

√3

3
 

 اس سے

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ 𝑥 =
3

√3
 

 

 مثال: ذیل میں دیے  ہوئے تفاعلات کے مشتقات معلوم کرو۔ 

(i) 𝑦 = sinh(1 − 𝑥2) 

(ii) 𝑓(𝑥) = ln(sinh 𝑥) 

(iii) 𝑦 = ln (tanh
𝑥

2
) 

(iv) ℎ(𝑥) =
1

4
sinh(2𝑥) −

𝑥

2
 

(v) 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛(sinh 𝑡) 

(vi) 𝑦 = 𝑥cosh𝑥
 

(vii) 𝑦 = (cosh 𝑥 − sinh 𝑥)2
 

(viii) 𝑦 = sinh−1(tan 𝑥) 

(ix) 𝑦 = coth−1(sinh 2𝑥) 

(x) 𝑦 = 2𝑥 sinh−1 2𝑥 − √1 + 4𝑥2
 

(xi) 𝑦 = 𝑎 sech−1 (
𝑥

𝑎
) − √𝑎2 − 𝑥2

 

 

 دیا ہے(i)حل: 

𝑦 = sinh(1 − 𝑥2) 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥بہ لحاظ 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑(1 − 𝑥2)
{𝑠𝑖𝑛ℎ(1 − 𝑥2)} ×

𝑑

𝑑𝑥
(1 − 𝑥2) 

= −2𝑥 cosh(1 − 𝑥2) 

(ii)  دیا ہے 

𝑓(𝑥) = ln(sinh 𝑥) 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥بہ لحاظ 

𝑓′(𝑥) =
𝑑

𝑑(sinh 𝑥)
ln(sinh 𝑥) ×

𝑑

𝑑𝑥
sinh 𝑥 

=
1

sinh 𝑥
× cosh 𝑥 

= coth 𝑥 

(iii)  دیا ہے 

𝑦 = ln (tanh
𝑥

2
) 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥بہ لحاظ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑 (tanh
𝑥

2
)
{ln (tanh

𝑥

2
)} ×

𝑑

𝑑 (
𝑥

2
)
(tanh

𝑥

2
) ×

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑥

2
) 

                                          =
1

tanh
𝑥

2

× 𝑠𝑒𝑐ℎ2 (
𝑥

2
) ×

1

2
 

                                          =
cosh

𝑥

2

sinh
𝑥

2

×
1

𝑐𝑜𝑠ℎ2 (
𝑥

2
)
×

1

2
 

                                          =
1

2 sinh
𝑥

2
cosh

𝑥

2

 

                                          =
1

sinh 𝑥
= cosech 𝑥 

(iv)  دیا ہے 

                                              ℎ(𝑥) =
1

4
sinh(2𝑥) −

𝑥

2
 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥بہ لحاظ 

ℎ′(𝑥) =
1

4

𝑑

𝑑(2𝑥)
sinh(2𝑥) ×

𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥) −

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑥

2
) 

                                                        =
1

4
cosh(2𝑥) × (2) − (

1

2
) 

                                                        =
cosh(2𝑥) − 1

2
 

                                                        =
2𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥

2
= 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 

(v)  دیا ہے 

𝑓(𝑡) = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛(sinh 𝑡) 
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 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑡بہ لحاظ 

𝑓(𝑡) =
𝑑

𝑑(sinh 𝑡)
{𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛(sinh 𝑡)} ×

𝑑

𝑑𝑡
(sinh 𝑡) 

                                                     =
1

1 + (sinh 𝑡)2
× cosh 𝑡 

                                                     =
1

cosh2 𝑡
× cosh 𝑡 

                                                     =
1

cosh 𝑡
= sech 𝑡 

(vi)  دیا ہے 

𝑦 = 𝑥cosh𝑥
 

 لینے پرہمیں ملتا ہے( Logarithm)دونوں طرف کا لوگرتھم 

ln y = cosh 𝑥 ln 𝑥 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥بہ لحاظ 

1

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= cosh 𝑥 ×

1

𝑥
+ sinh 𝑥 ln 𝑥 

⇒                                                         
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦

𝑥
(cosh 𝑥 + 𝑥 sinh 𝑥 ln 𝑥) 

(vii)  دیا ہے 

𝑦 = (cosh𝑥 − sinh 𝑥)2
 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥بہ لحاظ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑(cosh𝑥 − sinh 𝑥)
(cosh 𝑥 − sinh 𝑥)2 ×

𝑑

𝑑𝑥
(cosh 𝑥 − sinh 𝑥) 

                               = 2(cosh 𝑥 − sinh 𝑥)(sinh𝑥 − cosh 𝑥) 

                               = −2(cosh 𝑥 − sinh 𝑥)2
 

                               = −2𝑒−2𝑥
 

(viii)  دیا ہے 

𝑦 = sinh−1(tan 𝑥) 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥بہ لحاظ 

𝑦′ =
𝑑

𝑑(tan 𝑥)
sinh−1(tan𝑥) ×

𝑑

𝑑𝑥
(tan 𝑥) 

                                                       =
1

√(tan 𝑥)2 + 1
× 𝑠𝑒𝑐2𝑥 

                                                       =
1

√𝑠𝑒𝑐2𝑥
× 𝑠𝑒𝑐2𝑥 

                                                       = sec 𝑥 

(ix)  دیا ہے 

𝑦 = coth−1(sinh 2𝑥) 



24 

 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥بہ لحاظ 

𝑦′ =
𝑑

𝑑(sin 2𝑥)
coth−1(sin 2𝑥) ×

𝑑

𝑑(2𝑥)
(sin 2𝑥) ×

𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥) 

                                       =
1

1 − (sin 2𝑥)2
× (cos 2𝑥) × 2 

                                       =
1

cos2 2𝑥
× 2 cos 2𝑥 

                                       =
2

cos 2𝑥
= 2 sec 2𝑥 

(x)  دیا ہے 

          𝑦 = 2𝑥 sinh−1 2𝑥 − √1 + (2𝑥)2
 

 تا ہےحاصل ہوتفرق کرنے پر ہمیں  𝑥بہ لحاظ 

𝑦′ = 2𝑥
𝑑

𝑑(2𝑥)
(sinh−1 2𝑥) ×

𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥) + 2 sinh−1 2𝑥

−
𝑑

𝑑{1 + (2𝑥)2}
{(1 + (2𝑥)2)1/2} ×

𝑑

𝑑𝑥
{1 + (2𝑥)2} 

              = 2𝑥
1

√1 + (2𝑥)2
× 2 + 2 sinh−1 2𝑥 −

1

2
{(1 + (2𝑥)2)−1/2} × 8𝑥 

              =
4𝑥

√1 + (2𝑥)2
+ 2 sinh−1 2𝑥 −

4𝑥

√1 + (2𝑥)2
 

              = 2 sinh−1 2𝑥 

(xi)  دیا ہے 

         𝑦 = 𝑎 sech−1 (
𝑥

𝑎
) − √𝑎2 − 𝑥2

 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥بہ لحاظ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎

𝑑

𝑑 (
𝑥

𝑎
)
{sech−1 (

𝑥

𝑎
)} ×

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑥

𝑎
) −

𝑑

𝑑(𝑎2 − 𝑥2)
(𝑎2 − 𝑥2)1/2 ×

𝑑

𝑑𝑥
(𝑎2 − 𝑥2) 

             = 𝑎 ×
−1

𝑥

𝑎
√1 − (

𝑥

𝑎
)
2
×

1

𝑎
−

1

2√𝑎2 − 𝑥2
× (−2𝑥) 

             =
−𝑎2

𝑥√𝑎2 − 𝑥2
+

𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
 

             =
𝑥2 − 𝑎2

𝑥√𝑎2 − 𝑥2
 

             = −
√𝑎2 − 𝑥2

𝑥
 

 مثال: ذیل میں دیے گئے ضابطوں کی قدر  معلوم کرو: 

(i) ∫ sinh(1 − 2𝑥) 𝑑𝑥 

(ii) ∫ cosh2(𝑥 − 1) sinh(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 
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(iii) ∫ coth 𝑥 𝑑𝑥 

(iv) ∫𝑥cosech2 (
𝑥2

2
)𝑑𝑥 

(v) ∫
cosech(

1

𝑥
) coth(

1

𝑥
)

𝑥2
𝑑𝑥 

(vi) ∫
1

25−𝑥2 𝑑𝑥
4

0
 

(vii) ∫ cosh2𝑥 𝑑𝑥 

(viii) ∫
√𝑥

√1+𝑥3
𝑑𝑥 

(ix) ∫
1

(𝑥+2)√𝑥2+4𝑥+8
𝑑𝑥 

(x) ∫ tanh 2𝑥
2

0
𝑑𝑥 

(xi) ∫
6

√𝑥2−4

5

3
𝑑𝑥 

 

 ہمیں حاصل کرنا ہے  (i)حل: 

∫sinh(1 − 2𝑥) 𝑑𝑥 

𝑢مان لیجیے کہ  = 1 − 2𝑥 ⇒ 𝑑𝑢 = −2𝑑𝑥 اس لیے 

∫sinh(1 − 2𝑥) 𝑑𝑥 = −
1

2
∫ sinhu du 

                                                                                          = −
1

2
cosh 𝑢 + 𝐶 

                                                                                          = −
1

2
cosh(1 − 2𝑥) + 𝐶  

(ii)  ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫cosh2(𝑥 − 1) sinh(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

𝑢مان لیجیے کہ  = cosh(𝑥 − 1) ⇒ 𝑑𝑢 = sinh(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 اس لیے 

∫cosh2(𝑥 − 1) sinh(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 = ∫𝑢2 𝑑𝑢 

                                                                                                            =
𝑢3

3
+ C 

                                                                                                            =
cosh3(𝑥 − 1)

3
+ C 

(iii)  ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫coth 𝑥 𝑑𝑥 = ∫(
cosh 𝑥

sinh 𝑥
) 𝑑𝑥 

𝑢اب مان لیجیے کہ = sinh 𝑥 ⇒ 𝑑𝑢 = cosh 𝑥 𝑑𝑥اس لیے 

∫(
cosh 𝑥

sinh 𝑥
) 𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑢

𝑢
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                                                                                                = ln 𝑢 + 𝐶 

                                                                                                = ln(sinh𝑥) + 𝐶 

(iv)  ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫𝑥cosech2 (
𝑥2

2
)𝑑𝑥 

𝑢مان لیجیے کہ  =
𝑥2

2
⇒ 𝑑𝑢 = 𝑥𝑑𝑥 اس لیے 

∫𝑥𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ2 (
𝑥2

2
)𝑑𝑥 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑢 𝑑𝑢 

                                                                                            = − 𝑐𝑜𝑡ℎ 𝑢 + 𝐶  

                                                                                            = − 𝑐𝑜𝑡ℎ (
𝑥2

2
) + 𝐶 

(v)  ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ (

1

𝑥
) 𝑐𝑜𝑡ℎ (

1

𝑥
)

𝑥2
𝑑𝑥 

 

𝑢مان لیجیے کہ  =
1

𝑥
⇒ 𝑑𝑢 =

−1

𝑥2 𝑑𝑥 اس لیے 

∫
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ (

1

𝑥
) 𝑐𝑜𝑡ℎ (

1

𝑥
)

𝑥2
𝑑𝑥 = −∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ 𝑢 𝑐𝑜𝑡ℎ 𝑢 𝑑𝑢 

                                                                                        = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ 𝑢 + 𝐶 

                                                                                        = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ (
1

𝑥
) + 𝐶 

(vi)   ہمیں حاصل کرنا ہے∫
1

25−𝑥2 𝑑𝑥
4

0
 اس لیے

∫
1

25 − 𝑥2
𝑑𝑥

4

0

= [sinh−1 (
𝑥

5
)]

0

4

 

                                                                                       = sinh−1 (
4

5
) 

(vii)  ہمیں حاصل کرنا ہے∫ cosh2𝑥 𝑑𝑥اس لیے 

∫cosh2𝑥 𝑑𝑥 = ∫
1 + cosh 2𝑥

2
𝑑𝑥 

=
1

2
[𝑥 +

1

2
sinh 2𝑥] + C 

=
1

2
𝑥 +

1

4
sinh 2𝑥 + C 

 

(viii)  ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫
√𝑥

√1 + (𝑥3/2)2
𝑑𝑥 
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𝑢اب مان لیجیے کہ = 𝑥3/2 ⇒
2

3
𝑑𝑢 = √𝑥𝑑𝑥اس لیے 

∫
√𝑥

√1 + 𝑥3
𝑑𝑥 = ∫

1

√1 + 𝑢2
×

2

3
𝑑𝑢 

                                                                                   =
2

3
sinh−1(𝑢) + 𝐶 

                                                                                   =
2

3
sinh−1(𝑥3/2) + 𝐶 

                                                                                   =
2

3
ln (𝑥3/2 + √1 + 𝑥3) + 𝐶  

(ix)  ہمیں حاصل کرنا ہے∫
1

(𝑥+2)√𝑥2+4𝑥+8
𝑑𝑥اس لیے 

∫
1

(𝑥 + 2)√𝑥2 + 4𝑥 + 8
𝑑𝑥 = ∫

1

(𝑥 + 2)√(𝑥 + 2)2 + 4
𝑑𝑥 

                                                                                   = −
1

2
ln(

2 + √(𝑥 + 2)2 + 4

|𝑥 + 2|
) + C 

(x)  ہمیں حاصل کرنا ہے∫ tanh 2𝑥
2

0
𝑑𝑥اس لیے 

∫ tanh2𝑥

2

0

𝑑𝑥 = ∫
𝑒2𝑥 − 𝑒−2𝑥

𝑒2𝑥 + 𝑒−2𝑥

2

0

𝑑𝑥 

                                                                                   =
1

2
∫

1

𝑒2𝑥 + 𝑒−2𝑥
× 2(𝑒2𝑥 − 𝑒−2𝑥)

2

0

𝑑𝑥 

                                                                                   =
1

2
[ln(𝑒2𝑥 + 𝑒−2𝑥)]0

2
 

                                                                                   =
1

2
ln(𝑒4 + 𝑒−4) −

1

2
ln(2) 

= ln√
(𝑒4 + 𝑒−4)

2
 

(xi)  ہمیں حاصل کرنا ہے∫
6

√𝑥2−4

5

3
𝑑𝑥اس لیے 

∫
6

√𝑥2 − 4

5

3

𝑑𝑥 = [6 ln (𝑥 + √𝑥2 − 4)]
3

5

 

                                                                               = 6 ln(5 + √21) − 6 ln(3 + √5) 

                                                                               = 6 ln (
5 + √21

3 + √5
) 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج   1.8

ل حاصل کرنا سیکھا تفاع کی بنیادی جانکاری حاصل کی اور پھر ان   تفاع اس اکائی میں ہم نے زائدی 
م
ک

 

ئ

 ۔ کے تفرق اور 
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 ( Key Words)کلیدی الفاظ 1.9

ل، جفت تفاع، معکوس زائدی تفاع زائدی 
م
ک

 

ئ

 ، سعت، دامن، قوت نماتفاع تفاع طاق  ،تفاع ،  تفرق، مشتق، 

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 1.10

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات1.10.1

1. cosh 𝑥 = ⋯⋯ 

2. sinh 𝑥 = ⋯⋯ 

3. 
𝑑

𝑑𝑥
(cosh 𝑥) = ⋯⋯ 

4. 
𝑑

𝑑𝑥
(sinh 𝑥) = ⋯⋯ 

5. ∫ cosh 𝑥 𝑑𝑥 = ⋯⋯ 

6. ∫ sinh 𝑥 𝑑𝑥 = ⋯⋯ 

7. 
𝑑

𝑑𝑥
(cosh−1 𝑥) = ⋯⋯ 

8. 
𝑑

𝑑𝑥
(sinh−1 𝑥) = ⋯⋯ 

9. 
𝑑

𝑑𝑥
(tanh−1 𝑥) = ⋯⋯ 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات1.10.2

 کو ثابت کریں۔  (Identities)درج ذیل ضابطوں .1

a) 𝑠𝑖𝑛ℎ(−𝑥) = −𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 

b) 𝑐𝑜𝑠ℎ(−𝑥) = 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 

2. 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 = 𝑒𝑥
 

3. 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 = 𝑒𝑥
 

4. 𝑐𝑜𝑡ℎ2𝑥 − 1 = 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 

5. sinh 2𝑥 = 2 sinh 𝑥 cosh 𝑥 

6. cosh 2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 

7. tanh 𝑥 =
𝑥2−1

𝑥2+1
 

8. 
1+tanh𝑥

1−tanh𝑥
= 𝑒2𝑥

 

 درج ذیل کے تفرق حاصل کریں: 

9. 𝑓(𝑥) = tanh(1 + 𝑒2𝑥) 

10. 𝑓(𝑥) = cosh(ln 𝑥) 

11. 𝑦 = 𝑥 coth(1 + 𝑥) 
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12. 𝑦 = 𝑒cosh3𝑥
 

13. 𝑓(𝑡) = 𝑠𝑒𝑐ℎ2(𝑒𝑡) 

14. 𝑦 = sinh(cosh 𝑥) 

15. 𝑦 = tanh−1 √𝑥 

16. 𝑦 = 𝑥2 sinh−1(2𝑥) 

17. 𝑦 = sech−1 √1 − 𝑥2 , 𝑥 > 0 

18. 𝑦 = coth−1 √𝑥2 + 1 

19. 𝑦 = sinh(4𝑥 − 8) 

20. 𝑦 = cosh(𝑥4) 

21. 𝑦 = √4𝑥 + 𝑐𝑜𝑠ℎ2(5𝑥) 

22. 𝑦 = sech 𝑒2𝑥
 

23. 𝑦 = sinh(cos 3𝑥) 

24. 𝑦 = sinh−1 (
1

𝑥
) 

25. 𝑦 = (coth−1 𝑥)2
 

26. 𝑦 = sinh−1(tanh 𝑥) 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات1.10.3

ل حاصل کریں:
م
ک

 

ئ

 درج ذیل کے 

1. ∫ sinh6𝑥 cosh 𝑥 𝑑𝑥 

2. ∫  cosh(2𝑥 − 3) 𝑑𝑥 

3. ∫ cosech2(3𝑥) 𝑑𝑥 

4. ∫
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥 𝑑𝑥
3

0
 

5. ∫
𝑑𝑥

√1+9𝑥2
 

6. ∫
𝑑𝑥

√1−𝑒2𝑥
 

7. ∫
𝑑𝑥

𝑥√1+4𝑥2
 

8. ∫
𝑑𝑥

1−𝑥2

1

2
0

 

9. ∫
𝑑𝑡

√𝑡2+1

√3

0
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ت مشتقا کےرتبے ۔اعلا2اکائی   

(Higher Order Derivatives) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید  2.0

 مقاص   2.1

 معیاری نتائج   2.2

2.3   

طق

 مشتقات کے حساب ویں 𝑛ی تفاع کے  نا

 مشتقات کے حساب ویں 𝑛کے پاورس کے مصنوعات کے (Cosine)اور کو سائن(Sine)سائن 2.4

    ئجاکتسابی نتا  2.5

 کلیدی الفاظ  2.6

 نمونہ امتحانی سوالات   2.7

  معروضی جوابات کے حامل سوالات 2.7.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  2.7.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات 2.7.3 
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 (Introduction)تمہید 2.0

′𝑓 ہے۔ ت اس کا تفرقع ایک دیا ہوا تفا𝑓اگر
′𝑓بھی ایک دیا ہوا تفاع ہوگا۔جسے دوبارہ فرق کر سکتے ہیں۔ 

دوسرا تفرق کہلاتا کا 𝑓کا تفرق

کو  اس  ′′𝑓ہے۔اور 
ہے۔  جاتا  کیا  مخصوص  کو 𝑓سے  تفرق  اعلا  ,′𝑓کے  𝑓′′, 𝑓′′′, …… , 𝑓𝑛

جاتا  کیا  مخصوص  𝑦ہے۔اگر   سے  =

𝑓(𝑥)  ایک تفاع ہے ت 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
, …… ,

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
, … 

𝑦1, 𝑦2, …… , 𝑦𝑛, … 

𝑓′(𝑥), 𝑓′′(𝑥), 𝑓′′′(𝑥),…… , 𝑓𝑛(𝑥),… 

𝐷𝑓(𝑥), 𝐷2𝑓(𝑥), 𝐷3𝑓(𝑥), …… , 𝐷𝑛𝑓(𝑥),… 

 تفر ق سے مخصوص کیا جاتا ہے۔ اعلاکو 

𝑦تفاع (1) مثال  = 𝑥5 − 5𝑥4 + 5𝑥3 −  کے مختلف تفرق معلوم کرو۔ 1

𝑦1دی گئی مساوات سے    حل: = 5𝑥4 − 20𝑥3 + 15𝑥2
 اور اسی طرح

𝑦2 = 20𝑥3 − 60𝑥2 + 30𝑥 

𝑦3 = 60𝑥2 − 120𝑥 + 30 

𝑦4 = 120𝑥 − 120 

𝑦5 = 120 

𝑥اگر  (2)مثال = 𝑎(𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃) اور𝑦 = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) ت

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 کی قدر معلوم کرو۔

دی گئی مساوات سے  حل۔

𝑑𝑥

𝑑𝜃
= 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃) اور 

𝑑𝑦

𝑑𝜃
= 𝑎 sin 𝜃 

⇒                                                                       
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝜃

𝑑𝑥

𝑑𝜃

=
𝑎 sin 𝜃

𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)
 

=
2 sin

θ

2
cos

θ

2

2 cos2 θ

2

 

                                                                                   = tan
θ

2
 

 

 وبارہ تفرق کرنے پردکو  ( 1)مساوات

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) =

𝑑

𝑑𝜃
(𝑡𝑎𝑛

𝜃

2
) 
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=
1

2
sec2

𝜃

2

1

𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)
 

=
1

2
sec2

θ

2

1

2𝑎 cos2 θ

2

 

                                                                      =
1

4𝑎
𝑎𝑠𝑒𝑐4

θ

2
 

( 3)مثال

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑦کی قدر معلوم کرو، اگر   = 𝑥7 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥ہو۔ 

 حل۔دیا ہوا ہے

𝑦 = 𝑥7 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥 

 ت

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 7𝑥6 + 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 

     اور 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 =
𝑑

𝑑𝑥
(7𝑥6 + 𝑠𝑒𝑐2 𝑥) 

= 42𝑥5 + 2 sec 𝑥 𝑠𝑒𝑐 𝑥 tan 𝑥 

= 42𝑥5 + 2𝑠𝑒𝑐2 𝑥 tan 𝑥 

𝑦اگر  ( 4)مثال  = 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥ہوتثابت کیجیے کہ

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑦 =  ہوگا۔0

𝑦دی گئی مساوات   حل۔ = 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥ہے 

𝑦′ = 𝐴 cos 𝑥 − 𝐵 sin 𝑥 

𝑦′′ = −(𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥) = −𝑦 

′′𝑦        اس لیے + 𝑦 = 0 

 

 (Objectives)مقاص 2.1

 حاصل کر سکیں۔    کہ مختلف تفاعلات کے   اعلا رتبے کےمشتقاتگے   جائیںاس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو 

 

 (Standard Results)معیاری نتائج   2.2 

𝐷𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑚
(1) 

 فرض کرو کہ  

                                           𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑚
 

𝑦1 = 𝑚𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑚−1
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𝑦2 = 𝑚(𝑚 − 1)𝑎2(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑚−2
 

𝑦3 = 𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)𝑎3(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑚−3
 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑦𝑛 = 𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)⋯⋯(𝑚 − 𝑛 + 1)𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑚−𝑛
 

 اس لیے

𝐷𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑚 = 𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)⋯⋯(𝑚 − 𝑛 + 1)𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑚−𝑛
 

𝑚اگر  ( ۔1کورولری )  = 𝑛ت𝑦𝑛 = 𝑛! 𝑎𝑛
 

𝑦سے چھوٹا ہے، ت  nنمبر ہے اور مثبت ایک 𝑚اگر   -(2کورولری)  = 0 

𝑚اگر -(3کورولری)  =  ت1−

𝑦𝑛 = (−1)(−2)⋯⋯(−𝑛)𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)−𝑛−1
 

      = (−1)𝑛𝑛! 𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)−𝑛−1
 

=
(−1)𝑛𝑛! 𝑎𝑛

(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛+1
 

 - ( 4ی) لر کورو 

𝑦 = log(𝑎𝑥 + 𝑏) ⇒  𝑦1 =
𝑎

𝑎𝑥 + 𝑏
 

 اس لیے

𝑦𝑛 = (−1)𝑛−1(𝑛 − 1)! 𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)−𝑛
 

                                                           =
(−1)𝑛−1(𝑛 − 1)! 𝑎𝑛

(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛
 

(2 )      

𝐷𝑛𝑎𝑚𝑥
 

 فرض کرو کہ  

  y = 𝑎𝑚𝑥
 

𝑦1 = 𝑚𝑎𝑚𝑥 log 𝑎 

𝑦2 = 𝑚2𝑎𝑚𝑥(log 𝑎)2
 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑦𝑛    اس طرح  = 𝑚𝑛𝑎𝑚𝑥(log 𝑎)𝑛
 

𝐷𝑛𝑎𝑚𝑥    اس لیے = 𝑚𝑛𝑎𝑚𝑥(log 𝑎)𝑛
 

 سے بدلنے پر 𝑒کو𝑎- کورولری 
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 ہمیں ملتا ہے 

𝐷𝑛𝑒𝑚𝑥 = 𝑚𝑛𝑒𝑚𝑥
 

(3 )  𝐷𝑛 sin(𝑎𝑥 + 𝑏) اور𝐷𝑛 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏) 

𝑦        فرض کرو کہ  = sin(𝑎𝑥 + 𝑏) 

𝑦1 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝜋

2
) 

𝑦2 = 𝑎2 cos (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝜋

2
) = 𝑎2 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +

2𝜋

2
) 

𝑦3 = 𝑎3 cos (𝑎𝑥 + 𝑏 +
2𝜋

2
) = 𝑎3 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +

3𝜋

2
) 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑦𝑛 = 𝑎𝑛 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑛𝜋

2
) 

𝐷𝑛    اس لیے sin(𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎𝑛 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑛𝜋

2
) 

𝐷𝑛    طرح  اسی 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎𝑛 cos (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑛𝜋

2
) 

𝑎اگر  -(1کورولری)  = 𝑏اور 1 = 0 

𝑦      ت = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

𝑎اگر  -(2کورولری)  = 𝑏اور 1 = 𝑦ت، 0 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ، اس وجہ سے 

𝑦𝑛 = cos (𝑥 +
𝑛𝜋

2
) 

 (4 )    𝐷𝑛𝑒𝑎𝑥 sin(𝑏𝑥 + 𝑐) اور𝐷𝑛𝑒𝑎𝑥 cos(𝑏𝑥 + 𝑐) 

𝑦    فرض کرو کہ = 𝑒𝑎𝑥 sin(𝑏𝑥 + 𝑐) 

𝑦1    ت = 𝑒𝑎𝑥{𝑎 sin(𝑏𝑥 + 𝑐) + 𝑏 cos(𝑏𝑥 + 𝑐)} 

𝑎    فرض کرو کہ = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑،𝑏 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑 

tan𝜑     ت =
𝑏

𝑎
, 𝑟2 = 𝑎2 + 𝑏2

 

 اس طرح 

𝑦1 = 𝑒𝑎𝑥{𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 sin(𝑏𝑥 + 𝑐) + 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑 cos(𝑏𝑥 + 𝑐)} 

    𝑦1 = 𝑟𝑒𝑎𝑥 sin(𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝜑)   ⇒ 

 اس طرح 
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𝑦2 = 𝑟2𝑒𝑎𝑥 sin(𝑏𝑥 + 𝑐 + 2𝜑) 

𝑦3 = 𝑟3𝑒𝑎𝑥 sin(𝑏𝑥 + 𝑐 + 3𝜑) 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑦𝑛 = 𝑟𝑛𝑒𝑎𝑥 sin(𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛𝜑) 

𝐷𝑛𝑒𝑎𝑥 اس وجہ سے  sin(𝑏𝑥 + 𝑐) = (𝑎2 + 𝑏2)
𝑛

2𝑒𝑎𝑥 sin (𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛 tan−1 𝑏

𝑎
) 

𝐷𝑛𝑒𝑎𝑥  اسی طرح  cos(𝑏𝑥 + 𝑐) = (𝑎2 + 𝑏2)
𝑛

2𝑒𝑎𝑥 cos (𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛 tan−1 𝑏

𝑎
) 

 

2.3    

طق

 مشتقات کے حساب   𝑛ویںی تفاع کے نا

(Derivatives of Rational Functions

th 

Calculation of n) 

ورمشتقات کو شمار کرنے لیے  ہم جزوی مصنوعات میں تڑتے ہیں ۔ بعض  صورتں میں  𝑛ویںعقلی تفاع کے  ایک 

 

 ڈی مائ

 (De-Moivre) مفید ہے۔قضیہ 

𝑓(𝑥):  (1) مثال  =
1

𝑥2+5𝑥+6
 ویں مشتقات کو معلوم کرو۔𝑛کے 

𝑦فرض کرو کہ  ۔حل =
1

𝑥2+5𝑥+6
 ، ت

𝑦 =
1

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)
=

1

(𝑥 + 2)
−

1

(𝑥 + 3)
 

 اس وجہ سے 

𝑦𝑛 =
(−1)𝑛𝑛!

(𝑥 + 2)𝑛+1
−

(−1)𝑛𝑛!

(𝑥 + 3)𝑛+1
 

                                                                 = (−1)𝑛𝑛! [
1

(𝑥 + 2)𝑛+1
−

1

(𝑥 + 3)𝑛+1
] 

𝑓(𝑥):  (2)مثال  =
𝑥4

(𝑥−1)(𝑥−2)
 ویں مشتقات کو معلوم کرو۔𝑛کے 

𝑦     حل۔فرض کرو کہ =
𝑥4

(𝑥−1)(𝑥−2)
 

                                                                         = 𝑥2 + 3𝑥 + 7 −
1

𝑥 − 1
+

16

𝑥 − 2
 

𝑦𝑛    اس وجہ سے ،  = −
(−1)𝑛𝑛!

(𝑥−1)𝑛+1
+

16(−1)𝑛𝑛!

(𝑥−2)𝑛+1
 

= (−1)𝑛𝑛 [−
1

(𝑥 − 1)𝑛+1
+

16

(𝑥 − 2)𝑛+1
, 𝑛 > 2] 

𝑓(𝑥) :  (3) مثال  =
1

𝑥2+𝑎2کے𝑛ویں مشتقات کو معلوم کرو۔ 
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𝑦حل۔فرض کرو کہ   =
1

𝑥2+𝑎2
 ، ت

           y =
1

(𝑥 + 𝑎𝑖)(𝑥 − 𝑎𝑖)
=

1

2𝑎𝑖
[

1

(𝑥 − 𝑎𝑖)
−

1

(𝑥 + 𝑎𝑖)
] 

𝑦𝑛    اس وجہ سے  =
(−1)𝑛𝑛

2𝑎𝑖
[

1

(𝑥−𝑎𝑖)𝑛+1 −
1

(𝑥+𝑎𝑖)𝑛+1] 

𝑥فرض کرو   = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑎 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃،ت𝑟2 = 𝑥2 + 𝑎2
θاور  = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑎

𝑥
 

 اس طرح 

𝑦𝑛 =
(−1)𝑛𝑛

2𝑎𝑖𝑟𝑛+1
[(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)−𝑛−1 − (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)−𝑛−1] 

                                      =
(−1)𝑛𝑛

2𝑎𝑖𝑟𝑛+1
[cos(n + 1) 𝜃 + 𝑖 sin(n + 1)𝜃 − cos(n + 1) 𝜃 + 𝑖 sin(n + 1)𝜃] 

                                      =
(−1)𝑛𝑛

2𝑎𝑖𝑟𝑛+1
2𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 1)𝜃 

                                      =
(−1)𝑛𝑛

𝑎𝑟𝑛+1
𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 1)𝜃 =

(−1)𝑛𝑛

𝑎𝑛+2
𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 1)𝜃 𝑠𝑖𝑛𝑛+1𝜃 

θجہاں = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑎

𝑥
 ہے۔

 مشتقات کے حساب 𝑛کے پاورس کے مصنوعات کے (Cosine)اور کو سائن (Sine)سائن 2.4

زیا  متغیر  دذاآہم  ویں مشتقات کے لیے،  𝑛اس طرح کے مصنوعات کے   رقم کے طور پر اظہار  cosinesاور sinesہ  دکے ایک سے  کے 

 کرتے ہیں۔ 

𝑦: (1)مثال = 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 کے𝑛ویں مشتقات کو معلوم کرو۔ 

 حل۔فرض کرو کہ

                                                                   𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 

y     ت، =
1

2
[𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 5𝑥] 

 اس وجہ سے 

y𝑛 =
1

2
[𝑐𝑜𝑠 (𝑥 +

𝑛𝜋

2
) − 5𝑛 𝑐𝑜𝑠 (5𝑥 +

𝑛𝜋

2
)] 

𝑦: ( 2) مثال = 𝑠𝑖𝑛4𝑥کے𝑛ویں مشتقات کو معلوم کرو۔ 

𝑦فرض کرو کہ  حل۔  = 𝑠𝑖𝑛4𝑥 ،ت 

𝑦 = (𝑠𝑖𝑛2𝑥)2
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                                                                                = (
1 − cos 2𝑥

2
)
2

 

=
1

4
[1 − 2 cos 2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠22𝑥] 

=
1

4
[1 − 2 cos 2𝑥 +

1 + cos 4𝑥

2
] 

=
3

8
−

1

2
cos 2𝑥 +

1

8
cos 4𝑥 

 اس وجہ سے 

𝑦𝑛 = −
1

2
∙ 2𝑛 𝑐𝑜𝑠 (2𝑥 +

𝑛𝜋

2
) +

1

8
∙ 4𝑛 𝑐𝑜𝑠 (4𝑥 +

𝑛𝜋

2
) 

⇒ 𝑦𝑛 = −2𝑛−1 𝑐𝑜𝑠 (2𝑥 +
𝑛𝜋

2
) +

1

2
∙ 4𝑛−1 𝑐𝑜𝑠 (4𝑥 +

𝑛𝜋

2
) 

𝑦(  3) مثال  = 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠3𝑥کے𝑛مشتقات کو معلوم کرو۔  ویں 

𝑦حل۔فرض کرو کہ = 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠3𝑥ت 

                                                                            𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 cos 𝑥 

                                                                                =
1

4
𝑠𝑖𝑛22𝑥 cos 𝑥 

                                                                                =
1

8
(1 − cos 4𝑥) cos 𝑥 

                                                                                =
1

8
cos 𝑥 −

1

8
cos 4𝑥 cos 𝑥 

                                                                                =
1

8
cos 𝑥 −

1

16
(cos 5𝑥 + cos 3𝑥) 

                                                                                =
1

16
(2cos 𝑥 − cos 5𝑥 − cos 3𝑥) 

 اسی وجہ سے 

𝑦𝑛 =
1

16
[2cos (𝑥 +

𝑛𝜋

2
) − 3𝑛 cos (3𝑥 +

𝑛𝜋

2
) − 5ncos (5𝑥 +

𝑛𝜋

2
)] 

𝑦اگر : ( 4)مثال  = sin 𝑥 + cos 𝑛𝑥 ، ثابت کرو 

𝑦𝑘 = 𝑛𝑘[1 + (−1)𝑘 sin 2𝑛𝑥]
1

2 

 مشتق اںوkحل۔ 

𝑦𝑘 = 𝑛𝑘 𝑠𝑖𝑛 (𝑛𝑥 +
𝑘𝜋

2
) + 𝑛𝑘 𝑐𝑜𝑠 (𝑛𝑥 +

𝑘𝜋

2
) 

= 𝑛𝑘 [𝑠𝑖𝑛 (𝑛𝑥 +
𝑘𝜋

2
) + 𝑐𝑜𝑠 (𝑛𝑥 +

𝑘𝜋

2
)] 
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= 𝑛𝑘 [{𝑠𝑖𝑛 (𝑛𝑥 +
𝑘𝜋

2
) + 𝑐𝑜𝑠 (𝑛𝑥 +

𝑘𝜋

2
)}

2

]

1

2

 

= 𝑛𝑘 [𝑠𝑖𝑛2 (𝑛𝑥 +
𝑘𝜋

2
) + 𝑐𝑜𝑠2 (𝑛𝑥 +

𝑘𝜋

2
) + 2 𝑠𝑖𝑛 (𝑛𝑥 +

𝑘𝜋

2
) 𝑐𝑜𝑠 (𝑛𝑥 +

𝑘𝜋

2
)]

1

2

 

= 𝑛𝑘 [1 + 𝑠𝑖𝑛 2 (𝑛𝑥 +
𝑘𝜋

2
)]

1

2

 

= 𝑛𝑘[1 + 𝑠𝑖𝑛(2𝑛𝑥 + 𝑘𝜋)]
1

2 

= 𝑛𝑘[1 + 𝑠𝑖𝑛 2𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝜋 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑛𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝜋]
1

2 

= 𝑛𝑘[1 + (−1)𝑘 𝑠𝑖𝑛 2𝑛𝑥]
1

2 

 کا قضیہ

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

(Leibnitz’s Theorem) 

 ت  ،حاصل ہو سکتے ہوں تمشتقا𝑛میں ایسے دو تفاعلات ہوں جن کے  𝑥متغیر 𝑣اور 𝑢اگر:(Statement)بیان

(𝑢𝑣)𝑛 = 𝐶0
𝑛𝑢𝑛𝑣 + 𝐶1

𝑛𝑢𝑛−1𝑣1 + 𝐶2
𝑛𝑢𝑛−2𝑣2 + ⋯⋯+ 𝐶𝑟

𝑛𝑢𝑛−𝑟𝑣𝑟 + ⋯⋯+ 𝑢𝑣𝑛 

𝐶𝑟ں پر جہا
𝑛 =

𝑛!

𝑟!(𝑛−𝑟)!
𝑛سے بیک وقت  اشیا میں𝑟اس قضیہ کو ہم اگلی اکائی میں ثابت کریں گے۔ اشیا کے اجتماعوں کی تعداد ہے۔ 

𝑦اگر :(1)مثال = 𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑜𝑔 𝑥) + 𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑜𝑔 𝑥) ،بت کرو ثا 

𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦1 + 𝑦 =  اور  0

𝑥2𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑛2 + 1)𝑦𝑛 = 0 

𝑦   حل۔دیا ہوا ہے = 𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑜𝑔 𝑥) + 𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑜𝑔 𝑥) 

𝑦1 = −𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑜𝑔 𝑥) ⋅
1

𝑥
+ 𝑏 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑜𝑔 𝑥) ⋅

1

𝑥
 

⇒                                           𝑥𝑦1 = −𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑜𝑔 𝑥) + 𝑏 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑜𝑔 𝑥) 

 ملتا ہے۔   تفرق کرنے پر ہمیں𝑥دونوں جانب بہ لحاظ  

                                      𝑥𝑦2 + 𝑦1 = −𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑜𝑔 𝑥) ⋅
1

𝑥
− 𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑜𝑔 𝑥) ⋅

1

𝑥
 

⇒                            𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦1 = −[𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑜𝑔 𝑥) + 𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑜𝑔 𝑥)] 

⇒                    𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦1 + 𝑦 = 0 

  قضیہ سے 

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 مرتبہ تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے۔𝑛اس مساوات کو 

𝑥2𝑦𝑛+2 + 𝐶1
𝑛𝑦𝑛+1 ∙ 2𝑥 + 𝐶2

𝑛𝑦𝑛 ∙ 2 + 𝑥𝑦𝑛+1 + 𝐶1
𝑛𝑦𝑛 ∙ 1 + 𝑦𝑛 = 0 

⇒                                𝑥2𝑦𝑛+2 + 2𝑛𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛 + 𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛𝑦𝑛 + 𝑦𝑛 = 0 

⇒                                                             𝑥2𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑛2 + 1)𝑦𝑛 = 0 

𝑦اگر  : (2)مثال = (𝑠𝑖𝑛−1 𝑥)2
 ثات کرو ، 

(1 − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 = 2 
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𝑦    ہےگیا  دیا ہمیں حل۔ = (𝑠𝑖𝑛−1 𝑥)2
 

𝑦1 = 2𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 ∙
1

√(1 − 𝑥2)
 

⇒                                           (1 − 𝑥2)𝑦1
2 = 4(𝑠𝑖𝑛−1 𝑥)2

 

⇒                                           (1 − 𝑥2)𝑦1
2 = 4𝑦 

 تفرق کرنے پر 𝑥لحاظ با

(1 − 𝑥2)2𝑦1𝑦2 − 2𝑥𝑦1
2 = 4𝑦1 

⇒                                 (1 − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 = 2 

  قضیہ سے 

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 تفرق کرنے پر، ہمیں  ملتا ہے مرتبہ 𝑛اس مساوات کو 

(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 + 𝐶1
𝑛𝑦𝑛+1(−2𝑥) + 𝐶2

𝑛𝑦𝑛(−2) − (𝑥𝑦𝑛+1 + 𝐶1
𝑛𝑦𝑛 ∙ 1) = 0 

⇒                                                  (1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛 − 𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛𝑦𝑛 = 0 

⇒                                                          (1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛2𝑦𝑛 = 0 

𝑦اگر : (3)مثال = 𝑒𝑚sin−1 𝑥
 ت ثابت کرو کہ، 

(i) (1 − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 − 𝑚2𝑦 = 0 

(ii) (1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 − (𝑚2 + 𝑛2)𝑦𝑛 = 0 

 ہمیں دیا گیا ہےحل۔ 

𝑦 = 𝑒𝑚 sin−1 𝑥
 

⇒                                                                     𝑦1 = 𝑒𝑚sin−1 𝑥 ×
𝑚

√1 − 𝑥2
=

𝑚𝑦

√1 − 𝑥2
 

 اس لیے

(1 − 𝑥2)
1

2⁄ 𝑦1 = 𝑚𝑦 

⇒                                                                   (1 − 𝑥2)𝑦1
2 = 𝑚2𝑦2

 

⇒                                           (1 − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 − 𝑚2𝑦 = 0 

  قضیہ کی مدد سے

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥مرتبہ بالحاظ    n مساوات کے ہر ایک  رکن  کو

(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 + 𝐶1
𝑛𝑦𝑛+1(−2𝑥) + 𝐶2

𝑛𝑦𝑛(−2) − [𝑥𝑦𝑛+1 + 𝐶1
𝑛𝑦𝑛 ∙ 1] − 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

1) یا − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − 2𝑛𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛 − 𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛𝑦𝑛 − 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

 اس وجہ سے 

(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 − (𝑚2 + 𝑛2)𝑦𝑛 = 0 

e𝑥(2𝑥:  (4) مثال + 3)3
 معلوم کرو۔ واں مشتق 𝑛کا 

𝑢یہاں  حل۔ = e𝑥
𝑣اور  = (2𝑥 + 3)3

𝑢𝑛لینے پر اور = e𝑥
 س کے ساتھ ہ ا

𝑣1 = 6(2𝑥 + 3)2
 

𝑣2 = 24(2𝑥 + 3) 

𝑣3 = 48, 𝑣4, 𝑣5, ⋯ = 0 
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 کی مدد سے ہمیں ملتا ہے  تھیورم Leibnitz’sاب

(𝑢 ∙ 𝑣)𝑛 = 𝐶0
𝑛𝑢𝑛 ∙ 𝑣 + 𝐶1

𝑛𝑢𝑛−1 ∙ 𝑣1 + 𝐶2
𝑛𝑢𝑛−2 ∙ 𝑣2 + 𝐶3

𝑛𝑢𝑛−3 ∙ 𝑣3 

(e𝑥(2𝑥 + 3)3)𝑛 = e𝑥(2𝑥 + 3)3 + 𝑛e𝑥{6(2𝑥 + 3)2} +
𝑛(𝑛 − 1)

1 ∙ 2
e𝑥{24(2𝑥 + 3)} 

+
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

1 ∙ 2 ∙ 3
e𝑥(48) 

= e𝑥[(2𝑥 + 3)3 + 6𝑛(2𝑥 + 3)2 + 12𝑛(𝑛 − 1)(2𝑥 + 3) + 8𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)] 

𝑦اگر  : ( 5) مثال
1

𝑚 + 𝑦−
1

𝑚 = 2𝑥 کیجیے: ، ت ثابت 

(𝑥2 − 1)𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑛2 − 𝑚2)𝑦𝑛 = 0 

 ہمیں دیا گیا ہے-حل

𝑦
1

𝑚 + 𝑦−
1

𝑚 = 2𝑥 

𝑦      یا
1

𝑚 +
1

𝑦
1
𝑚

= 2𝑥 

𝑦      یا
2

𝑚 − 2𝑥𝑦
1

𝑚 + 1 = 2𝑥 

𝑦جو
1

𝑚 ایک  دودرج(Quadratic)مساوات ہے، اس لیے 

𝑦
1

𝑚 =
2𝑥 ± √4𝑥2 − 4

2
 

𝑦
1

𝑚 = 𝑥 ± √𝑥2 − 1 

𝑦     یا = {𝑥 ± √𝑥2 − 1}
𝑚

 

logلینے پر 

log 𝑦 = 𝑚 log {𝑥 ± √𝑥2 − 1} 

 کرنے پر تفرقدونوں طرف 

1

y
𝑦1 = 𝑚

1

𝑥 ± √𝑥2 − 1
{1 ±

𝑥

√𝑥2 − 1
} 

                                                                           = ±
𝑚

√𝑥2 − 1
 

⇒                                              (𝑥2 − 1)𝑦1
2 = 𝑚2𝑦2

 

 کرنے پر تفرقایک مرتبہ اور 

(𝑥2 − 1)2𝑦1𝑦2 + 𝑦1
2(2𝑥) = 𝑚2(2𝑦𝑦1) 

2𝑦1 سے تقسیم کرنے پر 

(𝑥2 − 1)𝑦2 + 𝑥𝑦1 − 𝑚2𝑦 = 0 

Leibnitz’s تھیورم سے𝑛 بار 

 

 نے پر  تفرق
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(𝑥2 − 1)𝑦𝑛+2 + 𝑛𝑦𝑛+1(2𝑥) +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝑦𝑛(2) + 𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛𝑦𝑛(1) − 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

(𝑥2 − 1)𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑛2 − 𝑚2)𝑦𝑛 = 0 

𝑦(𝑛):  (6)  مثال
𝑦ج معلوم کریں  = 𝑥2𝑒3𝑥

 ۔ ہے

𝑣حل۔ فرض کرو کہ = 𝑥2
𝑢اور  = 𝑒3𝑥

 ہے 

𝑦 = 𝑢𝑣 

Leibnitz’s  کا استعمال کرنے پر 

𝑦(𝑛) = 𝑢(𝑛)𝑣 + 𝑛𝑢(𝑛−1)𝑣(1) +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑢(𝑛−2)𝑣(2) +

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

3!
𝑢(𝑛−3)𝑣(3) + ⋯ 

𝑣(2)یہاں پر   = 2 ،𝑣(1) = 2𝑥 ،𝑣 = 𝑥2
𝑣(3)اور  =  ہے۔0

 اس وجہ سے 

𝑦(𝑛) = (3𝑛𝑒3𝑥)𝑥2 + 𝑛(3𝑛−1𝑒3𝑥)(2𝑥) +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
(3𝑛−2𝑒3𝑥)(2)

+
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

3!
(3𝑛−3𝑒3𝑥)(0) + ⋯ 

                                      = 3𝑛−2𝑒3𝑥{32𝑥2 + 3𝑛(2𝑥) + 𝑛(𝑛 − 1) + 0} 

⇒                        𝑦(𝑛) = 3𝑛−2𝑒3𝑥{32𝑥2 + 3𝑛(2𝑥) + 𝑛(𝑛 − 1)} 

 بار 𝑛 ذیل میں دی گئی تفرقی مساواتک :(7)  مثال

 

 ۔یےتفرق

(1 − 𝑥2)𝑦′′ + 2𝑥𝑦′ − 3𝑦 = 0 

 مساوات کا استعمال کرنے پر  Leibnitz’sحل۔

{(1 + 𝑥2)𝑦(𝑛+2) + 𝑛𝑦(𝑛+1)(2𝑥) +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑦(𝑛)(2) + 0} + {2𝑥𝑦(𝑛+1) + 𝑛𝑦(𝑛)(1) + 0} − 3𝑦(𝑛) = 0 

⟹           (1 + 𝑥2)𝑦(𝑛+2) + 2𝑛𝑥𝑦(𝑛+1) + 𝑛(𝑛 − 1)𝑦(𝑛) + 2𝑥𝑦(𝑛+1) + 2𝑛𝑦(𝑛) − 3𝑦(𝑛) = 0 

⟹                                      (1 + 𝑥2)𝑦(𝑛+2) + 2(𝑛 + 1)𝑥𝑦(𝑛+1) + (𝑛2 − 𝑛 + 2𝑛 − 3)𝑦(𝑛) = 0 

⟹                                                 (1 + 𝑥2)𝑦(𝑛+2) + 2(𝑛 + 1)𝑥𝑦(𝑛+1) + (𝑛2 + 𝑛 − 3)𝑦(𝑛) = 0 

𝑦: ( 8) مثال = 𝑥4 𝑠𝑖𝑛 𝑥کا
th

5 

ق

 

ن

 

ش
م

ووم کریں۔
معل

 

𝑦حل۔اگر  = 𝑥4 𝑠𝑖𝑛 𝑥تLeibnitz’sمساوات  سے𝑢 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 اور𝑣 = 𝑥4
 سے
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𝑦(𝑛) = {sin (𝑥 +
𝑛𝜋

2
) 𝑥4} + 𝑛 {sin (𝑥 +

(𝑛 − 1)𝜋

2
)4𝑥3}

+
𝑛(𝑛 − 1)

2!
{sin (𝑥 +

(𝑛 − 2)𝜋

2
)12𝑥2}

+
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

3!
{sin (𝑥 +

(𝑛 − 3)𝜋

2
)24𝑥}

+
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)

4!
{sin (𝑥 +

(𝑛 − 4)𝜋

2
)24} 

𝑦(5) = 𝑥4 {sin (𝑥 +
5𝜋

2
)} + 20𝑥3{sin(𝑥 + 2𝜋)} +

5 × 4

2!
× 12𝑥2 {sin (𝑥 +

3𝜋

2
)}

+
5 × 4 × 3

3!
× 24𝑥{sin(𝑥 + 𝜋)} +

5 × 4 × 3 × 2

4!
× 24 {sin (𝑥 +

𝜋

2
)} 

           = 𝑥4 {sin (𝑥 +
5𝜋

2
)} + 20𝑥3{sin(𝑥 + 2𝜋)} + 120𝑥2 {sin (𝑥 +

3𝜋

2
)} + 240𝑥{sin(𝑥 + 𝜋)}

+ 120 {sin (𝑥 +
𝜋

2
)} 

sinچونکہ (𝑥 +
5𝜋

2
) = sin (𝑥 +

𝜋

2
) = cos 𝑥 

sin (𝑥 +
3𝜋

2
) = −cos 𝑥 ، sin(𝑥 + 2𝜋) = sin 𝑥 

sin(𝑥 اور  + 𝜋) = −sin 𝑥 

 اس لیے

𝑦(5) = 𝑥4 cos 𝑥 + 20𝑥3 sin 𝑥 − 120𝑥2 cos 𝑥 − 240𝑥 sin 𝑥 + 120 cos 𝑥 

                                = (𝑥4 − 120𝑥2 + 120) cos 𝑥 + (20𝑥3 − 240𝑥) sin 𝑥 

𝑦اگر :(9) مثال  = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥  ہو ت ثابت  کرو کہ 

(1 + 𝑥2)𝑦𝑛+1 + 2𝑛𝑥𝑦𝑛 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛−1 = 0 

𝑦حل۔یہاں   = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 ہے 

⇒                                                                             𝑦1 =
1

(1 + 𝑥2)
 

⇒                                                             (1 + 𝑥2)𝑦1 = 1 

Leibnitz’s ی مدد

 ہ ک
ی

 

قض

 بار 𝑛سے 

 

 نے پرتفرق

(1 + 𝑥2)𝑦𝑛+1 + 𝑛𝑦𝑛(2𝑥) +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝑦𝑛−1(2) = 0 

⇒                                                (1 + 𝑥2)𝑦𝑛+1 + 2𝑛𝑥𝑦𝑛 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛−1 = 0 

𝑓(𝑥)اگر : (10)مثال = tan 𝑥ہو ت ثابت کرو کہ 

𝑓(𝑛)(0) − 𝐶2
𝑛𝑓(𝑛−2)(0) + 𝐶4

𝑛𝑓(𝑛−4)(0)⋯ = sin (
𝑛𝜋

2
) 
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𝑓(𝑥)حل۔ ہمارے پاس  = tan 𝑥 =
𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
 ہے 

𝑓(𝑥)      یا 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

 
ف
 دونوں طر

 

ر ق
ف

 

ت
 نے پر 

𝐶0
𝑛𝑓(𝑛)(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝐶1

𝑛𝑓(𝑛−1)(𝑥)(− 𝑠𝑖𝑛 𝑥) + 𝐶2
𝑛𝑓(𝑛−2)(𝑥)(−𝑐𝑜𝑠 𝑥) + 𝐶3

𝑛𝑓(𝑛−3)(𝑥)(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 

+𝐶4
𝑛𝑓(𝑛−4)(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + ⋯ = sin (𝑥 +

𝑛𝜋

2
) 

𝑥 =  رکھنے پر ہمیں ملتا ہے 0

𝐶0
𝑛𝑓(𝑛)(0) 𝑐𝑜𝑠(0) + 𝐶1

𝑛𝑓(𝑛−1)(0)(−𝑠𝑖𝑛(0)) + 𝐶2
𝑛𝑓(𝑛−2)(0)(−𝑐𝑜𝑠(0)) + 𝐶3

𝑛𝑓(𝑛−3)(0)(𝑠𝑖𝑛(0)) 

+𝐶4
𝑛𝑓(𝑛−4)(0) 𝑐𝑜𝑠(0) + ⋯ = sin (

𝑛𝜋

2
) 

𝑓(𝑛)(0) + 𝐶2
𝑛𝑓(𝑛−2)(0) + 𝐶4

𝑛𝑓(𝑛−4)(0) + ⋯ = sin (
𝑛𝜋

2
) 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  2.5

 اس اکائی میں آپ نے سیکھا کہ کس طرح مختلف تفاعلات کے اعلا رتبہ مشتق حاصل کیے جاتے ہیں۔

   

 ( Key Words)کلیدی الفاظ 2.6

  قضیہ، تفرق

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 اعلا رتبہ مشتق، 

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 2.7

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 2.7.1

1. 𝐷𝑛𝑒𝑎𝑥 sin(𝑏𝑥 + 𝑐)  کی قدر ہے 

a) (𝑎2 + 𝑏2)
𝑛

2𝑒𝑎𝑥 sin (𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛 tan−1 𝑏

𝑎
) 

b) (𝑎2 + 𝑏2)
𝑛

2𝑒𝑎𝑥 sin (𝑏𝑥 + 𝑐 + tan−1 𝑏

𝑎
) 

c) (𝑎 + 𝑏)
𝑛

2𝑒𝑎𝑥 sin (𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛 tan−1 𝑏

𝑎
) 

d) (𝑎2 + 𝑏2)
𝑛

2 sin (𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛 tan−1 𝑏

𝑎
) 
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2. 𝐷𝑛𝑒𝑎𝑥 cos(𝑏𝑥 + 𝑐) کی قدر ہے 

a) (𝑎2 + 𝑏2)
𝑛

2𝑒𝑎𝑥 cos (𝑏𝑥 + 𝑐 + tan−1 𝑏

𝑎
) 

b) (𝑎2 + 𝑏2)
𝑛

2𝑒𝑎𝑥 cos (𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛 tan−1 𝑏

𝑎
) 

c) (𝑎 + 𝑏)
𝑛

2𝑒𝑎𝑥 cos (𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛 tan−1 𝑏

𝑎
) 

d) (𝑎 + 𝑏)
𝑛

2 cos (𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛 tan−1 𝑏

𝑎
) 

3. 𝐷𝑛 sin(𝑎𝑥 + 𝑏) کی قدر ہے 

a) 𝑎𝑛 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑛𝜋

2
) 

b) 𝑎𝑛 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝜋

2
) 

c) 𝑎𝑛 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +
(𝑛−1)𝜋

2
) 

d)  ان میں سے کوئی نہی 

4. 𝐷𝑛 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏) کی قدر ہے 

a) 𝑎𝑛 cos(𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑛𝜋) 

b) 𝑎𝑛−1 cos (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑛𝜋

2
) 

c) 𝑎𝑛 cos (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝜋

2
) 

d) 𝑎𝑛 cos (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑛𝜋

2
) 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  2.7.2

1. 𝑦 = 3𝑥4 − 2𝑥3 − 6𝑥2 + 6𝑥 +  کا چوتھا تفرق معلوم کرو۔ 1

𝑥2اگر .2 + 𝑦2 = 𝑎2
ہو،

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 کی قدر معلوم کرو۔ 

𝑦اگر .3 = 𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)ہو ت ثابت کرو کہ𝑦2 + 𝑦1 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝑦𝑐𝑜𝑠2𝑥 

𝑦4ثابت کرو کہ   .4 + 4𝑦 = 𝑦، اگر 0 = 𝑒−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥ہو۔ 

𝑦اگر   .5 = 𝑥 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥ثابت کرو ،𝑦2𝑐𝑜𝑠
2𝑥 − 2𝑦 + 2𝑥 = 0 

𝑥3𝑦2ثابت کرو  .6 = (𝑦 − 𝑦𝑦1)
2

𝑦،اگر  = 𝑥 𝑙𝑜𝑔
𝑥

𝑎+𝑏𝑥
 

ثابت کرو  .7

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

2𝑎3𝑥𝑦

(𝑎𝑥−𝑦2)3
𝑥3، اگر + 𝑦3 = 3𝑎𝑥𝑦 
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𝑦اگر .8 = 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝑥 + 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝑥 ثابت کرو ،𝑦2 + 𝑚2 = 0 

2𝑦1𝑦3ثابت کرو  .9 = 3𝑦2
2

𝑦، اگر  =
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
 

معلوم کرو   .10

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑥، اگر   = 𝑎(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃) اور𝑦 = 𝑎(𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃)ہو۔ 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 2.7.3

 ویں مشتقات معلوم کرو۔ 𝑛مندرجہ ذیل کے  .1

a) 𝑦 =
𝑥2

(𝑥−1)2(𝑥+2)
 

b) 𝑦 =
𝑥2

(𝑥+2)(2𝑥+3)
 

c) 𝑦 =
𝑥

1+3𝑥+2𝑥2 

d) 𝑦 =
1

1−5𝑥+6𝑥2 

e) 𝑦 =
1

2𝑥2+3𝑥+1
 

f) 𝑦 =
1

𝑎2−𝑥2 

 ویں مشتقات کو معلوم کرو۔ 𝑛مندرجہ ذیل کے   .2

a) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 

b) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥 

c) 𝑦 = cos 𝑥 cos 2𝑥 cos 3𝑥 

d) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛3𝑥 

3. th

nمعلوم کرو۔ مشتق  

a) 𝑥2𝑒3𝑥
 

b) 𝑥3 log 𝑥 

c) 𝑒𝑥 log 𝑥 

d) 𝑥2 sin 𝑥 

e) 𝑥𝑛𝑒𝑥
 

f) 
𝑥𝑛

𝑛+1
 

yاگر   .4 = sin−1 𝑥  1)ت ثابت کرو کہ − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 =  بار تفرق کرو۔ 𝑛اس مساوات کو  𝑥پھر بہ لحاظ  ہے اور 0

yاگر   .5 =
sin−1 𝑥

√1−𝑥2
 ثابت کرو  
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(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 3)𝑥𝑦𝑛+1 − (𝑛 + 1)2𝑦𝑛 = 0 

𝑦اگر   .6 = (𝑥2 − 1)𝑛
 ت ثابت کرو کہ  

(𝑥2 − 1)𝑦𝑛+2 + 2𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛(𝑛 + 1)𝑦𝑛 = 0 

𝑦اگر .7 = 𝑒𝑚𝑠𝑖𝑛−1 𝑥
 ثابت کرو

a) (1 − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 − 𝑚2𝑦 = 0 

b) (1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 − (𝑛2 + 𝑚2)𝑦𝑛 = 0 

𝑦𝑛   کی قدر معلوم کرو ج𝑥 =  ہے۔0
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   قضیہ 3اکائی 

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 ۔ 

(Leibnitz’s Theorem ) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید   3.0

 مقاص    3.1

   قضیہ   3.2

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 

   قضیہ کے اطلاقات  3.2.1 

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 

 اکتسابی نتائج   3.3

 کلیدی الفاظ   3.4

 نمونہ امتحانی سوالات    3.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات  3.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات   3.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  3.5.3 
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 (Introduction)تمہید 3.0

  قضیہ کے بارے میں پڑھیں   

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

، اس اکائی میں ہم  پچھلی اکائی میں ہم نے تفاعلات کے اعلا رتبہ  کےمشتق کے بارے میں پڑھا 

 ویں مشتق کو حاصل کرنے کے لیے کیا جاتا ہے۔𝑛گے۔ اس  قضیہ کا استعمال تفاعلات کے ضرب کے  

 (Objectives)مقاص 3.1

  قضیہ کی مدد سے حاصل کر  𝑛اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس  قابل ہو جایں گے کہ تفاعلات کے ضرب کے  

 

 ز
ی

 

 ی
لن

ویں مشتق کو 

 سکیں گے۔

   قضیہ  3.2

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

(Leibnitz’s Theorem) 

 مرتبہ تفرق پزیر ہیں ، ت𝑛دو ایسے تفاعلات ہیں جو   𝑣اور  𝑢بیان: اگر   

𝑦𝑛 = (𝑢 ∙ 𝑣)𝑛 = (
𝑛

0
) 𝑢𝑛 ∙ 𝑣 + (

𝑛

1
) 𝑢𝑛−1 ∙ 𝑣1 + (

𝑛

2
) 𝑢𝑛−2 ∙ 𝑣2 + ⋯ 

+(
𝑛

𝑟
)𝑢𝑛−𝑟 ∙ 𝑣𝑟 + ⋯+ (

𝑛

𝑛
) 𝑢 ∙ 𝑣𝑛 

 ہے، اور (Integer)ایک مثبت  صحیح اعداد𝑛جہاں 

(
𝑛

𝑟
) =

𝑛!

𝑟! (𝑛 − 𝑟)!
 

 کا ااستعمال کریں گے۔ (Mathematical Induction)ثبوت: اس قضیہ کو ثابت کرنے کے لیے ہم ریاضیاتی  استقرا 

𝑦1 = (𝑢 ∙ 𝑣)1 = 𝑢1 ∙ 𝑣 + 𝑢 ∙ 𝑣1 

     اور 
𝑦2 = [(𝑢 ∙ 𝑣)1]1 = (𝑢1 ∙ 𝑣 + 𝑢 ∙ 𝑣1)1 

                                                        = 𝑢2 ∙ 𝑣 + 𝑢1 ∙ 𝑣1 + 𝑢1 ∙ 𝑣1 + 𝑢 ∙ 𝑣2 

                                                        = 𝑢2 ∙ 𝑣 + 2𝑢1 ∙ 𝑣1 + 𝑢 ∙ 𝑣2 

𝑦2    یا = (2
0
)𝑢2 ∙ 𝑣 + (2

1
)𝑢1 ∙ 𝑣1 + (2

2
)𝑢 ∙ 𝑣2 

𝑛بیان  = 𝑛اور  1 = 𝑛کے لیے صحیح ہے۔ اب مان لو کہ بیان   2 = 𝑚کے لیے صحیح ہے۔ یعنی 

𝑦𝑚 = (𝑢 ∙ 𝑣)𝑚 = (
𝑚

0
) 𝑢𝑚 ∙ 𝑣 + (

𝑚

1
)𝑢𝑚−1 ∙ 𝑣1 + (

𝑚

2
)𝑢𝑚−2 ∙ 𝑣2 + ⋯ 

                                                             + (
𝑚

𝑟
)𝑢𝑚−𝑟 ∙ 𝑣𝑟 + ⋯+ (

𝑚

𝑚
)𝑢 ∙ 𝑣𝑚  

 تفرق کرنے پر  𝑥بہ لحاظ 

𝑦𝑚+1 = (𝑢 ∙ 𝑣)𝑚+1 = (
𝑚

0
) (𝑢𝑚+1 ∙ 𝑣 + 𝑢𝑚 ∙ 𝑣1) + (

𝑚

1
) (𝑢𝑚 ∙ 𝑣1 + 𝑢𝑚−1 ∙ 𝑣2) + ⋯ 

                                                    + (
𝑚

𝑟 − 1
)𝑢𝑚−𝑟+1 ∙ 𝑣𝑟 + (

𝑚

𝑟
) (𝑢𝑚−𝑟 ∙ 𝑣𝑟+1 + 𝑢𝑚−𝑟+1 ∙ 𝑣𝑟) + ⋯ 

                                                    + (
𝑚

𝑚
) (𝑢1 ∙ 𝑣𝑚 + 𝑢 ∙ 𝑣𝑚+1) 



49 

 

= (
𝑚

0
)𝑢𝑚+1 ∙ 𝑣 + ((

𝑚

0
) + (

𝑚

1
))𝑢𝑚 ∙ 𝑣1 + ⋯+ ((

𝑚

𝑟 − 1
) + (

𝑚

𝑟
))𝑢𝑚−𝑟+1 ∙ 𝑣𝑟 + ⋯+ (

𝑚

𝑚
)𝑢 ∙ 𝑣𝑚+1 

∵ (𝑚
0
) = (𝑚+1

0
) = 1, (𝑚

𝑚
) = (𝑚+1

𝑚+1
) = 1, ( 𝑚

𝑟−1
) + (𝑚

𝑟
) = (𝑚+1

𝑟
) 

 اس لیے

𝑦𝑚+1 = (𝑢 ∙ 𝑣)𝑚+1 = (
𝑚 + 1

0
)𝑢𝑚+1 ∙ 𝑣 + (

𝑚 + 1

1
)𝑢𝑚 ∙ 𝑣1 + (

𝑚 + 1

2
)𝑢𝑚−1 ∙ 𝑣2 

                                                     +⋯+ (
𝑚 + 1

𝑟
) 𝑢𝑚−𝑟+1 ∙ 𝑣𝑟 + ⋯+ (

𝑚 + 1

𝑚 + 1
)𝑢 ∙ 𝑣𝑚+1 

 کی سبھی مثبت قیمتوں  کے لیے صحی ہے۔  𝑛اس لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ بیان اس ترح ا اعداد  

   قضیہ کے اطلاقات 3.2.1

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

(Applications of Leibnitz Theorem) 

  قضیہ کے استعمال کو بہت سی مثالوں کی مدد سے سیکھیں گے۔

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 اس حصہ میں ہم 

  کے قضیہ کے استعمال سے  -1مثال

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

𝑦 = 𝑥 sin 𝑥  ۔ کریںکا تیسرا مشتق حاصل 

 دیا ہے  -حل

𝑦 = 𝑥 sin 𝑥 

 فرض کرو کہ

𝑢 = 𝑥  اور 𝑣 = sin 𝑥 

𝑛ہم جانتے ہیں کہ   =   کا قضیہ بیان  کرتا ہے کہ 3

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 کے لیے 

𝑦3 = (𝑢 ∙ 𝑣)3 = (
3

0
) 𝑢3 ∙ 𝑣 + (

3

1
) 𝑢3−1 ∙ 𝑣1 + (

3

2
) 𝑢3−2 ∙ 𝑣2 + (

3

3
) 𝑢 ∙ 𝑣3 

 اور 

𝑢 = 𝑥  اور 𝑣 = sin 𝑥 

𝑢1 = 𝑣1اور  1 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝑢2 = 𝑣2اور  0 = −sin 𝑥 

𝑢3 = 𝑣3اور  0 = −𝑐𝑜𝑠 𝑥 

 اس طرح 

∴ 𝑦3 = (𝑢 ∙ 𝑣)3 = 0 + 0 + (
3

2
) 1 ∙ (− sin 𝑥) + (

3

3
) 𝑥 ∙ (− 𝑐𝑜𝑠 𝑥) 

⇒                                                 𝑦3 = (𝑢 ∙ 𝑣)3 = −3sin 𝑥 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝑦اگر   - 2مثال = 𝑥3𝑒𝑎𝑥
 ۔ کریںحاصل 𝑦𝑛، ت  

 دیا  گیاہے  -حل

𝑦 = 𝑥3𝑒𝑎𝑥
 

 فرض کرو کہ
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𝑣 = 𝑥3
𝑢 اور  = 𝑒𝑎𝑥

 

 ت

𝑣1 = 3𝑥2
𝑢1اور  = 𝑎𝑒𝑎𝑥

 

𝑣2 = 6𝑥  اور𝑢2 = 𝑎2𝑒𝑎𝑥
 

𝑣3 = 𝑢3اور  6 = 𝑎3𝑒𝑎𝑥
 

⋮      ⋮      ⋮ 

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛اور  0 = 𝑎𝑛𝑒𝑎𝑥
 

  کا قضیہ بیان  کرتا ہے کہ 𝑛ہم جانتے ہیں کہ  

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 کے لیے 

𝑦𝑛 = (𝑢 ∙ 𝑣)𝑛 = (
𝑛

0
) 𝑢𝑛 ∙ 𝑣 + (

𝑛

1
) 𝑢𝑛−1 ∙ 𝑣1 + (

𝑛

2
) 𝑢𝑛−2 ∙ 𝑣2 + ⋯+ (

𝑛

𝑛
) 𝑢 ∙ 𝑣𝑛  

 قیمتیں درج کرنے پر حاصل ہے 

 

 

 اب اوپر حاصل کی گی

𝑦𝑛 = (𝑥3𝑒𝑎𝑥)𝑛 = (
𝑛

0
) (𝑎𝑛𝑒𝑎𝑥)(𝑥3) + (

𝑛

1
) (𝑎𝑛−1𝑒𝑎𝑥)(3𝑥2) + (

𝑛

2
) (𝑎𝑛−2𝑒𝑎𝑥)(6𝑥) 

+(
𝑛

3
) (𝑎𝑛−3𝑒𝑎𝑥)(6) + (

𝑛

4
) (𝑎𝑛−4𝑒𝑎𝑥)(0) + 0⋯ 

                      = 𝑒𝑎𝑥 (𝑎𝑛𝑥3 + 3𝑛𝑎𝑛−1𝑥2 + 6 ×
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝑎𝑛−2𝑥 + 6 ×

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

3!
𝑎𝑛−3) 

= 𝑒𝑎𝑥(𝑎𝑛𝑥3 + 3𝑛𝑎𝑛−1𝑥2 + 3𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛−2𝑥 + 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑎𝑛−3) 

𝑦اگر   - 3مثال = 𝑥2𝑒𝑥 cos 𝑥 ت ،𝑦𝑛 ۔ کیجیےحاصل 

 دیا گیاہے  -حل

𝑦 = 𝑥2𝑒𝑥 cos 𝑥 

 فرض کرو کہ

𝑣 = 𝑥2
𝑢 اور  = 𝑒𝑥 cos 𝑥 

 ت

𝑣1 = 2𝑥 

𝑣2 = 2 

𝑣3 = 0 

⋮         ⋮ 

𝑣𝑛 = 0 

 ہم جانتے ہیں کہ

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[𝑒𝑎𝑥 cos(𝑏𝑥 + 𝑐)] = 𝑟𝑛𝑒𝑎𝑥 cos(𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑛𝜃) 

𝑟جہاں = √𝑎2 + 𝑏2
θاور  = tan−1 (

𝑏

𝑎
) 

𝑎 = 1  ،𝑏 = 𝑐اور  1 =  لینے پر ہمیں ملتا ہے  0

𝑢𝑛 = 2n/2𝑒𝑥 cos{𝑥 + 𝑛 tan−1(1)} 
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  کا قضیہ بیان  کرتا ہے کہ𝑛ہم جانتے ہیں کہ

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 کے لیے 

𝑦𝑛 = (𝑢 ∙ 𝑣)𝑛 = (
𝑛

0
) 𝑢𝑛 ∙ 𝑣 + (

𝑛

1
) 𝑢𝑛−1 ∙ 𝑣1 + (

𝑛

2
) 𝑢𝑛−2 ∙ 𝑣2 + ⋯+ (

𝑛

𝑛
) 𝑢 ∙ 𝑣𝑛  

 اب اوپر حاصل کی گئی قیمتیں درج کرنے پر حاصل ہے 

𝑦𝑛 = (𝑒𝑥 cos 𝑥 ∙ 𝑥2)𝑛 = (
𝑛

0
) [2

n

2𝑒𝑥 cos{𝑥 + 𝑛 tan−1(1)} 𝑥2] 

+(
𝑛

1
) [2

(n−1)

2 𝑒𝑥 cos{𝑥 + (𝑛 − 1) tan−1(1)} ∙ 2𝑥] 

+(
𝑛

2
) [2

(n−2)

2 𝑒𝑥 cos{𝑥 + (𝑛 − 2) tan−1(1)} ∙ 2] + 0 + ⋯ 

     = 2
n

2𝑥2𝑒𝑥 cos (𝑥 +
𝑛𝜋

4
) + 𝑛 ∙ 2

(n−1)

2 ∙ 2𝑥𝑒𝑥 cos (𝑥 +
(𝑛 − 1)𝜋

4
) 

+
𝑛(𝑛 − 1)

2
× 2

(n−2)

2 ∙ 2𝑒𝑥 cos (𝑥 +
(𝑛 − 2)𝜋

4
) 

     = 2
(n−2)

2 𝑒𝑥 [2𝑥2 cos (𝑥 +
𝑛𝜋

4
) + 2

3

2𝑛𝑥 cos (𝑥 +
(𝑛 − 1)𝜋

4
) + 𝑛(𝑛 − 1) cos (𝑥 +

(𝑛 − 2)𝜋

4
)] 

𝑦اگر   - 4مثال = 𝑥𝑛−1 log 𝑥  ت ،𝑦𝑛 ۔ کریںحاصل 

 دیا گیاہے  -حل

𝑦 = 𝑥𝑛−1 log 𝑥 

𝑣اگر ہم   = log 𝑥 𝑢 اور  = 𝑥𝑛−1
 لیتےہوں ت حاصل ہے 

𝑣1 =
1

𝑥
𝑢1اور  = (𝑛 − 1)𝑥𝑛−2

 

𝑣2 = −
1

𝑥2
𝑢2اور  = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑥𝑛−3

 

⋮                      ⋮                    ⋮ 

𝑣𝑚 = (−1)𝑚−1
(𝑚 − 1)!

𝑥𝑚
𝑢𝑚اور  = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)⋯(𝑛 − 𝑚)𝑥𝑛−𝑚−1

 

⋮                      ⋮                    ⋮ 

𝑣𝑛 = (−1)𝑛−1
(𝑛 − 1)!

𝑥𝑛
𝑢𝑛اور  = 0 

  قضیہ میں درج کرنے پر، ہمیں حاصل ہوتا ہے 

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

ی ں

 

ی
 م
قی

 اب اوپر حاصل کی گئی 

𝑦𝑛 = (𝑥𝑛−1 log 𝑥)𝑛 = (
𝑛

0
) (0) log 𝑥 + (

𝑛

1
) (𝑛 − 1)! (

1

𝑥
) + (

𝑛

2
)
(𝑛 − 1)!

1!
𝑥 (−

1

𝑥2
) 

                       + (
𝑛

3
)
(𝑛 − 1)!

2!
𝑥2 (

2

𝑥3
) + ⋯+ (

𝑛

𝑛
) (𝑥𝑛−1)(−1)𝑛−1

(𝑛 − 1)!

𝑥𝑛
 

                    =
(𝑛 − 1)!

𝑥
[1 − {1 − (

𝑛

1
) + (

𝑛

2
) − ⋯+ (−1)𝑛−1 (

𝑛

𝑛
)}] 

                    =
(𝑛 − 1)!

𝑥
[1 − (1 − 1)𝑛] 

                    =
(𝑛 − 1)!

𝑥
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𝑦اگر   ۔ 5مثال = 𝑎 cos(log 𝑥) + 𝑏 sin(log 𝑥) کہ کریں، ت ثابت 

𝑥2𝑦2 + 𝑛𝑦1 + 𝑦 = 0 

𝑥2𝑦𝑛+2   اور  + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑛2 + 1)𝑦
𝑛
= 0 

 دیا گیا ہے کہ  -حل

 (1)...   𝑦 = 𝑎 cos(log 𝑥) + 𝑏 sin(log 𝑥) 

⇒                                                         𝑦1 = −𝑎 sin(log 𝑥)
1

𝑥
+ 𝑏 cos(log 𝑥)

1

𝑥
 

⇒                                                         𝑦1 =
1

𝑥
{−𝑎 sin(log 𝑥) + 𝑏 cos(log 𝑥)} 

 (2)...   ⇒                                                        𝑥𝑦1 = −𝑎 sin(log 𝑥) + 𝑏 cos(log 𝑥) 

 تفرق کرنے پر𝑥دونوں طرف سے بہ لحاظ 

                                                     𝑥𝑦2 + 𝑦1 = −𝑎 cos(log 𝑥)
1

𝑥
− 𝑏 sin(log 𝑥)

1

𝑥
 

𝑥𝑦2   یا + 𝑦1 = −
1

𝑥
{𝑎 cos(log 𝑥) + 𝑏 sin(log 𝑥)} 

 کے استعمال سے ( 1) مساوات

                                                     𝑥𝑦2 + 𝑦1 = −
𝑦

𝑥
 

𝑥2𝑦2       یا + 𝑥𝑦1 = −𝑦 

𝑥2𝑦2      (3)... یا + 𝑥𝑦1 + 𝑦 = 0 

  قضیہ کی مدد سے   (3)اب مساوات 

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 مرتبہ تفرق کرنے پر، ہمیں حاصل ہے𝑛کو 

𝑥2𝑦𝑛+2 + (
𝑛

1
) 𝑦𝑛+12𝑥 + 2 (

𝑛

2
) 𝑦𝑛 + 𝑥𝑦𝑛+1 + (

𝑛

1
) 𝑦𝑛 + 𝑦𝑛 = 0 

𝑥2𝑦𝑛+2 + 2𝑛𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛 + 𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛𝑦𝑛 + 𝑦𝑛 = 0 

𝑥2𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑛2 + 1)𝑦𝑛 = 0 

𝑦اگر   - 6مثال = cos(𝑚 sin−1 𝑥) ، کیجیے:ت ثابت 

(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑚2 − 𝑛2)𝑦𝑛 = 0 

 ۔ کریںحاصل 𝑦𝑛(0)اور  

 دیا گیاہے -حل

 (1)...   𝑦 = cos(𝑚 sin−1 𝑥) 

 (2)...   𝑦1 = −sin(𝑚 sin−1 𝑥)
𝑚

√(1−𝑥2)
 

√(1 − 𝑥2)سے ضرب دینے پر 

√(1 − 𝑥2)𝑦1 = −𝑚sin(𝑚 sin−1 𝑥) 

 دونوں طرف  مربع کرنے پر 



53 

 

     (1 − 𝑥2)𝑦1 = 𝑚2 sin2(𝑚 sin−1 𝑥) 

    = 𝑚2{1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑚 sin−1 𝑥)} 

= 𝑚2 − 𝑚2 𝑐𝑜𝑠2(𝑚 sin−1 𝑥) 

⇒                                (1 − 𝑥2)𝑦1 = 𝑚2 − 𝑚2𝑦2
 

 تفرق کرنے پر  𝑥بہ لحاظ 

                             2(1 − 𝑥2)𝑦1𝑦2 − 2𝑥𝑦1
2 = −2𝑚2𝑦𝑦1 

 (3)...      (1 − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 + 𝑚2𝑦 = 0 

  قضیہ کی مدد سے  

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

𝑛 مرتبہ تفرق کرنے  پر 

(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 + (
𝑛

1
) 𝑦𝑛+1(−2𝑥) + (

𝑛

2
)𝑦𝑛(−2) − 𝑥𝑦𝑛+1 + (

𝑛

1
) 𝑦𝑛(−1) + 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

⇒              (1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − 2𝑛𝑥𝑦𝑛+1 − 2 ×
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝑦𝑛 − 𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛𝑦𝑛 + 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

⇒                           (1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛2𝑦𝑛 + 𝑛𝑦𝑛 − 𝑛𝑦𝑛 + 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

(4)...  ⇒                                 (1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑚2 − 𝑛2)𝑦𝑛 = 0 

𝑥میں ( 4) مساوات =  رکھنے پر0

𝑦𝑛+2(0) + (𝑚2 − 𝑛2)𝑦𝑛(0) = 0 

 (5)...   𝑦𝑛+2(0) = (𝑛2 − 𝑚2)𝑦𝑛(0) 

y(0)     سے  ( 1) مساوات = 1 

y1(0)     سے  ( 2) مساوات = 0 

y2(0)   سے   (3) مساوات = −𝑚2y(0) = −𝑚2
 

𝑛میں  (5) مساوات = 1, 2,3,  رکھنے پر  ⋯,4

y3(0) = (12 − 𝑚2)𝑦1(0) = 0 

y4(0) = (22 − 𝑚2)𝑦2(0) = −𝑚2(22 − 𝑚2) 

y5(0) = (32 − 𝑚2)𝑦3(0) = 0 

y6(0) = (42 − 𝑚2)𝑦4(0) = −𝑚2(22 − 𝑚2)(42 − 𝑚2) 

 عام انداز میں ہم اسے اس طرح لکھ سکتے ہیں

𝑦𝑛(0) = {
 اگر 𝑛 طاق (𝑜𝑑𝑑) ہے,0

−𝑚2(22 − 𝑚2)(42 − 𝑚2)⋯ {(n − 1)2 − 𝑚2},ہے (𝑒𝑣𝑒𝑛)جفت 𝑛 اگر
 

𝑦اگر - 7مثال = (sin−1 𝑥)2
 ت ثابت کرو کہ، 

(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛2𝑦𝑛 = 0 

 دیا گیا ہے کہ  -حل

 (1)...    𝑦 = (sin−1 𝑥)2
 

 تفرق کرنے پر 𝑥لحاظ   بہ(1) مساوات
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𝑦1 = 2 sin−1 𝑥 ×
1

√1 − 𝑥2
 

𝑦1√1      یا − 𝑥2 = 2 sin−1 𝑥 

 دونوں طرف مربع کرنے پر 

𝑦1
2(1 − 𝑥2) = 4(sin−1 𝑥)2

 

 کا استعمال کرنے پر ہمیں ملتا ہے (  1) مساوات

 (2)...     𝑦1
2(1 − 𝑥2) − 4𝑦 = 0 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥کو بہ لحاظ    ( 2)مساوات 

                                                        2(1 − 𝑥2)𝑦1𝑦2 − 2𝑥𝑦1
2 − 4𝑦1 = 0 

 (3)...   ⇒                                                                   (1 − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 − 2 = 0 

  قضیہ کی مدد سے( 3) مساوات

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥مرتبہ بہ لحاظnکو

(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 + (
𝑛

1
) 𝑦𝑛+1(−2𝑥) + (

𝑛

2
)𝑦𝑛(−2) − {𝑥𝑦𝑛+1 + (

𝑛

1
)𝑦𝑛} = 0 

1)  یا − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − 2𝑛𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛 − 𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛𝑦𝑛 = 0 

1)  یا − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛2𝑦𝑛 = 0 

 یہ ثابت ہوا۔ 

𝑦اگر   - 8مثال =
log𝑥

𝑥
 ت ثابت کرو کہ، 

𝑦𝑛 =
(−1)𝑛𝑛!

𝑥𝑛+1
(log 𝑥 − 1 −

1

2
−

1

3
− ⋯−

1

𝑛
) 

 دیا گیا ہے -حل

𝑦 =
log 𝑥

𝑥
 

 فرض کرو کہ

𝑣 = log 𝑥 𝑢 اور  =
1

𝑥
 

 ت حاصل ہے 

𝑣1 =
1

𝑥
𝑢1اور  = −

1

𝑥2
 

𝑣2 = −
1

𝑥2
𝑢2اور  =

2

𝑥3
 

⋮          ⋮            ⋮ 

𝑣𝑛 =
(−1)𝑛−1(𝑛 − 1)!

𝑥𝑛
𝑢𝑛اور  =

(−1)𝑛𝑛!

𝑥𝑛+1
 

  کا قضیہ بیان کرتا ہے کہ𝑛ہم جانتے ہیں کہ  

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 کے لیے 

𝑦𝑛 = (𝑢 ∙ 𝑣)𝑛 = (
𝑛

0
) 𝑢𝑛 ∙ 𝑣 + (

𝑛

1
) 𝑢𝑛−1 ∙ 𝑣1 + (

𝑛

2
) 𝑢𝑛−2 ∙ 𝑣2 + ⋯+ (

𝑛

𝑛
) 𝑢 ∙ 𝑣𝑛  
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 اب اوپر حاصل کی گئی قیمتیں درج کرنے پر

𝑦𝑛 = (
log 𝑥

𝑥
)
𝑛

= (
𝑛

0
)
(−1)𝑛𝑛!

𝑥𝑛+1
× (log 𝑥) + (

𝑛

1
)
(−1)𝑛−1(𝑛 − 1)!

𝑥𝑛
× (

1

𝑥
)

+ (
𝑛

2
)
(−1)𝑛−2(𝑛 − 2)!

𝑥𝑛−1
× (−

1

𝑥2
) + ⋯+ (

𝑛

𝑛
) (

1

𝑥
) ×

(−1)𝑛−1(𝑛 − 1)!

𝑥𝑛
 

                        =
(−1)𝑛𝑛!

𝑥𝑛+1
× (log 𝑥) +

(−1)𝑛−1𝑛(𝑛 − 1)!

𝑥𝑛+1
+

𝑛(𝑛 − 1)

2
×

(−1)𝑛−1(𝑛 − 2)!

𝑥𝑛+1
+ ⋯

+
(−1)𝑛−1(𝑛 − 1)!

𝑥𝑛+1
 

                        =
(−1)𝑛𝑛!

𝑥𝑛+1
(log 𝑥 − 1 −

1

2
−

1

3
− ⋯−

1

𝑛
) 

𝑦اگر   - 9مثال = log(𝑥 + √1 + 𝑥2) ،ت ثابت کرو کہ 

(1 + 𝑥2)𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛2𝑦𝑛 = 0 

 𝑦𝑛(0) ۔ کریںحاصل 

 دیا گیا ہے -حل

 (1)...    𝑦 = log(𝑥 + √1 + 𝑥2) 

𝑦(0)       اور  = 0 

 تفرق کرنے پر𝑥بہ لحاظ  کو    (1) مساوات

𝑦1 =
1

𝑥 + √1 + 𝑥2
(1 +

𝑥

√1 + 𝑥2
) 

                                                               =
1

𝑥 + √1 + 𝑥2
(
√1 + 𝑥2 + 𝑥

√1 + 𝑥2
) 

 (2)...    𝑦1 =
1

√1+𝑥2
، 𝑦1(0) = 1 

𝑦1√1      یا + 𝑥2 = 1 

 دونوں طرف مربع کرنے پر 

 (3)...    𝑦1
2(1 + 𝑥2) = 1 

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥کو بہ لحاظ   ( 3) مساوات

                                                        2(1 + 𝑥2)𝑦1𝑦2 + 2𝑥𝑦1
2 = 0 

1)    ...(4) یا + 𝑥2)𝑦2 + 𝑥𝑦1 = 0 

  قضیہ کی مدد سے (4)مساوات 

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے 𝑥مرتبہ بالحاظ    n کو

(1 + 𝑥2)𝑦𝑛+2 + (
𝑛

1
)𝑦𝑛+1(2𝑥) + (

𝑛

2
) 𝑦𝑛(2) + 𝑥𝑦𝑛+1 + (

𝑛

1
) 𝑦𝑛 = 0 

1)   یا  + 𝑥2)𝑦𝑛+2 + 2𝑛𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛 + 𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛𝑦𝑛 = 0 
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1)  ...(5) یا + 𝑥2)𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛2𝑦𝑛 = 0 

𝑥میں   (5) مساوات =  رکھنے پر ، ہمیں ملتا ہے0

𝑦𝑛+2(0) + 𝑛2𝑦𝑛(0) = 0 

𝑦𝑛+2(0)   ...(6) یا = −𝑛2𝑦𝑛(0) 

𝑛میں  (6)مساوات  = 1,  رکھنے پر  ⋯,2,3

y3(0) = −𝑦1(0) = −12[∵ 𝑦1(0) = 1] 

y4(0) = −22𝑦2(0) = 0    [∵ 𝑦2(0) = 0] 

y5(0) = −32𝑦3(0) = (−32)(−12) = 12 ∙ 32
 

y6(0) = −42𝑦4(0) = 0 

y7(0) = −52𝑦5(0) = (−52)(−32)(−12) = (−1)12 ∙ 32 ∙ 52
 

 عام انداز میں ہم اسے اس طرح لکھ سکتے ہیں

𝑦𝑛(0) = {
 اگر 𝑛 جفت (𝑒𝑣𝑒𝑛)ہے,0

(−1)
(n−1)

2 12 ∙ 32 ∙ 52 ⋯(n − اگر 𝑛 طاق (𝑜𝑑𝑑)  ہے,2(2
 

𝑦اگر  -10مثال 
1

𝑚 + 𝑦−
1

𝑚 = 2𝑥 ، کریں ت ثابت 

(𝑥2 − 1)𝑦2 + 𝑥𝑦1 − 𝑚2𝑦 = 0 

 نیز بتلاؤ کہ 

(𝑥2 − 1)𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑛2 − 𝑚2)𝑦𝑛 = 0 

 دیا گیا ہے -حل 

 (1)...    𝑦
1

𝑚 + 𝑦−
1

𝑚 = 2𝑥 

𝑦     یا
1

𝑚 +
1

𝑦
1
𝑚

= 2𝑥 

 (2)...    ⇒                                                               𝑦
2

𝑚 − 2𝑥𝑦
1

𝑚 + 1 = 0 

𝑦جو
1

𝑚 ایک  دودرج(Quadratic)مساوات ہے، اس لیے 

𝑦
1

𝑚 =
2𝑥 ± √4𝑥2 − 4

2
 

𝑦
1

𝑚 = 𝑥 ± √𝑥2 − 1 

𝑦    ...(3) یا = {𝑥 ± √𝑥2 − 1}
𝑚

 

𝑦    ...(4) اگر   = {𝑥 + √𝑥2 − 1}
𝑚

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے 𝑥کو بالحاظ    (4) مساوات

𝑦1 = 𝑚{𝑥 + √𝑥2 − 1}
𝑚−1

(1 +
1

2√𝑥2 − 1
∙ 2𝑥) 

= 𝑚 {𝑥 + √𝑥2 − 1}
𝑚−1

(
√𝑥2 − 1 + 𝑥

√𝑥2 − 1
) 
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⇒ 𝑦1 = 𝑚
(𝑥 + √𝑥2 − 1)

𝑚

√𝑥2 − 1
 

 (5)...     𝑦1 = 𝑚
𝑦

√𝑥2−1
 

 سے،  اگر ( 3)اب مساوات 

 (6)...    𝑦 = {𝑥 − √𝑥2 − 1}
𝑚

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے𝑥کو بہ لحاظ   (  6) مساوات

𝑦1 = 𝑚{𝑥 − √𝑥2 − 1}
𝑚−1

(1 −
1

2√𝑥2 − 1
∙ 2𝑥) 

⇒                                                              𝑦1 = −𝑚
(𝑥 − √𝑥2 − 1)

𝑚

√𝑥2 − 1
 

 (7)...     ⇒                                                             𝑦1 = −𝑚
𝑦

√𝑥2−1
 

 طرف مربع کرنے پر ں کا دونو  (7) یا  (5) مساوات

                                                                𝑦1
2 = 𝑚2

𝑦2

𝑥2 − 1
 

 (8)...     ⇒                                           (𝑥2 − 1)𝑦1
2 = 𝑚2𝑦2        

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے𝑥کو بہ لحاظ    (8) مساوات

                                                        2(𝑥2 − 1)𝑦1𝑦2 + 2𝑥𝑦1
2 = 2𝑚2𝑦𝑦1 

 (9)...    (𝑥2 − 1)𝑦2 + 𝑥𝑦1 − 𝑚2𝑦 = 0 

  قضیہ کی مدد سے( 9) مساوات

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے 𝑥مرتبہ بہ لحاظ    n کو

(𝑥2 − 1)𝑦𝑛+2 + (
𝑛

1
) 𝑦𝑛+1(2𝑥) + (

𝑛

2
) 𝑦𝑛(2) + 𝑥𝑦𝑛+1 + (

𝑛

1
) 𝑦𝑛 − 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

𝑥2) یا − 1)𝑦𝑛+2 + 2𝑛𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛 + 𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛𝑦𝑛 − 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

(𝑥2 − 1)𝑦𝑛+2 + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + (𝑛2 − 𝑚2)𝑦𝑛 = 0 

𝑦اگر  -11مثال = 𝑒𝑚sin−1 𝑥
 ت ثابت کرو کہ  ، 

(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 − (𝑚2 + 𝑛2)𝑦𝑛 = 0 

 𝑦𝑛(0) ۔ کیجیےبھی حاصل 

 ہمیں دیا گیا ہے-حل

 (1)...    𝑦 = 𝑒𝑚sin−1 𝑥
 

 تفرق کرنے پر𝑥کو بہ لحاظ    (1) مساوات

𝑦1 = 𝑒𝑚sin−1 𝑥 ×
𝑚

√(1 − 𝑥2)
 

 کے استعمال سے ( 1) مساوات

 (2)...    𝑦1 =
𝑚𝑦

√(1−𝑥2)
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√(1 − 𝑥2)𝑦1 = 𝑚𝑦 

 دونوں طرف مربع کرنے پر 

 (3)...     (1 − 𝑥2)𝑦1
2 = 𝑚2𝑦2

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے𝑥کو بہ لحاظ   ( 3) مساوات

                                           2(1 − 𝑥2)𝑦1𝑦2 − 2𝑥𝑦1
2 = 2𝑚2𝑦𝑦1 

1)     ...(4) یا − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 − 𝑚2𝑦 = 0 

  قضیہ کی مدد سے( 9) مساوات

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے 𝑥مرتبہ بہ لحاظ   𝑛کو

(1 − 𝑥2)𝑦𝑛+2 + (
𝑛

1
) 𝑦𝑛+1(−2𝑥) + (

𝑛

2
)𝑦𝑛(−2) − 𝑥𝑦𝑛+1 − (

𝑛

1
) 𝑦𝑛 − 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

1)  یا − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − 2𝑛𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛(𝑛 − 1)𝑦𝑛 − 𝑥𝑦𝑛+1 − 𝑛𝑦𝑛 − 𝑚2𝑦𝑛 = 0 

1) ...(5) یا − 𝑥2)𝑦𝑛+2 − (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 − (𝑚2 + 𝑛2)𝑦𝑛 = 0 

𝑥 =  میں درج کرنے پر ( 5) اور ( 4(، )2(، ) 1) مساواتں0

 (6)...    𝑦(0) = 𝑒𝑚 sin−1 0 = 𝑒0 = 1 

 (7)...    𝑦1(0) =
𝑚𝑦(0)

1
= 𝑚 ∙ 1 = 𝑚 

 (8)...  𝑦2(0) − 𝑚2𝑦(0) = 0 ⇒ 𝑦2(0) = 𝑚2𝑦(0) = 𝑚2
 

 (9)... 𝑦𝑛+2(0) − (𝑚2 + 𝑛2)𝑦𝑛(0) = 0 ⇒ 𝑦𝑛+2(0) = (𝑚2 + 𝑛2)𝑦𝑛(0) 

𝑛میں (9) مساوات = 1,  درج کرنے پر ⋯,2,3

𝑦3(0) = (𝑚2 + 12)𝑦1(0) = (𝑚2 + 12)𝑚 

𝑦4(0) = (𝑚2 + 22)𝑦2(0) = (𝑚2 + 22)𝑚2
 

𝑦5(0) = (𝑚2 + 32)𝑦3(0) = (𝑚2 + 32)(𝑚2 + 12)𝑚 

𝑦6(0) = (𝑚2 + 42)𝑦4(0) = (𝑚2 + 42)(𝑚2 + 22)𝑚2
 

⋮                            ⋮                                ⋮ 

 عام انداز میں ہم اسے اس طرح لکھ سکتے ہیں

𝑦𝑛(0) = {
𝑚(𝑚2 + 12)(𝑚2 + 32)⋯ [𝑚2 + (𝑛 −  اگر 𝑛 طاق  (𝑜𝑑𝑑)ہے,[2(2

𝑚2(𝑚2 + 22)(𝑚2 + 42)⋯ [𝑚2 + (𝑛 − اگر 𝑛جفت(𝑒𝑣𝑒𝑛) ہے,[2(2
 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 3.3

  قضیہ کو پڑھا اور اس کو ثابت کیا۔  ہم نے اس قضیہ کے استعمال سے تفاعلات کے ضرب کا  

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

واں مشتق   𝑛اس  اکائی میں ہم نے 

 حاصل کیا۔ 
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 ( Key Words)کلیدی الفاظ 3.4

𝑛 قضیہ  

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 واں مشتق  ، تفاعلات کا  ضرب، 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 3.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 3.5.1

1. 𝐷𝑛{sin(𝑎𝑥 + 𝑏)} کی قیمت ہے 

𝑎𝑛 sin(𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑛𝜋)(a)   (b) 𝑎𝑛 cos(𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑛𝜋)  

(c )𝑎𝑛 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑛𝜋

2
)   (d) 𝑎𝑛 cos (𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝑛𝜋

2
) 

  قضیہ کا استعمال   .2

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
 واں مشتق  حاصل کرنے میں  کیا جاتا ہے۔ 𝑛کا  ⋯⋯ل

(a) دو تفاعلات کےجمع    (b) دو تفاعلات کےفرق(Difference)  

(c) دو تفاعلات کے ضرب   (d)  ان میں سے کوئی نہی 

  قضیہ کو بیان کیجیے۔ .3

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 

4. (𝑢 ∙ 𝑣)𝑛 (کےپھیلاؤExpansion  میں )(𝑟 + 1)th
 ٹرم ہے

(a) ( 𝑛
𝑟+1

)𝑢𝑛−𝑟𝑣𝑟    (b) (𝑛+1
𝑟

)𝑢𝑛−𝑟𝑣𝑟  

(c) (𝑛
𝑟
)𝑢𝑛−𝑟𝑣𝑟    (d) ( 𝑛

𝑟−1
)𝑢𝑛𝑣𝑟−𝑟 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  3.5.2

𝑦اگر   .1 = tan−1 𝑥ت ثابت کرو ، 

(1 − 𝑥2)𝑦2 − 2𝑥𝑦1 = 0 

 کیجیے: واں مشتق  حاصل  𝑛درج ذیل کا  .2

(i) e2𝑥(𝑎𝑥 + 𝑏)3 

(ii) 𝑥3 cos 𝑥 

𝑦اگر .3 = 𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥 ، ثابت کرو کہ 

𝑦2 − 2𝑎𝑦1(𝑎
2 + 𝑏2)𝑦 = 0 

𝑦اگر .4 = sin(𝑚 sin−1 𝑥) ،ت ثابت کرو کہ 

(1 − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦
1
+ 𝑚2𝑦 = 0 

 کریںتفرق 𝑥مرتبہ  بہ لحاظ  𝑛درج ذیل مساوات کو .5

(i) (1 − 𝑥2)𝑦2 − 𝑥𝑦1 + 𝑎2𝑦 = 0 

(ii) 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦1 + (𝑎2 − 𝑚2)𝑦 = 0 
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 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 3.5.3

𝑦اگر .1 = 𝑒tan−1 𝑥
 ت ثابت کرو کہ، 

(1 + 𝑥2)𝑦𝑛+2 + {(𝑛 + 1)𝑥 − 1}𝑦𝑛+1 + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦𝑛 = 0 

𝑦اگر .2 = tan−1 𝑥 ،ت ثابت کرو کہ 

(1 + 𝑥2)𝑦𝑛+2 + 2(𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦𝑛 = 0 

 ۔ کریںحاصل 𝑦𝑛(0)اور پھر   

𝑦اگر .3 = (𝑥 + √1 + 𝑥2)
𝑚

 ۔ حاصل کریں𝑦𝑛(0)ت، 
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ووٹس4اکائی 

 

 ت
من
ب س

 نقاط اور ا

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

وٹی  ، ا  

 

 ۔  کان

(Concavity, Inflexion Points and Asymptotes ) 

 کے اجزا اکائی  

 تمہید   4.0

 مقاص    4.1

 نقاط   4.2

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

وٹی  اور ا  

 

 کان

ووٹس    4.3

 

 ت
من
ب س

 ا

ووٹ کو حاصل کرنا  4.3.1 

 

 ت
من
ب س

 تعریف اور ا

ووٹس   4.3.2 

 

 ت
من
ب س

 عام جبری منحنی کے ا

ووٹس حاصل کرنے کا چھوٹا طریقہ  4.3.3 

 

 ت
من
ب س

 ا

ووٹس  4.3.4 

 

 ت
من
ب س

 محوروں کے  متوازی ا

 اکتسابی نتائج   4.4

 کلیدی الفاظ   4.5

 نمونہ امتحانی سوالات    4.6

  معروضی جوابات کے حامل سوالات  4.6.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات   4.6.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  4.6.3 
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 (Introduction)تمہید 4.0

میں ہم  اکائی  کے بارے میں پڑھاہے۔ اس    (Minima)اور قلیل قدریں( Maxima)آپ منحنی کےعظیم قدریں  پچھلے درجوں میں   

وٹی    

 

کان کی  منحنی  نقاط (Concavity)کسی   

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

میں    (Points of Inflexion)اورا کلاسوں  پچھلی  اپنی  آپ   گے۔  کریں  حاصل 

ووٹ کے بارے میں جانکاری حاصل  ( Normal)اور عمود (Tangents)مماس

 

 ت
من
ب س

کے بارے میں بھی پڑھ چکے ہیں۔ یہاں آپ کسی منحنی کے ا

 کریں گے۔ 

 (Objectives)مقاص 4.1

  کہمکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو جائیں گے اس اکائی کے 

وٹی  •  

 

 نقاط (Concavity)کسی منحنی کی کان

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

 حاصل کرسکیں ۔ ( Points of Inflexion)اورا

ووٹس حاصل کر سکیں۔ •

 

 ت
من
ب س

 کسی منحنی کے ا

 نقاط  4.2

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

وٹی  اور ا  

 

 (Concavity and Inflexion Points)کان

 ووں کے مشاہدے کے ساتھ شروع کرتے ہیں۔ 
ت

 

حن

 

می

 ہم درج ذیل 

پر مماس کے اوپر رہتا    Pپر مماس کو پار نہی کرتی ہے اور منحنی کا ایک حصہ نقطہ    Pمیں ہم دیکھتے ہیں کہ منحنی نقطہ    (a)4.2.1شکل   .1

و Pہے۔ یہاں ہم کہتے ہیں کہ منحنی نقطہ    

 

 ہے۔(Convex)  ہے یا نیچے کی طرف کانویکس(Concave)پر اوپر کی طرف کان

  Pپر مماس کے نیچے رہتا ہے۔ یہاں ہم کہتے ہیں کہ منحنی نقطہ   Pمیں ہم دیکھتے ہیں کہ منحنی کا ایک حصہ نقطہ  (b)4.2.1دوسری شکل  .2

و  

 

 ہے۔(Convex)  ہے یا اوپر کی طرف کانویکس(Concave)پر نیچے کی طرف کان

وٹی  Pمیں منحنی نقطہ    (c)4.2.3شکل   .3  

 

وٹی تک بدلتی ہےیا  پھر اس کے     (Concavity)پر کان  

 

نیچےکی طرف سے اوپر کی طرف کان

 نقطہ کہتے ہیں۔ Pبراکس ۔ ت اس  نقطہ 

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

 کو ا
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 نقاط کے لیے معیارات

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

وٹی اور ا  

 

 ( Criterion) کسی نقطہ پر کان

𝑦مان لیتے ہیں کہ منحنی   = 𝑓(𝑥)  پر ایک نقطہP   ہے ۔  اور مان لو کہ نقطہP  پر ایک مماس ہے جو𝑦 محور کے متوازی نہی ہے۔ 

𝑦منحنی  .1 = 𝑓(𝑥)  وقفہ[𝑎, 𝑏]    و ہوگا اگر  

 

𝑓′′(𝑥)میں اوپر کی طرف کان > 0 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

𝑦منحنی  .2 = 𝑓(𝑥)  وقفہ[𝑎, 𝑏]    و ہوگا اگر  

 

𝑓′′(𝑥)میں نیچے کی طرف کان < 0 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

 ہوگا اگر   Pمنحنی کا   نقطہ  .3

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

 اس نقطہ کو پار کرتا ہے ۔  𝑥کا نشان بدلتا ہے،جیسےہ  𝑓′′(𝑥)پر ا

اقدار کی حد تلاش کریں جس کے لیے منحنی  𝑥 - 1مثال   𝑦کی  = 𝑥4 − 6𝑥3 + 12𝑥2 + 5𝑥 + یا نیچے کی طرف  7 اوپر کی طرف 

 نقاط بھی حاصل   

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

و ہے۔ ا  

 

 ۔کریںکان

 دیا گیا ہے کہ   - حل 

𝑦 = 𝑥4 − 6𝑥3 + 12𝑥2 + 5𝑥 + 7 

⇒                                                   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥3 − 18𝑥2 + 24𝑥 + 5 

 (b)4.2.1شکل  (a)4.2.1شکل 

 

 (c)4.2.1شکل 
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⇒                                                 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 12𝑥2 − 36𝑥 + 24 = 12(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
> 0 ∀𝑥𝜖]−∞, 1] → و  

 

  اوپر  کی طرف کان

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
< 0 ∀𝑥𝜖]1, 2[ → و  

 

  نیچے کی طرف کان

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
> 0 ∀𝑥𝜖]2, +∞[ → و  

 

  اوپر  کی طرف کان

 نقاط کے لیے

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

 ا

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 0 ⇒ 𝑥 = 1،𝑥 = 2 

𝑥چوں کہ = 2، 𝑥 = کے لیے 1

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 نقاط 

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

,1)کا نشان بدلتا ہے، اس لیے ا ,2)اور (19  ہیں۔ (33

 

ووٹس   4.3

 

 ت
من
ب س

 (Asymptotes)ا

ووٹ کو حاصل کرنا 4.3.1

 

 ت
من
ب س

 ( Definition and Determining Asymptotes)تعریف اور ا

ووٹ کہلاتا ہے اگر،    کوئی    تعریف: 

 

 ت
من
ب س

ا کی طرف منتقل  (Infinity)منحنی خطوط  کے ساتھ ساتھ لامحدود یٖت  Pنقطہ  کوئی  خط کسی منحنی کے لیے 

 ( صفر کے قریب  ہوتی جاتی ہے۔ δکی خط منحنی  سے عمودی دوری  )مان لیجیےکہ  Pہوتا ہے، نقطہ 

,𝑃(𝑥سے ہم دیکھتے ہیں کہ جیسے منحنی پر نقطہ    4.4.1شکل   𝑦)   لامحدود یت کے قریب ہوتا ہے نقطہP    کی خط منحنی  سے عمودی دوری   صفر کے

 قریب ہوتی  جاتی ہے۔

 

 4.3.1شکل: 
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ووٹ حاصل کرنا:

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی نہی ہے، وہ ہے 𝑥مان لو کہ ایک خط جو   ا

 ...(1)     𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 

ووٹ ہوسکے۔ شکل  1کو اس طرح حاصل کریں گے کہ خط )𝑐اور  𝑚اب ہم  

 

 ت
من
ب س

δمیں 4.4.1( ایک ا = 𝑃𝑀( سے نقطہ  1خط)𝑃(𝑥, 𝑦) کا

 عمودی  فاصلا ہے۔اس  لیے 

δ =
𝑦 − 𝑚𝑥 − 𝑐

√1 + 𝑚2
, m ≠ 0 

𝛿منحنی پر لامحدودیت کی طرف چلتا ہےمطلب یہ کہ جیسے  Pجیسے جیسے نقطہ  → 0 ،𝑥 → ∞ 

∴ lim
𝑥→∞

(𝑦 − 𝑚𝑥 − 𝑐) = 0 

𝑐     یا = lim
𝑥→∞

(𝑦 − 𝑚𝑥) 

 اس کے ساتھ ہ 

𝑦

𝑥
− 𝑚 = (𝑦 − 𝑚𝑥) ∙

1

𝑥
 

⇒                                                  lim
𝑥→∞

(
𝑦

𝑥
− 𝑚) = lim

𝑥→∞
(𝑦 − 𝑚𝑥) ∙ lim

𝑥→∞
(
1

𝑥
) = c ∙ 0 = 0 

⇒                                                            lim
𝑥→∞

(
𝑦

𝑥
) = 𝑚 

 اس لیے

𝑚 = lim
𝑥→∞

(
𝑦

𝑥
) 

⇒                                                                         𝑐 = lim
𝑥→∞

(𝑦 − 𝑚𝑥) 

ووٹس کو جو  

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی نہی ہیں ، کو درج ذیل طریقہ سے حاصل کرتے ہیں۔  𝑦اس طرح ہم ان ا

lim  -1مرحلہ 
𝑥→∞

(
𝑦

𝑥
lim۔ مان لو کہ  کریںکو حاصل  (

𝑥→∞
(
𝑦

𝑥
) = 𝑚 

lim  -2مرحلہ 
𝑥→∞

(𝑦 − 𝑚𝑥) کو حاصل کریں۔ مان لو کہlim
𝑥→∞

(𝑦 − 𝑚𝑥) = 𝑐 

𝑦ت   = 𝑚𝑥 + 𝑐 ووٹ ہوگا۔

 

 ت
من
ب س

 ایک ا

𝑥3 - 2مثال  − 𝑦3 = 3𝑥𝑦 ووٹس حاصل کریں۔

 

 ت
من
ب س

 کے ا

 دیے گئے منحنی کی مساوات ہے  - حل 

 (1)...    𝑥3 − 𝑦3 − 3𝑥𝑦 = 0 

𝑦مان لو کہ    = 𝑚𝑥 + 𝑐( ووٹ کی مساوات ہے۔ مساوات

 

 ت
من
ب س

𝑥3( کو  1ایک ا
 سے تقسیم دینے پر

                                                                             1 −
𝑦3

𝑥3
−

3𝑦

𝑥2
= 0 

1    ...(2) یا  − (
𝑦

𝑥
)
3

−
3

𝑥
(
𝑦

𝑥
) = 0 

 لیتے ہیں، اور اب 

 

مٹ
ل
ووٹ حاصل کرنے کے لیے ہم 

 

 ت
من
ب س

 ا
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lim
𝑥→∞

(
𝑦

𝑥
) = 𝑚 

lim
𝑥→∞

(𝑦 − 𝑚𝑥) = 𝑐 

 ( سے 2اس لیے مساوات )

                       1 − lim
𝑥→∞

(
𝑦

𝑥
)
3

− 3 lim
𝑥→∞

(
𝑦

𝑥
) ∙ lim

𝑥→∞
(
1

𝑥
) = 0 

⇒                                                                         1 − 𝑚3 = 0 

⇒                                                                                   𝑚 = 1 

1 − 𝑚3
ف اعداد کےدوسرے روٹس  

 

 ہیں۔(Complex Numbers) ملت

 ( کو اس طرح سے لکھ سکتے ہیں 1ہم مساوات )

(𝑥 − 𝑦)(𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2) = 3𝑥𝑦 

(𝑦 − 𝑥) =
−3𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2
 

𝑚اب  =  کے لیے 1

𝑐 = lim
𝑥→∞

(𝑦 − 𝑥) = lim
𝑥→∞

[
−3𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2
] 

= lim
𝑥→∞

[
−3

𝑥2

𝑥𝑦
+

𝑥𝑦

𝑥𝑦
+

𝑦2

𝑥𝑦

] 

                                                                                   =
−3

1 + 1 + 1
 

                                                                                   = −1 

ووٹ   

 

 ت
من
ب س

𝑦اس لیے دی گئی منحنی کے لیے ا = 𝑥 −  ہے۔ 1

ووٹس  4.3.2

 

 ت
من
ب س

 (Asymptotes of General Algebraic Curve)عام الجبرائ منحنی کے ا

 کی منحنی کی مساوات ہے  𝑛(Degree)مان لیجیےکہ درجہ

{𝑎0𝑦
𝑛 + 𝑎1𝑦

𝑛−1𝑥 + 𝑎2𝑦
𝑛−2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛} + {𝑏1𝑦
𝑛−1 + 𝑏2𝑦

𝑛−2𝑥 + 𝑏3𝑦
𝑛−3𝑥2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛−1} 

...(1)  +{𝑐2𝑦
𝑛−2 + 𝑐3𝑦

𝑛−3𝑥 + 𝑐4𝑦
𝑛−4𝑥2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛−2} + ⋯ = 0 

 یا

𝑥𝑛 {𝑎0 (
𝑦

𝑥
)
𝑛

+ 𝑎1 (
𝑦

𝑥
)
𝑛−1

+ 𝑎2 (
𝑦

𝑥
)
𝑛−2

+ ⋯+ 𝑎𝑛}

+ 𝑥𝑛−1 {𝑏1 (
𝑦

𝑥
)
𝑛−1

+ 𝑏2 (
𝑦

𝑥
)
𝑛−2

+ 𝑏3 (
𝑦

𝑥
)
𝑛−3

+ ⋯+ 𝑏𝑛} 

+𝑥𝑛−2 {𝑐2 (
𝑦

𝑥
)
𝑛−2

+ 𝑐3 (
𝑦

𝑥
)
𝑛−3

+ 𝑐4 (
𝑦

𝑥
)
𝑛−4

+ ⋯+ 𝑐𝑛} + ⋯ = 0 

 ہم اس کو  اس طرح لکھ سکتے ہیں  

...(2)  𝑥𝑛𝜑𝑛 (
𝑦

𝑥
) + 𝑥𝑛−1𝜑𝑛−1 (

𝑦

𝑥
) + 𝑥𝑛−2𝜑𝑛−2 (

𝑦

𝑥
) + ⋯+ 𝜑0 (

𝑦

𝑥
) = 0 

)(  Polynomials)کثیر رکنیاں، ⋯، 𝜑𝑛 ،𝜑𝑛−1 ،𝜑𝑛−2جہاں
𝑦

𝑥
⋯میں ہیں، ان کے درجے  ( ,𝑛 − 2, 𝑛 − 1, 𝑛 
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 ہیں۔

𝑥𝑛کو ( 2) مساوات
 سے تقسیم دینے پر ہمیں حاصل ہے 

...(3)  𝜑𝑛 (
𝑦

𝑥
) +

1

𝑥
𝜑𝑛−1 (

𝑦

𝑥
) +

1

𝑥2 𝜑𝑛−2 (
𝑦

𝑥
) + ⋯+

1

𝑥𝑛 𝜑0 (
𝑦

𝑥
) = 0 

 لینے پر ہمیں ملتا ہے 

 

مٹ
ل

 

...(4)     𝜑𝑛(𝑚) = 0 

𝑚     جہاں = lim
𝑥→∞

(
𝑦

𝑥
) 

𝜑𝑛(𝑚1)اس طرح سے ہے کہ  𝑚1(  Root)کا ایک روٹ(  4)مان لیجیےکہ مساوات  = 0 

 ہم لکھتے ہیں  

𝑦 − 𝑚1𝑥 = 𝑝1 𝑖. 𝑒.
𝑦

𝑥
= 𝑚1 +

𝑝1

𝑥
 

𝑦

𝑥
 میں  رکھنے پر ہمیں ملتا ہے  (2)کی قیمت مساوات  

𝑥𝑛𝜑𝑛 (𝑚1 +
𝑝1

𝑥
) + 𝑥𝑛−1𝜑𝑛−1 (𝑚1 +

𝑝1

𝑥
) + 𝑥𝑛−2𝜑𝑛−2 (𝑚1 +

𝑝1

𝑥
) + ⋯+ 𝑥𝜑1 (𝑚1 +

𝑝1

𝑥
)

+ 𝜑0 (𝑚1 +
𝑝1

𝑥
) = 0 

 ہمیں ملتا ہے کا استعمال کرنے پر (Taylor’s Theorem)ٹیلر کے قضیہ 

𝑥𝑛 [𝜑𝑛(𝑚1) +
𝑝1

𝑥
𝜑𝑛

′(𝑚1) +
𝑝1

2

𝑥2
𝜑𝑛

′′(𝑚1) + ⋯ ]

+ 𝑥𝑛−1 [𝜑𝑛−1(𝑚1) +
𝑝1

𝑥
𝜑𝑛−1

′(𝑚1) +
𝑝1

2

𝑥2
𝜑𝑛−1

′′(𝑚1) + ⋯ ]

+ 𝑥𝑛−2 [𝜑𝑛−2(𝑚1) +
𝑝1

𝑥
𝜑𝑛−2

′(𝑚1) +
𝑝1

2

𝑥2
𝜑𝑛−2

′′(𝑚1) + ⋯ ] + ⋯ = 0 

 کی اترتی قوتں میں ترتیب سے لکھنے پر ہمیں ملتا ہے  𝑥ان ارکان کو 

𝑥𝑛𝜑𝑛(𝑚1) + 𝑥𝑛−1[𝑝1𝜑𝑛
′(𝑚1) + 𝜑𝑛−1(𝑚1)]

+ 𝑥𝑛−2 [
𝑝1

2

2
𝜑𝑛

′′(𝑚1) + 𝑝1𝜑𝑛−1
′(𝑚1) + 𝜑𝑛−2(𝑚1)] + ⋯ = 0 

𝜑𝑛(𝑚1) = 𝑥𝑛−1رکھنے پر اور پھر    0
 تا ہے حاصل ہو سے تقسیم دینے پر ہمیں 

[𝑝1𝜑𝑛
′(𝑚1) + 𝜑𝑛−1(𝑚1)] +

1

𝑥
[
𝑝1

2

2
𝜑𝑛

′′(𝑚1) + 𝑝1𝜑𝑛−1
′(𝑚1) + 𝜑𝑛−2(𝑚1)] + ⋯ = 0 

...(5) 

𝑥مان لیجیےکہ  → limہم لکھتے ہیں  ، ∞
𝑥→∞

𝑝1 = 𝑐1اس لیے 

...(6)    𝑐1𝜑𝑛
′(𝑚1) + 𝜑𝑛−1(𝑚1) = 0 

𝑐1    یا = −
𝜑𝑛−1(𝑚1)

𝜑𝑛
′(𝑚1)

, 𝜑𝑛
′(𝑚1) ≠ 0 
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 اس لیے

𝑦 = 𝑚1𝑥 −
𝜑𝑛−1(𝑚1)

𝜑𝑛
′(𝑚1)

 

ووٹ ہے، ج کہ 𝑚1ڈھال

 

 ت
من
ب س

𝜑𝑛کے متناظرا
′(𝑚1) ≠ 0 

 اسی طرح 

...(7)   𝑦 = 𝑚2𝑥 −
𝜑𝑛−1(𝑚2)

𝜑𝑛
′(𝑚2)

;  𝑦 = 𝑚3𝑥 −
𝜑𝑛−1(𝑚3)

𝜑𝑛
′(𝑚3)

;⋯ 

⋯،ڈھال ،𝑚3،𝑚2جو کہ𝜑𝑛(𝑚) = ووٹس ہیں، ج کہ0

 

 ت
من
ب س

𝜑𝑛کے روٹس ہیں، کے متناظرا
′(𝑚2) ≠ 0 ،⋯ ،𝜑𝑛

′(𝑚3) ≠ 0 

𝜑𝑛مان لیجیے کہ  :(Exceptional Case) استثنائی صورت 
′(𝑚1) = 0 

𝜑𝑛اگر
′(𝑚1) = 𝜑𝑛−1(𝑚1)لیکن 0 ≠ کے متناظر 𝑚1قیمت حاصل نہی ہوتی اور اس لیے ڈھال  کوئی کی 𝑐1سے ( 6)ت مساوات ، 0

ووٹ نہی ہوگا۔ 

 

 ت
من
ب س

 کوئی ا

 اب مان لو کہ

𝜑𝑛
′(𝑚1) = 0 = 𝜑𝑛−1(𝑚1) 

کے بارے میں پھر سے سوچنا ہوگا، جو کہ اب  (  5) اور ہمیں مساوات  بن جائیگی(Identity)ضابطہ  ایک  (  6) میں مساوات  (Case)صورتاس  

 درج ذیل ہے 

[
𝑝1

2

2
𝜑𝑛

′′(𝑚1) + 𝑝1𝜑𝑛−1
′(𝑚1) + 𝜑𝑛−2(𝑚1)] + [⋯ ] + ⋯ = 0 

 لینے پر ج کہ  

 

مٹ
𝑥ل →  مساوات کا ایک روٹ ہے  ذیلدرج 𝑐1ہم دیکھتے ہیں کہ  ،∞

...(8)   

𝑐1
2

2
𝜑𝑛

′′(𝑚1) + 𝑐1𝜑𝑛−1
′(𝑚1) + 𝜑𝑛−2(𝑚1) = 0 

𝑐1کی دو قیمتیں حاصل ہوتی ہیں ، مان لیجیےکہ وہ 𝑐1جس سے 
′′
،𝑐1

′
 ج کہ 

𝜑𝑛
′′(𝑚1) ≠ 0 

 اس طرح  

𝑦 = 𝑚1𝑥 + 𝑐1
′;  𝑦 = 𝑚1𝑥 + 𝑐1

′′
 

ووٹس کا کیس ہے۔𝑚1ڈھال

 

 ت
من
ب س

ووٹس ہیں ، جو کہ صاف طور پر  متوازی  دکھ رہے  ہیں۔ یہ متوازی ا

 

 ت
من
ب س

 کے متناظر دو ا

𝑥3 - 3مثال  + 2𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2 − 2𝑦3 + 𝑥𝑦 − 𝑦2 − 1 = ووٹس حاصل کریں۔ 0

 

 ت
من
ب س

 کے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے  - حل 

 ...(1)  𝑥3 + 2𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2 − 2𝑦3 + 𝑥𝑦 − 𝑦2 − 1 = 0 

𝑦میں ( 1) مساوات = 𝑚𝑥 + 𝑐رکھنے پر، ہمیں ملتا ہے 

𝑥3 + 2𝑥2(𝑚𝑥 + 𝑐) − 𝑥(𝑚𝑥 + 𝑐)2 − 2(𝑚𝑥 + 𝑐)3 + 𝑥(𝑚𝑥 + 𝑐) − (𝑚𝑥 + 𝑐)2 − 1 = 0 

⇒                           𝑥3(1 + 2𝑚 − 𝑚2 − 2𝑚3) + 𝑥2(2𝑐 − 2𝑚𝑐 − 6𝑚2𝑐 + 𝑚 − 𝑚2) + ⋯ = 0 

 اس طرح حاصل کیے جاتے ہیں  𝑐اور 𝑚اس لیے 
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 ...(2)    1 + 2𝑚 − 𝑚2 − 2𝑚3 = 0 

2𝑐    (3)... اور  − 2𝑚𝑐 − 6𝑚2𝑐 + 𝑚 − 𝑚2 = 0 

 سے  (2) مساوات

(1 − 𝑚2) + 2𝑚(1 − 𝑚2) = 0 

1)     یا − 𝑚2)(1 + 2𝑚) = 0 

𝑚     یا = 1,−1, −
1

2
 

 سے  (3) مساوات

2𝑐(1 − 𝑚 − 3𝑚2) = 𝑚2 − 𝑚 

𝑐     یا =
𝑚2−𝑚

2(1−𝑚−3𝑚2)
 

𝑚 =  کے لیے1

𝑐 =
12 − 1

2(1 − 1 − 3)
= 0 

𝑚 =  کے لیے1−

𝑐 =
(−1)2 + 1

2(1 + 1 − 3)
= −1 

𝑚 = −
1

2
 کے لیے

𝑐 =
(−

1

2
)
2

+
1

2

2 (1 +
1

2
−

3

4
)

=

3

4
3

2

=
1

2
 

𝑚 اور𝑐  کی یہ  قیمتیں𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 ووٹس  ملتے ہیں

 

 ت
من
ب س

 میں رکھنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

𝑦 = 𝑥, 
𝑦 = −𝑥 − 1 

𝑦      اور  = −
1

2
𝑥 +

1

2
 

2𝑦      یا + 𝑥 = 1 

ووٹس حاصل کرنے کا چھوٹا طریقہ 4.3.3

 

 ت
من
ب س

 (Shorter Method for Determining Asymptotes)ا

 𝑛ویں درجے کی منحنی کی مساوات کی اعظم ترین (Highest)درجہ(Degree)  ارکان(Terms  )  میں𝑥 = 𝑦اور  1 = 𝑚   رکھ کر

𝜑𝑛(𝑚)  حاصل کیا جا سکتا ہے۔ اسی طرح(𝑛 − 𝑥ویں درجہ ارکان میں  (1 = 𝑦اور 1 = 𝑚   رکھ کر𝜑𝑛−1(𝑚)  کو بھی حاصل کیا جا سکتا

 ہے۔اور اسی طرح ہم حاصل کر سکتے ہیں۔

𝜑𝑛(𝑚)اب   = کو جان سکتے ہیں۔   𝑚کو   0 ڈھال  ووٹس کے 

 

 ت
من
ب س

ا ہم  کر کے  ذیل   𝑐کی قیمتوں کے متناظر   𝑚کے لیے حل  درج  کی قیمت 

 فارمولہ سے حاصل کی جا سکتی ہے
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𝑚،کی الگ الگ قیمتوں کےلیے    𝑐 = −
𝜑𝑛−1(𝑚)

𝜑𝑛
′(𝑚)

 

ووٹس متوازی ہیں ت  

 

 ت
من
ب س

𝑚1کے دو مساوی روٹس ہونگے)مان لیجیے کہ  𝜑𝑛(𝑚)اگر دو ا = 𝑚2  ت ،)𝑐  کی قیمت درج ذیل فارمولہ سے

 حاصل کی جا سکتی ہے 

𝑐2

2
𝜑𝑛

′′(𝑚) + 𝑐𝜑′
𝑛−1

(𝑚) + 𝜑𝑛−2(𝑚) = 0 

2𝑥3 - 4مثال  − 𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 𝑦3 − 4𝑥2 + 8𝑥𝑦 − 4𝑥 + 1 = ووٹس حاصل 0

 

 ت
من
ب س

 ۔ کریںکے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے  - حل 

 ...(1)  2𝑥3 − 𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 𝑦3 − 4𝑥2 + 8𝑥𝑦 − 4𝑥 + 1 = 0 

ارکان(Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجے  الگ   (  Terms)اور دوسرے درجے کے  الگ  𝑥میں  = 𝑦اور  1 = 𝑚   ،پر رکھ نے 

 ہمیں ملتا ہے 

𝜑3(𝑚) = 2 − 𝑚 − 2𝑚2 + 𝑚3
 

𝜑2(𝑚) = −4 + 8𝑚 

ووٹس کے ڈھال درجہ

 

 ت
من
ب س

 ذیل سے حاصل کرتے ہیں  اب ا

𝜑3(𝑚) = 0 

⇒                                                           2 − 𝑚 − 2𝑚2 + 𝑚3 = 0 

𝑚2(𝑚     یا − 2) − 1(𝑚 − 2) = 0 

𝑚)     یا − 2)(𝑚2 − 1) = 0 

𝑚)     یا − 2)(𝑚 − 1)(𝑚 + 1) = 0 

𝑚     اس لیے = −1, 1, 2 

 کو اس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے 𝑐اب 

𝑐 = −
𝜑2(𝑚)

𝜑′
3
(𝑚)

= −(
−4 + 8𝑚

3𝑚2 − 4𝑚 − 1
) 

𝑚 =  کے لیے1−

𝑐 = −(
−4 + 8(−1)

3(−1)2 − 4(−1) − 1
) = 2 

𝑚 =  کے لیے1

𝑐 = −(
−4 + 8(1)

3(1)2 − 4(1) − 1
) = 2 

𝑚 =  کے لیے2

𝑐 = −(
−4 + 8(2)

3(2)2 − 4(2) − 1
) = −4 
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𝑚 اور𝑐  کی یہ  قیمتیں𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐ووٹس  ملتے ہیں

 

 ت
من
ب س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

                                                                                  𝑦 = −𝑥 + 2 

                                                                                  𝑦 = 𝑥 + 2 

                                                                                  𝑦 = 2𝑥 − 4 

𝑥3 - 5مثال  + 𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2 − 𝑦3 − 3𝑥 − 𝑦 + 1 = ووٹس حاصل 0

 

 ت
من
ب س

 ۔ کریںکے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے  - حل 

 ...(1)  𝑥3 + 𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2 − 𝑦3 − 3𝑥 − 𝑦 + 1 = 0 

𝑥میں الگ الگ   ( Terms) اور پہلے درجہ کے ارکان(Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجہ = 𝑦اور 1 = 𝑚 لے نے پر، ہمیں ملتا ہے 

𝜑3(𝑚) = 1 + 𝑚 − 𝑚2 − 𝑚3
 

𝜑2(𝑚) = 0 

𝜑1(𝑚) = −3 − 𝑚 

ووٹس کے ڈھال درجہ

 

 ت
من
ب س

 ذیل سے حاصل کرتے ہیں  اب ا

𝜑3(𝑚) = 0 

⇒                                                              1 + 𝑚 − 𝑚2 − 𝑚3 = 0 

𝑚2(𝑚     یا + 1) − 1(𝑚 + 1) = 0 

𝑚)     یا + 1)(𝑚2 − 1) = 0 

𝑚)     یا − 1)(𝑚 + 1)2 = 0 

𝑚     اس لیے = 1,−1, −1 

𝑚کو𝑐اب  =  اس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے کے لیے1

𝑐 = −
𝜑2(𝑚)

𝜑′
3
(𝑚)

= 0 

𝑚تکراری روٹس  =  کو اس طرح سے حاصل کیا جا سکتا ہے𝑐 کے لیے1−

𝑐2

2
𝜑3

′′(𝑚) + 𝑐𝜑′
2
(𝑚) + 𝜑1(𝑚) = 0 

𝑐2

2
(−2 − 6𝑚) + 𝑐(0) + (−3 − 𝑚) = 0 

𝑚 =  کے لیے1−

𝑐2

2
(−2 + 6) + (−3 + 1) = 0 

2𝑐2     یا − 2 = 0 

𝑐2     یا − 1 = 0 

𝑐)      یا − 1)(c + 1) = 0 

𝑐      یا = ±1 
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𝑚 اور𝑐  کی یہ  قیمتیں𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐ووٹس  ملتے ہیں

 

 ت
من
ب س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

                                                                                 𝑦 = 𝑥 

                                                                                 𝑦 = −𝑥 + 1 

                                                                                 𝑦 = −𝑥 − 1 

𝑥3 - 6مثال  − 𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2 + 𝑦3 + 2𝑥2 − 4𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 + 1 = ووٹس حاصل 0

 

 ت
من
ب س

 ۔ کریںکے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے  - حل 

 ...(1) 𝑥3 − 𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2 + 𝑦3 + 2𝑥2 − 4𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 + 1 = 0 

ارکان(Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجہ درجہ کے  دوسرے  الگ   (  Terms)اور  الگ  𝑥میں  = 𝑦اور 1 = 𝑚  ،پر درج کرنے 

 ہمیں ملتا ہے 

𝜑3(𝑚) = 1 − 𝑚 − 𝑚2 + 𝑚3
 

                                                                                 = 1(1 − 𝑚) − 𝑚2(1 − 𝑚) 

                                                                                 = (1 − 𝑚)(1 − 𝑚2) 

                                                                                 = (1 − 𝑚)2(1 + 𝑚) 

𝜑2(𝑚) = 2 + 2𝑚 − 4𝑚2
 

ووٹس کے ڈھال درجہ ذیل سے حاصل کرتے ہیں 

 

 ت
من
ب س

 اب ا

𝜑3(𝑚) = 0 

⇒                                                    (1 − 𝑚)2(1 + 𝑚) = 0 

𝑚     اس لیے = 1, 1, −1 

 کو اس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے𝑐اب 

𝑐 = −
𝜑2(𝑚)

𝜑′
3
(𝑚)

= −
2 + 2𝑚 − 4𝑚2

3𝑚2 − 2𝑚 − 1
 

𝑚 =  کو اس طرح سے حاصل کیا جاتا ہے𝑐کے لیے1−

𝑐 = −
2 + 2(−1) − 4(−1)2

3(−1)2 − 2(−1) − 1
= 1 

𝑚 اور𝑐  کی یہ  قیمت𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 ووٹ  ملتا ہے

 

 ت
من
ب س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

𝑦 = −𝑥 + 1 

𝑚تکراری روٹس   =  کو اس طرح سے حاصل کیا جا سکتا ہے𝑐 کے لیے 1

𝑐2

2
𝜑3

′′(𝑚) + 𝑐𝜑′
2
(𝑚) + 𝜑1(𝑚) = 0 

𝑐2

2
(−2 + 6𝑚) + 𝑐(2 − 8𝑚) + 1(1 + 𝑚) = 0 

𝑚 =  درج کرنے پر  1

𝑐2

2
(−2 + 6) + 𝑐(2 − 8) + (1 + 1) = 0 

2𝑐2    یا − 6𝑐 + 2 = 0 
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𝑐2    یا − 3𝑐 + 1 = 0 

𝑐    یا =
3±√5

2
 

𝑚 اور𝑐  کی یہ  قیمتیں𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 ووٹس  ملتے ہیں

 

 ت
من
ب س

 میں  درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل دو متوازی ا

𝑦 = 𝑥 +
3 + √5

2
 

𝑦 = 𝑥 +
3 − √5

2
 

𝑦3 - 7مثال  − 6𝑥𝑦2 + 11𝑥2𝑦 − 6𝑥3 + 𝑦 + 𝑥 = ووٹس حاصل 0

 

 ت
من
ب س

 ۔ کریںکے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے  - حل 

 ...(1)   𝑦3 − 6𝑥𝑦2 + 11𝑥2𝑦 − 6𝑥3 + 𝑦 + 𝑥 = 0 

𝑥میں الگ الگ   (  Terms)اور پہلے درجہ کے ارکان(Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجہ = 𝑦اور 1 = 𝑚 درج کر نے پر، ہمیں ملتا

 ہے۔

𝜑3(𝑚) = 𝑚3 − 6𝑚2 + 11𝑚 − 6 

𝜑2(𝑚) = 0 

𝜑1(𝑚) = 𝑚 + 1 

ووٹس کے ڈھال درجہ ذیل سے حاصل کرتے ہیں 

 

 ت
من
ب س

 اب ا

𝜑3(𝑚) = 0 

⇒                                                     𝑚3 − 6𝑚2 + 11𝑚 − 6 = 0 

𝑚)     یا − 1)(𝑚2 − 5𝑚 + 6) = 0 

𝑚)     یا − 1)(𝑚 − 2)(𝑚 − 3) = 0 

𝑚     اس لیے = 1, 2, 3 

 کواس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے𝑐اب 

𝑐 = −
𝜑2(𝑚)

𝜑′
3
(𝑚)

= 0 

𝑚اس لیے  روٹس   = 1, 2, 𝑐 کے لیے3 = 0 

𝑚 اور𝑐  کی یہ  قیمتیں𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐ووٹس  ملتے ہیں

 

 ت
من
ب س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

𝑦 = 𝑥 

𝑦 = 2𝑥 

𝑦 = 3𝑥 

𝑥) - 8مثال  − 2𝑦)2(𝑥 − 𝑦) − 4𝑦(𝑥 − 2𝑦) − (8𝑥 + 7𝑦) = ووٹس حاصل 0

 

 ت
من
ب س

 ۔ کریںکے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے  - حل 

 ...(1)  (𝑥 − 2𝑦)2(𝑥 − 𝑦) − 4𝑦(𝑥 − 2𝑦) − (8𝑥 + 7𝑦) = 0 
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𝑥میں الگ الگ   (  Terms)اور پہلے درجہ کے ارکان(Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجہ = 𝑦اور 1 = 𝑚 درج کر نے پر، ہمیں ملتا

 ہے۔

𝜑3(𝑚) = (1 − 2𝑚)2(1 − 𝑚) 

𝜑2(𝑚) = −4𝑚(1 − 2𝑚) 

𝜑1(𝑚) = −(8 + 7𝑚) 

ووٹس کے ڈھال درجہ ذیل سے حاصل کرتے ہیں 

 

 ت
من
ب س

 اب ا

𝜑3(𝑚) = 0 

⇒                                                  (1 − 2𝑚)2(1 − 𝑚) = 0 

𝑚     اس لیے =
1

2
,
1

2
, 1 

 کواس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے𝑐اب 

𝑐 = −
𝜑2(𝑚)

𝜑′
3
(𝑚)

=
−4𝑚(1 − 2𝑚)

(1 − 2𝑚)(5 − 6𝑚)
 

𝑚اس لیے    =  کے لیے1

𝑐 =
−4(1 − 2)

(1 − 2)(5 − 6)
= 4 

𝑚 اور𝑐کی یہ  قیمت𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐ووٹ  ملتا ہے۔

 

 ت
من
ب س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

𝑦 = 𝑥 + 4 

𝑚تکراری روٹس  =
1

2
 کو اس طرح سے حاصل کیا جا سکتا ہے۔𝑐کے لیے

𝑐2

2
𝜑3

′′(𝑚) + 𝑐𝜑′
2
(𝑚) + 𝜑1(𝑚) = 0 

𝑐2

2
(16 − 24𝑚) + 𝑐(−4 + 16𝑚) + (−8 − 7𝑚) = 0 

𝑚 =
1

2
 رکھنے پر  

𝑐2

2
(16 − 24 ×

1

2
) + 𝑐 (−4 + 16 ×

1

2
) + (−8 − 7 ×

1

2
) = 0 

   یا

𝑐2

2
(16 − 12) + 𝑐(−4 + 8) − (8 +

7

2
) = 0 

2𝑐2   یا + 4𝑐 − 23 = 0 

𝑐    یا =
−8±√64+368

8
= 1 ±

1

2
√27 = −1 ±

3√3

2
 

𝑚 اور𝑐کی یہ  قیمتیں𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐  ووٹس  ملتے ہیں۔

 

 ت
من
ب س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل دو متوازی ا

                                                                             𝑦 =
1

2
𝑥 − 1 ±

3√3

2
 

2𝑦     یا = 𝑥 − 2 ± 3√3 

ووٹس  4.3.4

 

 ت
من
ب س

 ( Asymptotes Parallel to Axes)محوروں کے متوازی ا
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𝑥  ووٹس جن کے لیے

 

 ت
من
ب س

ا 𝑚محور کے متوازی  = ووٹس جن کے  𝑦ہو عام طریقہ سے حاصل کیا جا سکتا ہے لیکن،     0

 

 ت
من
ب س

ا محور کے متوازی 

𝑚لیے  →  - ہو، اوپر بیان کیے گئے طریقے سے حاصل نہی کیا جا سکتا ہے  ∞

𝒚 ووٹس)یا انتص

 

 ت
من
ب س

ووٹس(:محور کے متوازی ا

 

 ت
من
ب س

  منحنی کی مساوات درجہ ذیل شکل میں ہےمان لو کہ دی گئی بی ا

 ...(1)  𝑦𝑛𝜑(𝑥) + 𝑦𝑛−1𝜑1(𝑥) + 𝑦𝑛−2𝜑2(𝑥) + ⋯ = 0 

𝑥جہاں    ⋯ ،𝜑2(𝑥) ،𝜑1(𝑥)،𝜑(𝑥)  میں کثیر رکنی ہیں۔ 

𝑦𝑛( کو  1مساوات )
 سے تقسیم کرنے پر حاصل ہے 

 ...(2)   𝜑(𝑥) +
1

𝑦
𝜑1(𝑥) +

1

𝑦2 𝜑2(𝑥) + ⋯ = 0 

𝑦 →  لینے پر ہمیں ملتا ہے∞

𝜑(𝑥) = 0 

𝑦𝑛اعظم ترین  قوت  والی رکن 𝜑(𝑥)یہاں ، ہم دیکھتے ہیں کہ  
⋯کے روٹس  𝜑(𝑥)ہے۔اگر   (Coefficient)کا ضریب     ،𝑥 = 𝑎2،𝑥 = 𝑎1  

ووٹس ہوں گے۔ 𝑦ہوں، ت  

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ا

𝑥 = 𝑎1, 𝑥 = 𝑎2 ⋯ 

𝑦𝑛اس لیے قاعدہ کے مطابق، دی گئی منحنی کی مساوات میں اعظم ترین  قوت  والی رکن 
ی جز ضربی   

قط

 Real Linear)کے ضریب میں حقیقی 

Factor)   کو صفر کے برابر رکھ کر𝑦ووٹس کو حاصل کرسکتے ہیں۔

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ا

𝑥  ووٹس: جیسا  کہ ہم نے

 

 ت
من
ب س

ووٹس کو حاصل کرنے  کے لیے کیا،  دی گئی منحنی کی مساوات میں اعظم  𝑦محور کے متوازی ا

 

 ت
من
ب س

محور کے متوازی ا

𝑥𝑛ترین  قوت  والی رکن 
و ضربی  

 

 
ی ج

قط

ووٹس کو  𝑥کو صفر کے برابر رکھ کر   (Real Linear Factor)ٖکے ضریب میں حقیقی 

 

 ت
من
ب س

محور کے متوازی ا

 حاصل کرسکتے ہیں۔ 

𝑥2𝑦2مساوات   - 9مثال  − 𝑎2(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑎3(𝑥 + 𝑦) + 𝑎4 = لیے  0 کی  کے  ووٹس 

 

 ت
من
ب س

ا متوازی  کے  محور  بھی  کسی 

 ۔ کریںمساوات حاصل  

 دی گئی مساوات ہے - حل 

𝑥2𝑦2 − 𝑎2(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑎3(𝑥 + 𝑦) + 𝑎4 = 0 

(1 )𝑥 :ووٹس

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ا

 دی گئی مساوات کو ہم اس طرح  سے لکھ سکتے ہیں 

𝑥2𝑦2 − 𝑎2𝑥2 − 𝑎2𝑦2 − 𝑎3(𝑥 + 𝑦) + 𝑎4 = 0 

𝑥2(𝑦2    یا − 𝑎2) − 𝑎2𝑦2 − 𝑎3(𝑥 + 𝑦) + 𝑎4 = 0 

𝑥2اعظم ترین  قوت  والے رکن 
 کے ضریب کو صفر کے برابر رکھنے پر ہمیں ملتا ہے  

𝑦2 − 𝑎2 = 0 

⇒                                                                             𝑦 = ±𝑎 

ووٹس ہیں۔𝑥جو کہ  

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ا
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 (2 )𝑦 :ووٹس

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ا

 دی گئی مساوات کو ہم اس طرح  سے لکھ سکتے ہیں

𝑦2(𝑥2 − 𝑎2) − 𝑎2𝑥2 − 𝑎3(𝑥 + 𝑦) + 𝑎4 = 0 

𝑦2اعظم ترین  قوت  والے رکن 
 کے ضریب کو صفر کے برابر رکھنے پر ہمیں ملتا ہے  

𝑥2 − 𝑎2 = 0 

⇒                                                                                     𝑥 = ±𝑎 

ووٹس ہیں۔𝑦جو کہ  

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ا

مساوات  -10مثال 

𝑎2

𝑥2
−

𝑏2

𝑦2
= ووٹس کی مساوات حاصل  لیے  1

 

 ت
من
ب س

 ۔کریںکسی بھی محور کے متوازی ا

 دی گئی مساوات ہے - حل 

 ...(1)     

𝑎2

𝑥2 −
𝑏2

𝑦2 = 1 

 دی گئی مساوات کو ہم اس طرح  سے لکھ سکتے ہیں 

     𝑥2𝑦2 − 𝑎2𝑦2 + 𝑏2𝑥2 = 0 

 ...(2)    𝑥2(𝑦2 + 𝑏2) − 𝑎2𝑦2 = 0 

(1  )𝑥 :ووٹس

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ا

𝑥2اعظم ترین  قوت  والے رکن 
 کے ضریب کو صفر کے برابر رکھنے پر ہمیں ملتا ہے  

𝑦2 + 𝑏2 = 0 

⇒                                                                                     𝑦 = ±𝑏𝑖 

ووٹس ہیں۔(Imaginary)جو کہ خیالی

 

 ت
من
ب س

 ا

(2  )𝑦 :ووٹس

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ا

 دی گئی مساوات کو ہم اس طرح  سے لکھ سکتے ہیں

𝑦2(𝑥2 − 𝑎2) + 𝑏2𝑥2 = 0 

𝑦2اعظم ترین  قوت  والی رکن 
 کے ضریب کو صفر کے برابر رکھنے پر ہمیں ملتا ہے  

𝑥2 − 𝑎2 = 0 

⇒                                                                                     𝑥 = ±𝑎 

ووٹس ہیں۔𝑦جو کہ  

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ا

ووٹس ہیں جو کہ  

 

 ت
من
ب س

 محور کے متوازی ہیں۔ 𝑦اس لیے دی گئی منحنی کے لیے صرف دو حقیقی ا

𝑥3(Folium)فولیم  - 11مثال  + 𝑦3 − 3𝑎𝑥𝑦 = ووٹس حاصل 0

 

 ت
من
ب س

 ۔کریںکے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے  - حل 

 ...(1)    𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑎𝑥𝑦 = 0 

ووٹس:   (1) 

 

 ت
من
ب س

ووں کے محور کے متوازی ا
ض

 

ت

 

خ
م
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ووٹس  𝑦اور      𝑥( ہیں اس لیے دی گئی منحنی کے Constantکی اعظم ترین قوت کے ضریب مستقل) 𝑦اور     𝑥چونکہ 

 

 ت
من
ب س

ا محور کے متوازی کوئی 

 نہی ہیں۔ 

ووٹس: (Oblique)اوبلک  (2) 

 

 ت
من
ب س

 ا

𝑥میں الگ الگ    (Terms) اور پہلے درجہ کے ارکان (Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجہ = 𝑦اور 1 = 𝑚  رکھ نے پر، ہمیں ملتا ہے 

𝜑3(𝑚) = 1 + 𝑚3
 

𝜑2(𝑚) = −3𝑎𝑚 

ووٹس کے ڈھال درج ذیل طریقے سے حاصل کرتے ہیں 

 

 ت
من
ب س

 اب ا

𝜑3(𝑚) = 0 

⇒                                                                     1 + 𝑚3 = 0 

𝑚)      یا + 1)(𝑚2 − 𝑚 + 1) = 0 

𝑚کی حقیقی قیمت 𝑚یہاں ہم  =  یتے ہیں۔ل1−

 کواس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے۔ 𝑐اب  

𝑐 = −
𝜑2(𝑚)

𝜑′
3
(𝑚)

= −
(−3𝑎𝑚)

3𝑚2
 

𝑚اس لیے  روٹس  =  کے لیے1−

 𝑐 =
−3𝑎

3
= −𝑎 

𝑚 اور𝑐   کی یہ  قیمتیں𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 ووٹس  ملتے ہیں

 

 ت
من
ب س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

𝑦 = −𝑥 − 𝑎 

𝑦      یا + 𝑥 + 𝑎 = 0 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  4.4

 ھا: پڑاس  اکائی میں ہم نے 

 نقاط حاصل کرنا  •

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

وٹی اور ا  

 

 ۔کان

ووٹس •

 

 ت
من
ب س

 ۔ کی بنیادی جانکاری  ا

ووٹس حاصل کرنا •

 

 ت
من
ب س

 ۔ جبری منحنی کے لیے ا

ووٹس حاصل کرنا •

 

 ت
من
ب س

 ۔ محوروں کے متوازی ا

 (Key Words)کلیدی الفاظ 4.5

ووٹس 

 

 ت
من
ب س

ووٹس،افُقی ا

 

 ت
من
ب س

ووٹس،  انتصبی ا

 

 ت
من
ب س

وٹی، ا  

 

 نقاط، کان

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

 ا
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 4.6

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 4.6.1

ووٹس ہوتے ہیں  .1

 

 ت
من
ب س

 ایک بند منحنی کے لیے کتنے ا

(a )  ووٹس نہی  )کوئی

 

 ت
من
ب س

ووٹس ) ( bا

 

 ت
من
ب س

ووٹس ) ( cایک ا

 

 ت
من
ب س

ووٹس  ( dلامحدود ا

 

 ت
من
ب س

 محدود ا

2. 𝑛 ووٹس کی تعداد ہے

 

 ت
من
ب س

 درجہ کی منحنی کے  ا

(a ) (  کم سے کم ایکb ) کم سے کم𝑛 (c)  زیادہ سے زیادہ𝑛 (d ) زیادہ سے زیادہ ایک 

ووٹس  نہی ہوتا ہے۔کوئی کے لیے  (Bounded Curve)محدود ی منحنی .3

 

 ت
من
ب س

 )صحی/غلط(ا

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  4.6.2

ووں کے محور 
ض

 

ت

 

خ
م

 ووں کے لیے 
ت

 

حن

 

می

ووٹس حاصل( Coordinate Axes)درجہ ذیل 

 

 ت
من
ب س

 کیجیے:  کے متوازی ا

1. 𝑦2𝑥 − 𝑎2(𝑥 − 𝑎) = 0 

2. 𝑥2𝑦 − 3𝑥2 − 5𝑥𝑦 + 6𝑦 + 2 = 0 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 4.6.3

ووٹس حاصل

 

 ت
من
ب س

 ووں کے لیے ا
ت

 

حن

 

می

 : کیجیے درجہ ذیل 

1. 𝑥2(𝑥 − 𝑦)2 + 𝑎2(𝑥2 − 𝑦2) = 𝑎2𝑥𝑦 

2. 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 3𝑥 = 0 

3. 𝑦3 − 𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 − 𝑦 + 1 = 0 

4. 𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦) = 𝑎(𝑥2 − 𝑎2) 
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 ٹریسن منحنی کی ۔ 5اکائی 

(Curve Tracing) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید   5.0

 مقاص    5.1

 کارتیسی مساوات کوٹریس کرنے کا طریقہ   5.2

5.3   𝑦 = 𝑓(𝑥)شکل کی مساوات 

5.4   𝑦2 = 𝑓(𝑥)شکل کی مساوات 

 پیرامیٹرک مساوات کو ٹریس کرنے کا طریقہ   5.5

 کرنا پولر مساوات کو ٹریس    5.6

 اکتسابی نتائج   5.7

 کلیدی الفاط   5.8

 نمونہ امتحانی سوالات    5.9

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  5.9.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات   5.9.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات  5.9.3
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 (Introduction)تمہید 5.0

اس اکائی میں ہم  عمومی کروٹریسن کے مسائل کا حل دیں گے۔ یہ دیکھا گیا ہے کہ زیادہ تر مساوات جن کو ہم ٹریس کرنا چاہتے ہیں   

𝑦 ،𝑥 اور𝑟حل کی جا سکتی ہیں۔ کچھ مساوات جو میں𝑥یا𝑦 میں بدلی نہی جا سکتی ہیں انہی پولر کی شکل میں بدل کر ٹریس کرتے ہیں۔ 

 (Objectives)مقاص 5.1

 اس اکائی کے مطالعہ کے بعد آپ اس قابل ہو جائیں گے کہ:  

 ۔ کارتیسی مساوات کو ٹریس کر سکیں •

 یس کر سکیں •

 
 

 ۔پیرا میٹرک مساوات کو ٹ

 ۔ پولر مساوات کو ٹریس کر سکیں •

 (Method of Tracing Cartesian Equations)مساوات کو ٹریس کرنے کا طریقہ  تیسیکار 5.2

 (iتازن )(Symmetry):  معلوم کریں کہ کیا منحنی(Curve) کے ساتھ تازن 

 

  

رکھتا ہے۔د رجہ ذیل جانکاری  (Symmetry)کسی بھی لائ

 کے مطابق عمل درآمد کریں۔

  کے ساتھ تازن میں ہوگا۔ (axis)محور 𝑥ہو ت اس کا منحنی  (Even)کی پاور سبھی ٹرمس میں جفت’y’اگر مساوات میں موجود (1)

 محور کے ساتھ تازن میں ہوگا۔yہو ت اس کا منحنی (odd)کی پاور سبھی ٹرمس طاق ’𝑥‘اگر مساوات میں موجود  (2)

𝑦کرنے پرمساوات پر کوئی فرق نہی پڑتا ہے ت اس مساوات کا منحنی(Interchange)کو انٹر چینج yاور 𝑥اگر  (3) = 𝑥  کے ساتھ تازن 

 میں ہوگا۔

𝑥اگر  (4) = −𝑦 اور𝑦 = −𝑥 دی ہوئی مساوات میں رکھنے پر مساوات پر کوئی فرق نہی پڑتاہے ت اس مساوات کا منحنی𝑦 = −𝑥 

 کے 

 ساتھ تازن میں ہوگا۔ 

𝑥اگر  ( 5) = −𝑥 اور𝑦 = −𝑦 رکھنے پر اس مساوات کی کور اپوزٹ کواڈرنٹ(Opposite Quadrant)  میں تازن میں ہوگا، اگر 

 مساوات میں کوئی بدلاؤ نہ ہو۔ 

 (ii مبدا) (Origin ): حاصل کریں۔اگر مبدا ایک ملٹی پل نقطہ  مماسسے ہو کر گزرتا ہے ت اس پر  مبدااگر منحنی(Multiple Point)  ہے 

 ت اس کا نیچر معلوم کریں۔ 

 (iii مشترکہ نقاط) (Common Points ):  اگر منحنی اور کورڈینیٹ محور کے درمیان مشترکہ نقطہ ہیں ت معلوم کریں۔ اگر اس طرح کے نقطہ 

 معلوم کریں۔ مماسموجود ہوں ت ان پر



81 

 

 (iv:ووٹ

 

 ت
من
ب س

  ( ا
م
ب س

  ا
ن

ووٹ حاصل کریں اور وہ نقطہ جن میں سے ہو کر 

 

ت
ووٹ

 

 ت
من
ب س

 منحنی سے ملتا ہوا لگتا ہے۔  ا

 (v:خط کا حصہ ) سطحکسی(Plane)کے اس حصہ کو معلوم کریں جس پر منحنی کا کوئی حصہ نہی پایا جاتا ہے۔ 

حاصل کریں   ایسا حصہ عموماً دی ہوئی مساوات کو ایک متغیر کو دوسرے متغیر کی ٹرمس میں حل رکھنے پر حاصل ہوتےہیں اور ایک متغیرکی قیمت

 بن جاتا ہے۔(Imaginary)خیالیجس وجہ سے دوسرامتغیر

 (vi :

 

ٹ

 

ت

 

ح ن
ی 

 

ن

)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 ہوں۔ (Parallel)محور کے متوازی   )مربوط(کورڈینیٹ مماسحاصل کریں اور وہ نقطہ جہاں 

 (vii:م

 م
ی

 

من

م و 

م
ی کس
م

اور خاص    (Decreasing)ہو  ہوا   تاگھٹ  اور  (Increasing)ہوا  بڑھتا  𝑦جہاں  ،  حاصل کریں(Intervals)آخر میں وہ وقفہ  (

ہو ، پر منحصر ہوتا ہے۔یہ تحقیقات  (Minimum or Maximum)ترین  اعظم یا  ادنا ترین  𝑦کی وہ قیمت جس کے لیے  𝑥طور پر  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کےحصول پر  

وقف  اس  منفی  اور  یا  مثبت  قیمت  کی  اس  میں  جس  میں  (Positive or Negative)پر  کریں۔جس  حاصل  بھی  وقفہ  وہ  اب  ۔  ہے  ہوتی 

و(Curve)منحنی  

 

 اوپر کی طرف یا نیچے کی طرف ہے اور خاص طور پر اس طرح منحنی  کو ٹریس کیا جاتا ہے۔ (Concave)کان

5.3 𝑦 = 𝑓(𝑥)کی شکل کی مساوات(Equation of the Form 𝑦 = 𝑓(𝑥) ) 

𝑦تفاع (Polynomial)یہ بات بتائی جا سکتی ہے کہ کثیر رکنی = 𝑓(𝑥)ووٹ نہی ہوتا ہے۔

 

 ت
من
ب س

 کا کوئی ا

𝑦۔  1مثال  = 𝑥3 − 12𝑥 −  کو ٹریس کریں۔16

 مساوات کو دیکھ کر درج ذیل باتیں ظاہر ہوتی ہیں: حل۔

 (i:تازن)یہ منحنی(Curve) کسی بھی لائن کے ساتھ تازن نہی رکھتا۔ 

 (ii ) نہی ہوتا۔  مبدااس پر :مبدا 

 (iii مشترکہ نقاط ) (4,0): یہ, ,0)اور  (2,0−)  پر کور ڈنیٹ محور کوکاٹتا ہے۔  (16−

 (iv :مشتق ) 

𝑦 = 𝑥3 − 12𝑥 − 16 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥2 − 12 = 3(𝑥2 − 4) = 3(𝑥 − 2)(𝑥 + 2) 

⇒                                    
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 6𝑥 

 (v: ما 
ی

 

من
ما  اور 
ی کس
م

 ذیل تحقیقات پر غورکریں:  درجہ (

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+1

𝑦 = limاور    ∞+
𝑛→−∞

y = −∞
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  رکھنے پر 0

3(𝑥 − 2)(𝑥 + 2) = 0
 

𝑥 = −2, 2
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ی]∞,2]میں اور [2−,∞−[وقفہ  ′𝑦ہیں کہ  اب ہم کہہ سکتے 

ل

 

ی
ک

ی  [2,2−]ہے۔ یہ (Strictly Increasing)بڑھتا ہوا   میں اسٹر

ل

 

ی
ک

میں اسٹر

 ہے۔(Strictly Decreasing)گھٹتا ہوا

(
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2)
𝑥=−2

= −12 < )اور 0
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2)
𝑥=2

= 12 > 0 

𝑥 اس لیےیہ = 𝑥ر پر اعلا ترین  او 2− =  پرادناترین  ہوگا 2

 

ی اور کا کا

 

شی
ئ ک

وٹی نو  

 

 :ن

(
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
)

𝑥=0

= 0 

)     اور 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2)
𝑥∈(−∞ ، 0)

< 0 

)     اور 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2)
𝑥∈(0,∞)

> 0 

وقفہ  یہ  لیے  ,∞−[اس  طرف    میں[0 کی  و  کا  نیچے   

 

وقفہ (Concave Downwards)ن اور  ی ں ]∞,0]ہے 
طرفم کی  و  کا  ا وپر   

 

ن

(Upwards) ہے۔ کیوں کہ

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2  اپنا نشان بدلتا ہے جیسے ہ𝑥0[صفر سے ہو کر گزرتا ہے۔  اس لیے,  کا نقطہ ہے۔ ]16−

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

 منحنی کا ایک ا

 ذیل شکل میں ہوگا۔  درجہاس طرح ہم کہہ سکتے ہیں کہ دیا  ہوا منحنی 

 

 :5.3.1شکل

𝑦 :2مثال   =
8𝑎3

𝑥2+4𝑎2کو ٹریس کریں۔ 
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 حل: 

 محور کے ساتھ تازن میں ہے۔𝑦منحنی تازن :

 یہ مبدا سے ہو کر نہی گزرتا ہے۔مبدا :

,0)محور کو𝑦یہ   مشترکہ نقاط: 2𝑎) پر کاٹتا ہے۔ اس لیے 𝑦 = 2𝑎0)نقطہ, 2𝑎) ہے۔ مماسپر ایک 

ووٹ

 

 ت
من
ب س

𝑦: ا = ووٹاس منحنی کے لیے ایک  0

 

 ت
من
ب س

 ہے۔  ا

 ہوگا۔ اس لیے یہ پہلے اور دوسرے کواڈرنٹ میں موجود ہوگا۔(Positive)مثبت 𝑦کی سبھی قیمتوں کے لیے  𝑥: رجن

 ما : 
ی

 

من
ما  اور 
ی کس
م

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−16𝑥𝑎3

(𝑥2 + 4𝑎2)2
 

 اس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ

𝑑𝑦

𝑑𝑥
< 0, ∀𝑥 > 0 

   اور 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
> 0, ∀𝑥 < 0 

,∞−[اس لیے وقفہ   ی  𝑦میں  [0

ل

 

ی
ک

وہ  ہے  گھٹتا ہوا  𝑦میں   ]∞,0]اور    ہے  بڑھتا ہوا  اسٹر اور  𝑥۔  = اور اس کی قیمت  𝑦پر  0 اعلا ترین ہوگا 

2𝑎ذیل ہوگی۔ درجہ ہوئے منحنی کی شکل یےہوگی۔ اس لیے د 

 

 :5.3.2شکل

5.4 𝑦2 = 𝑓(𝑥)شکل کی مساوات(Equation of the Form 𝑦2 = 𝑓(𝑥)) 
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𝑦2(𝑎2 : 3مثال   + 𝑥2) = 𝑥2(𝑎2 − 𝑥2)کو ٹریس کریں۔ 

 اس مساوات پر غور کرنے سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ حل۔ 

 یہ منحنی دونوں محور کے ساتھ تازن میں ہوگا تازن: 

𝑦سے ہو کر گزرتا ہے اور مبدا یہ  مبدا: = ±𝑥 ۔ اس لیے مبدا  نوڈہوں گے مماسدو اس کے(Node)ہوگا۔ 

,𝑎)،(0,0)محور کو  𝑥: یہ  مشترکہ نقاط ,𝑎−)اور  (0 ,𝑎)پر ملتی ہے۔ (0,0)محور کو صرف 𝑦پر اور  (0 ,𝑎−)اور  (0 𝑥مماس پر دو  (0 =

±𝑎۔ ہوں گے 

ووٹ: اس منحنی کے لیے کوئی بھی 

 

 ت
من
ب س

ووٹا

 

 ت
من
ب س

 نہی ہوگا۔   ا

𝑦رجن:دی ہوئی مساوات  = ±√
𝑎2−𝑥2

𝑎2+𝑥2  کو𝑥کی انہی قیمتوں کے لیے مان سکتے ہیں جس کے لیے 

−𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 ⟺ 𝑎2 − 𝑥2 ≥ 𝑥خطوطجس سے کہ یہ منحنی دو 0 = ±𝑎 کے درمیان رہتاہے ۔ 

 تفرق  کرنے پر ہم کہہ سکتے ہیں  𝑥دی ہوئی مساوات کوبہ لحاظ  انکریزنگ اور ڈکریزنگ:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎4−2𝑎2𝑥2−𝑥4

(𝑎2+𝑥2)
3

2⁄ (𝑎2−𝑥2)
1
2

→ 𝑥اگر∞ ⟶ −𝑎 اور𝑥 → 𝑎 

𝑎4اور ج کہ  − 2𝑎2𝑥2 − 𝑥4 = ت   0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

𝑥4)   اس سے + 2𝑎2𝑥2 − 𝑎4) = 0 

⇒ −{(𝑥2) − (√2 − 1)𝑎2}(𝑥2 + (√2 + 1)𝑎2) = 0 

⇒ (𝑥 − √(√2 − 1)𝑎)(𝑥 + √(√2 − 1)𝑎) (𝑥2 + (√2 + 1)𝑎2) = 0 

𝑥اس طرح   = ±𝑎√√2 − کے لیے 1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  اور ہم دیکھتے ہیں کہ 0

𝑥𝜖 (−𝑎, −𝑎√(√2 − 1)) ∪ (𝑎√(√2 − 1) , 𝑎) 

کے لیے ،

𝑑𝑦

𝑑𝑥
< 𝑥𝜖اور 0 (−𝑎√(√2 − 1), 𝑎√(√2 − کے لیے ((1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
>  ذیل ہوگا۔  ، اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی درجہ0
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 :5.4.1شکل

𝑦2(2𝑎 : 4مثال  − 𝑥) = 𝑥3
 کو ٹریس کریں۔

 ذیل باتیں ظاہر ہوتی ہیں۔  درجہمساوات کو دیکھ کر  حل۔

 ٹرم نہی ہے، اس لیے یہ مبدا (1)

 

ٹ

 

 ت
ن

 

ی
ش

 

ب

 سے ہو کر گزرے گا۔  مبدا: دی گئی مساوات میں کو

 محور کے ساتھ تازن میں ہوگا۔ 𝑥کی پاور سبھی ٹرمس میں جفت ہے، اس لیے اس کا منحنی  𝑦تازن:چونکہ دی گئی مساوات میں   (2)

 کی مساوات حاصل ہوگی۔   مماس:سب سے کم ڈگری کی ٹرمس کوصفر کےبرابر رکھنے پر ہمیں مماس (3)

2𝑎𝑦2 = 0 

⇒                                                                            y = 0 

ووٹ:  (4)

 

 ت
من
ب س

 کو صفر کے برابرر کھنے پر: 𝑦ا

 

ٹ

 

ن

 

 ش
فن

 

ب

 کی سب سے زیادہ پاور والی ٹرمس کے کو

2𝑎 − 𝑥 = 0 

⇒                                                                             𝑥 = 2𝑎 

 رجن: دی گئی مساوات سے ظاہر ہوتا ہے کہ  (5)

y = √
𝑥3

2𝑎 − 𝑥
 

سے زیادہ ہو جائے یا پھر صفر سے کم  2𝑎کی قیمت  𝑥ہو جاتی ہے۔اگر    (Immaginary)خیالیکی قیمت  𝑦اس سے یہ ظاہر ہوتا ہےکہ 

 ہو۔

𝑥اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی  > 2𝑎 اور𝑥 < ر ف نہی ہے۔اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی  0
ع

 

مت
ذیل   درجہکے لیے 

 ہوگا۔
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 :5.4.2شکل

𝑥𝑦2:  5مثال = 𝑎2(𝑎 − 𝑥) کو ٹریس کریں۔ 

 :ذیل باتیں ظاہر ہوتی ہیں درجہحل: دی گئی مساوات سے 

 مبدا: دی گئی مساوات سے ظاہر ہے کہ اس کا منحنی اوجن سے ہو کر نہی گزرتا ہے۔  (1)

 محور کے ساتھ تازن میں ہوگا۔ 𝑥کی پاور جفت ہے، اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی 𝑦تازن: چونکہ دی گئی مساوات میں   (2)

 کی مساوات حاصل ہوتی ہے۔ اس لیے مماسٹرمس کو صفر کے برابر رکھنے پرہمیں  درجہ کی : سب سے کم مماس (3)

𝑥 = 𝑎 

ووٹ:   (4)

 

 ت
من
ب س

 کی سب سے زیادہ پاور والی ٹرم کے ضریب کو صفر کے برابر رکھنے پر𝑦ا

𝑥 = 0 

ووٹ ہوگا۔𝑦محور کی مساوات ہے۔ اس لیے  𝑦جوکہ  

 

 ت
من
ب س

 محور منحنی کے لیے ایک ا

 رجن: دی گئی مساوات سے ظاہر ہوتا ہے کہ  (5)

𝑦 = 𝑎√
𝑎 − 𝑥

𝑥
 

y  قیمت اگر  خیالی کی  ہے۔  جاتی  ہو   𝑥  قیمت ہو  𝑎کی  زیادہ  منحنی  سے  کا  مساوات  گئی  دی  لیے  اس  کم۔  سے  صفر   یا 

𝑥 > 𝑎 اور𝑥 <  رجن میں نہی ہوگا۔ 0

 ذیل ہے:  درجہاب ہم دی گئی مساوات کا منحنی ٹریس کر سکتے ہیں جو 
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 :5.4.3شکل

𝑥3 : 6مثال   + 𝑦3 = 3𝑎𝑥𝑦کو ٹریس کریں۔ 

 ذیل باتیں ظاہر ہوتی ہیں۔  درجہحل: دی گئی مساوات کو دیکھ کر 

 سے ہو کر گزرتی ہے۔  مبدا (مبدا:دی گئی مساوات 1)

𝑦کوآپس میں بدلنے پر مساوات پر کوئی فرق نہی پڑتا، اس لیے منحنی، 𝑦اور 𝑥( تازن:دی گئی مساوات میں  2) = 𝑥  لائن کے ساتھ تازن

 میں ہوگا۔

𝑦( خاص نقطہ:دی گئی مساوات کا منحنی 3) = 𝑥 0)کو دو نقاط خط, )اور (0
3𝑎

2
,
3𝑎

2
 پر کاٹتی ہے۔ (

(4 
م
ب س

  ( ا
ن

 مساوات سے 

 

ووٹ: دی گ

 

ت
 

𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑎𝑥𝑦 = 0 

⇒                            (𝑥 + 𝑦)(𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2) − 3𝑎𝑥𝑦 = 0 

𝑥)یہاں   + 𝑦)ہ ایک خطی(Linear)  ووٹ ہے جو کہ

 

 ت
من
ب س

ا 𝑦فیکٹر ہے جس کی ڈگری سب سے زیادہ ہے۔ اس لیے منحنی کا ایک واحد  =

−𝑥 کے متوازی ہے، اس لیے   خط𝑥 + 𝑦 + 𝑎 = ووٹ ہے۔ 0

 

 ت
من
ب س

 ایک ا

𝑥(چونکہ  5) < 𝑦اور 0 <   گا۔ یےرڈینیٹ میں نہی آآحصہ تیسرے کو پر مساوات ثابت نہی ہوتی ہے اس لیے منحنی کا کوئی بھی0
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 :5.4.4شکل

𝑥2𝑦2: 7مثال  = 𝑎2(𝑦2 − 𝑥2) :کو ٹریس کریں 

 ذیل باتیں ظاہر ہوتی ہیں۔  درجہحل ۔ دی گئی مساوات کو دیکھنے پر 

 مبدا:دی گئی مساوات مبدا سے ہو کر گزرتی ہے۔  (1)

کا منحنی ′𝑦′تازن:)الف(چونکہ مساوات میں موجود   (2) دی گئی مساوات  اس لیے  پاور سبھی ٹرمس میں جفت ہے  محور کے  ′𝑥′کی 

 متوازی ہوگا۔ 

 محور کے متوازی ہوگا۔  𝑦کی پاور سبھی ٹرمس میں جفت ہے اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی  ′y′)ب( چونکہ مساوات میں موجود  

دی گئی مساوات کا منحنی بر عکس  𝑦−کی جگہ 𝑦اور  𝑥−کی جگہ  𝑥)ج(چونکہ  رکھنےپر مساوات میں کوئی بدلاؤ نہی ہوتا ہے۔اس لیے 

 کوارڈینیٹ میں متوازی ہوگا۔ 

 کی مساوات حاصل ہوتی ہے۔اس لیے  مماس:سب سے کم ڈگری ٹرمس کو صفر کے برابر رکھنے پرہمیں مماس (3)

𝑦2 − 𝑥2 = 0 

⇒                                                                                  𝑦2 = 𝑥2
 

⇒                                                                                     𝑦 = ±𝑥 

ووٹ:  (4)

 

 ت
من
ب س

 کو صفر کے برابر رکھنے پر 𝑦ا

 

ن ٹ

 

 ش
فن

 

ب

 کی سب سے زیادہ پاور کی ٹرمس کے کو

𝑥2 − 𝑎2 = 0 

⇒                                                                                  𝑥2 = 𝑎2
 

⇒                                                                                     𝑥 = ±𝑎 

 ذیل شکل کا ہوگا۔  درجہاس لیے دی گئی مساوات کا منحنی 
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 :5.4.5شکل

 (Method of Tracing a Parametric Equations)پیرا مٹرک مساوات کو ٹریس کرنے کا طریقہ 5.5

 پیرامٹرک مساوات کو ٹریس کرنے کا طریقہ ذیل مثال کی مدد سے سمجھا جا سکتا ہے۔

𝑦:پیڑامیٹرک مساوات  8مثال = 𝑏𝑠𝑖𝑛3𝜃،𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠3𝜃کو ٹریس کریں۔ 

 حل:دی ہوئ مساوات کو غور کرنے پر ہم اس نتیجے پر پہنچتے ہیں۔

,𝑥))الف(  𝑦)  ایک نقطہ𝐴(𝑎, 𝑜) سے بائیں طرف چلتا ہے اور پھر𝐵(0, 𝑏) تک اوپر کی طرف چلتا ہے، ج کہθϵ [0,
π

2
] 

,𝑥))ب(   𝑦)0)پھر, 𝑏)  0)سے بائیں طرف چل کر نیچے کی طرف چلتے ہوئے, −𝑏) پر پہنچتا ہے ج کہθϵ [
π

2
, 0] 

,𝑥))ج(  𝑦)  ایک نقطہ𝐴′(−𝑎, 𝑜)ر  نیچے کی طرف
چ لک
,𝐵′(0سے دائیں طرف  −𝑏) تک چلتا ہے، ج کہθϵ [π,

3π

2
] 

(𝑥, 𝑦)0)پھر, −𝑏)سے دائیں طرف چلتے ہوئے اوپر کی طرف(𝑎, 𝑜)تک پہنچتا ہے ج کہθϵ [
3π

2
، 2π] ہم حاصل کرتے ہیں۔

 

𝑑𝑦

𝑑𝜃
= 3𝑏𝑠𝑖𝑛2𝜃 cos 𝜃 اور

𝑑𝑥

𝑑𝜃
= −3𝑎𝑐𝑜𝑠2𝜃 sin 𝜃 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝜃

⁄

𝑑𝑥
𝑑𝜃⁄

= −
3𝑏𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

3𝑎𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃
=

𝑏

𝑎
𝑡𝑎𝑛 𝜃 ,

𝑑𝑥

𝑑𝜃
≠ 0 
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     اور پھر 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
→ 0, θ →  اور  0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
→ 0، 𝜃 → 𝜋 

    اور 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
→ ∞, θ →

π

2
 اور 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
→ ∞، 𝜃 →

3𝜋

2
 

,𝑎±)اس طرح   ,0)محور ہوگی اور 𝑥مماسپر (0 ±b)  مماسپر𝑦محور ہوگا۔ 

 

 :5.5.1شکل

𝑥:منحنی 9مثال = 𝑎(𝑡 + 𝑠𝑖𝑛 𝑡), 𝑦 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑡)کو ٹریس کریں۔ 

 حل: دی گئی پیرامیٹرک مساوات ہے۔

𝑥 = 𝑎(𝑡 + 𝑠𝑖𝑛 𝑡), 𝑦 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑡) 

 تفرق کرنے پر 𝑡بہ لحاظ 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑡),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝑡 

 اب 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡

⁄

𝑑𝑥
𝑑𝑡⁄

 

                                                                                  =
−𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝑡

𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑡)
 

                                                                                  =
−2𝑎 𝑠𝑖𝑛

𝑡

2
cos

𝑡

2

𝑎 (2 cos2 𝑡

2
)

 

= − tan
𝑡

2
 

 اب مندرجہ ذیل ٹیبل پر غور کرتے ہیں۔

𝜋 

𝜋

2
 

0 −
𝜋

2
 

−𝜋 𝑡 
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𝑎𝜋 𝑎 (
𝜋

2
+ 1) 

0 −𝑎 (
𝜋

2
+ 1) 

𝑥 = −𝑎𝜋 𝑥 

0 𝑎 2𝑎 𝑎 0 𝑦 

−∞ −1 0 1 ∞ 𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑡ہم دیکھتے ہیں کہ  = −𝜋 اور𝑡 = 𝜋  مماس پر𝑦  محور کے متوازی ہیں۔ یہ نقاط ہ ک(Cusp) کہلاتے ہیں۔اس کے ساتھ ہ𝑡 = پر 0

 کے متوازی ہے۔𝑥مماس

 ذیل ہے۔ درجہمندرجہ بالا گفتگو کے بعد دی گئی مساوات کو ٹریس کرنا آسان ہے جو کہ 

 

 :5.5.2شکل

 

 (Tracing Polar Equations)پولر مساوات کوٹریس کرنا  5.6

𝑟ذیل پہلوؤں کوذہن میں رکھ کر کسی پولر مساوات   درجہ = 𝑓(𝜃)کو ٹریس کیا جا سکتا ہے۔ 

 )الف(تازن: 

i. اگر𝑟 = 𝑓(𝜃)میںθ  کی جگہ−θرکھنے پر مساوات پر کوئی فرق نہی پڑتا ت وہ منحنی(Curve) کے گرد تازن میں ہوگا۔  خط ابتدائی 

ii.  اگر𝑟 = 𝑓(𝜃) میںθ کی جگہ(π − θ) رکھنے پر مساوات پر کوئی فرق نہی پڑتا ت یہ منحنی(Curve) خطθ =
π

2
کے گرد تازن  

 میں ہوگا۔

iii. منحنی پول کے گرد تازن میں ہوتا ہے۔ 

𝑟پول سے ہو کر گزرتا ہے۔یہ تبھی ممکن ہے ج (Curve))ب(پول:کوئی منحنی  = حاصل (Real Value)کی کوئی حقیقی قیمت θکے لیے 0

 ہوگی۔

ووٹ اگر ہوں ت حاصل کریں۔

 

 ت
من
س

ووٹ: منحنی کے لیے ا

 

 ت
من
ب س

 )ج( ا
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 خیالی 𝑟 کے درمیان کچھ قیمتوں کے لیے θ2اورθ1کی  θ: وہ رجن حاصل کریں جس میں منحنی موجود نہ ہو۔اگر ( Regions) یا علاق)د( رجنس

θت   ،ہو = 𝜃1   اورθ = 𝜃2   ۔ حصہ نہی ہوگاکوئی  کے درمیان منحنی کا 

𝑟ہوں ت منحنی 𝑏اور 𝑎کی سب سے چھوٹی اور سب سے بڑی قیمتیں  𝑟اگر = 𝑏 کے اندر اور𝑟 = 𝑎 کے باہر موجود ہوگا جہاں𝑎 > 0, 𝑏 > 0 

tan𝜑)ہ(   = 𝑟
dθ

d𝑟
 کی قیمت حاصل کریں۔𝜑کی مدد سے 

θاگر   = 𝜃1  ج کہ𝜙 = θت  0 = 𝜃1  ہوگی اور اگر    مماسمنحنی کے لیےφ =
𝜋

2
θت   = 𝜃2   ،ر یڈیس ویکٹر    مماسθ = 𝜃2 منحنی

 ۔ہوگا(Perpendicular)عمودپر

 (:Special Points)خاص نقاط 

اگر  

𝑑𝑟

𝑑𝜃
> بڑھے گا اور اگر  𝑟کے بڑھنے پر  θت 0

𝑑𝑟

𝑑𝜃
<  گھٹے گا۔𝑟کے بڑھنے پر  θت 0

  منحنی کو ٹریس کر سکتے ہیں۔یےکو دھیا ن میں رکھ کر ہم دیے  ہوان باتں 

𝑟: 01مثال  = 𝑎 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝜃کو ٹریس کریں۔ 

 حل :دی گئی مساوات ہے 

𝑟 = 𝑎 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

 مساوات کو دیکھنےکے بعد ہمیں تین صورتیں دکھائی دیتی ہیں۔ 

𝑎ج  )الف( > 𝑏ہو: 

i.  چونکہθ  کی جگہ−θ کے گرد تازن میں ہوگا۔  خط رکھنے پر مساوات پر کوئی فرق نہی پڑتا اس لیے منحنی ابتدائی 

ii. چونکہ𝑎 > 𝑏 اس لیے𝑟ہمیشہ مثبت ہوگا۔ 

 مندرجہ ذیل ٹیبل پر غور کریں: 

𝜋 2𝜋

3
 

𝜋

2
 

𝜋

3
 

0 θ 

𝑎 − 𝑏 
𝑎 −

𝑏

2
 

𝑎 

𝑎 +
𝑏

2
 

𝑎 + 𝑏 𝑟 
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 : 5.6.1شکل 

𝑎ج  )ب(   < 𝑏ہو : 

i.  کے گرد تازن میں ہوگا۔   خطدی گئی مساوات کا منحنی ابتدائی 

ii.  ج𝑟 =  ت 0

𝑎 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 0 

⇒                                                                            𝑐𝑜𝑠 𝜃 = −
𝑎

𝑏
 

⇒                                                                                     θ = cos−1 (−
𝑎

𝑏
) 

iii. جθ =  ،ت 0

𝑟 = 𝑎 + 𝑏 

 ے۔ 𝑟جو کہ 
ہ

 

 می
قی

 کی سب سے زیادہ 

iv. جθ = cos−1 (−
𝑎

𝑏
 ،ت منحنی مبدا سے ہو کر گزرتا ہے۔(

v. جθ کی قیمتcos−1 (−
𝑎

𝑏
𝑟کے درمیان ہو، ت πاور ( < θاورج 0 = π ت𝑟 = 𝑎 − 𝑏 

 اب مندرجہ ذیل ٹیبل پر غور کریں: 

𝜋 cos−1 (−
𝑎

𝑏
) < 𝜃 < 𝜋 cos−1 (−

𝑎

𝑏
) 

𝜋

2
 

0 θ 

𝑎 − 𝑏 
 منفی

0 𝑎 𝑎 + 𝑏 𝑟 
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 : 5.6.2شکل 

𝑎)ج( ج  = 𝑏ہو 

𝑎ج  = 𝑏ت ، 

𝑟 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 

i.   کے گرد تازن میں ہوگا۔ خط منحنی ابتدائی 

ii. جθ = 𝑟، ت 0 = 2𝑎  اور جθ = πت𝑟 = 0 

θاور ج  =
π

2
𝑟، ت = 𝑎 

 مندرجہ ذیل ٹیبل پر غورکریں: 

3𝜋

2
 

𝜋 2𝜋

3
 

𝜋

2
 

𝜋

3
 

0 θ 

𝑎 0 𝑎

2
 

𝑎 3𝑎

2
 

2𝑎 𝑟 

 

 : 5.6.3شکل 
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 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  5.7

 اس اکائی میں آپ نے سیکھا: 

 ۔ کارتیسی مساوات کو ٹریس کر نا۔1

 یس کر نا۔2

 
 

 ۔پیرا میٹرک مساوات کو ٹ

 ۔ پولر مساوات کو ٹریس کر نا۔3

 ( Key Words)کلیدی الفاظ 5.8

ٹریسن ، تازن، ابتدائ خط، برعکس کواڈرینٹ کارتیسی مساوات، پولرمساوات، کوآرڈینیٹ محور، منحنی، مساوات، متوازی، مبدا، پیرامٹرک  

 مساوات

 (Model Examination Questions)نمونہ  امتحانی سوالات  5.9

 ( Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 5.9.1

 کو آپس میں بدل دینے پر مساوات میں کوئی تبدیلی نہی ہوتی ت کر وکس کے گرد تازن میں ہوگا؟ 𝑦اور 𝑥اگر کسی مساوات میں   .1

میں   .2 مساوات  کسی  جگہ 𝑥اگر  جگہ 𝑦اور (𝑥−)کی  ت (𝑦−)کی  ہوتی  نہی  تبدیلی  کوئی  میں  مساوات  پر  رکھنے 

 منحنی......................تازن میں ہوگا۔

3. 𝑦2(2𝑎 − 𝑥) = 𝑥3
 ہے..........................  مماسکے لیے 

4. 𝑥2𝑦2 = 𝑥2 − 𝑎2
 ہے............................  مماسکے لیے 

5. 𝑟 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛 3𝜃منحنی میں کتنے لوپس ہوں گے؟  کی 

6. 𝑟 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃) ہے۔)صحیح یا غلط( خط ابتدائی 

 
 
 

 

 کے گرد تازن میں ن

7. 𝑟 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 2𝜃کے منحنی میں کتنے پولس ہوں گے؟ 

𝑟اگر  .8 = 𝑓(𝜃)  میںθ  کی جگہ(π − θ)  رکھنے پر مساوات پر کوئی فرق نہی پڑتا ،ت اس مساوات کا منحنیθ =
π

2
کے گرد    خط 

 تازن میں ہوگا۔)صحیح یا غلط؟( 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  5.9.2

1. 𝑦 = −
3

2
𝑥4 + 4𝑥3 + 3𝑥2 − 12𝑥کو ٹریس کریں۔ 

2. 𝑦 = (𝑥 + 1)2(𝑥 −  کو ٹریس کریں۔(3

3. 𝑦 = 𝑥4 − 2𝑥 +   ٹریس کریں۔کو10
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4. 𝑦 = (𝑥 + 2)(𝑥 − 3)(𝑥 −  کو ٹریس کریں۔(7

5. 𝑦 = 2𝑥5 − 3𝑥4 +  کو ٹریس کریں۔112

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 5.9.3

1. 𝑦2(𝑥 − 𝑎) = 𝑥2(𝑥 + 𝑎)کو ٹریس کریں۔ 

2. 𝑥2𝑦2 = 𝑥2 − 𝑎2
 کو ٹریس کریں۔

3. 𝑦2 = (𝑥 − 1)(𝑥2 − 5𝑥 +  کو ٹریس کریں۔(6

4. 𝑦2 =
2𝑥−1

𝑥2−1
 کو ٹریس کریں۔

5. 𝑦2 =
𝑥2(𝑥−𝑎)

3𝑎
 کو ٹریس کریں۔

6. 𝑦2 =
𝑥5(2𝑎−𝑥)

4𝑎4کو ٹریس کریں۔ 

7. 𝑦2 = 𝑥2(𝑥 −  کو ٹریس کریں۔(5

8. 𝑦2 =
𝑥2+1

𝑥2کو ٹریس کریں۔ 

9. 𝑥 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛 2𝜃(1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝜃), 𝑦 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 2𝜃(1 − 𝑐𝑜𝑠 2𝜃)کو ٹریس کریں۔ 

10. 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑐𝑜𝑡 𝜃کو ٹریس کریں۔ 

11. 𝑥 = 𝑎(3 𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 𝑐𝑜𝑠3𝑡), 𝑦 = 𝑎(3 𝑠𝑖𝑛 𝑡 − 𝑠𝑖𝑛3𝑡)کو ٹریس کریں۔ 

12. 𝑥 = 𝑎 (𝑠𝑖𝑛 𝑡 −
1

3
sin 3𝑡) , 𝑦 = 𝑎 (cos 𝑡 −

1

3
cos 3𝑡)کو ٹریس کریں۔ 

13. 𝑟 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 , 𝑎 >  کو ٹریس کریں۔0

14. 𝑟 = 𝑎𝑒𝑏𝜃, 𝑎 > 0, 𝑏 >  کو ٹریس کریں۔0

15. 𝑟 = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)کو ٹریس کریں۔ 

16. 𝑥4 + 𝑦4 = 4𝑎2𝑥𝑦کو پولر کی شکل میں بدل کر ٹریس کریں۔ 

17. 𝑥4 + 𝑦4 = 4𝑎2𝑥𝑦2
 کو پولر کی شکل میں بدل کر ٹریس کریں۔

18. 𝑟2 = 𝑎2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃کو ٹریس کریں۔ 

19. 𝑟 = 𝑎(𝜃 − sin 𝜃)کو ٹریس کریں۔ 

20. 𝑟 = 𝑎(1 − cos 𝜃)کو ٹریس کریں۔ 
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 ہاسپٹل قانون-Lوراغیرمتعینہ صورت ۔6اکائی 

(Indeterminate Form and L’Hospital’sRule ) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید   6.0

 مقاص    6.1

 غیرمتعینہ صورت    6.2

6.3   -Lہاسپٹل قانون 

 6.3.1  

0

0
 ہاسپٹل قانون-Lصورت کے لیے 

 6.3.2  

∞

∞
 ہاسپٹل قانونL-صورت کے لیے  

 6.3.3  0 ∙  ہاسپٹل قانونL -صورت کے لیے∞

 6.3.4  00, ∞0, 1∞
 ہاسپٹل قانون-Lصورت کے لیے  

 اکتسابی نتائج   6.4

 کلیدی الفاط   6.5

 نمونہ امتحانی سوالات    6.6

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  6.6.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات   6.6.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات  6.6.3
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 (Introduction)تمہید  6.0

 اس سیکشن میں ہم  

 

مٹ
ل

کو استعمال کرتے  (Derivative)کے نکالنے کے لیے ایسا آسان طریقہ استعمال کریں گے جس میں ہم  مشتق  

 ہیں۔اب تک ہم نے جو

 

مٹ
ل

یا تترسیمی   وہ  ن 
 
ن  ہ 
لی

طریقہ پر مبنی تھی لیکن اب جو طریقہ ہم  (Numerically)یا پھرعددی  (Graphically)  نکا

وہ  مشتق   اکثر کمپیوٹر  (Derivative)دیکھیں گے  کہ  رکھتا ہے  کی صلاحیت  دینے  جواب  اور صحیح  طاقتور  اتنا  یہ طریقہ  اور  ہے  کرتا  استعمال  کا 

 پروگرام اسی طریقہ کو استعمال کرتے ہیں۔ 

 

 (Objectives)مقاص  6.1

ت کے درمیان کا فرق معلوم کر سکیں گے  غیرمتعینہ صور اس اکائی کوپڑھنے کے بعد طالب علم اس قابل ہو جائیں گے کہ وہ مختلف   

 معلوم کر سکیں گے۔ غیرمتعینہ صورتکی مدد سے ان کی L’ Hospital’s Ruleاور 

 

 ( Indeterminate Forms)ت غیرمتعینہ صور   6.2

limہم جانتے ہیں کہ اگر  
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)  اورlim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)دونوںووجود رکھتے ہیں اورlim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) ≠  ہو ت 0

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
 

𝑙𝑖𝑚لیکن  کئی بار ایسا ہوتا ہے کہ
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚اور 0
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚ت بھی ہم  0
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 کی قدر 

 نکال سکتے ہیں ۔اس طرح کی 

 

مٹ
ل

کو ہم  

0

0
 :ت کہتے ہیں۔اب کچھ مثالیں دیکھیںغیرمتعینہ صور قسم  کی 

a) lim
𝑥→1

𝑥2−1

𝑥−1
= 2 

b) lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
= 1 

مثالیں  دونوں  گئی  دی  اوپر 

0

0
کی   صور قسم   مثال  غیرمتعینہ  کہ  ہیں  جانتے  ہیں۔ہم  ذہ(a)ت 

  

شمارک ہم  اگر    (Numerator)میں 

ایک جیسےارکان(Factor)کےفیکٹر اور  کر  ہم  (Cancel) کوکینسل(Term)نکال  ت  دیں   کر 

 

مٹ
ل

مثال     کہ  ج  ۔  ہیں  سکتے  کر  کو  (b)حاصل 

ایسی  (Geometrically)جیومترائ سی  بہت  پاس  ہمارے  لیکن  ہیں  سکتے  کر  صورتیںحل  الجبرائ غیرمتعینہ  ہم  ت  نہ  کو  جن  ہیں  ہوتی   

(Algebraically)  اور نہ ہ جیومترائ طریقہ سےحل کر سکتے ہیں، اس لیے ہم کو ایک ایسے طریقہ کی ضرورت ہے جو عام ہو اور صحیح جواب

 کہتے ہیں۔ہم کو یاد رکھنا چاہیے کہL’ Hospital’s Ruleدینے کی صلاحیت رکھتا ہو۔ اس طریقہ کو ہم

0.∞، ∞ − ∞، 0°، 1∞
°∞اور 

 

 تیں ہیں۔غیرمتعینہ صور بھی 
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6.3 -L  ہاسپٹل قانون(L’Hospital’s Rule) 

6.3.1  

0

0
 L’ Hospital’s Rule for)ہاسپٹل قانونL-صورت کے لیے  

0

0
 form  ) 

 اس طرح کے تفاعلات ہیں کہ  gاور 𝑓 کہ مان لیجیے :قضیہ

i. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚اور 0
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 0 

ii. 𝑓′(𝑥), 𝑔′(𝑥)  وجود رکھتے ہیں اور𝑔′(𝑥) ≠ 0, 𝑔(𝑥) ≠  ز 0
ی
𝑥جہاں ∈ (𝑎−∈, 𝑎+∈) 

  کو چھوڑ کر𝑎ممکنہ طور پر  

iii. lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 وجود رکھتا  ہے۔ 

lim    ت
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 

 مان لیتے ہیں ثبوت  :

 𝑓(𝑎) = 0                                      … 𝑔(𝑎)اور (1) = 0 

 استعمال کر کے دیکھتے ہیں کہ   کومساوات ت ہم اس اوپر کی 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑎) اور𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

 پر مسلسل ہیں۔ 𝑎،نقطہ 𝑔اور 𝑓اس سے ہم کو یہ معلوم ہوتا ہے کہ

,𝑎]اب ایک وقفہ 𝑥] کو دیکھتے ہیں جہاں پر𝑥 > 𝑎 

i. 𝑓 اور𝑔دونوں[𝑎, 𝑥]میں مسلسل ہیں۔ 

ii. 𝑓 اورg دونوں(𝑎, 𝑥)میں تفرق پزیر ہیں۔ 

iii. ∀𝑝 ∈ (𝑎, 𝑥),      𝑔′(𝑝) ≠ 0 

𝑐کی تمام شرائط پوری ہوتی ہیں ت ایک نقطہ   (Cauchy’s Mean Value Theorem)اس طرح سےکوشی کے اوست قیمت قضیہ   ∈

(𝑎, 𝑥)کچھ اس طرح سے وجود رکھتا ہے کہ 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)
=

𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
 

⇒                                                        
𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
=

𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
, 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑥) 

𝑥کیوں کہ   → 𝑎,  ت𝑐 → 𝑎اس لیے 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑐→𝑎

𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 

L’ Hospital’s Rule :استعمال کرنے کا طریقہ 

Step-I :   معلوم کیجیے کہ

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 یک  

 

کی لم

0

0
 ہے۔ غیرمتعینہ صورت کی قسم 
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Step-II : 𝑓 اور𝑔کیجیے۔تفرق الگ الگ  کا 

Step-III : 

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 کی

 

مٹ
ل
ووم کیجیے، اگر یہ 

معل

 

می
ل

ت یہ ہو-∞یا+∞، متناہ

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
ے برابر ہوگی۔

ک

 

ی
م
ل

 کی 

 : نوٹ 

i. L’ Hospital’s Rule میں ہم𝑓(𝑥) اور𝑔(𝑥) کو الگ الگ 

 

کرنا   تفرقیں گے۔ ہم کو یہ یاد رکھنا چاہیے کہ ان کو تفرق

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 تفرقکو 

 کرنے سے الگ ہے۔

ii.   یہ بھی ہو سکتا ہے کہ𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
بھی 

0

0
کو دوبارہ استعمال کریں گے۔ اس  L’ Hospital’s Ruleصورت میں ہو۔اس  صورت میں ہم  

 کا مطلب یہ ہے کہ

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑔

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓′′(𝑥)

𝑔′′(𝑥)
 

 کی ساری شرائط پوری کرتے ہیں۔L’ Hospital’s Ruleدونوں 𝑓اور 𝑔جہاں پر  

iii.  اس قانون  کو ہم کچھ اس طرح سے بھی تعمیم(Generalize) :کر سکتے ہیں 

limہیں کہ    تفاعلات ایسے  𝑔(𝑥)اور 𝑓(𝑥)اگر  
𝑥→𝑎

𝑓(𝑛−1)(𝑥)

𝑔(𝑛−1)(𝑥)
ایک  

0

0
اور    متعینہ صورت  قسم کی غیر   ’𝑔𝑛(𝑥)Lاور 𝑓𝑛(𝑥)ہے 

Hospital’s Rule،کی تمام شرائط پوری کرتے ہیں ت 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= ⋯ = lim

𝑥→𝑎

𝑓𝑛(𝑥)

𝑔𝑛(𝑥)
 

:1)مثال   دی تھی (   اوپر ایک مثال  𝑙𝑖𝑚ہم نے 
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
𝑙𝑖𝑚ہم جانتے ہیں کہ  

𝑥→0
𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚اور 0

𝑥→0
𝑥 = یہ ایک 0 اس لیے 

0

0
غیر متعینہ کی  

𝑠𝑖𝑛سےحل کرتے ہیں۔ اب  L’ Hospital’s Ruleہے۔اب ہم اس کو    صورت 𝑥   اور𝑥کیجیے اور    تفرقکو

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 کی  

 

مٹ
ل

معلوم کیجیے۔اگر یہ    

کے برابرآتی ہے ت یہ ∞−یا,∞+(Finite)متناہ

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 کی 

 

مٹ
ل

 کے برابر ہوگی۔  

 اس لیے

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 𝑥

1
= 1 

⇒                                                       𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
= 1 

lim(  : 2)مثال 
𝑥→3

𝑥4−81

𝑥3−27
 کو معلوم کیجیے۔

𝑓(𝑥)حل:مان لیجیے  = 𝑥4 − 𝑔(𝑥)اور 81 = 𝑥3 − 27 

limت
𝑥→3

𝑥4 − 81 = limاور 0
𝑥→3

𝑥3 − 27 =  اس لیے0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑥4−81

𝑥3−27
ایک 

0

0
 کا استعمال کرتے ہیں۔ L’ Hospital’s Ruleہے۔اس لیے ہم  غیر متعینہ صورتقسم کی 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥4 − 81

𝑥3 − 27
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→3

4𝑥3

3𝑥2
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                                                                                           = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

4

3
𝑥 

                                                                                           =
4

3
× 3 = 4 

𝑙𝑖𝑚(  : 3) مثال 
𝑥→3

𝑥2−9

𝑥−3
 ایک ہ جواب دیتے ہیں۔ (Factoring)اورفیکٹرنگ L’ Hospital’s Ruleکو حاصل کریں اور دکھائیں کہ 

limحل:ہم جانتے ہیں کہ  
𝑥→3

𝑥2 − 9 = 𝑙𝑖𝑚اور 0
𝑥→3

𝑥 − 3 =  ہے اس لیے یہ 0

 

مٹ
ل

0

0
 ہے۔  غیر متعینہ صورتقسم کی ایک  

 لگاتے ہیں L’ Hospital’s Ruleہم 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥2 − 9

𝑥 − 3
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→3

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥2 − 9]

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥 − 3]

 

                                                                                  = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

2𝑥

1
 

= 6 

 اب ہم دوبارہ اسی 

 

مٹ
ل

 کو فیکٹرکر کے حاصل کرتے ہیں۔  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥2 − 9

𝑥 − 3
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→3

(𝑥 − 3)(𝑥 + 3)

(𝑥 − 3)
 

                                                                              = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

(𝑥 + 3) 

                                                                              = 6 

 ت ا س طرح سے ہم دیکھ سکتے ہیں کہ ہم کو دونوں طریقوں سے ایک ہ قیمت حاصل ہو رہ ہے۔

 کو ایک سے زیادہ بار استعمال کرتے ہیں۔ L’ Hospital’s Ruleاب ہم ایک مثال لیتے ہیں جس میں 

𝑙𝑖𝑚(  : 4)مثال 
𝑥→0

7−7𝑐𝑜𝑠 𝑥

17𝑥2 کو حاصل کریں۔ 

𝑙𝑖𝑚حل: ہم دیکھتے ہیں کہ  
𝑥→0

7 − 7 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚اور 0
𝑥→0

17𝑥2 = یہ ایک 0 ، اس لیے 

0

0
اب ہم    غیر متعینہ صورتکی  قسم     ’Lہے۔ 

Hospital’s Ruleکو استعمال کرتے ہیں 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

7 − 7 𝑐𝑜𝑠 𝑥

17𝑥2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

7 𝑠𝑖𝑛 𝑥

34𝑥
 

                                                                                    =
7

34
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
 

 لیکن ہم کو جو نئی 

 

مٹ
ل

حاصل ہوئی ہے وہ بھی ایک  

0

0
𝑙𝑖𝑚قسم کی غیر متعینہ صورت ہے کیوں کہ  

𝑥→0
𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚اور 0

𝑥→0
𝑥 = 0 

 کا استعمال کریں گے۔ L’ Hospital’s Ruleاس لیے ہم دوبارہ سے 

7

34
(𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
) =

7

34
(𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 𝑥

1
) 

                                                                                =
7

34
(𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 𝑥) 

                                                                                =
7

34
× 1 =

7

34
 

𝑙𝑖𝑚(  :  5)مثال 
𝑥→0

𝑒𝑥−1

𝑥3
 کو معلوم کیجیے۔
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𝑒𝑥حل:ہم دیکھتے ہیں کہ   − 𝑥3اور 1
 دونوں کی  

 

مٹ
ل

ہے۔اس لیے یہ ایک   0کی قدر    

0

0
 L’Hospitalقسم کی غیر متعینہ صورت ہے۔اب  ہم  

Rule کا استعمال کریں گے۔ 

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥3
= lim

𝑥→0

𝑑

𝑑𝑥
[𝑒𝑥 − 1]

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥3]

 

                                                                                   = lim
𝑥→0

𝑒𝑥

3𝑥2
 

                                                                                   = +∞ 

 کو استعمال کرنے سے پہلے ہمیشہ یہ بات یاد رکھنی چاہیے کہ  L’ Hospital’s Ruleنوٹ:

 

مٹ
ل

 ہے ورنہ جو   غیر متعینہ صورتایک    

 

مٹ
ل

حاصل کی   

 جائے گی وہ غلط ہوگی اس کو ایک مثال سے سمجھتے ہیں۔ 

𝑙𝑖𝑚مان لیجیے کہ   
𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑒𝑐 𝑥
 ۔ نا ہےکو حاصل کر 

 نہی ہے اور ہم اس کی  صورتہم جانتے ہیں کہ یہ ایک غیر متعینہ 

 

مٹ
ل

 کچھ اس طرح سے نکال سکتے ہیں:   

lim
𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑒𝑐 𝑥
=

lim
𝑥→0

(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥)

lim
𝑥→0

(𝑠𝑒𝑐 𝑥)
 

=
0

1
= 0 

 لگاکر دیکھتے ہیں ت ہم پائیں گے کہL’ Hospital’s Ruleاور اگر ہم 

lim
𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑒𝑐 𝑥
= lim

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑠𝑒𝑐 𝑥 tan 𝑥
 

= lim
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑒𝑐 𝑥
 

                                                                                     =
1

1
= 1 

 ت اس سے ہم کو ایک مختلف  

 

مٹ
ل

 لگانے سے پہلے یہ ضرور دیکھ لیں کہ    L’ Hospital’s Ruleحاصل  ہوتی ہے جو غلط ہے۔ اس لیے    

 

یک  غیر  لم

 ہے۔  صورتمتعینہ 

6.3.2 

∞

∞
 L’ Hospital’s Rule for)ہاسپٹل قانونL-کے لیے  صورت 

∞

∞
 form) 

ہم  

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 کی  

 

مٹ
ل

کو  

∞

∞
ذہکہتے ہیں   غیر متعینہ صورتقسم کی  

  

 کی  (Numerator)اگرشمارک

 

مٹ
 کی  (denominator)ذیلیآئےاور ∞ل

 

من
ل

ی

 ھ
ی

ہو۔ ∞

 کو استعمال کر سکتے ہیں۔L’ Hospital’s Ruleکو حل کرنے کے لیے بھی  غیر متعینہ صورتاس طرح کی 

 :(کرتے ہیں satisfyہیں  جو مندرجہ ذیل کو مطمئن )  تفاعلاتدو اس طرح کے  gاور 𝑓قضیہ: 

i. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚اور ∞
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = ∞ 

ii. 𝑓′(𝑥), 𝑔′(𝑥)  واجود رکھتے ہیں اور𝑔′(𝑥) ≠ 0, 𝑔(𝑥) ≠  ز 0
ی
𝑥جہاں ∈ (𝑎−∈, 𝑎+∈), ∈> 0 

  ۔ کو چھوڑ کر 𝑎ممکنہ طور پر  



103 

 

iii. lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 وجود رکھتا ہے

lim     ت
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 

 دو ایسے نقطے ہیں جو   bاور 𝑥مان لیتے ہیں ثبوت  :

𝑎 < 𝑥 < 𝑏 < 𝑎 + 𝜖 

,𝑥]کسی وقفہ 𝑔اور 𝑓کہکومطمئن کرتےہیں، ت  ہم آسانی سے دکھاسکتے  ہیں  𝑏]  میں کوشی کے اوست قیمت قضیہ کی تمام شرائط کو پورا کرتے ہیں اس

𝑐لیے ہمارے پاس ایک نقطہ   ∈ (𝑥, 𝑏) ایسا ہوگا کہ 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑥)
=

𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
 

 ...(2)    ⇒                                            
𝑓(𝑥)[

𝑓(𝑏)

𝑓(𝑥)
−1]

𝑔(𝑥)[
𝑓(𝑏)

𝑔(𝑥)
−1]

=
𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
 

 کیوںکہ ہم جانتے ہیں کہ

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞, lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑏)

𝑓(𝑥)
= 0 

limاسی طرح سے ہم دکھا سکتے ہیں کہ  
𝑥→𝑎

𝑔(𝑏)

𝑔(𝑥)
= 0 

 ( میں استعمال کرتے ہیں  2ان سب باتں کو ہم مساوات )

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑐→𝑎

𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
 

𝑥کیوں کہ   → 𝑎 ⇒ 𝑐 ⟶ 𝑎 

= lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 

جس طرح سے ہم نے  :نوٹ 

0

0
کو اعلا مشتق کے لیے بڑھایا  تھا اسی طرح    L’ Hospital’s Ruleصورت کے  

0

0
 صورت کو بھی کر سکتے ہیں۔  

lim:  (6) مثال
𝑥→0

1−cos𝑥2

𝑥2 sin𝑥2 حاصل کیجیے۔ 

 حل: ہم کو دیا گیا ہے 

1 − cos 𝑥2

𝑥2 sin 𝑥2
=

1 − cos 𝑥2

𝑥2 ∙ 𝑥2
∙

𝑥2

sin 𝑥2
 

 لیکن ہم جانتے ہیں کہ  

lim
𝑥→0

𝑥2

sin 𝑥2
= 1 

 اس لیے

lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥2 sin 𝑥2
= lim

𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥4
∙ lim
𝑥→0

𝑥2

sin 𝑥2
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                                                                            = lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥4
∙ 1 

                                                                            = lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥4
 

limلیکن ہم دیکھتے ہیں کہ  
𝑥→0

(1 − cos 𝑥2) = limاور  0
𝑥→0

(𝑥4) =  اس لیے یہ  0

 

مٹ
ل

صورت  

0

0
 میں ہے ت ہم 

L’ Hospital’s Ruleاستعمال  کر تے ہیں 

lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥4
= lim

𝑥→0

2𝑥 sin 𝑥2

4𝑥3
 

                                                                                        =
1

2
(lim

𝑥→0

sin 𝑥2

𝑥2
) 

                                                                                        =
1

2
× 1 

                                                                                        =
1

2
 

lim:  (7) مثال
𝑥→0+

ln 𝑥

csc𝑥
 کی قدرنکالیے۔

کی    حل: ہم دیکھتے ہیں کہ متناہ 

 

مٹ
اور ∞−ل  کی  (denominator)ذیلیہے 

 

مٹ
پاس   ∞+ل اس طرح سے ہمارے  ہے 

∞

∞
کی    غیر متعینہ  قسم 

 کا استعمال کرتے ہیں L’ Hospital’s Ruleہے ۔ ہم صورت

lim
𝑥→0+

(
ln 𝑥

csc 𝑥
) = lim

𝑥→0+
(

1

𝑥

−csc 𝑥 cot 𝑥
) 

لیکن ہم دیکھتے ہیں کہ ہمیں دوبارہ سے  

∞

∞
  

کت 

 ز  متعینہ صورت قسم 
ی

 

ع
کا استعمال کرتے ہیں  L’ Hospital’s Ruleملتی ہے ۔ اب اگر ہم دوبارہ سے    

ت 

1

𝑥
پاور  ا ہ 

 

ی

 

 من
کی

(Power)   اور ہے  cscمیں  (denominator)ذیلیملتی  𝑥 cot 𝑥  بھی بار  جتنی  ہم  سے  طرح  اس  ہے۔  ملتی  رکن   ’Lکی 

Hospital’s Rule   کا استعمال کرتے ہیں ہمیں

∞

∞
  

کت 

 ز  متعینہ صورتقسم 
ی

 

ع
ہ ملتی ہے ۔ اس لیے کسی اور طریقہ کا استعمال کریں گے۔ ہم اپنی  پچھلی   

 مساوات کا استعمال کریں گے ۔ 

lim
𝑥→0+

1

𝑥

−csc 𝑥 cot 𝑥
= lim

𝑥→0+
(
− sin 𝑥

𝑥
tan 𝑥) 

                                                                                     = − lim
𝑥→0+

(
sin 𝑥

𝑥
) ∙ lim

𝑥→0+
(tan 𝑥) 

                                                                                     = −(1)(0) 

                                                                                     = 0 

⇒                                                            lim
𝑥→0+

ln 𝑥

csc 𝑥
= 0 

lim:  (8)مثال
𝑥→

𝜋

2

tan3𝑥

tan𝑥
 کو حاصل کیجیے۔ 

حل: ہم دیکھتے ہیں کہ یہ ایک  

∞

∞
صورت ہے اس لیے ہم قسم کی  

∞

∞
 ۔  کریں گےکا استعمال L’ Hospital’s Ruleکا 

lim
𝑥→

𝜋

2

tan 3𝑥

tan 𝑥
= lim

𝑥→
𝜋

2

3 sec2 3𝑥

sec2 𝑥
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                                                                                    = lim
𝑥→

𝜋

2

3 cos2 𝑥

cos2 3𝑥
 

                                                                                    = lim
𝑥→

𝜋

2

−6cos 𝑥 sin 𝑥

6 cos 3𝑥 sin 3𝑥
 

                                                                                    = lim
𝑥→

𝜋

2

−sin 2𝑥

sin 6𝑥
 

                                                                                    = lim
𝑥→

𝜋

2

2 cos 2𝑥

6 cos 6𝑥
 

                                                                                    =
1

3
lim
𝑥→

𝜋

2

cos 2𝑥

cos 6𝑥
 

                                                                                    =
1

3
 

lim:  (9) مثال
𝑥→0

(
1

𝑥
−

1

sin𝑥
 معلوم کیجیے۔  (

limہم دیکھتے ہیں کہ  حل:  
𝑥→0

(
1

𝑥
−

1

sin𝑥
∞ایک   ( − ہے۔ اس صورت کو ہم  (Form)صورت  ∞

0

0
یا   

∞

∞
کی صورت میں تبدیل کر سکتے ہیں۔ 

 اس لیے

lim
𝑥→0

(
1

𝑥
−

1

sin 𝑥
) = lim

𝑥→0
(
sin 𝑥 − 𝑥

𝑥 sin 𝑥
) 

                                                                                       = lim
𝑥→0

(
sin 𝑥 − 𝑥

𝑥2
) (

𝑥

sin 𝑥
) 

limچوں کہ
𝑥→0

(
𝑥

sin𝑥
) =  اس لیے1

(
0

0
lim   (صورت 

𝑥→0
(
sin𝑥−𝑥

𝑥2 ) (
𝑥

sin𝑥
) = lim

𝑥→0
(
sin𝑥−𝑥

𝑥2 ) 

(
0

0
=   (صورت  lim

𝑥→0
(
cos𝑥−1

2𝑥
) 

                                                                                              = lim
𝑥→0

(
− sin 𝑥

2
) = 0 

6.3.3 0 ∙ L’ Hospital’s Rule for 0)ہاسپٹل قانون -L صورت کے لیے ∞ ∙ ∞ Form) 

دو    کو اس طرح رکھیں کہ پہلے کی  𝑔اور  𝑓تفاعلات اگر ہم 

 

مٹ
دوسرے کی 0ل ت  ∞اور  𝑓ہو  ∙ 𝑔  کی 

 

مٹ
0ل ∙ پر  ∞ ہوگی۔ مثال کے طور 

lim
𝑥→0+

𝑥 ln 𝑥 کو لیتے ہیں ۔ اس میں پہلے فیکٹر(Factor)  کی 

 

مٹ
limہے۔ اس لیے ∞−ہے اور دوسرے کی   0ل

𝑥→0+
𝑥 ln 𝑥 0ایک ∙ قسم   ∞

0کی غیر متعینہ صورت ہے۔ ہم کئی بار   ∙ لگا کر    L’ Hospital’s Ruleکی صورت میں لکھ کر اورپھر اس پر  ratioقسم کی غیر متعینہ صورت کو   ∞

 نکالتے ہیں۔ 

lim:  (10)مثال
𝑥→

𝜋

4

(1 − tan 𝑥) sec 2𝑥کو حاصل کیجیے۔ 

0حل: ہم دیکھتے ہیں کہ یہ ایک   ∙ کو ہم  (Form)۔ اس لیے ہم اس صورت  قسم کی غیر متعینہ  صورت ہے ∞

0

0
میں تبدیل   غیر متعینہ  صورتکی 

 کر تے ہیں۔  
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lim
𝑥→

𝜋

4

(1 − tan 𝑥) sec 2𝑥 = lim
𝑥→

𝜋

4

(1 − tan 𝑥)

1/ sec 2𝑥
 

                                                                                             = lim
𝑥→

𝜋

4

(1 − tan 𝑥)

cos 2𝑥
 

                                                                                             = lim
𝑥→

𝜋

4

−sec2 𝑥

−2 sin 2𝑥
 

                                                                                             =
−2

−2
= 1 

lim(:  11مثال)
𝑥→1

sec (
𝜋

2
𝑥) log (

1

𝑥
 حاصل کیجیے۔ (

0حل: ہم دیکھتے ہیں کہ یہ ایک   ∙  کی (Form)صورت ∞

 

مٹ
ل

 ( میں تبدیل کر تے ہیں۔ Ratioہے اس لیے ہم اس کوریشو) 

lim
𝑥→1

sec (
𝜋

2
𝑥) log (

1

𝑥
) = lim

𝑥→1

log (
1

𝑥
)

cos (
𝜋

2
𝑥)

 

                                                                                              = lim
𝑥→1

𝑥 (−
1

𝑥2)

−
𝜋

2
sin (

𝜋

2
𝑥)

=
2

𝜋
 

lim:  (12)مثال
𝑥→1

(1 − 𝑥) 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

2
𝑥) کو حاصل کیجیے۔ 

 حل: یہ 

 

مٹ
0ل ∙ کی ہے اس لیے ہم اس کو   (Form)صورت ∞

0

0
 میں تبدیل کر تے ہیں۔  غیر متعینہ  صورتکی  

lim
𝑥→1

(1 − 𝑥) 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

2
𝑥) = lim

𝑥→1

(1 − 𝑥)

𝑐𝑜𝑡 (
𝜋

2
𝑥)

 

                                                                                              = lim
𝑥→1

−1

−
𝜋

2
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 (

𝜋

2
𝑥)

 

                                                                                              =
2

𝜋
 

0کیا    نوٹ: ∙ 0ہوگی؟ 0قدر  کوئی  قسم کی غیرمتعینہ  صورت کی  ∞ ∙ ہوگی۔ کیوں کہ ہم کسی  0قدر  اس کی  سوچ سکتا ہے کہ  کوئی  کو دیکھ کر  ∞

0ملتا ہے۔ لیکن یہاں پر ایسا نہی ہے کیوں کہ  0سے ضرب دیں ت ہم کو   0بھی چیز کو اگر   ∙  کن ہ  دو نمبرات کا ضرب نہی ہے بلکہ  ∞

 

مٹ
ل

  

 ہے۔ مندرجہ مثالیں اس کو واضح کرتی ہیں۔ 

(i) lim
𝑥→0

(𝑥 ∙
1

𝑥
) = lim

𝑥→0
(1) = 1 

(ii) lim
𝑥→0+

(√𝑥 ∙
1

𝑥
) = lim

𝑥→0+
(

1

√𝑥
) = +∞ 

ا لیں  

 

0اوپر کی دونوںمی ∙  قسم کی غیرمتعینہ  صورت کی ہیں اور دونوں مثالوں کی ∞

 

مٹ
ل

 نہی ہے۔ 0کی قدر   

∞ −  قسم کی غیرمتعینہ  صورت: ∞

 بھی کوئی 

 

مٹ
ل

 ایک ملتا  ہو کوئی کا سوال جس سے ہم کو مندرجہ میں سے  

(−∞) − (+∞)،(+∞) − (−∞)،(+∞) − (+∞)،(−∞) − (−∞) 
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∞ −  قسم کی غیرمتعینہ  صورت کہلاتا ہے۔ اس طرح کی  ∞

 

مٹ
ل

کو ہم      

0

0
یا   

∞

∞
 کی  

 

مٹ
ل

میں تبدیل کر کے حل کر سکتے ہیں۔ ایک بات کا اور خیال   

 کرنا چاہے کہ

(−∞) − (+∞)،(+∞) − (−∞)،(+∞) − (+∞)،(−∞) − (−∞) 

 ایک کوئی غیرمتعینہ نہی ہیں کیوں کہ یہ دونوں ایک ساتھ مل کر  

 

مٹ
ل

 دیتی ہیں۔  

lim:  (13)مثال
𝑥→0

(
1

𝑒𝑥−1
−

1

𝑥
 معلوم کیجیے۔ (

∞حل: یہ ایک   − قسم کی غیرمتعینہ  صورت ہے ۔ ہم اس کو  ∞

0

0
 صورت میں تبدیل کر تے ہیں۔   

lim
𝑥→0

(
1

𝑒𝑥 − 1
−

1

𝑥
) = lim

𝑥→0
(
𝑥 − (𝑒𝑥 − 1)

𝑥(𝑒𝑥 − 1)
) 

                                                                                    = lim
𝑥→0

(
1 − 𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1 + 𝑥𝑒𝑥
) 

                                                                                    = lim
𝑥→0

(
−𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 + 𝑒𝑥
) 

                                                                                    =
−1

2
 

lim:  (14)مثال
𝑥→4

(
1

log(𝑥−3)
−

1

𝑥−4
 معلوم کیجیے۔  (

∞یہ ایک  حل:  −  قسم کی غیرمتعینہ  صورت ہے ۔∞

lim
𝑥→4

(
1

log(𝑥 − 3)
−

1

𝑥 − 4
) = lim

𝑥→4
(
(𝑥 − 4) − log(𝑥 − 3)

(𝑥 − 4) log(𝑥 − 3)
) 

                                                                                     = lim
𝑥→4

(
1 −

1

𝑥−3

log(𝑥 − 3) +
𝑥−4

𝑥−3

) 

                                                                                     = lim
𝑥→4

(

1

(𝑥−3)2

1

𝑥−3
+

1

(𝑥−3)2

) 

                                                                                     =
1

1 + 1
=

1

2
 

 

6.3.4 00, ∞0, 1∞
,L’ Hospital’s Rule for 00)ہاسپٹل قانون- Lقسم کے لیے  ∞0, 1∞

 forms) 

limہم کو  
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥)]𝑔(𝑥)
 کی ضرورت پڑتی ہے اور ہم لکھتے ہیں  ( Dependent Variable)کو معلوم کرنے کے لیے ایک تابع متغیر 

𝑦 = [𝑓(𝑥)]
𝑔(𝑥)

 

 ایک بات اور زہن میں رکھنی چاہے کہ 

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 0,∞ 𝑜𝑟 0 اورlim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0,1 𝑜𝑟 ∞ 

 اس لیے

𝑦 = [𝑓(𝑥)]𝑔(𝑥)
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⇒                                                               log y = 𝑔(𝑥) log 𝑓(𝑥) 

⇒                                                    lim
𝑥→𝑎

(log y) = lim
𝑥→𝑎

[𝑔(𝑥) log 𝑓(𝑥)] 

یہاں پر دائیں ہاتھ کی طرف کی جو جز ہے اس کو ہم   

0

0
یا  

∞

∞
 کی  صورت میں تبدیل کر سکتے ہیں اور جس کی قدر آسانی سے معلوم کی جا سکتی ہے۔   

lim    مان لیجیے کہ 
𝑥→𝑎

[𝑔(𝑥) log 𝑓(𝑥)] = 𝑘 

 ت

⇒                                                                          𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

(𝑙𝑜𝑔 𝑦) = 𝑘 

⇒                                                                          𝑙𝑜𝑔 (𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑦) = 𝑘 

⇒                                                                                    𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

 𝑦 = 𝑒𝑘
 

 اس لیے 

lim
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥)]𝑔(𝑥) = 𝑒𝑘
 

lim: ذیل کو معلوم کیجیے(15)مثال
𝑥→0

(1 + sin 𝑥)1/𝑥
 

 مان لیتے ہیں۔اس لیے 𝑦حل: جیسا کہ ہم نے اوپر بتایا کہ سب سے پہلے ہم ایک تابع متغیر  

𝑦 = (1 + sin 𝑥)1/𝑥
 

⇒                                                             ln 𝑦 = ln(1 + sin 𝑥)1/𝑥
 

                                                                          = 1/𝑥 ln(1 + sin 𝑥) 

                                                                          =
ln(1 + sin 𝑥)

𝑥
 

 اس لیے

lim
𝑥→0

ln 𝑦 = lim
𝑥→0

ln(1 + sin 𝑥)

𝑥
 

جو کہ ایک 

0

0
 استعمال کرنے پر L’ Hospital’s Rule قسم کی غیرمتعینہ  صورت ہے ۔ اس لیے 

lim
𝑥→0

ln 𝑦 = lim
𝑥→0

ln(1 + sin 𝑥)

𝑥
 

                                                                              = lim
𝑥→0

cos𝑥

1+sin𝑥

1
= 1 

𝑥کیوں کہ ہم یہ دکھا چکے ہیں کہ ج   → lnت  0 𝑦 = 1 

ل )
ی 

 

ش

 

ی ن

 

ن

𝑒ln(تفاع کے تسلسل سےہم کو یہ معلوم ہوتا ہے کہ  exponentialایکسپو 𝑦 → e1
𝑥ج    → جس سے ہم کو یہ معلوم ہوتا  0

𝑥ہے کہ ج  → 𝑒   ت𝑦 → 𝑒 اس لیے 

lim
𝑥→0

(1 + sin 𝑥)1/𝑥 = 𝑒 

lim:  ( 16)مثال
𝑥→

𝜋

2

(sin 𝑥)tan𝑥
 کی قدر معلوم  کیجیے۔

 حل: مان  لیتے ہیں کہ

 (1∞
𝑦   (صورت  = (sin 𝑥)tan𝑥
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⇒                                                                    log 𝑦 = tan 𝑥 log(sin 𝑥) 

(∞ ∙ lim                                                                    ⇒  (صورت  0
𝑥→

𝜋

2

𝑦 = lim
𝑥→

𝜋

2

{tan 𝑥 log(sin 𝑥)} 

                                                                                    = lim
𝑥→

𝜋

2

log(sin 𝑥)

cot 𝑥
 

                                                                                    = lim
𝑥→

𝜋

2

cos 𝑥

sin 𝑥 (−cosec2 𝑥)
= 0 

⇒                                                             lim
𝑥→

𝜋

2

log 𝑦 = 0 

⇒                                                          lim
𝑥→

𝜋

2

𝑦 = 𝑒0 = 1 

 اس لیے

lim
𝑥→

𝜋

2

(sin 𝑥)tan𝑥 = 1 

lim: ذیل کی قدر معلوم کیجیے ( 17)مثال
𝑥→

𝜋

2

(sin 𝑥)tan2 𝑥
 

 دی گئی ہے وہ  

 

مٹ
ل
∞1حل: ہم کو جو 

 قسم کی ہے۔ مان لیجیے

𝑦 = (sin 𝑥)tan2 𝑥
 

⇒                                                             log 𝑦 = tan2 𝑥 log(sin 𝑥) 

⇒                                                      lim
𝑥→

𝜋

2

log 𝑦 = lim
𝑥→

𝜋

2

{tan2 𝑥 log(sin 𝑥)} 

                                                                             = lim
𝑥→

𝜋

2

log(sin 𝑥)

cot2 𝑥
 

                                                                             = lim
𝑥→

𝜋

2

co𝑡 𝑥

−2co𝑡 𝑥 cosec2 𝑥
= −

1

2
 

⇒                                                       lim
𝑥→

𝜋

2

log 𝑦 = log lim
𝑥→

𝜋

2

(sin 𝑥)tan2 𝑥 = −
1

2
 

 اس لیے

lim
𝑥→

𝜋

2

(sin 𝑥)tan2 𝑥 = 𝑒−
1

2 

lim:  (18)مثال
𝑥→∞

(
𝜋

2
− tan−1 𝑥)

1/𝑥

 معلوم کیجیے  

 

 

مٹ
ل
00حل: یہ 

 قسم کی غیر متعینہ صورت ہے۔اب  مان لیتے ہیں کہ   

𝑦 = (
𝜋

2
− tan−1 𝑥)

1/𝑥

 

⇒                                                        log 𝑦 = 1/𝑥 log (
𝜋

2
− tan−1 𝑥) 

⇒                                                lim
𝑥→∞

log 𝑦 = lim
𝑥→∞

log (
𝜋

2
− tan−1 𝑥)

𝑥
 

                                                                        = lim
𝑥→∞

−1
(1 + 𝑥2)⁄

(
𝜋

2
− tan−1 𝑥)
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                                                                        = lim
𝑥→∞

−2𝑥(1 + 𝑥2)

(1 + 𝑥2)2
 

                                                                        = lim
𝑥→∞

−2𝑥

(1 + 𝑥2)
 

                                                                        = lim
𝑥→∞

−2

2𝑥
= 0 

⇒                                                 log lim
𝑥→∞

𝑦 = 0 

⇒                                              lim
𝑥→∞

𝑦 = 𝑒0 = 1 

 اس لیے 

lim
𝑥→∞

(
𝜋

2
− tan−1 𝑥)

1/𝑥

= 1 

lim: ذیل کی قدر معلوم کیجیے ( 19)مثال
𝑥→0

(1 + sin 𝑥)cot𝑥
 

 دی گئی ہے وہ 

 

مٹ
ل
∞1حل: ہم کو جو 

 قسم کی ہے۔ مان لیجیےکہ 

𝑦 = (1 + sin 𝑥)cot𝑥
 

⇒                                                          log 𝑦 = cot 𝑥 log(1 + sin 𝑥) 

⇒                                                   lim
𝑥→0

log 𝑦 = lim
𝑥→0

log(1 + sin 𝑥)

tan 𝑥
 

                                                                          = lim
𝑥→0

co𝑠 𝑥

sec2 𝑥 (1 + sin 𝑥)
= 1 

⇒                                                           lim
𝑥→0

𝑦 = 𝑒1
 

⇒                                 lim
𝑥→0

(1 + sin 𝑥)cot𝑥 = 𝑒 

lim:  (20)مثال
𝑥→0

(
1

𝑥
)
𝑡𝑎𝑛 𝑥

 معلوم کیجیے۔  

 حل: مان لیتے ہیں کہ  

𝑦 = (
1

𝑥
)
𝑡𝑎𝑛 𝑥

 

⇒                                                                 log 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥 log (
1

𝑥
) 

⇒                                                          lim
𝑥→0

log 𝑦 = lim
𝑥→0

log (
1

𝑥
)

𝑐𝑜𝑡 𝑥
 

                                                                                 = lim
𝑥→0

𝑥 (
−1

𝑥2
)

− cosec2 𝑥
 

                                                                                 = lim
𝑥→0

(
sin2 𝑥

𝑥
) 

                                                                                 = lim
𝑥→0

(
sin 𝑥

𝑥
)
2

𝑥 = 1 × 0 = 0 

⇒                                                                  lim
𝑥→0

𝑦 = 𝑒0 = 1 

lim:  (21)مثال
𝑥→0+

(cos 𝑥)1/𝑥3
 معلوم کیجیے۔  

 حل: مان لیتے ہیں کہ  
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𝑦 = (cos 𝑥)1/𝑥3
 

⇒                                                              log 𝑦 = 1/𝑥3 log(cos 𝑥) 

⇒                                                     lim
𝑥→0+

log 𝑦 = lim
𝑥→0+

log(cos 𝑥)

𝑥3
 

                                                                              = lim
𝑥→0+

− tan 𝑥

𝑥
∙

1

3𝑥
 

= ∞ 

⇒                                                      log lim
𝑥→0+

𝑦 = ∞ ⇒ lim
𝑥→0+

𝑦 = 0 

 اس لیے

lim
𝑥→0+

(cos 𝑥)1/𝑥3
= 0 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  6.4

سیکھیں اور وہ اس قابل ہو جانا    اس اکائی کو مکمل کرنے کے بعد طالب علم نے غیر متعینہ صورت کی تعریف اور اس کی مختلف  مثالیں 

 حاصل کرنے کے لیے 

 

مٹ
ل
۔ اس کے علاوہ  وہ دی گئی غیرمتعینہ صورت   استعمال کرسکیںکا L’ Hospital’s Ruleچاہیے کہ غیر متعینہ صورت کی 

 ۔  کو دوسری شکل میں تبدیل کر سکیںکی شکل

 ( Key Words)ظ کلیدی الفا 6.5

 ہاسپٹل قانون، تفاع L-غیر متعینہ  صورت، مشتق، 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 6.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 6.6.1

1. ⋯ = lim
𝑥→0

(
𝑡𝑎𝑛 𝑥−𝑥

𝑥2 𝑡𝑎𝑛 𝑥
) 

a) 
1

2
 

b) 
1

3
 

c) 
1

4
 

d) 
1

5
 

2. lim
𝑥→0

(
1−cos𝑥2

𝑥4  قسم کی غیرمتعینہ صورت ہے۔⋯ایک  (

a) 
0

0
 

b) 
∞

∞
 

c) 0 ∙ ∞ 

d) ∞0
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3. lim
𝑥→0

(
𝑎𝑥−1

𝑏𝑥−1
) , 𝑏 ≠  ⋯کی قدر ہے  1

a) 
log𝑎

log𝑏
 

b) 
log𝑏

log𝑎
 

c) log 𝑎 

d) log 𝑏 

4. 𝑎 کی کس قیمت کے لیےlim
𝑥→0

(
sin2𝑥+𝑎 sin𝑥

𝑥3
 : ( ہوگیFiniteکی قدر متناہ) (

a) 1  b)0  c)2  d)1- 

limاگر  .5
𝑥→0

(
𝑒𝛼𝑥−𝑒𝑥−𝑥

𝑥2 ) =
3

2
 ⋯کی قدر ہوگی 𝛼ت

0 (a  b)1   c)2  d)3  

6. lim
𝑥→0

(
1

𝑥
− cot 𝑥) قسم کی غیرمتعینہ صورت ہے۔⋯ایک 

a) ∞ − ∞ 

b) 0 ∙ ∞ 

c) 
∞

∞
 

d) 
0

0
 

7. lim
𝑥→1

(sec
𝜋

2
𝑥 log

1

𝑥
 ⋯کی قدر ہے (

a) 𝜋 

b) 
𝜋

2
 

c) 2𝜋 

d) 2

𝜋
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  6.6.2

1.  𝑏 ،𝑎 اور𝑐 کی قیمتیں معلوم کیجیے اگر 

lim
𝑥→0

(
𝑎 + 𝑏 cos 𝑥 + 𝑐 sin 𝑥

𝑥2
) =

1

2
 

2. lim
𝑥→0

(
(1+𝑥)1/𝑥−𝑒+

1

2
𝑒𝑥

𝑥2  کی قدر معلوم کیجیے۔(

3.  𝑏کی کس قیمت کے لیےlim
𝑥→0

(
sin2𝑥+𝑎 sin𝑥

𝑥3
 ( ہوگی؟Finiteکی قدر متناہ) (

4.  𝑏 ،𝑎 اور𝑐 کی کن قیمتوں کے لیے 

lim
𝑥→0

(
𝑎𝑒𝑥 − 𝑏 cos 𝑥 + 𝑐𝑒−𝑥

𝑥 sin 𝑥
) = 2 

limکیا  ہم   .5
𝑥→0

(
𝑥4−4𝑥3+3

3𝑥2−𝑥−2
 ہاسپٹل قانون استعمال کر سکتے ہیں؟ L-پر (



113 

 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 6.6.3

1. lim
𝑥→0

𝑥(𝑎1/𝑥 − 1), 𝑎 >  کی قدر معلوم کیجیے۔0

2. lim
𝑥→0

(cos 𝑥)1/𝑥2
 معلوم کیجیے۔  

3. lim
𝑥→

𝜋

2
+0

(sec 𝑥)cot𝑥
 معلوم کیجیے ۔  
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ل 7اکائی 
م
ک

 

ئ

 I-تحویلی ضابط-۔

(Integration-Reduction Formulae-I) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید    7.0

 مقاص    7.1

ل     7.2
م
ک

 

ئ

 

ل کے طریقے     7.3
م
ک

 

ئ

 

ل کی تحویل   7.3.1
م
ک

 

ی
م

 

ل بہ اندراج   7.3.2
م
ک

 

ئ

 

ص    7.3.3

خض
ل

ل با
م
ک

 

ئ

 

 متواتر تحویل    7.4

 تحویلی ضابط    7.5

 7.5.1   ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥  کا تحویلی ضابطہ 

 7.5.2   ∫ cos𝑛𝑥𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ 

 7.5.3   ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ 

 اکتسابی نتائج     7.6

 کلیدی الفاظ    7.7

 نمونہ امتحانی سوالات     7.8

 معروضی جوابات کے حامل سوالات   7.8.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات    7.8.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات   7.8.3 
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 (Introduction)تمہید 7.0

پر تفرق پذیر ہے 𝐼وقفہ 𝑓کے بارے میں جان چکے ہیں۔اگر ایک تفاع (Differentiation)پچھلی اکائی کے نصاب میں ہم تفرق 

اگر 𝑓اور   کو  وقفہ  ′𝑓کے مشتق  اگر  کہ  کا پیدا ہونا فطری ہے  اس سوال  ہم  ′𝑓پر 𝐼سے ظاہر کرتے ہیں ت  ت کیا  ہو  کر سکتے  𝑓دیا گیا  معلوم 

ل کی معیاری 
م
ک

 

ئ

ل کے تصور کو پیش کر سکیں گے جو تفاع کے تفرق کے عمل کا معکوس ہے۔نیز 
م
ک

 

ئ

اکائی میں  ہیں۔جواب کے لیے ہم اس 

 صورتں پر بھی بحث کریں گے۔  

 (Objectives)مقاص 7.1

ل معلوم کر سکیں گے۔نیز چند تحویلی   گ  اس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد آپ سب اس قابل ہو جائیں گے کہ  دیے  
م
ک

 

ی
م

تفاع کا 

 ضابطوں سے بھی واقف ہو جائیں گے۔

ل 7.2
م
ک

 

ئ

(Integration) 

اگر  𝐼وقفہ    تعریف:  سے  𝑓′(𝑥)پر  مدد  کی  اس  ت  ہو  گیا  ہیں۔  𝑓(𝑥)دیا  ل کہتے 
م
ک

 

ئ

کو  کے طریقے  کرنے  لحاظ کو معلوم  تفاع   𝑥بہ  کسی 

𝑓(𝑥)ل
م
ک

 

ئ

لحاظ  (Integration)کا بہ  کا  جس  ہے  تفاع  ایسا  سر′𝑥′ایک  ہے۔اس  𝑓(𝑥)( Differential Coefficient)تفرقی  ہوتا 

 کی دراز کردہ شکل ہے۔’S‘)مجموعہ( کے ابتدائی حرف Sumلفظʃسے ظاہر کرتے ہیں۔ یہاں علامت 𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫کو

اگر

𝑑

𝑑𝑥
(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) ہو ت 

∫𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥) + 𝑐ہوتا ہے۔ 

 کہتے ہیں۔ (Arbitrary Constant)کو اختیاری مستقل′c′یہاں پر 

ل کے ضابط دیے گئے ہیں جن کا ذہن نشین کرنا ضروری ہے۔ ہر ایک ضابطہ  
م
ک

 

ئ

𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫ذیل میں  = 𝐹(𝑥) کی شکل میں دیا جارہا ہے

𝐹(𝑥)𝑑𝑥∫اور  = 𝑓(𝑥)ضابط سے اس کی تصدیق کی جا سکتی ہے۔ 

 مقادیر کا اضافہ کیا جانا چاہیے۔ ′c′ہر صورت میں اختیاری مستقل  

1. ∫𝑥𝑛𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
(𝑛 ≠ −1) 

2. ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = log (|𝑥|) 

3. ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥
 

4. ∫𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

log𝑎
(𝑎 > 0) 

5. ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 = −cos 𝑥 

6. ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 
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7. ∫ sec2 𝑥 𝑑𝑥 = tan 𝑥 

8. ∫ cosec2 𝑥 𝑑𝑥 = − cot 𝑥 

9. ∫ tan 𝑥 𝑑𝑥 = log(sec 𝑥) 

10. ∫ cot 𝑥 𝑑𝑥 = log(sin 𝑥) 

11. ∫ sec 𝑥 𝑑𝑥 = log(sec 𝑥 + tan 𝑥) 

12. ∫
1

√𝑎2−𝑥2
𝑑𝑥 = sin−1 (

𝑥

𝑎
) , (𝑎 > |𝑥| ≥ 0) 

13. ∫
1

√𝑎2+𝑥2
𝑑𝑥 = sinh−1 (

𝑥

𝑎
) , log یا (

𝑥+√𝑎2+𝑥2

𝑎
) , (𝑥, 𝑎 > 0) 

14. ∫
1

√𝑥2−𝑎2
𝑑𝑥 = cosh−1 (

𝑥

𝑎
) , log یا (

𝑥+√𝑥2−𝑎2

𝑎
) 

15. ∫
1

𝑎2+𝑥2
𝑑𝑥 =

1

𝑎
tan−1 (

𝑥

𝑎
) 

16. ∫
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = log(|𝑓(𝑥)|) 

17. ∫[𝑓(𝑥)]n𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 =
[𝑓(𝑥)]𝑛+1

𝑛+1
, 𝑛 ≠ −1 

18. ∫ log 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥(log 𝑥 − 1) 

19. ∫ sinh 𝑥 𝑑𝑥 = cosh 𝑥 

20. ∫ cosh 𝑥 𝑑𝑥 = sinh 𝑥 

21. ∫[𝑓1(𝑥) ± 𝑓2(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 

22. ∫𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

23. ∫ 𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥

𝑎
 

24. ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑑𝑥 = −
cos(𝑎𝑥+𝑏)

𝑎
 

25. ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑑𝑥 =
sin(𝑎𝑥+𝑏)

𝑎
 

 کو اخذ کرو۔ 5𝑥4𝑑𝑥∫۔ 1مثال 

5𝑥4𝑑𝑥∫      حل: = 5∫𝑥4𝑑𝑥 

                                                                          = 5
𝑥4+1

4 + 1
+ C 

                                                                          = 5
𝑥5

5
+ C 

                                                                          = 𝑥5 + C 

e𝑥)∫۔ 2مثال  + 𝑥3 + cos 𝑥)𝑑𝑥کی قدر معلوم کرو۔ 

e𝑥)∫     حل: + 𝑥3 + cos 𝑥)𝑑𝑥 

                                                                   = ∫e𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑥3𝑑𝑥 + ∫cos 𝑥 𝑑𝑥 
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                                                                   = e𝑥 +
𝑥4

4
+ sin 𝑥 + 𝐶 

 

ل کے طریقے 7.3
م
ک

 

ئ

(Methods of Integration) 

ل کو ایسے تفاعلات کے مجموعہ میں تبدیل کریں جس کے تکملے معلوم ہوں۔1
م
ک

 

ی
م

 (Decomposition of Integrand)۔

ل بہ اندراج2
م
ک

 

ئ

 (Integration by Substitution)۔

ص3

خض
ل

ل با
م
ک

 

ئ

 (Integration by Parts)۔

ل کی تحویل 7.3.1
م
ک

 

می

(Decomposition of Integrand) 

ل کو ایسے تفاعلات کے مجموعہ میں تبدیل کریں گے جن   
م
ک

 

ی
م

مل ت کو معلوم کیا جا سکتا ہے۔ت ہم 
ک

 

ئ

کبھی کبھی معروف ضابطوں سے 

ل کریں گے۔ مثال کے طور پر اگر 
م
ک

 

ئ

𝑓(𝑥)کے تکملے معلوم ہوں اور یہاں ہم رکن بہ رکن  = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + 𝑓3(𝑥)ہو ت 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓
1
(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓

2
(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓

3
(𝑥)𝑑𝑥 

 ہوگا۔

𝑥5۔1مثال + tan 𝑥 + cos 𝑥ل محسوب کرو۔
م
ک

 

ئ

 کا 

 حل:دیا گیا تفاع

𝑓(𝑥) = 𝑥5 + tan 𝑥 + cos 𝑥 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫    ت = ∫(𝑥5 + tan 𝑥 + cos 𝑥)𝑑𝑥 

= ∫𝑥5𝑑𝑥 + ∫ tan 𝑥 𝑑𝑥 + ∫cos 𝑥 𝑑𝑥 

=
𝑥6

6
+ log sin 𝑥 + sin 𝑥 + 𝐶 

∫۔ 2مثال
1

sin2 𝑥cos2 𝑥
𝑑𝑥 کو معلوم کرو۔ 

𝑓(𝑥)حل: دیا گیا تفاع   =
1

sin2 𝑥cos2 𝑥
 ہے۔

 ت

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
1

sin2 𝑥 cos2 𝑥
𝑑𝑥 

sin2)چونکہ  𝑥 + cos2 𝑥 = 1) = ∫
[sin2 𝑥+cos2 𝑥]

sin2 𝑥cos2 𝑥
𝑑𝑥 
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= ∫
1

sin2 𝑥
𝑑𝑥 + ∫

1

cos2 𝑥
𝑑𝑥 

= ∫cosec2 𝑥 𝑑𝑥 + ∫sec2 𝑥 𝑑𝑥 

= −𝑐𝑜𝑡 𝑥 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐶 

∫اس لیے 
1

sin2 𝑥cos2 𝑥
𝑑𝑥 قدر کی𝑡𝑎𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑡 𝑥 + 𝐶ہوگی۔ 

1√۔ 3مثال  + 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 ل محسوب کیجیے۔
م
ک

 

ئ

 کا 

𝑓(𝑥)حل: دیا گیا تفاع   = √1 + 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 ہے اور 

1 + 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 = sin2 𝑥 + cos2 𝑥 + 2 sin 𝑥 cos 𝑥 

                                                                    = (𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥)2
 

 ت

∫√1 + 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 𝑑𝑥 = ∫√(𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥)2𝑑𝑥 

                                                                                  = ∫(𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑑𝑥 

                                                                                  = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶 

∴ ∫√1 + 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶 

ل بہ اندراج7.3.2
م
ک

 

ئ

(Integration by Substitution) 

ل 
م
ک

 

ئ

 میں تبدیل کرتے ہیں ۔ایک مناسب رشت 𝑡کو کسی اور متغیر مثلا  𝑥کے   لیےمتغیر𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫اس طریقے کے 

𝑥 = 𝑔(𝑡)کے استعمال سے اس صورت میں ۔ 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

 ہوگا اور ہم اسے آسانی سےمعلوم کر سکتے ہیں۔

ل معلوم کرو جہاں  1مثال 
م
ک

 

ئ

𝑓(𝑥)۔  = 𝑠𝑖𝑛(3𝑥 +  ہے(5

3𝑥حل: فرض کرو کہ   + 5 = 𝑡 

3𝑑𝑥     ت + 0 = 𝑑𝑡 

⇒ 𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

3
 

∫    ت 𝑠𝑖𝑛(3𝑥 + 5) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡)
𝑑𝑡

3
 

=
1

3
∫𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑑𝑡 
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=
−1

3
cos 𝑡 + 𝐶 

=
−1

3
cos(3𝑥 + 5) + 𝐶  

∫ت 𝑠𝑖𝑛(3𝑥 + 5) 𝑑𝑥 =
−1

3
cos(3𝑥 + 5) + 𝐶ہوگا۔ 

∫۔  2مثال 𝑠𝑒𝑐2 3𝑥 tan 3𝑥 𝑑𝑥کی قدر معلوم کرو۔ 

𝑓(𝑥)حل: دیا گیا تفاع     = 𝑠𝑒𝑐2 3𝑥 tan 3𝑥ہے۔ 

tanفرض کرو کہ   3𝑥 = t 

⇒ 𝑠𝑒𝑐2 3𝑥 ∙ 3𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 

⇒ 𝑠𝑒𝑐2 3𝑥 𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

3
 

∫ت 𝑠𝑒𝑐2 3𝑥 tan 3𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑡
𝑑𝑡

3
∫ہوگا۔اور  𝑡𝑑𝑡 =

t2

2
 

∫𝑠𝑒𝑐2 3𝑥 tan 3𝑥 𝑑𝑥 =
t2

2 ∙ 3
+ C 

                                                                                                 =
(tan3𝑥)2

6
+ C 

∴ ∫ 𝑠𝑒𝑐2 3𝑥 tan 3𝑥 𝑑𝑥 =
(tan 3𝑥)2

6
+ C 

 اس اندراج کے طریقے سے ہم ذیل کے ضابط حاصل کر سکتے ہیں۔

i. ∫
1

√𝑎2−𝑥2
𝑑𝑥 = sin−1 (

𝑥

𝑎
) 

ii. ∫
1

√𝑎2+𝑥2
𝑑𝑥 = sinh−1 (

𝑥

𝑎
) 

iii. ∫
1

√𝑥2−𝑎2
𝑑𝑥 = cosh−1 (

𝑥

𝑎
) 

iv. ∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 =
𝑥√𝑎2−𝑥2

2
+

𝑎2

2
sin−1 (

𝑥

𝑎
) 

v. ∫√𝑎2 + 𝑥2𝑑𝑥 =
𝑥√𝑎2+𝑥2

2
+

𝑎2

2
sinh−1 (

𝑥

𝑎
) 

vi. ∫√𝑥2 − 𝑎2𝑑𝑥 =
𝑥√𝑥2−𝑎2

2
+

𝑎2

2
cosh−1 (

𝑥

𝑎
) 

 

ص 7.3.3

خض
ل

ل با
م
ک

 

ئ

(Integration by Parts) 

ل دو تفاعلات کا حاصل ضرب ہو ت ذیل کے قانون سے اسے معلوم کر سکتے ہیں۔ 
م
ک

 

ئ

 اگر 

∫(𝑢 ∙ 𝑣)𝑑𝑥 = 𝑢 ∫𝑣𝑑𝑥 − ∫ [
𝑑(𝑢)

𝑑𝑥
∫𝑣𝑑𝑥] 𝑑𝑥 
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𝑥∫۔  1مثال  𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥کو محسوب کرو۔ 

𝑥∫  حل: 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ [
𝑑(𝑥)

𝑑𝑥
∫ sin 𝑥 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

                                                                               = 𝑥(− cos 𝑥) − ∫1 ∙ (− cos 𝑥) 𝑑𝑥 

                                                                               = −𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑥 + 𝐶 

∴ ∫𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 − 𝑥 cos 𝑥 + 𝐶 

𝑥∫۔  2 مثال 𝑙𝑜𝑔 𝑥 𝑑𝑥ل معلوم کرو۔
م
ک

 

ئ

 کا 

𝑥حل:فرض  کرو کہ   𝑙𝑜𝑔 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔 𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑢 ∙ 𝑣 ہے۔ 

𝑣جہاں = 𝑥, u = log 𝑥 ، ہوگا۔ 

𝑥∫    ت 𝑙𝑜𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑙𝑜𝑔 𝑥 ∙ 𝑥 𝑑𝑥 

                                                                                            = 𝑙𝑜𝑔 𝑥 ∫𝑥 𝑑𝑥 − ∫[
𝑑(𝑙𝑜𝑔 𝑥)

𝑑𝑥
∫𝑥 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

                                                                                            = 𝑙𝑜𝑔 𝑥 ∙
𝑥2

2
− ∫(

1

𝑥
∙
𝑥2

2
)𝑑𝑥 

                                                                                            =
𝑥2 𝑙𝑜𝑔 𝑥

2
− ∫(

𝑥

2
) 𝑑𝑥 

                                                                                            =
𝑥2 𝑙𝑜𝑔 𝑥

2
−

𝑥2

4
+ 𝐶 

∴ ∫𝑥 𝑙𝑜𝑔 𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥2 𝑙𝑜𝑔 𝑥

2
−

𝑥2

4
+ 𝐶  

 (Successive Reduction)متواتر تحویل 7.4

مل ت کی وضع میں ظاہر نہی کیا جا سکتا۔بہر حال   
ک

 

ئ

مل ت کو ایک یادیگر معلوم شدہ معیاری 
ک

 

ی
م

کئی تفاعلات ایسےہوتے ہیں جن کے 

ل پذیر ہوں یا اصل تفا
م
ک

 

ئ

ل سے الجبرائی طور پر جوڑا جا سکتا ہے جو یا ت راست 
م
ک

 

ی
م

مل ت کو دوسری عبارتں کے 
ک

 

ی
م

علات  چند صورتں میں ان 

ل پذیر ہوں۔ اس طرح جوڑے جانے والے الجبرائی رشت تحویل ضاطے کہلاتے ہیں۔ کے مقابل 
م
ک

 

ئ

 میں بہ آسانی 

 اس طریقے کی وضاحت کے لیے ذیل میں چند مثالیں دی گئی ہیں۔

𝑥𝑛𝑒𝑎𝑥∫۔ 1مثال  𝑑𝑥  کے لیے تحویلی ضابطہ معلوم کرو  جہاں𝑛 مثبت صحیح عدد ہے۔نیز∫𝑥3𝑒5𝑥 𝑑𝑥 معلوم کرو۔ 

𝐼𝑛    حل:فرض کرو کہ = ∫𝑥𝑛𝑒𝑎𝑥 𝑑𝑥 

                                                                                   = 𝑥𝑛 ∫𝑒𝑎𝑥 𝑑𝑥 − ∫[
𝑑(𝑥𝑛)

𝑑𝑥
∫𝑒𝑎𝑥 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 
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                                                                                   = 𝑥𝑛 ∙
𝑒𝑎𝑥

𝑎
− ∫[𝑛𝑥𝑛−1 ∙

𝑒𝑎𝑥

𝑎
] 𝑑𝑥 

                                                                                   =
𝑥𝑛𝑒𝑎𝑥

𝑎
−

𝑛

𝑎
∫[𝑥𝑛−1𝑒𝑎𝑥] 

⇒ 𝐼𝑛 =
𝑥𝑛𝑒𝑎𝑥

𝑎
−

𝑛

𝑎
𝐼𝑛−1 

  اسی طرح 

𝐼𝑛−1 =
𝑥𝑛−1𝑒𝑎𝑥

𝑎
−

𝑛 − 1

𝑎
𝐼𝑛−2 

𝐼𝑛−2 =
𝑥𝑛−2𝑒𝑎𝑥

𝑎
−

𝑛 − 2

𝑎
𝐼𝑛−3 

⋮            ⋮              ⋮ 

𝐼𝑛−𝑛 = 𝐼0 = ∫𝑒𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥

𝑎
 

𝐼3     نیز = ∫𝑥3𝑒5𝑥 𝑑𝑥 

                                                                                   =
𝑥3𝑒5𝑥

5
−

3

5
𝐼2 

                                                                                   =
𝑥3𝑒5𝑥

5
−

3

5
[
𝑥2𝑒5𝑥

5
−

2

5
𝐼1] 

                                                                                   =
𝑥3𝑒5𝑥

5
−

3𝑥2𝑒5𝑥

25
+

6

25
𝐼1 

                                                                                   =
𝑥3𝑒5𝑥

5
−

3𝑥2𝑒5𝑥

25
+

6

25
∫𝑥𝑒5𝑥 𝑑𝑥 

                                                                                   =
𝑥3𝑒5𝑥

5
−

3𝑥2𝑒5𝑥

25
+

6

25
[
𝑥𝑒5𝑥

5
− ∫1 ∙

𝑒5𝑥

5
𝑑𝑥] 

                                                                                   =
𝑥3𝑒5𝑥

5
−

3𝑥2𝑒5𝑥

25
+

6𝑥𝑒5𝑥

125
−

6𝑒5𝑥

625
+ C 

∴ ∫𝑥3𝑒5𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥3𝑒5𝑥

5
−

3𝑥2𝑒5𝑥

25
+

6𝑥𝑒5𝑥

125
−

6𝑒5𝑥

625
+ C 

𝑥𝑛𝑒𝑥∫۔ 2مثال 𝑑𝑥  معلوم کرو اورا س کے  استعمال سے∫𝑥3𝑒𝑥 𝑑𝑥 اخذ کرو۔ 

𝐼𝑛حل: فرض کرو کہ   = ∫𝑥𝑛𝑒𝑥 𝑑𝑥 ص کے طریقے سے ہم ان کو اس طرح ظاہر کر سکتے ہیں۔

خض
ل

ل با
م
ک

 

ئ

 

𝐼𝑛 = ∫𝑥𝑛𝑒𝑥 𝑑𝑥 

                                                                              = 𝑥𝑛 ∫𝑒𝑥 𝑑𝑥 − ∫[
𝑑(𝑥𝑛)

𝑑𝑥
∫𝑒𝑥 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

                                                                              = 𝑥𝑛𝑒𝑥 − ∫[𝑛𝑥𝑛−1𝑒𝑥] 𝑑𝑥 
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                                                                              = 𝑥𝑛𝑒𝑥 − 𝑛 ∫[𝑥𝑛−1𝑒𝑥] 𝑑𝑥 

𝐼𝑛 = 𝑥𝑛𝑒𝑥 − 𝑛𝐼𝑛−1 

∴ 𝐼𝑛 = 𝑥𝑛𝑒𝑥 − 𝑛𝐼𝑛−1 

𝑛اب  =  کے لیے3

𝐼3 = 𝑥3𝑒𝑥 − 3𝐼3−1 

                                                                              = 𝑥3𝑒𝑥 − 3𝐼2 

                                                                              = 𝑥3𝑒𝑥 − 3[𝑥2𝑒𝑥 − 2𝐼1] 

                                                                              = 𝑥3𝑒𝑥 − 3𝑥2𝑒𝑥 + 6∫𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 

                                                                              = 𝑥3𝑒𝑥 − 3𝑥2𝑒𝑥 + 6 [𝑥𝑒𝑥 − ∫(1 ∙ 𝑒𝑥) 𝑑𝑥] 

                                                                              = 𝑥3𝑒𝑥 − 3𝑥2𝑒𝑥 + 6𝑥𝑒𝑥 − 6𝑒𝑥 + 𝐶 

⇒                                                    ∫ 𝑥3𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥3𝑒𝑥 − 3𝑥2𝑒𝑥 + 6𝑥𝑒𝑥 − 6𝑒𝑥 + 𝐶 

 

 (Reduction Formulae)تحویلی ضابط  7.5

7.5.1 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ معلوم کرو۔ 

 فرض کرو کہ  

𝐼𝑛 = ∫𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥 

⇒                                             𝐼𝑛 = ∫𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 

                                                       = 𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥 ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ [
𝑑(𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥)

𝑑𝑥
∫ sin 𝑥  𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

                                                       = 𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥(− cos 𝑥) − ∫[(𝑛 − 1)𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑥 ∙ cos 𝑥 (−cos 𝑥)] 𝑑𝑥 

                                                       = −𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥 cos 𝑥 + (𝑛 − 1)∫[𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑥 ∙ cos2 𝑥] 𝑑𝑥 

                                                       = −𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥 cos 𝑥 + (𝑛 − 1)∫[𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑥 ∙ (1 − sin2 𝑥)] 𝑑𝑥 

                                                       = −𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥 cos 𝑥 + (𝑛 − 1)∫𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑥 𝑑𝑥 − (𝑛 − 1)∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥 𝑑𝑥 

                                                       = −𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥 cos 𝑥 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 − (𝑛 − 1)𝐼𝑛 

⇒                       (1 + 𝑛 − 1)𝐼𝑛 = −𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥 cos 𝑥 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 

⇒                                             𝐼𝑛 =
−𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥 cos 𝑥

𝑛
+

(𝑛 − 1)

𝑛
𝐼𝑛−2 
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𝐼𝑛جو کہ   = ∫𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥 کا مطلوب تحویلی ضابطہ ہے۔ 

∫۔ 1مثال  𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ استعمال کر کے∫ 𝑠𝑖𝑛5𝑥𝑑𝑥معلوم کرو۔ 

 حل:ہمیں معلوم ہے کہ

𝐼𝑛 = ∫𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥 

⇒                                                  𝐼𝑛 =
−𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥 cos 𝑥

𝑛
+

(𝑛 − 1)

𝑛
𝐼𝑛−2 

⇒                                                   𝐼5 =
−𝑠𝑖𝑛4𝑥 cos 𝑥

5
+

4

5
𝐼3 

                                                             =
−𝑠𝑖𝑛4𝑥 cos 𝑥

5
+

4

5
[
−𝑠𝑖𝑛3−1𝑥 cos 𝑥

3
+

2

3
𝐼3−2] 

                                                             =
−𝑠𝑖𝑛4𝑥 cos 𝑥

5
+

4

5
[
−𝑠𝑖𝑛2𝑥 cos 𝑥

3
+

2

3
𝐼1] 

                                                             =
−𝑠𝑖𝑛4𝑥 cos 𝑥

5
−

4𝑠𝑖𝑛2𝑥 cos 𝑥

15
+

8

15
∫𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 

                                                             =
−𝑠𝑖𝑛4𝑥 cos 𝑥

5
−

4𝑠𝑖𝑛2𝑥 cos 𝑥

15
+

8

15
(− cos 𝑥) 

⇒                                   ∫ 𝑠𝑖𝑛5𝑥𝑑𝑥 =
−𝑠𝑖𝑛4𝑥 cos 𝑥

5
−

4𝑠𝑖𝑛2𝑥 cos 𝑥

15
−

8

15
cos 𝑥 

∫۔ 2مثال 𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥کی قدر معلوم کرو۔ 

∫حل: 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥تحویلی ضابط  کے𝑛 =  کے لیے استعمال کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے4

𝐼4 = ∫𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥 

                                                        =
−𝑠𝑖𝑛3𝑥 cos 𝑥

4
+

4 − 1

4
𝐼4−2 

                                                        = −
𝑠𝑖𝑛3𝑥 cos 𝑥

4
+

3

4
𝐼2 

                                                        = −
𝑠𝑖𝑛3𝑥 cos 𝑥

4
+

3

4
[
−𝑠𝑖𝑛2−1𝑥 cos 𝑥

2
+

2 − 1

2
𝐼0] 

                                                        = −
𝑠𝑖𝑛3𝑥 cos 𝑥

4
+

3

4
[
−𝑠𝑖𝑛𝑥 cos 𝑥

2
+

1

2
𝐼0] 

𝐼0جہاں = ∫ 𝑠𝑖𝑛0𝑥𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑥 = 𝑥ہے۔ 

𝐼4 = −
𝑠𝑖𝑛3𝑥 cos 𝑥

4
+

3

4
[
−𝑠𝑖𝑛𝑥 cos 𝑥

2
+

1

2
𝑥] + 𝐶 

∫اس طرح   𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥  کی قدر−
𝑠𝑖𝑛3𝑥 cos𝑥

4
+

3

4
[
−𝑠𝑖𝑛𝑥 cos𝑥

2
+

1

2
𝑥] + 𝐶 ہے۔ 
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7.5.2 ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ ج کہ𝑛 ≥  ایک صحیح عدد ہے2

 فرض کرو کہ

    𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥 

                                                      = ∫𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 

                                                      = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∫𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 − ∫[
𝑑(𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥)

𝑑𝑥
∫𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

                                                      = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 sin 𝑥 − ∫[(𝑛 − 1)𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝑥(− sin 𝑥) sin 𝑥] 𝑑𝑥 

                                                      = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 sin 𝑥 + (𝑛 − 1)∫[𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝑥 sin2 𝑥] 𝑑𝑥 

                                                      = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 sin 𝑥 + (𝑛 − 1)∫[𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝑥(1 − cos2 𝑥)] 𝑑𝑥 

                                                      = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 sin 𝑥 + (𝑛 − 1)∫𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝑥 𝑑𝑥 − (𝑛 − 1)∫𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 

                                                      = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 sin 𝑥 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 − (𝑛 − 1)𝐼𝑛  

⇒                      (1 + 𝑛 − 1)𝐼𝑛 = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 sin 𝑥 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 

⇒                                           𝑛𝐼𝑛 = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 sin 𝑥 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 

⇒                                             𝐼𝑛 =
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 sin 𝑥

𝑛
+

(𝑛 − 1)

𝑛
𝐼𝑛−2 

∫جو کہ   𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥کا تحویلی ضابطہ ہے۔ 

∫: 1مثال 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥کا تحویلی ضابطہ استعمال کر کے∫ 𝑐𝑜𝑠4𝑥 𝑑𝑥 معلوم کرو۔ 

 حل: ہمیں معلوم ہے کہ

𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 sin 𝑥

𝑛
+

(𝑛 − 1)

𝑛
𝐼𝑛−2 

𝑛 =  لینے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 4

𝐼4 = ∫𝑐𝑜𝑠4𝑥 𝑑𝑥 =
𝑐𝑜𝑠4−1𝑥 sin 𝑥

4
+

(4 − 1)

4
𝐼4−2 

                                                                           =
𝑐𝑜𝑠3𝑥 sin 𝑥

4
+

3

4
𝐼2 

                                                                           =
𝑐𝑜𝑠3𝑥 sin 𝑥

4
+

3

4
[
𝑐𝑜𝑠2−1𝑥 sin 𝑥

2
+

2 − 1

2
𝐼0] 

                                                                           =
𝑐𝑜𝑠3𝑥 sin 𝑥

4
+

3

4
[
𝑐𝑜𝑠𝑥 sin 𝑥

2
+

1

2
𝐼0] 
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𝐼0یہاں = ∫ 𝑐𝑜𝑠0 𝑥 𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑥 = 𝑥 ہے۔ 

∫اس لیے  𝑐𝑜𝑠4𝑥 𝑑𝑥کی قدر

𝑐𝑜𝑠3𝑥 sin𝑥

4
+

3𝑐𝑜𝑠𝑥 sin𝑥

8
+

3𝑥

8
 ہو گی۔

 

7.5.3 ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥 𝑑𝑥 :کا تحویلی ضابطہ 

∫:  1مثال 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥 𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ اخذ کر کے∫ 𝑡𝑎𝑛6𝑥 𝑑𝑥 معلوم کرو۔ 

𝐼𝑛حل: فرض کرو کہ   = ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥 𝑑𝑥ت 

𝐼𝑛 = ∫𝑡𝑎𝑛𝑛−2𝑥𝑡𝑎𝑛2𝑥 𝑑𝑥 

                                              = ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛−2𝑥(−1 + 𝑠𝑒𝑐2𝑥) 𝑑𝑥 

                                              = −∫𝑡𝑎𝑛𝑛−2𝑥 𝑑𝑥 + ∫𝑡𝑎𝑛𝑛−2𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 

tanمان لو کہ   𝑥 = t ،ت𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 

                                              = −𝐼𝑛−2 + ∫𝑡𝑛−2 𝑑𝑥 

                                              = −𝐼𝑛−2 +
𝑡𝑛−1

𝑛 − 1
+ 𝐶 

⇒                                    𝐼𝑛 =
𝑡𝑎𝑛𝑛−1𝑥

𝑛 − 1
− 𝐼𝑛−2 + 𝐶 

∫جو کہ   𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥 𝑑𝑥 کا مطلوبہ تحویلی ضابطہ ہےنیز∫ 𝑡𝑎𝑛6𝑥 𝑑𝑥 کی قدر معلوم کرنے کے لیے فرض کرو کہ 

𝐼6 = ∫𝑡𝑎𝑛6𝑥 𝑑𝑥 

                                               =
𝑡𝑎𝑛5𝑥

5
− 𝐼4 =

𝑡𝑎𝑛5𝑥

5
− ∫ 𝑡𝑎𝑛4𝑥 𝑑𝑥 

                                               =
𝑡𝑎𝑛5𝑥

5
− (

𝑡𝑎𝑛3𝑥

3
− 𝐼2) 

                                               =
𝑡𝑎𝑛5𝑥

5
−

𝑡𝑎𝑛3𝑥

3
+ ∫𝑡𝑎𝑛2𝑥 𝑑𝑥 

                                               =
𝑡𝑎𝑛5𝑥

5
−

𝑡𝑎𝑛3𝑥

3
+

tan 𝑥

1
− 𝐼0 

                                               =
𝑡𝑎𝑛5𝑥

5
−

𝑡𝑎𝑛3𝑥

3
+

tan 𝑥

1
− ∫𝑡𝑎𝑛0𝑥 𝑑𝑥 

                                               =
𝑡𝑎𝑛5𝑥

5
−

𝑡𝑎𝑛3𝑥

3
+

tan 𝑥

1
− 𝑥 
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⇒                   ∫ 𝑡𝑎𝑛6𝑥 𝑑𝑥 =
𝑡𝑎𝑛5𝑥

5
−

𝑡𝑎𝑛3𝑥

3
+

tan 𝑥

1
− 𝑥 + 𝑐 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  7.6

  تفاعلات کے تحویلی ضابط  حاصل کریں گے۔

 

مل ت حاصل کرکے ک
ک

 

ئ

 اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ مختلف 

 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 7.7

ل ،تحویلی ضابطہ 
م
ک

 

ئ

 تفاع، مشتق، 

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 8.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  8.1.7

1. 𝑙𝑜𝑔 𝑥ل ذیل میں کس کے مساوی ہے۔
م
ک

 

ئ

 کا 

a) 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥 − 1) 

b) 𝑙𝑜𝑔 𝑥 (𝑥 − 1) 

c) 𝑥 𝑙𝑜𝑔 𝑥 + 1 

d)  نہی کوئی ان میں سے 

2. ∫𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥کے مساوی ہوگا۔ـــــــــــــــــــــــــ 

a) −𝑥2 cos 𝑥 + 2𝑥 sin 𝑥 + 2 cos 𝑥 

b) 𝑥2 cos 𝑥 + 2 cos 𝑥 

c) −𝑥2 cos 𝑥 + 2𝑥 sin 𝑥 

d)  نہی کوئی ان میں سے 

3. ∫ 𝑠𝑒𝑐2(3𝑥 + 5)𝑑𝑥=ــ   ـــــــــــــــــــــــ

a) 
sec(3𝑥+5)

5
 

b) 
tan(3𝑥+5)

3
 

c) 
sec(3𝑥+5)

3
 

d) tan(3𝑥+5)

5
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4. ∫
log 𝑥

𝑥
𝑑𝑥کس کے مساوی ہے؟ 

a) log 𝑥 

b) (log 𝑥)2
 

c) 
(log𝑥)2

2
 

d) 
log𝑥

𝑥2 

5. 𝐼𝑛 = ∫𝑥𝑛𝑒𝑥 𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ ذیل میں سے کون سا ہے؟ 

a) 𝑥𝑛𝑒𝑥 − n𝐼𝑛−1 

b) 𝑥𝑛−1𝑒𝑥 − n𝐼𝑛−2 

c) 𝑥𝑛𝑒𝑥 − 𝐼𝑛−2 

d) 𝑥𝑛𝑒𝑥 − n𝐼𝑛−2 

 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  8.2.7

ل کے عمل کی تشریخ کرو اور تکملے کے مختلف طریقوں کو بیان کرو۔ .1
م
ک

 

ئ

 

ل معلوم کرو۔  .2
م
ک

 

ئ

 اندراج کا طریقہ استعمال کر کے ذیل کے تفاعلات کے 

a) 2𝑥𝑒𝑥2
 

b) etan𝑥𝑠𝑒𝑐2𝑥 

c) 
𝑒𝑙𝑜𝑔𝑥

𝑥
 

d) 𝑥2𝑒3𝑥
 

3. 𝑥3𝑒2𝑥
 معلوم کرو۔ 

ل معلوم کرو۔ .4
م
ک

 

ئ

 ذیل کے 

a) 
1

1+𝑠𝑖𝑛 𝑥
 

b) 
𝑒𝑥

1+𝑒𝑥 

c) 
𝑠𝑖𝑛−1 𝑥

√1−𝑥2
 

d) 
1

𝑒𝑥+𝑒−𝑥 

𝑓′(𝑎𝑥∫بتلاؤ کہ   .5 + 𝑏) 𝑑𝑥 =
𝑓(𝑎𝑥+𝑏)

𝑎
 ہوگا۔
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 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات  8.3.7

𝐼𝑛اگر   .1 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥  بتلاؤ کہ𝐼𝑛 =
1

𝑛
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ sin 𝑥 +

𝑛−1

𝑛
𝐼𝑛−2ہوگا۔ 

2. 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥  ل محسوب کرو اس سے
م
ک

 

ئ

∫کا  𝑡𝑎𝑛4𝑥 𝑑𝑥معلوم کرو۔ 
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ل 8اکائی 
م
ک

 

ئ

 II-تحویلی ضابط-۔

(Integration-Reduction Formulae-II) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید   8.0

 مقاص    8.1

8.2   ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 ،∫ 𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥 𝑑𝑥،∫ 𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥  اور   

   ∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 𝑑𝑥 تحویلی ضابط کے 

8.3   ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ 

8.4   ∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥اور∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 تحویلی ضابط کے 

 اکتسابی نتائج   8.5

 کلیدی الفاظ   8.6

 نمونہ امتحانی سوالات    8.7

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  8.7.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات   8.7.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  8.7.3 
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 (Introduction)تمہید 8.0

ے اور   7اکائی   
مل
ک

 

ی

 

ی ن
مع

کے تحویلی ضابطوں کے بارے میں جانکاری حاصل کیے تھے۔ اس اکائی  𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥اور   ،𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥،𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥میں ہم غیر 

ان کے استعمال  𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥اور 𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 ،𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥   ،𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥   ،𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 ،𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥میں  ہم  کر کے  اخذ  کو  کے تحویلی ضابطوں 

 سےکئی  سوالات حل کریں گے۔ 

 (Objectives)مقاص 8.1

سب    آپ  بعد  کے  مطالعہ  کے  اکائی  ∫اس  𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥،∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 ،∫ 𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 ∫ 𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥 𝑑𝑥 اور

∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 𝑑𝑥  گے۔  کے کریں  معلوم  حل  کے  سوالوں  چند  سے  استعمال  کے  ان  اور  گے  سکیں  کر  اخذ  کو  ضابطوں  تحویلی 

∫نیز 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 اور∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 کے تحویلی ضابط اخذ کرکے ان کے سوالات حل کریں گے۔ 

8.2 ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 ،∫ 𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥 𝑑𝑥 ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 اور∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 𝑑𝑥 کےتحویلی ضابط 

∫ 𝒔𝒆𝒄𝒏𝒙𝒅𝒙  کا تحویلی ضابطہ جہاں𝒏 ≥  ایک صحیح عدد ہے: 𝟐

𝐼𝑛فرض کرو کہ   = ∫𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥ہے۔ 

 ت

𝐼𝑛 = ∫𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 

                                                   = ∫𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 

                                                   = 𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 ∫𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 − ∫ [
𝑑

𝑑𝑥
(𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥)∫ 𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

                                                   = 𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥(tan 𝑥) − ∫[(𝑛 − 2)𝑠𝑒𝑐𝑛−3𝑥 sec 𝑥 tan 𝑥 ∙ tan 𝑥] 𝑑𝑥 

                                                   = 𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 tan 𝑥 − (𝑛 − 2)∫[𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 tan2 𝑥] 𝑑𝑥 

                                                   = 𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 tan 𝑥 − (𝑛 − 2)∫[𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥(sec2 𝑥 − 1)] 𝑑𝑥 

                                                   = 𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 tan 𝑥 − (𝑛 − 2)∫𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 + (𝑛 − 2)∫𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑑𝑥 

                                                   = 𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 tan 𝑥 − (𝑛 − 2)𝐼𝑛 + (𝑛 − 2)𝐼𝑛−2 

⇒                   (1 + 𝑛 − 2)𝐼𝑛 = 𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 tan 𝑥 + (𝑛 − 2)𝐼𝑛−2 

⇒                           (𝑛 − 1)𝐼𝑛 = 𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 tan 𝑥 + (𝑛 − 2)𝐼𝑛−2 

⇒                                          𝐼𝑛 =
𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 tan 𝑥

(𝑛 − 1)
+ (

𝑛 − 2

𝑛 − 1
) 𝐼𝑛−2 

 تحویلی ضابطہ ہے۔  جو کہ مطلوبہ
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∫۔9مثال 𝑠𝑒𝑐7𝑥 𝑑𝑥معلوم کرو۔ 

𝐼𝑛۔حل = ∫𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥میں𝑛 =  ینے پرل7

𝐼7 = ∫𝑠𝑒𝑐7𝑥 𝑑𝑥 

                                       =
𝑠𝑒𝑐7−2𝑥 tan 𝑥

(7 − 1)
+ (

7 − 2

7 − 1
) 𝐼7−2 

                                       =
𝑠𝑒𝑐5𝑥 tan 𝑥

6
+ (

5

6
) 𝐼5 

                                       =
𝑠𝑒𝑐5𝑥 tan 𝑥

6
+

5

6
(
𝑠𝑒𝑐5−2𝑥 tan 𝑥

(5 − 1)
+ (

5 − 2

5 − 1
) 𝐼5−2) 

                                       =
𝑠𝑒𝑐5𝑥 tan 𝑥

6
+

5

6
(
𝑠𝑒𝑐3𝑥 tan 𝑥

4
+ (

3

4
) 𝐼3) 

                                       =
𝑠𝑒𝑐5𝑥 tan 𝑥

6
+

5𝑠𝑒𝑐3𝑥 tan 𝑥

24
+

15

24
𝐼3 

                                       =
𝑠𝑒𝑐5𝑥 tan 𝑥

6
+

5𝑠𝑒𝑐3𝑥 tan 𝑥

24
+

5

8
(
sec 𝑥 tan 𝑥

2
+

1

2
𝐼1) 

𝐼1جہاں = ∫𝑠𝑒𝑐1𝑥 𝑑𝑥 = log(sec 𝑥 + tan 𝑥)ہے 

 اس طرح  

∫𝑠𝑒𝑐7𝑥 𝑑𝑥 =
𝑠𝑒𝑐5𝑥 tan 𝑥

6
+

5𝑠𝑒𝑐3𝑥 tan 𝑥

24
+

5sec 𝑥 tan 𝑥

16
+

5

16
log(sec 𝑥 + tan 𝑥) + 𝐶 

 ہے۔

∫ 𝒄𝒐𝒕𝒏𝒙𝒅𝒙  تحویلی ضابطہ: کا 

𝐼𝑛    فرض کرو کہ = ∫𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥 𝑑𝑥 (𝑛 > 2) 

 ت 

𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑡𝑛−2𝑥(𝑐𝑜𝑡2𝑥) 𝑑𝑥  

                                                                   = ∫𝑐𝑜𝑡𝑛−2𝑥(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

                                                                   = ∫𝑐𝑜𝑡𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 − ∫𝑐𝑜𝑡𝑛−2𝑥 𝑑𝑥 

𝑐𝑜𝑡مان لو کہ   𝑥 = 𝑡 

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥 −اس لیے  = 𝑑𝑡 

 اب 

𝐼𝑛 = ∫𝑡𝑛−2 (−𝑑𝑡) − 𝐼𝑛−2 
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                                                                   = −
𝑡𝑛−2+1

𝑛 − 2 + 1
− 𝐼𝑛−2 

                                                                   = −
𝑐𝑜𝑡𝑛−1𝑥

𝑛 − 1
− 𝐼𝑛−2 

𝐼𝑛اس لیے = ∫𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑐𝑜𝑡𝑛−1𝑥

𝑛−1
− 𝐼𝑛−2 ہوگا۔ 

∫:  1مثال 𝑐𝑜𝑡5𝑥 𝑑𝑥کی قدر معلوم کرو۔ 

 حل: ہمیں معلوم ہے کہ

𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑐𝑜𝑡𝑛−1𝑥

𝑛 − 1
− 𝐼𝑛−2 

𝐼5 = ∫𝑐𝑜𝑡5𝑥 𝑑𝑥 

                                                                              = −
𝑐𝑜𝑡5−1𝑥

5 − 1
− 𝐼5−2 

 (1)...    ⇒                                                                    𝐼5 = −
𝑐𝑜𝑡4𝑥

4
− 𝐼3 

 اور 

𝐼3 = ∫𝑐𝑜𝑡3𝑥 𝑑𝑥 

                                                                              = −
𝑐𝑜𝑡3−1𝑥

3 − 1
− 𝐼3−2 

                                                                              = −
𝑐𝑜𝑡2𝑥

2
− 𝐼1 

                                                                              = −
𝑐𝑜𝑡2𝑥

2
− ∫𝑐𝑜𝑡1𝑥 𝑑𝑥 

 (2)...   𝐼3 = −
𝑐𝑜𝑡2𝑥

2
− log(sin 𝑥) 

 سے ( 2) اور ( 1) مساوات

∫ 𝑐𝑜𝑡5𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑐𝑜𝑡4𝑥

4
+

𝑐𝑜𝑡2𝑥

2
+ log(sin 𝑥) + 𝐶 حاصل ہوتا ہے۔ 

∫:  2مثال 𝑐𝑜𝑡6𝑥 𝑑𝑥کی قدر معلوم کرو۔ 

 حل: ہمیں معلوم ہے کہ

𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑐𝑜𝑡𝑛−1𝑥

𝑛 − 1
− 𝐼𝑛−2 

𝐼6 = ∫𝑐𝑜𝑡6𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑐𝑜𝑡6−1𝑥

6 − 1
− 𝐼6−2 

 (1)...    𝐼6 = −
𝑐𝑜𝑡5𝑥

5
− 𝐼4 

 اور 

𝐼4 = −
𝑐𝑜𝑡4−1𝑥

4 − 1
− 𝐼4−2 
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                                                                        = −
𝑐𝑜𝑡3𝑥

3
− 𝐼2 

                                                                        = −
𝑐𝑜𝑡3𝑥

3
− ∫𝑐𝑜𝑡2𝑥 𝑑𝑥 

                                                                        = −
𝑐𝑜𝑡3𝑥

3
− ∫(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

                                                                        = −
𝑐𝑜𝑡3𝑥

3
− ∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 + ∫1𝑑𝑥 

                                                                        = −
𝑐𝑜𝑡3𝑥

3
− (−𝑐𝑜𝑡 𝑥) + 𝑥 

 (2)...    𝐼4 = −
𝑐𝑜𝑡3𝑥

3
+ 𝑐𝑜𝑡 𝑥 + 𝑥 

 سے ( 2) اور ( 1) مساوات

∫𝑐𝑜𝑡6𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑐𝑜𝑡5𝑥

5
+

𝑐𝑜𝑡3𝑥

3
− 𝑐𝑜𝑡 𝑥 − 𝑥 + 𝑐 

∫ 𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄𝒏𝒙𝒅𝒙 :کا تحویلی ضابطہ 

𝐼𝑛فرض کرو کہ   = ∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 (𝑛 > 2) 

 ت

𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥) 𝑑𝑥  

                                    = 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 ∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 − ∫[
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥)∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

                                    = 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥(− 𝑐𝑜𝑡 𝑥) − ∫(𝑛 − 2)𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−3𝑥(− cosec 𝑥 cot 𝑥)(−𝑐𝑜𝑡 𝑥)𝑑𝑥 

                                    = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 − (𝑛 − 2)∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡2 𝑥 𝑑𝑥 

                                    = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 − (𝑛 − 2)∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥 − 1)𝑑𝑥 

                                    = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 − (𝑛 − 2)∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥𝑑𝑥 + (𝑛 − 2)∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥𝑑𝑥 

                                    = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 − (𝑛 − 2)𝐼𝑛 + (𝑛 − 2)𝐼𝑛−2 

⇒    (1 + 𝑛 − 2)𝐼𝑛 = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 + (𝑛 − 2)𝐼𝑛−2 

⇒            (𝑛 − 1)𝐼𝑛 = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 + (𝑛 − 2)𝐼𝑛−2 

⇒                          𝐼𝑛 =
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥

(𝑛 − 1)
+ (

𝑛 − 2

𝑛 − 1
) 𝐼𝑛−2 

𝐼𝑛اس لیے = ∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥

(𝑛−1)
+ (

𝑛−2

𝑛−1
) 𝐼𝑛−2 ہوگا۔ 

∫:  1مثال 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 کے استعمال سے   ضابطکے تحویلی∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐3𝑥 𝑑𝑥 معلوم کرو۔ 

 حل: ہمیں معلوم ہے کہ

𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥

(𝑛 − 1)
+ (

𝑛 − 2

𝑛 − 1
) 𝐼𝑛−2 
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∴ 𝐼3 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐3𝑥 𝑑𝑥 =
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐3−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥

(3 − 1)
+ (

3 − 2

3 − 1
) 𝐼3−2 

                                           =
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐3−2𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥

(3 − 1)
+ (

3 − 2

3 − 1
) 𝐼3−2 

                                           =
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐1𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥

2
+ (

1

2
) 𝐼1 

                                           =
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥

2
+ (

1

2
)∫ c𝑜𝑠𝑒c 𝑥 𝑑𝑥 

                                           =
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥

2
+

1

2
log (tan

𝑥

2
) + 𝐶  

            ∴ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐3𝑥 𝑑𝑥 =
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥

2
+

1

2
log (tan

𝑥

2
) + 𝑐 

∫(𝒍𝒐𝒈𝒙)𝒏 𝒅𝒙ضابطہ تحویلی    کا : 

 فرض کرو کہ  

𝐼𝑛 = ∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛𝑑𝑥 

⇒                                                                  𝐼𝑛 = ∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 ∙ 1𝑑𝑥 

                                                                            = (𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 ∙ ∫ 1𝑑𝑥 − ∫ [
𝑑

𝑑𝑥
(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 ∫1𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

                                                                            = (𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 ∙ 𝑥 − ∫ [𝑛(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛−1 ∙
1

𝑥
∙ 𝑥] 𝑑𝑥 

                                                                            = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 − 𝑛∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛−1𝑑𝑥 

⇒                                                                  𝐼𝑛 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 − 𝑛𝐼𝑛−1 

𝐼𝑛اس لیے   = ∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛𝑑𝑥 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 − 𝑛𝐼𝑛−1مطلوب تحویلی ضابطہ ہے۔ 

𝑙𝑜𝑔)∫: 1مثال 𝑥)𝑛𝑑𝑥 کو استعمال کرکے   ضابطتحویلی کے∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)5𝑑𝑥کی قدر معلوم کرو۔ 

𝐼𝑛حل: ہمیں معلوم ہے کہ = ∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛𝑑𝑥 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 − 𝑛𝐼𝑛−1 

𝐼5 = ∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)5𝑑𝑥 

 (1) ……    𝐼5 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)5 − 5𝐼4 

 (2) ……    𝐼4 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)4 − 4𝐼3 

 (3) ……    𝐼3 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 3𝐼2 

 (4) ……    𝐼2 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)2 − 2𝐼1 

𝐼1 = ∫ log 𝑥 𝑑𝑥 

                                                                   = ∫ log 𝑥 ∙ 1𝑑𝑥 

                                                                   = log 𝑥 ∫1𝑑𝑥 − ∫[
𝑑

𝑑𝑥
(log 𝑥) ∙ ∫1𝑑𝑥] 𝑑𝑥 
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                                                                   = 𝑥 log 𝑥 − ∫(
1

𝑥
∙ 𝑥) 𝑑𝑥 

 (5) ……   ⇒                                                         𝐼1 = 𝑥 log 𝑥 − 𝑥 = 𝑥(log 𝑥 − 1) 

 سے(  5) اور ( 4(، )3(، )2(، ) 1) مساواتں

⇒       𝐼5 = ∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)5𝑑𝑥 

= 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)5 − 5[𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)4 − 4{𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 3(𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)2 − 2𝑥(log 𝑥 − 1))}] 

                = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)5 − 5𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)4 + 20𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 60𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)2 + 120𝑥(log 𝑥 − 1) + 𝑐 

 اس طرح 

∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)5𝑑𝑥 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)5 − 5𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)4 + 20𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 60𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)2 + 120𝑥(log 𝑥 − 1) + 𝐶 

𝑙𝑜𝑔)∫: 2مثال 𝑥)3𝑑𝑥 معلوم کرو۔ 

𝐼𝑛  حل: ہمیں معلوم ہے کہ = ∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛𝑑𝑥 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)𝑛 − 𝑛𝐼𝑛−1 

                                             ∴ 𝐼3 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 3𝐼2 

                                                     = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 3∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3𝑑𝑥 

                                                     = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 3{𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)2 − 2𝐼1} 

                                                     = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 3 {𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)2 − 2∫ log 𝑥 𝑑𝑥} 

                                                     = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 3{𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)2 − 2𝑥(log 𝑥 − 1)} + 𝑐 

                                                     = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 3𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)2 + 6𝑥(log 𝑥 − 1) + 𝑐 

                        ∴ ∫(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3𝑑𝑥 = 𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)3 − 3𝑥(𝑙𝑜𝑔 𝑥)2 + 6𝑥(log 𝑥 − 1) + 𝑐 

 

8.3 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ 

𝐼𝑚,𝑛فرض کرو کہ   = ∫𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥  جہاں𝑚, 𝑛    دو مثبت اعداد ہیں اور𝑛 >  ہے۔  2

⇒               𝐼𝑚,𝑛 = ∫𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ cos 𝑥 𝑑𝑥 

                             = ∫(𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥 cos 𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 𝑑𝑥 

(1)…… = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∫(𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥 cos 𝑥) 𝑑𝑥 − ∫ [
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥) ∫(𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥 cos 𝑥) 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥)∫اب ہم پہلے  cos 𝑥) 𝑑𝑥  کی قدر معلوم کرتے ہیں۔ مان لو کہcos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 ⇐ sin 𝑥 = 𝑡 

∫(𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥 cos 𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑡𝑚𝑑𝑡 

                                                        =
𝑡𝑚+1

𝑚 + 1
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                                                        =
𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
 

               ∴ ∫(𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥 cos 𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
 

 سے ( 1)اب مساوات 

𝐼𝑚,𝑛 = 𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙
𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
− ∫(𝑛 − 1)𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝑥(− sin 𝑥)

𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
𝑑𝑥 

                   =
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
+ (

𝑛 − 1

𝑚 + 1
)∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝑥(𝑠𝑖𝑛2𝑥) 𝑑𝑥 

                   =
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
+ (

𝑛 − 1

𝑚 + 1
)∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝑥(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥) 𝑑𝑥 

                   =
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
+ (

𝑛 − 1

𝑚 + 1
)∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝑥 𝑑𝑥 − (

𝑛 − 1

𝑚 + 1
)∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 

       ∴ 𝐼𝑚,𝑛 =
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
+ (

𝑛 − 1

𝑚 + 1
) 𝐼𝑚,𝑛−2 − (

𝑛 − 1

𝑚 + 1
) 𝐼𝑚,𝑛 

⇒   (1 +
𝑛 − 1

𝑚 + 1
) 𝐼𝑚,𝑛 =

𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
+ (

𝑛 − 1

𝑚 + 1
) 𝐼𝑚,𝑛−2 

⇒           (
𝑚 + 𝑛

𝑚 + 1
) 𝐼𝑚,𝑛 =

𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 1
+ (

𝑛 − 1

𝑚 + 1
) 𝐼𝑚,𝑛−2 

                              ∴ 𝐼𝑚,𝑛 =
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 𝑛
+ (

𝑛 − 1

𝑚 + 𝑛
) 𝐼𝑚,𝑛−2 + 𝑐 

𝐼𝑚,𝑛جو کہ  = ∫𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥کا تحویلی ضابطہ ہے۔ 

𝐼𝑚,𝑛: 1مثال = ∫𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 کے استعمال سے   ضابطکے تحویلی∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠3𝑥 𝑑𝑥 معلوم کرو۔ 

 حل: ہمیں معلوم ہے کہ  

𝐼𝑚,𝑛 = ∫𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 𝑛
+ (

𝑛 − 1

𝑚 + 𝑛
) 𝐼𝑚,𝑛−2 + 𝑐 

𝑚مسئلہ میں گئےدیے  = 𝑛اور 2 =  لینے پر ، 3

𝐼2,3 = ∫𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠3𝑥 𝑑𝑥 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠3−1𝑥𝑠𝑖𝑛2+1𝑥

2 + 3
+ (

3 − 1

2 + 3
) 𝐼2,3−2 + 𝑐 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥

5
+

2

5
𝐼2,1 + 𝑐 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥

5
+

2

5
∫𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 

cosمان لو کہ   𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 ⇐ sin 𝑥 = 𝑡 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥

5
+

2

5
∫ 𝑡2 𝑑𝑡 + 𝑐 



137 

 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥

5
+

2

5
×

𝑡3

3
+ 𝑐 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥

5
+

2

15
𝑠𝑖𝑛3𝑥 + 𝑐 

 اس لیے

∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠3𝑥 𝑑𝑥 =
𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥

5
+

2

15
𝑠𝑖𝑛3𝑥 + 𝑐ہوگا۔ 

∫:  2مثال 𝑠𝑖𝑛5𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥 𝑑𝑥 معلوم کرو۔ 

𝐼𝑚,𝑛حل:   = ∫𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 سے ہمیں معلوم ہے کہ   ضابطکے تحویلی 

𝐼𝑚,𝑛 =
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑚+1𝑥

𝑚 + 𝑛
+ (

𝑛 − 1

𝑚 + 𝑛
) 𝐼𝑚,𝑛−2 + 𝑐 

𝑚میں مسئلہ دیے گئے = 𝑛اور 5 =  لینے پر ،4

𝐼5,4 = ∫𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑐𝑜𝑠4𝑥 𝑑𝑥 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠4−1𝑥𝑠𝑖𝑛5+1𝑥

5 + 4
+ (

4 − 1

5 + 4
) 𝐼5,4−2 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑠𝑖𝑛6𝑥

9
+

3

9
𝐼5,2 

 (1) ……    𝐼5,4 =
𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑠𝑖𝑛6𝑥

9
+

1

3
𝐼5,2 

𝐼5,2 = ∫𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 

                                                                         =
𝑐𝑜𝑠2−1𝑥𝑠𝑖𝑛5+1𝑥

5 + 2
+ (

2 − 1

5 + 2
) 𝐼5,2−2 

                                                                         =
cos 𝑥 𝑠𝑖𝑛6𝑥

7
+

1

7
𝐼5,0 

                                                                         =
cos 𝑥 𝑠𝑖𝑛6𝑥

7
+

1

7
∫𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑐𝑜𝑠0𝑥 𝑑𝑥 

                                                                         =
cos 𝑥 𝑠𝑖𝑛6𝑥

7
+

1

7
∫𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑑𝑥 

 (2) ……    𝐼5,2 =
cos𝑥𝑠𝑖𝑛6𝑥

7
+

1

7
𝐼5 

𝐼5      اب  = ∫ 𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑑𝑥 

                                                                       = −
sin5−1 𝑥 cos 𝑥

5
+

5 − 1

5
𝐼5−2 

                                                                       = −
sin4 𝑥 cos 𝑥

5
+

4

5
𝐼3 

                                                                       = −
sin4 𝑥 cos 𝑥

5
+

4

5
∫𝑠𝑖𝑛3𝑥 𝑑𝑥 

                                                                       = −
sin4 𝑥 cos 𝑥

5
+

4

5
[−

sin3−1 𝑥 cos 𝑥

3
+

3 − 1

3
𝐼3−2] 
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                                                                       = −
sin4 𝑥 cos 𝑥

5
−

4 sin2 𝑥 cos 𝑥

15
+

8

15
𝐼1 

                                                                       = −
sin4 𝑥 cos 𝑥

5
−

4 sin2 𝑥 cos 𝑥

15
+

8

15
∫sin 𝑥 𝑑𝑥 

 (3) ……  𝐼5 = −
sin4 𝑥 cos𝑥

5
−

4 sin2 𝑥 cos𝑥

15
−

8

15
cos 𝑥 

 سےحاصل ہے( 3)اور ( 2(، )1) مساوات

 اس لیے

∫𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑐𝑜𝑠4𝑥 𝑑𝑥 

                =
𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑠𝑖𝑛6𝑥

9
+

1

3
[
cos 𝑥 𝑠𝑖𝑛6𝑥

7
+

1

7
(−

sin4 𝑥 cos 𝑥

5
−

4 sin2 𝑥 cos 𝑥

15
−

8

15
cos 𝑥)] + 𝑐 

∴ ∫𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑐𝑜𝑠4𝑥 𝑑𝑥 

                 =
𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑠𝑖𝑛6𝑥

9
+

cos 𝑥 𝑠𝑖𝑛6𝑥

21
−

sin4 𝑥 cos 𝑥

105
−

4 sin2 𝑥 cos 𝑥

315
−

8

315
cos 𝑥 + 𝑐 

 

8.4 ∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥اور∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 کے تحویلی ضابط 

∫ 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒏𝒙𝒅𝒙 کا تحویلی ضابطہ: 

 فرض کرو کہ

𝐼𝑛 = ∫𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 

                                            = ∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 𝑑𝑥 

                                            = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥) − ∫(𝑛 − 1)𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−2𝑥 (𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥) 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 𝑑𝑥 

                                            = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−2𝑥  𝑐𝑜𝑠ℎ2 𝑥 𝑑𝑥 

                                            = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−2𝑥  (1 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2 𝑥) 𝑑𝑥 

                                            = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−2𝑥  𝑑𝑥 − (𝑛 − 1)∫𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥  𝑑𝑥 

⇒                                  𝐼𝑛 = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 − (𝑛 − 1)𝐼𝑛 

⇒            (1 + 𝑛 − 1)𝐼𝑛 = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 

⇒                                   𝐼𝑛 =
1

𝑛
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

(𝑛 − 1)

𝑛
𝐼𝑛−2 

∫جو کہ    𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 کا تحویلی ضابطہ ہے۔ 

∫ 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒏𝒙𝒅𝒙 کا تحویلی ضابطہ: 
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 فرض کرو کہ

𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 

                                          = ∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 𝑑𝑥 

                                          = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥(𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥) − ∫(𝑛 − 1)𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−2𝑥 (𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥) 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 𝑑𝑥 

                                          = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−2𝑥  𝑠𝑖𝑛ℎ2 𝑥 𝑑𝑥 

                                          = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−2𝑥  (𝑐𝑜𝑠ℎ2 𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

                                          = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)∫(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−2𝑥  ) 𝑑𝑥 

                                          = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥  𝑑𝑥 + (𝑛 − 1)∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−2𝑥  𝑑𝑥 

⇒                                𝐼𝑛 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 − (𝑛 − 1)𝐼𝑛 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 

⇒          (1 + 𝑛 − 1)𝐼𝑛 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 

⇒                               𝑛𝐼𝑛 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 

⇒                                 𝐼𝑛 =
1

𝑛
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

(𝑛 − 1)

𝑛
𝐼𝑛−2 

∫جو کہ  𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥کا تحویلی ضابطہ ہے۔ 

∫: 1مثال 𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥 𝑑𝑥 اور∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ5𝑥 𝑑𝑥 کو معلوم کرو۔ 

 فرض کرو کہ (1)حل:  

𝐼3 = ∫𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥 𝑑𝑥 

𝐼𝑛تحویلی ضابطہ   = ∫𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑛
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

(𝑛−1)

𝑛
𝐼𝑛−2استعمال کرنے پر ہمیں حاصل ہے۔ 

𝐼3 = ∫𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥 𝑑𝑥 =
1

3
𝑠𝑖𝑛ℎ3−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

(3 − 1)

3
𝐼3−2 

                                           =
1

3
𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

2

3
𝐼1 

                                           =
1

3
𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

2

3
∫ sinh 𝑥 𝑑𝑥 

                                           =
1

3
𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

2

3
cosh 𝑥 + 𝑐 

               ∴ ∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥 𝑑𝑥 =
1

3
𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

2

3
cosh 𝑥 + 𝑐 

 ہمیں معلوم ہے کہ (2)

𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑛
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

(𝑛 − 1)

𝑛
𝐼𝑛−2 

∴ 𝐼5 = ∫𝑐𝑜𝑠ℎ5𝑥 𝑑𝑥 =
1

5
𝑐𝑜𝑠ℎ5−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

(5 − 1)

5
𝐼5−2 
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          =
1

5
𝑐𝑜𝑠ℎ4𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

4

5
𝐼3 

 اور 

𝐼3 = ∫𝑐𝑜𝑠ℎ3𝑥 𝑑𝑥 =
1

3
𝑐𝑜𝑠ℎ3−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

(3 − 1)

3
𝐼3−2 

                                                                         =
1

3
𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

2

3
𝐼1 

                                                                         =
1

3
𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

2

3
∫cosh 𝑥 𝑑𝑥 

                                                                         =
1

3
𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

2

3
𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 

                                                                 ∴ 𝐼5 = ∫𝑐𝑜𝑠ℎ5𝑥 𝑑𝑥 

                                                                         =
1

5
𝑐𝑜𝑠ℎ4𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

4

5
{
1

3
𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

2

3
𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥} + 𝑐 

∫اس لیے 𝑐𝑜𝑠ℎ5𝑥 𝑑𝑥کی قدر

1

5
𝑐𝑜𝑠ℎ4𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

4

15
𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

8

15
𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 + 𝑐ہے۔ 

∫: 2مثال 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 اور∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 کےتحویلی ضابط استعمال کرکے∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ4𝑥 𝑑𝑥 اور∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ4𝑥 𝑑𝑥  کی قدریں  معلوم

 کرو۔

 فرض کرو کہ ( 1)حل:

𝐼4 = ∫𝑐𝑜𝑠ℎ4𝑥 𝑑𝑥 

∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 ہمیں معلوم ہے کہ  سے ضابطکےتحویلی 

𝐼𝑛 = ∫𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑛
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

(𝑛 − 1)

𝑛
𝐼𝑛−2 

∴ 𝐼4 = ∫𝑐𝑜𝑠ℎ4𝑥 𝑑𝑥 =
1

4
𝑐𝑜𝑠ℎ4−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

(4 − 1)

4
𝐼4−2 

                                                                   =
1

4
𝑐𝑜𝑠ℎ3𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

3

4
𝐼2 

                                                                   =
1

4
𝑐𝑜𝑠ℎ3𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

3

4
{
1

2
𝑐𝑜𝑠ℎ2−1𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

(2 − 1)

2
𝐼2−2} 

                                                                   =
1

4
𝑐𝑜𝑠ℎ3𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

3

4
{
1

2
cosh 𝑥 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

1

2
𝐼0} 

                                                                   =
1

4
𝑐𝑜𝑠ℎ3𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

3

8
cosh 𝑥 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

3

8
𝑥 + 𝑐 

∫اس لیے 𝑐𝑜𝑠ℎ4𝑥 𝑑𝑥کی قدر

1

4
𝑐𝑜𝑠ℎ3𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 +

3

8
(cosh 𝑥 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 + 𝑥) + 𝑐ہے۔ 

 فرض کرو کہ (2)

𝐼4 = ∫𝑠𝑖𝑛ℎ4𝑥 𝑑𝑥 

𝐼𝑛تحویلی ضابطہ   = ∫𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑛
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

(𝑛−1)

𝑛
𝐼𝑛−2استعمال کرنے پر ہمیں حاصل ہے۔ 



141 

 

𝐼4 = ∫𝑠𝑖𝑛ℎ4𝑥 𝑑𝑥 

                                          =
1

4
𝑠𝑖𝑛ℎ4−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

(4 − 1)

4
𝐼4−2 

                                          =
1

4
𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

3

4
𝐼2 

                                          =
1

4
𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

3

4
{
1

2
𝑠𝑖𝑛ℎ2−1𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

(2 − 1)

2
𝐼2−2} 

                                          =
1

4
𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

3

4
{
1

2
sinh 𝑥 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

1

2
𝐼0} 

                                          =
1

4
𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

3

8
sinh 𝑥 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 +

3

8
𝑥 + 𝑐 

             ∴ ∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ4𝑥 𝑑𝑥 =
1

4
𝑠𝑖𝑛ℎ3𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 −

3

8
(sinh 𝑥 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 − 𝑥) + 𝑐 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  8.5

مل ت حاصل کرکے کئی  تفاعلات کے تحویلی ضابط  حاصل کریں گے۔
ک

 

ئ

 اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ مختلف 

 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 8.6

ل ،تحویلی ضابطہ 
م
ک

 

ئ

 تفاع، مشتق، 

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 8.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 8.7.1

1. ∫ 𝑐𝑜𝑡3𝑥 𝑑𝑥 کس کے مساوی ہے 

a) 
𝑐𝑜𝑡2𝑥

2
− log(sin 𝑥) 

b) −
𝑐𝑜𝑡2𝑥

2
− log(sin 𝑥) 

c) −
𝑐𝑜𝑡2𝑥

2
+ log(sin 𝑥) 

d)  ان میں سے کوئی نہی 

2. ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 کس کے مساوی ہے 

a) 
𝑠𝑖𝑛𝑛+1𝑥

𝑛+1
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b) 
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥

𝑛
 

c) 
𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑥

𝑛
 

d) 
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥

𝑛−1
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  8.7.2

1. ∫ 𝑐𝑜𝑡4𝑥 𝑑𝑥 معلوم کرو۔ 

2. ∫(log 𝑥)2 𝑑𝑥 کی قدر معلوم کرو۔ 

3. ∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 𝑑𝑥 اور∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ3𝑥 𝑑𝑥 معلوم کرو۔ 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 8.7.3

𝐼𝑛اگر  .1 = ∫𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥 𝑑𝑥ہو  ت ثابت کرو کہ𝐼𝑛 =
−cot𝑛−1 𝑥

𝑛−1
− 𝐼𝑛−2ہوگا۔ نیز اس کی مدد سے∫ 𝑐𝑜𝑡7𝑥 𝑑𝑥  معلوم

 کرو۔

2. ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥  کا تحویلی ضابطہ اخذ کرو اور اس کے استعمال سے∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠3𝑥 𝑑𝑥 کی قدر معلوم کرو۔ 

3. 𝑠𝑒𝑐𝑛𝜃 ل کرو اور اس کے ذریعے سے
م
ک

 

ئ

∫کا  𝑠𝑒𝑐3𝜃 𝑑𝜃 معلوم کرو۔ 
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گ، ڈسک اور واشر کے ذریعے حجم9اکائی 

 

شی

 

ب
 ۔سلا

(Volumes by Slicing, Disks and Washers ) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید    9.0

 مقاص    9.1

گ، ڈسک اور واشر کے ذریعے حجم    9.2

 

شی

 

ب
 سلا

گ کے ذریعے حجم  9.2.1 

 

شی

 

ب
 سلا

 ڈسک کے ذریعے حجم   9.2.1 

 واشر کے ذریعے حجم   9.2.3 

 اکتسابی نتائج   9.3

 کلیدی الفاظ   9.4

 نمونہ امتحانی سوالات    9.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات  9.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات   9.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  9.5.3 
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 (Introduction)تمہید 9.0

حدود  علاقوں(  Curved Boundaries)خمیدہ   والے  استوانوں  (Regions)رکھنے   والے  رکھنے  قاعدے  خمیدہ  ان  ہم  سے  رقبے  کے 

(Cylinders)  شن ٹ  کر سکتے ہیں۔ اس کے لیے ان استوانوں کے خائدوں کے رقبوں کو ان کی اونچائ سے ضرب دیتے ہیں۔ اس
خ

 

ت

کے حجم کی 

ے دیگر ٹھوس اجسام کےحجم حاصل کر سکتے ہیں۔
ش
م

 

ج
ح

 طرح اس قسم استوانوں کے 

گ کے طریقہ کا نہایت ہ عاماطلاق  

 

ی
ش

 

ب
ج کسی محور کے اطراف کسی سلائس کو گھمایا جاتا ہے، ت ایک ٹھوس مجسم حاصل ہوتا ہے۔ یعنی سلا

 گھماؤ سے ٹھوس حاصل کرنا ہے۔ 

بارڈر نہی بنتی ہو ت، اس ٹھوس میں چھید یا سوراخ   CROSSیا کراس  ONاگر کسی علاق کو ٹھوس بنانے کے لیے گھمایا جائے اور گردشی محور پر 

س کے، واشرس ہوتے ہیں۔ (Cross-Sections)ہوتا ہے۔ اس صورت میں گردشی محور سے عمود عرضی تراشے

سک

 بجائے ڈ

 

 

 (Objectives)مقاص 9.1

س اور واشر کے طریقوں سے اجسام کے حجم معلوم کر سکیں گے۔  جائیںاس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو 

سک

گ، ڈ

 

ی
ش

 

ب
 گے کہ سلا

 

گ،  ڈسک اور واشر کے ذریعے حجم  9.2

 

ی
ش

 

ب
 (Volumes by Slicing, Disks and Washers)سلا

س اور واشر کے طریقوں   کا مطالعہ کرکے  ان کی مدد سے اجسام کے حجم حاصل  کرنا  سیکھیں گے۔اور پھر کچھ  

سک

گ، ڈ

 

ی
ش

 

ب
اب ہم سلا

 - مثالوں کی مدد سے ان پر عبور حاصل کریں گے

گ کے ذریعے 9.2.1

 

شی

 

ب
 (Volumes by Slicing)حجم سلا

,𝑎]میں دکھائے گئے ایک قسم کے ٹھوس کا حجم  معلوم کرنا چاہتے ہیں۔ بند وقفہ   (9.2.1.1)فرض کرو کہ ہم شکل    𝑏]  میں ہر نقطہ یا مقام𝑥  پر

تفاع   (Real Valued)کا حقیقی𝐴  ،𝑥ہے۔ اس سے رقبہ   𝐴(𝑥)اور اس کا رقبہ   R(x)کا علاق  (Cross Section)عرضی تراش  اس ٹھوس کے  

(Function)  بن جاتا ہے۔ مزید برآں اگر یہx   کا مسلسل(Continuous)  ل
م
ک

 

ئ

کے ذریعے ٹھوس کے حجم کو ذیل  (Integration)تفاع ہو ت ہم 

 کے مطابق واضح اور معلوم کر کے حساب لگا سکتے ہیں۔ 

,𝑎]ہم بند وقفہ   𝑏]  س

 

ن

 

 ش
ن

 

ئ

 ووں کی طرح ٹھوس کے  𝑥کے پار
ت

 

کن چ 

محور کے ساتھ ساتھ حسب معمول طریقہ سے کرتے ہیں۔ یعنی ہم طوس کی 

 سلائس اس طرح بناتے ہیں کہ ان کی سطحیں پاٹیشن نقاط سے عموداً رہیں۔

پر بنی دو سطحوں کے درمیان استوانہ کا   𝑅(𝑥)ویں سلائس کا حجم تقریباً وہ ہوتا ہے جو کہ علاق kسطحوں کے درمیان   𝑥𝑘اور  𝑥𝑘−1مقام یا نقاط   
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 میں دکھایا گیا ہے۔ اس استوانہ کا حجم یوں معلوم کیا جاتا ہے:  (9.2.1.2)ہوتا ہے۔ اس حصہ کی تسیع شدہ شکل کو شکل 

𝑥𝑘 = اونچائی  ×  اساس  کا رقبہ 

                                                                           = 𝐴(𝑥𝑘) × 𝑥𝑘 پر  سطحوں کے درمیان فاصل )  (  نقاط 𝑥𝑘−1 اور 

                                                                           = 𝐴(𝑥𝑘) × (∆𝑥) 

ووں کے مجموعہ سے کیا جاتا ہے
 م
ج
ح

 لہٰذا ٹھوس کے حجم کا اندازہ استوانوں کے 

∑ 𝐴(𝑥𝑘) × (∆𝑥)

𝑛

𝑘=1

 

,𝑎]یہ وقفہ  𝑏]  پر تفاع𝐴(𝑥) کے لیےریمان سم(Riemann Sum) ہے۔ 

,𝑎]کے ان اندازوں سے اس بات کی تقع کرتے ہیں کہ وقفہ  (Sums)ہم مجموعوں   𝑏]پر مکمل نمونہ کا حصہ(Portion)    مائل بہ صفر ہوتا کہ

گ 

 

ی

 

من
ل

ے واضح کر سکیں۔(Limiting)ٹھوس کے حجم کو 
ش
مل
ک

 

ئ

 

ی 𝐴تک 𝑏سے𝑎 تعریف:

 

ملت عی
ک

 

ئ

𝑥کا  = 𝑎 سے𝑥 = 𝑏  تک عرضی تراش𝐴(𝑥) ل
م
ک

 

ی

 

ی ن
مع

(Definite Integrals)ٹھوس کا حجم ہے۔ 

𝑉 = ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
     (1)  

 کے اطلاق کے لیے ہم درج ذیل مرحلوں کا استعمال کرتے ہیں (1)مساوات 

  : 1مرحلہ 

 

 ٹھوس اور عرضی تراش کے نمونہ کا خاکہ بنائ

 کا ضابطہ معلوم کریں 𝐴(𝑥) :2مرحلہ 

ل کے حدود معلوم کریں  :3مرحلہ
م
ک

 

ئ

 

ل کریں 𝐴(𝑥)حجم معلوم کرنے کے لیے  :4مرحلہ 
م
ک

 

ئ

 کو 

پر ایک    (Altitude)والے ارتفاع    لمبائی𝑥𝑚سے    (Vertex)ہے۔  پرامڈ کا راس   3mبلند پرامڈ کے مربع نما اساس کا ضلع   3mایک   -1مثال

𝑥𝑚ضلع والا مربع نما عرضی تراش عموداً واقع ہے۔ اس پرامڈ کا حجم معلوم کیجیے۔ 

ارتفاع    لمبائی𝑥𝑚محور کےہمراہ  𝑥سوال کے مطابق   : 1مرحلہ  -حل کا پرامڈ کھینچا ۔ مربع نما عرضی تراشے دکھایا۔    (Altitude)والے 

 ہے۔ Oپرامڈ کا راس 

 میٹرضلع کا مربع نما عرضی تراش کا نمونہ ہے۔ اس لیے اس کا رقبہ 𝑥پر  𝑥لمبائی ارتفاع کی  :2مرحلہ 

𝐴(𝑥) = 𝑥2
 

𝑥مربعوں کے ضلعوں کی لمبائیاں   :3مرحلہ = xسے 0 =  تک ہیں۔  3

 اب پرامڈ کا حجم ہوگا  :4مرحلہ 

𝑉 = ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

= ∫ 𝑥2𝑑𝑥
3

0
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= [
𝑥3

3
]
0

3

= 9𝑚3
 

ایک خمیدہ تکنی 3m - 2مثال  استوانہ سے  ایک  سطح  (  Curved Wedge)نصف قطر کے  ایک  کیا گیا۔  کر حاصل  تراش  دو سطحوں سے  کو 

°45دوسری سطح استوانہ کے مرکز سے پہلی سطح سے  -استوانہ کے تکنی سے عموہے

ووم کیجیے۔ 
معل
 م
ج
ح

 کا ذاویہ بناتے ہوئے گزر رہ ہے۔تکنی کا 

 محورسے عموداً دکھایا۔ عرضی طراشےمستطیل ہیں  xسوال کے مطابق ویج کھینچا گیا۔ اس میں نمونہ عرضی تراش    : 1مرحلہ  -حل

فاصل پر واقع عرضی تراش مستطیل نما ہے۔ دوسری سطح پہلی سطح سےکا ذاویہ بنا رہ ہے۔ استوانہ کا  xمحورکے ہمراہ  𝑥سے  𝑜مبدا   :2مرحلہ 

 میٹر ہے۔ اس لیے 3نصف قطر 

= 𝑥𝑚 ی عرضی تراش کی اونچائی

ی ل

 

ظ

 

شن
م

 

= 2√9 − 𝑥2𝑚ی عرضی تراش کی چوڑائی

ی ل

 

ظ

 

شن
م

 

 اس لیے

𝐴(𝑥)اونچائی ×چوڑائی  = 

                                                                                   = (𝑥) × 2√9 − 𝑥2
 

                                                                                   = 2𝑥√9 − 𝑥2
 

گ   :3مرحلہ

 

ی
ش

 

ب
ی عرضی تراش کی سلا

ی ل
ظ

 

شن
م

𝑥 = 𝑥سے 0 =  تک ہے۔ 3

 تکنی  کا حجم ہوگا  :4مرحلہ 

𝑉 = ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

                                                                              = ∫ 2𝑥√9 − 𝑥2𝑑𝑥
3

0

 

= [−
2(9 − 𝑥2)

3
2⁄

3
]

0

3

 

                                                                              = 0 +
2

3
(9)

3
2⁄  

= 18𝑚3
 

 (Volumes by Disks)حجم ڈسک کے ذریعے 9.2.2

ق کی جاتی    (Shapes)گھماؤ کے ٹھوس وہ ٹھوس ہیں جن کی شکل و صورت یا ڈیل ڈول  
 
قلت

 

ب

کو محوروں کے گرد سطحی علاقوں کو گھما کر 

 کی گیندیں گھماؤ کے ٹھوس ہیں۔  (Billiard)، بلیارڈ  (Spools)ہے۔ مثلاً دھاگے کی چرخیاں  

مٹ  
ئ ل
والے ٹھوسوں کے حجم جیومیٹری کے ضابطوں سے معلوم کر سکتے ہیں۔ لیکن ج ہم کسی  اوقات گھماؤ سے بننے  کا حجم    (Blimp)بعض 

ی کے ضابطوں معلوم کرنا چاہتے ہیں یا پھر کسی حصہ کا جسے خرادلیتھ پر موڑنا چاہتے ہیں یا پھر وزن کا اندازہ لگانا چاہتے ہیں ت ہم بجائے جیومیٹر

 کا استعمال کرتے ہیں۔  (Calculus)کے اپنے جوابوں کے حصول کے لیے احصہ 
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𝑦کو مسلسل تفاع کے گراف    اگر ہم کسی علاقے = 𝑅(𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  اورxکے طور پر آراستہ    محور کے درمیان کے علاقے

کو   محور  گردشی  اور  سکیں  نمونہ  𝑥کر  کا  ٹھوس  سے  محور  گردشی  ۔  ہیں  سکتے  کر  معلوم  سے  طریقے  کے  ذیل  حجم  کا  ٹھوس  ہم  ت   ، محور 

ل
 ت ک
ن

 

ئ

(Typical)  عرضی تراش ڈسک ہے۔ جس کا نصف قطر𝑅(𝑥)  اور رقبہ𝐴(𝑥) = 𝜋(𝑟𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠)2 = 𝜋[𝑅(𝑥)]2  ہے ۔ چونکہ ٹھوس کا حجم

𝑥 = 𝑎 سے𝑥 = 𝑏  تکAل ہے۔ اس لیے
م
ک

 

ئ

𝑥کا  = 𝑎  سے𝑥 = 𝑏 تک[𝑅(𝑥)]2 ل ٹھوس کا حجم ہوگا۔
م
ک

 

ئ

 کا 

 

 9.2.2.1شکل 

 اس لیےٹھوس کا حجم

 (2 )     𝑉 = ∫ 𝜋[𝑅(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

 اس مساوات کا استعمال کرکے ہم درج ذیل مراحل کی مدد سے حجم معلوم کر سکتے ہیں: 

 کی شناخت کریں  𝑅(𝑥) علاق کھینچیں اور نصف قطر تفاع : 1مرحلہ 

 سے ضرب دیں 𝜋کا مربع لیں اور 𝑅(𝑥) :2مرحلہ 

ل کریں :3مرحلہ
م
ک

 

ئ

 حجم معلوم کرنے کے لیے 

y  محور کے اطراف𝑥   محور اور خطہ منحنی𝑥 = 𝑅(𝑦), 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑  کے درمیان  علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوم کرنے کے لیے

 رکھ تے ہیں ۔اس لیے 𝑦کی بجائے x(میں   2ہم  مساوات )

 𝑉 = ∫ 𝜋[𝑅(𝑦)]2𝑑𝑦
𝑑

𝑐
……(3) 

س کے درمیان  𝑥(میں  2نیچے حل شدہ مثال )  یاد رکھیے

 

من
ل

محور، گردشی محور نہی ہے  بلکہ یہ حجم معلوم کرنے کے لیے اصول ہے۔ مناسب 

𝜋[𝑅(𝑥)]2ل کیجیے
م
ک

 

ئ

 ۔ کو 
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𝑦ایک ٹھوس کو بنانے کے لیے خط منحنی  - 3مثال = √𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ محور کے گرد گھمایا گیا۔ اس  𝑥محور کے درمیان علاق کو  𝑥اور  4

 ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔ 

 سوال کے مطابق ہم نے علاق ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔  -حل

 : اب ٹھوس کا حجم ہوگا

 شکل

𝑉 = ∫𝜋[𝑅(𝑥)]2𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                                           = ∫𝜋[√𝑥]
2
𝑑𝑥

4

0

 

                                                                           = 𝜋 ∫𝑥𝑑𝑥

4

0

 

                                                                           = 𝜋 [
𝑥2

2
]
0

4

 

=مکعب اکائی  8𝜋 

yایک ٹھوس کو بنانے کے لیے خط - 4مثال = 0, x = yاورمنحنی2 = x3
محور کے گرد گھمایا گیا۔ اس طرح بنے   xکے درمیانی  علاق کو   

 ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔ 

 سوال کے مطابق ہم نے علاق ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔  -حل

 : اب ٹھوس کا حجم ہوگا

𝑉 = ∫𝜋[𝑅(𝑥)]2𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                                           = ∫𝜋[𝑥3]2𝑑𝑥

2

0

 

                                                                           = 𝜋 ∫𝑥3𝑑𝑥

2

0

 

                                                                           = 𝜋 [
𝑥7

7
]
0

2

 

=مکعب اکائی 
128𝜋

7
 

𝑦خط  - 5مثال = 𝑦کے  گردمنحنی  1 = √𝑥 − 𝑥اورخطوط    ,1 = 1, 𝑥 = سے گھرے علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  معلوم  4

 کیجیے۔
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 سوال کے مطابق ہم نے علاق ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔  -حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا 

𝑉 = ∫𝜋[𝑅(𝑥)]2𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                                           = ∫𝜋[√𝑥 − 1]
2
𝑑𝑥

4

1

 

                                                                           = 𝜋 ∫[𝑥 − 2√𝑥 + 1]𝑑𝑥

4

1

 

                                                                           = 𝜋 [
𝑥2

2
− 2

𝑥
3

2

3
2⁄

+ 𝑥]

1

4

 

=مکعب اکائی 
7𝜋

6
 

𝑥محور  اور خط منحنی   y محور کے  گرد  y - 6مثال =
2

𝑦
1اورخطوط     ≤ y ≤ سے گھرے علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  معلوم  4

 کیجیے۔

 سوال کے مطابق ہم نے علاق ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔  -حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا 

𝑉 = ∫𝜋[𝑅(𝑦)]2𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

                                                                           = ∫𝜋 [
2

𝑦
]
2

𝑑𝑦

4

1

 

                                                                           = 4𝜋 ∫ [
1

𝑦2
] 𝑑𝑦

4

1

 

                                                                           = 4𝜋 [−
1

𝑦
]
1

4

 

=مکعب اکائی 3𝜋 

𝑥خط  - 7مثال = 𝑥کے  گرد پیرابولا  3 = 2 − 𝑦2
𝑥اورخط   =  سے گھرے علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  معلوم کیجیے۔3

 سوال کے مطابق ہم نے علاق ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔  -حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا 

𝑉 = ∫𝜋[𝑅(𝑦)]2𝑑𝑦

𝑑

𝑐
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                                                                           = ∫ 𝜋[2 − 𝑦2]2𝑑𝑦

√2

−√2

 

                                                                           = 4𝜋 ∫ [4 − 4𝑦2 + 𝑦4]𝑑𝑦

√2

−√2

 

                                                                           = 4𝜋 [4𝑦 − 4
𝑦3

3
+

𝑦5

5
]
−√2

√2

 

=مکعب اکائی 
64𝜋√2

15
 

𝑟صنوبری   - 8مثال  = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)کو ابتدائ خط کے گرد گھمانے پر حاصل ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔ 

 محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس مجسم کا حجم درج ذیل ہوتا ہے xشکل سے دی گئی منحنی  کو  -حل

𝑉 = ∫ 𝜋[𝑅(𝑥)]2𝑑𝑥

2𝑎

0

 

𝑟     دیا ہے  = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 

𝑥     ہم جانتے ہیں   = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

= 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

⇒                                                                  𝑑𝑥 = 𝑎(− 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃)𝑑𝜃 

𝑦      اور  = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

= 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

 کو بدلتے ہیں  

 

مٹ
ل
ل کی 
م
ک

 

ئ

 اب ہم 

xج = θت ،  0 = xاور ج 0 = 2a  ،تθ = π 

      اس لیے

𝑉 = ∫ 𝜋[𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃]2𝑎(− 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃)𝑑𝜃

𝜋

0

 

                                     = 𝜋𝑎3 ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2 𝑠𝑖𝑛3 𝜃 (−1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃)𝑑𝜃

𝜋

0

 

                                     = 𝜋𝑎3 ∫(2𝑠𝑖𝑛2
𝜃

2
)
2

2 𝑠𝑖𝑛3
𝜃

2
𝑐𝑜𝑠3

𝜃

2
(𝑐𝑜𝑠2

𝜃

2
− 3𝑠𝑖𝑛2

𝜃

2
) 𝑑𝜃

𝜋

0

 

                                     = 𝜋𝑎3 ∫32 𝑠𝑖𝑛7
𝜃

2
𝑐𝑜𝑠3

𝜃

2
(𝑐𝑜𝑠2

𝜃

2
− 3𝑠𝑖𝑛2

𝜃

2
) 𝑑𝜃

𝜋

0

 

                                     = 𝜋𝑎3 ∫(32 𝑠𝑖𝑛7
𝜃

2
𝑐𝑜𝑠5

𝜃

2
− 96 𝑠𝑖𝑛9

𝜃

2
𝑐𝑜𝑠3

𝜃

2
) 𝑑𝜃

𝜋

0
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= 32𝜋𝑎3 ∫𝑠𝑖𝑛7
𝜃

2
𝑐𝑜𝑠5

𝜃

2
𝑑𝜃

𝜋

0

− 96𝜋𝑎3 ∫ 𝑠𝑖𝑛9
𝜃

2
𝑐𝑜𝑠3

𝜃

2
𝑑𝜃

𝜋

0

 

مان لیجیے کہ 

𝜃

2
= 𝜔  ،ت𝑑𝜃 = 2𝑑𝜔 

𝜃اب ،    = 𝜔ت  ، 0 = 𝜃اور ج 0 = 𝜋  ،ت𝜔 =
𝜋

2
 

 اس لیے

𝑉 = 32𝜋𝑎3 ∫2𝑠𝑖𝑛7 𝜔 𝑐𝑜𝑠5 𝜔 𝑑𝜔

𝜋

2

0

− 96𝜋𝑎3 ∫2𝑠𝑖𝑛9 𝜔 𝑐𝑜𝑠3 𝜔 𝑑𝜔

𝜋

2

0

 

 کی مدد سے ہم جانتے ہیں کہ(Beta Function)تفاع بیٹا 

𝐵(𝑚, 𝑛) = ∫2 𝑠𝑖𝑛2𝑚−1 𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝑛−1 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

2

0

 

 اس لیے

𝑉 = 32𝜋𝑎3[𝐵(4, 3) − 3𝐵(5, 2)] 

,𝐵(𝑚   اس کے علاوہ ہم جانتے ہیں کہ 𝑛) =
(𝑚−1)!(𝑛−1)!

(𝑚+𝑛−1)!
 

 اس لیے

𝑉 = 32𝜋𝑎3 [
3! × 2!

6!
− 3 ×

4! × 1!

6!
] 

                                                            = 32𝜋𝑎3 [
2 × 1

6 × 5 × 4
− 3 ×

1

6 × 5
] 

                                                            = 32𝜋𝑎3 [
1

60
−

1

10
] 

                                                            = −
8

3
𝜋𝑎3

 

rاس لیے صنوبری  = a(1 − cos θ)  کو ابتدائ خط کے گرد گھمانے پر حاصل ٹھوس کا حجم

8

3
πa3
 -ہوگا 

 (Volume by Washer)واشر کے ذریعے حجم 9.2.3

بارڈر نہی بنتی ہو ت، اس ٹھوس میں چھید یا سوراخ   CROSSیا کراس  ONاگر کسی علاق کو ٹھوس بنانے کے لیے گھمایا جائے اور گردشی محور پر 

س کے، واشرس ہوتے ہیں۔ واشر  ضابطہ درج (Cross-Sections)ہوتا ہے۔ اس صورت میں گردشی محور سے عمود عرضی تراشے

سک

بجائے ڈ

 : ذیل ہوتا ہے

𝑉 = ∫𝜋[{𝑅(𝑥)}2 − {𝑟(𝑥)}2]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 جہاں   
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𝑅(𝑥) بیرونی نصف قطر  = 

𝑟(𝑥)اور اندرونی نصف قطر = 

,𝑎]تمام  تر وقفہ    𝑟(𝑥)یہ بات زہن نشیں راکھیں کہ اگر   𝑏]   مساوات سے  حجم معلوم کرنے کا ڈسک ضابطہ 

 

کے لیے صفر ہو ت اوپر دی گ

 حاصل ہوتا ہے، پس واضح ہوا کہ ڈسک ضابطہ واشر ضابطہ کا ایک مخصوص کیس ہے۔

 مساوات  کے اطلاق کے لیے ہم درج ذیل مرحلوں کا استعمال کرتے ہیں 

 

 اوپر دی گ

گردشی محور سے عموداً کھینچیں ۔ ج اس علاق کو گھمایا ( Line Segment)ایک قطعہ خط ( Across)علاق کھینچیں اور اس کے اکروس  : 1مرحلہ 

  گا۔ جاتا ہے ت یہ قطعہ خط گھمانے سے بنے ٹھوس کا نمونہ واشر عرضی تراش  بنائے

ل کے حدود معلوم کریں  :2مرحلہ 
م
ک

 

ئ

 

  :3مرحلہ

 

 کیے گئے بیرونی اور اندرونی نصف قطر معلوم کریں (Swept) قطعہ خط سے سوی  

ل کریں :4مرحلہ 
م
ک

 

ئ

 حجم معلوم کرنے کے لیے  

𝑦ایک ٹھوس کو بنانے کے لیے خط  -9مثال = −𝑥 + 𝑦اورمنحنی 3 = 𝑥2 + محور کے گرد گھمایا گیا۔ اس طرح  xکے درمیانی  علاق کو   1

 بنے  ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔

 سوال کے مطابق ہم نے علاق ،بیرونی نصف قطر  اور اندرونی نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔-حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا 

 

 9.2.2.2شکل 

 

𝑉 = ∫𝜋[{𝑅(𝑥)}2 − {𝑟(𝑥)}2]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 جہاں 
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𝑅(𝑥)بیرونی نصف قطر   = −𝑥 + 3 = 

𝑟(𝑥)اندرونی نصف قطر  = 𝑥2 + 1 = 

 اس لیے

𝑉 = ∫𝜋[{−𝑥 + 3}2 − {𝑥2 + 1}2]𝑑𝑥

1

−2

 

                                                          = ∫𝜋[8 − 6𝑥 − 𝑥2 − 𝑥4]𝑑𝑥

1

−2

 

                                                          = 𝜋 [8𝑥 − 6
𝑥2

2
−

𝑥3

3
−

𝑥5

5
]
−2

1

 

=مکعب اکائی 
117π

5
 

yپہلے ربع میں  -10مثال   = x2
yاور خط  = 2x  سے گھرے علاق کوy  محور کے گرد گھمانے سے بنے  ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے 

 سوال کے مطابق ہم نے علاق ،بیرونی نصف قطر اور اندرونی نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔-حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا 

V = ∫π[{R(y)}2 − {r(y)}2]dy

d

c

 

 جہاں 

R(x) یرونی نصف قطر = √y  اور  =

r(x) اندرونی نصف قطر =
y

2
= 

 اس لیے

V = ∫π [{√y}
2
− {

y

2
}
2

] dy

4

0

 

= ∫π [y −
y

4

2

] dy

4

0

 

= π [
y2

2
−

y3

12
]
0

4

 

=مکعب اکائی 
8π

3
 

𝑦پہلے ربع میں  -11مثال   = 𝑥2
   ،y   محور اور خطy = 𝑥سے گھرے علاق کو  1 =

3

2
 کے گرد گھمانے سے بنے  ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے 

𝑥سوال کے مطابق ہم نے علاق ،بیرونی نصف قطر اور اندرونی نصف قطر  اور -حل =
3

2
 کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔ 
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 اب ٹھوس کا حجم ہوگا 

𝑉 = ∫𝜋[{𝑅(𝑦)}2 − {𝑟(𝑦)}2]𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

 جہاں 

𝑅(𝑥)یرونی نصف قطر =
3

2
 اور  =

𝑟(𝑥)اندرونی نصف قطر =
3

2
− √𝑦 = 

 اس لیے

𝑉 = ∫𝜋 [{
3

2
}
2

− {
3

2
− √𝑦}

2

] 𝑑𝑦

1

0

 

                                                               = ∫𝜋[−𝑦 + 3√𝑦]𝑑𝑦

1

0

 

                                                               = 𝜋 [−
𝑦2

2
+ 2𝑦

3

2]
0

1

 

=مکعب اکائی 
3π

2
 

𝑦ایک ٹھوس کو بنانے کے لیے خط  -12مثال = 𝑥     اورمنحنی𝑦 =
1

𝑥
, 1 ≤ 𝑥 ≤ کو   4 اس 𝑥کے درمیانی  علاق  محور کے گرد گھمایا گیا۔ 

 طرح بنے  ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔ 

 سوال کے مطابق ہم نے علاق ، بیرونی نصف قطر  اور اندرونی نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔-حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا 

𝑉 = ∫𝜋[{𝑅(𝑥)}2 − {𝑟(𝑥)}2]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 جہاں

𝑅(𝑥) بیرونی نصف قطر  = 𝑥  اور  =

𝑟(𝑥)اندرونی نصف قطر =
1

𝑥
= 

 اس لیے

𝑉 = ∫𝜋 [{𝑥}2 − {
1

𝑥
}
2

] 𝑑𝑥

4

1

 

                                                                    = ∫𝜋[8 − 6𝑥 − 𝑥2 − 𝑥4]𝑑𝑥

4

1
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                                                                    = 𝜋 [
𝑥3

3
+

1

𝑥
]
1

4

 

=مکعب اکائی
81π

4
 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  9.3

س اور واشر کے طریقوں سے اجسام کے حجم معلوم کر سکیں۔گئےاس اکائی میں آپ اس قابل ہو 

سک

گ، ڈ

 

ی
ش

 

ب
 ہوں گے کہ سلا

 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 9.4

س، واشر، عرضی تراش  ، اساس، مربع نما پرامڈ 

سک

گ، ڈ

 

ی
ش

 

ب
 حجم، مکعب اکائی، استوانہ ،  بیرونی نصف قطر ،  اندرونی نصف قطر، سلا

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 9.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 9.5.1

1. 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏   اور خط منحنی𝑦 = 𝑓(𝑥)   سے گھرے  رقبہ کوx  محور کے  گرد گھمانے سے بنے ٹھوس مجسم کا  رقبہ ہے 

 (a ) ∫ 𝜋𝑦2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 (b) 

1

2
∫ 𝜋𝑦2𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 (c) 

1

2
∫ 𝑦2𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 (d) ∫ 𝑦2𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

𝑦خط منحنی   .2 = 𝑓(𝑥) اور𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏    سے گھرے  رقبہ کو𝑥  محور کے  گرد گھمانے سے بنے ٹھوس مجسم کا  رقبہ ہے 

(a) ∫ 𝜋𝑦𝑑𝑠
𝑏

𝑎
 (b) ∫ 2𝜋𝑦𝑑𝑠

𝑏

𝑎
 (c) ∫ 2𝜋𝑦2𝑑𝑠

𝑏

𝑎
 (d) ∫ 2𝜋𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

𝑅(𝑥) اگر بیرونی نصف قطر .3 𝑟(𝑥) اور اندرونی نصف قطر=  : ہو ، ت حجم حاصل کرنے کا واشر  ضابطہ ہے=

(a) 𝑉 = ∫ 𝜋[𝑅(𝑥) − 𝑟(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

(b) 𝑉 = ∫ 𝜋[{𝑅(𝑥)}2 − {𝑟(𝑥)}2]𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

(c) 𝑉 = ∫ 𝜋[𝑟(𝑥) − 𝑅(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

(d) 𝑉 = ∫ 𝜋[{𝑟(𝑥)}2 − {𝑅(𝑥)}2]𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

y2راس پر مماس کے گرد   .4 = 4ax کیے گئے حصہ کو گھمانے سے بنی ریل قطعکے وطر خاص کو (Reel) یں۔کا حجم معلوم کر 

(a) 
1

5
𝜋𝑎3

  (b) 

2

5
𝜋𝑎3

  (c) 

4

5
𝜋𝑎3

  (d) 

2

3
𝜋𝑎3

 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  9.5.2

گ کے طریقے مثال  کے ساتھ کسی ٹھوس کے حجم .1

 

ی
ش

 

ب
 کو واضح کیجیے ۔ حاصل کرنے کے   سلا

𝑥خطوط  .2 = 2, 𝑦 = 𝑦اور خط منحنی  0 = 𝑥2
 محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔  𝑥سے گھرے علاق کو  
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𝑦 خط   .3 = 𝑦اور خط منحنی   0 = √9 − 𝑥2
 محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔  xسے گھرے علاق کو   

𝑦 خط   .4 = yاور خط منحنی   0 = x − x2
 محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔  xسے گھرے علاق کو   

𝑥خطوط   .5 = 0, 𝑦 = 𝑦اور خط منحنی   0 = √𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس 𝑥سے گھرے علاق کو   

 ۔ کا حجم معلوم کیجیے

𝑥خطوط   .6 = 0, 𝑦 = −1, 𝑦 = 𝑥اور خط منحنی   1 = √5𝑦2
محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  𝑦سے گھرے علاق کو   

 معلوم کیجیے۔

𝑥خطوط  .7 = 0,   𝑦 = xاور خط منحنی   2 = y
3

 محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔  yسے گھرے علاق کو  2

𝑥خطوط   .8 = 0, 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥اور خط منحنی   3 =
2

(𝑦+1)
کو    حجم  yسے گھرے علاق  کا  محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس 

 معلوم کیجیے۔

𝑥خطوط  .9 = 0, 𝑦 = 𝑥اور خط منحنی   1 =
√2𝑦

(𝑦2+1)
 محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔  yسے گھرے علاق کو  

𝑥خطوط   .10 = 𝑥اور خط منحنی   0 = 2 𝑠𝑖𝑛 2𝑦 , 0 ≤ 𝑦 ≤
𝜋

2
محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  𝑦سے گھرے علاق کو   

 معلوم کیجیے۔

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 9.5.3

𝑟صنوبری   .1 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)کو ابتدائ خط کے گرد گھمانے پر حاصل ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔ 

,2)ہے جسکے راس     (Enclosed)  علاق مثلث سے ملفوف .2 1)، (1, محور کے گرد گھمانے سے   yہیں۔ اس علاق کو  (1 ،1)اور   (0

 بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔

,1)ہے جسکے راس   (  Enclosed)علاق مثلث سے ملفوف   .3 0)، (0, محور کے گرد گھمانے سے   yہیں۔ اس علاق کو  (1 ،1)اور   (1

 بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔
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 حجم استوانی خول  کے ذریعے ۔ 10اکائی 

(Volumes by Cylindrical Shells ) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید    10.0

 مقاص    10.1

 حجماستوانی خول  کے ذریعے   10.2

 شیل ضابطہ  10.2.1 

 احلکے مر  شیل ضابط 10.2.2 

 اکتسابی نتائج   10.3

 کلیدی الفاظ   10.4

 نمونہ امتحانی سوالات    10.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات 10.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  10.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات 10.5.3 
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 (Introduction)ٰتمہید  10.0

ج ہم گھماؤ سے ٹھوس کا حجم معلوم کرنا چاہتے ہیں ت بعض اوقات  استوانی خول ضابطہ  ، واشر  ضابطہ سے اس اعتبار   

 سے بہتر ثابت ہوتا ہے کہ ہمیں ان کے ضابطہ میں مربع کرنے کی ضرورت پیش نہی ہوتی ہے۔ 

 

 (Objectives)مقاص 10.1

 کہ استوانی خول کو سمجھ سکیں گےاور شیل ضابطہ کا استعمال کر کے کسی ٹھوس کا   

  

اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو جائن

کا استعمال کر کے کسی بھی مسئلہ  طریقےحجم  حاصل کر سکیں  گے، اس کے ساتھ ہ شیل اور واشر کے طریقوں میں تفریق کر دونوں میں سے  بہتر  

 کو  حل  کر سکیں گے۔ 

 

 (Volume by Cylindrical Shells)حجم استوانی خول  کے ذریعے 10.2

 (Shell Formula)شیل ضابطہ 10.2.1

محور کے گرد گھمانے سے ایک ٹھوس بنتا ہے۔ ٹھوس کے حجم کے اندازہ   𝑦فرض کرو کہ ہم نے شکل میں دیے گئے رنگے علاق کو   

,𝑎]کے لیے ہم علاق کو  𝑏] وقفہ  کے پارٹیشن𝑃ووں 
ی لت
ظ

 

شن
م

کر سکتے ہیں۔ علاق اسی وقفہ (Approximate)کے مشابہ  (Rectangles)پر منحصر 

مستطیل کے اساس کا وسطی نقطہ ہے۔ جیومیٹری  𝐶𝑘اکائی اونچا ہے۔ جس میں 𝑓(𝐶𝑘)اکائی چوڑا اور 𝑥𝑘∆پر واقع ہے۔ نمونہ مشابہ مستطیل 

 آؤٹ

 

 سے حاصل شیل کے حجم کو ہم یوں لکھ سکتے ہیں: (Swept Out)کے ضابطہ سے مستطیل کے سوی  

𝑉𝑘∆شیل کا اوسط نصف قطر×ئینچاشیل کی او ×موٹائی = 2𝜋 × 

 یا 

∆𝑉𝑘 = 2𝜋 × 𝐶𝑘 × 𝑓(𝐶𝑘) × ∆𝑥𝑘 

 ووں سے سوپٹ 𝑛پر منحصر𝑃پارٹیشن
ی لت
ظ

 

شن
م

(Swept) ووں کے مجموعہ سے ٹھوس کا قریب تر حجم یہ ہے
 م
ج
ح

س کے 

ی ل

 

ش

 کیے گئے 

𝑉 ≈ ∑ ∆𝑉𝑘

𝑛

𝑘=1

= ∑ 2𝜋𝐶𝑘𝑓(𝐶𝑘)∆𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

 

‖𝑃‖جہاں تک → 0 

 

مٹ
ل
 سے حاصل ٹھوس کا حجم یہ ہے:(Limit)کا تعلق ہے اس مجموعہ لے 

𝑉 = lim
‖𝑃‖→0

∑ 2𝜋𝐶𝑘𝑓(𝐶𝑘)∆𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

= ∫2𝜋𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
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𝑦محور اور مسلسل تفاع𝑥محور کے گرد𝑦اس لیے = 𝑓(𝑥) ≥ 0, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  کے درمیانی علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم

 یہ ہوگا

 𝑉 = ∫ 2𝜋 (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 2𝜋𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
…..(1) 

 

 10.2.1.1 شکل 

 (Working Steps for Shell Formula)حلاکے مر  شیل  ضابط 10.2.2

 حل ہیں: اکے اطلاق کے درج ذیل مر عمودی حالت کے قطع نظر شیل طریقے گردشی محور کی افقی یا 

خط   : 1مرحلہ   ایک قطعہ  گرد گردشی محور کے متوازی  اس کے  اور  کی  (Line Segment)علاق کھینچیں  )شیل    لمبائییا  اونچائی  بنائے۔ قطعہ 

 ( دکھائے۔ )شیل کی موٹائی (، گردشی محور سے فاصل )شیل کا نصف قطر( اور چوڑائی کی اونچائی 

ل کی حدود معلوم کیجیے۔ : 2مرحلہ  
م
ک

 

ئ

 

2𝜋سے حاصل ضرب  کےحوالے  𝑦یا   𝑥( Variable)حجم معلوم کرنے کے لیے مناسب متغیر   : 3مرحلہ  (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

کو  (

ل کیجیے۔ 
م
ک

 

ئ

 

𝑦خط منحنی   -1مثال = √𝑥 ، 𝑥   محور اور خط𝑥 =  ۔ کریںمحور کے گرد  گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوم  𝑦سے گھرے علاق کو   4

 -حل

خط   : 1مرحلہ   قطعہ  ایک  متوازی  کے  محور  گردشی  گرد  کے  اس  اور  اونچائی  (Line Segment)علاق کھینچیں  کی  قطعہ  کی    بنایے۔  )شیل 

 ہے۔𝑑𝑥(  )شیل کی موٹائی اور چوڑائی 𝑥 ، گردشی محور سے فاصل )شیل کا نصف قطر( 𝑥√(اونچائی
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ل کی حدود  : 2مرحلہ  
م
ک

 

ئ

𝑎 = 𝑏سے   0 =  تک ہے۔ 4

2𝜋کےحوالہ سے حاصل ضرب   𝑥(  Variable)حجم معلوم کرنے کے لیے متغیر  : 3مرحلہ  (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

ل کیجیے۔ (
م
ک

 

ئ

 کو 

𝑦اب  خط منحنی  = √𝑥 ، 𝑥  محور اور خط𝑥 =  : محور کے گرد  گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم ہوگا 𝑦سے گھرے علاق کو  4

 

 : 10.2.2.1شکل 

𝑉 = ∫2𝜋 (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

= ∫2𝜋𝑥(√𝑥)𝑑𝑥

4

0

 

= 2𝜋 ∫𝑥
3

2𝑑𝑥

4

0

 

= 2𝜋 [
2

5
𝑥

5

2]
0

4

 

=
128𝜋

5
 

 

𝑦 -2مثال = 𝑥2
𝑦اور  = 𝑥سے گھرے علاق کو خط𝑥 =  کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔0

  -حل
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 10.2.2.2شکل : 

)شیل کی    بنائے۔  شکل سے قطعہ کی اونچائی  (Line Segment)   علاق کھینچیں اور اس کے گرد گردشی محور کے متوازی ایک قطعہ خط  :1مرحلہ 

𝑥)( اونچائی − 𝑥2)  )ہے، گردشی محور سے فاصل )شیل کا نصف قطر𝑥 شیل کی موٹائی اور چوڑائی( ) 𝑑𝑥  ہے۔ 

ل کی حدود  :2مرحلہ 
م
ک

 

ئ

𝑎 = 𝑏سے0 =  تک ہے۔ 1

2𝜋کےحوالہ سے حاصل ضرب 𝑥( Variable)حجم معلوم کرنے کے لیے متغیر  : 3مرحلہ  (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

ل کیجیے۔ (
م
ک

 

ئ

 کو 

𝑦 = 𝑥2
𝑦اور  = 𝑥  سے گھرے علاق کو خط𝑥 =  کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم ہوگا 0

𝑉 = ∫2𝜋 (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

= ∫2𝜋𝑥(𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥

1

0

 

= 2𝜋 ∫(𝑥2 − 𝑥3)𝑑𝑥

1

0

 

= 2𝜋 [
𝑥3

3
−

𝑥4

4
]
0

1

 

=
𝜋

6
 

𝑦 - 3مثال = √𝑥 اور𝑦 = 1/𝑥 1سے گھرے علاق کو ≤ 𝑥 ≤ 𝑥پر خط4 =  کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔0

اونچائی بنائے۔  شکل سے قطعہ کی (Line Segment) علاق کھینچیں اور اس کے گرد گردشی محور کے متوازی ایک قطعہ خط  :1مرحلہ  -حل

𝑥√)(  )شیل کی اونچائی −
1

𝑥
 ہے۔  𝑑𝑥 ( )شیل کی موٹائی اور چوڑائی 𝑥ہے، گردشی محور سے فاصل )شیل کا نصف قطر(  (
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ل کی حدود  :2مرحلہ 
م
ک

 

ئ

𝑎 = 𝑏سے 1 =  تک ہے۔ 4

2𝜋کےحوالہ سے حاصل ضرب   𝑥( Variable)حجم معلوم کرنے کے لیے متغیر  : 3مرحلہ  (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

ل کیجیے۔ (
م
ک

 

ئ

 کو 

𝑦 = √𝑥  اور𝑦 = 1/𝑥  1سے گھرے علاق کو ≤ 𝑥 ≤ 𝑥پر خط   4 =  کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم ہوگا 0

𝑉 = ∫2𝜋 (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

= ∫2𝜋𝑥 (√𝑥 −
1

𝑥
)𝑑𝑥

4

1

 

= 2𝜋 ∫(𝑥
3

2 − 1)𝑑𝑥

4

1

 

= 2𝜋 [
2𝑥

5

2

5
− 𝑥]

1

4

 

=
94𝜋

5
 

 

 :10.2.2.3شکل

𝑥 - 4مثال = 1 + 𝑦2
𝑥اور  = 1سے گھرے علاق کو  0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦پر خط   2 =  کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔ 0

  -حل
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 :10.2.2.4شکل

) :1مرحلہ  اور اس کے گرد گردشی محور کے متوازی ایک قطعہ خط  اونچائی  ( بنائے۔  شکل سے قطعہ کی  Line Segmentعلاق کھینچیں 

1)(  )شیل کی اونچائی + 𝑦2) )ہے، گردشی محور سے فاصل )شیل کا نصف قطر𝑦شیل کی موٹائی اور چوڑائی( ) 𝑑𝑦  ہے۔ 

ل کی حدود  :2مرحلہ 
م
ک

 

ئ

𝑎 = 𝑏سے  1 =  تک ہے۔ 2

2𝜋کےحوالہ سے حاصل ضرب   𝑦( Variable)حجم معلوم کرنے کے لیے متغیر  : 3مرحلہ  (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

ل کیجیے۔ (
م
ک

 

ئ

 کو 

𝑥 = 1 + 𝑦2
𝑥اور  = 1سے گھرے علاق کو  0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦پر خط   2 =  کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم ہوگا  0

𝑉 = ∫2𝜋 (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

) 𝑑𝑦

𝑏

𝑎

 

= ∫2𝜋𝑦(1 + 𝑦2)𝑑𝑦

2

1

 

= 2𝜋 ∫(𝑦 + 𝑦3)𝑑𝑦

2

1

 

= 2𝜋 [
𝑦2

2
+

𝑦4

4
]
1

4

 

=
21𝜋

2
 

𝑦 - 5مثال = 𝑥اور  2√ = 4, 𝑦 =  محورکے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔ 𝑥سے گھرے علاق کو   0
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اونچائی بنائے۔  شکل سے قطعہ کی  (Line Segment)علاق کھینچیں اور اس کے گرد گردشی محور کے متوازی ایک قطعہ خط  :1مرحلہ  -حل

4)(  )شیل کی اونچائی − 𝑦2)  )ہے، گردشی محور سے فاصل )شیل کا نصف قطر𝑦 شیل کی موٹائی اور چوڑائی( ) 𝑑𝑦  ہے۔ 

ل کی حدود  :2مرحلہ 
م
ک

 

ئ

𝑎 = 𝑏سے  0 =  تک ہے۔ 2

2𝜋کےحوالہ سے حاصل ضرب   𝑦( Variable)حجم معلوم کرنے کے لیے متغیر  : 3مرحلہ  (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

ل کیجیے۔ (
م
ک

 

ئ

 کو 

𝑦 = 𝑥اور 2√ = 4, 𝑦 =  محور گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم ہوگا  𝑥سے گھرے علاق کو   0

𝑉 = ∫2𝜋 (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

= ∫2𝜋𝑦(4 − 𝑦2)𝑑𝑦

2

0

 

= 2𝜋 ∫(4𝑦 − 𝑦3)𝑑𝑦

2

0

 

= 2𝜋 [2𝑦2 −
𝑦4

4
]
0

2

 

= 8𝜋 

 

 :10.2.2.5شکل

𝑦پہلے ربع میں   - 6مثال = 𝑥2
𝑥اور  = 0, 𝑦 = 𝑥سے گھرے علاق کو   1 =  کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔ 2

𝑥 گردشی محور   (  Across) ایک قطعہ خط کو علاق کے اکراس   :1مرحلہ  -حل = )شیل اونچائی  کے متوازی بنائے۔  شکل سے قطعہ کی   2

1)(  کی اونچائی − 𝑥2)  )2ہے، گردشی محور سے فاصل )شیل کا نصف قطر − 𝑥 شیل کی موٹائی  اور چوڑائی( ) 𝑑𝑥  ہے۔ 
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ل کی حدود  :2مرحلہ 
م
ک

 

ئ

𝑎 = 𝑏سے  0 =  تک ہے۔ 1

2𝜋کےحوالہ سے حاصل ضرب  𝑥(  Variable)حجم معلوم کرنے کے لیے متغیر  : 3مرحلہ  (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

ل کیجیے۔ (
م
ک

 

ئ

 کو 

𝑦پہلے ربع میں   = 𝑥2
𝑥اور   = 0, 𝑦 = 𝑥سے گھرے علاق کو   1 =  کےگرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم ہوگا   2

𝑉 = ∫2𝜋 (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

= ∫2𝜋(2 − 𝑥)(1 − 𝑥2)𝑑𝑦

1

0

 

= 2𝜋 ∫(2 − 𝑥 − 2𝑥2 + 𝑥3)𝑑𝑦

1

0

 

= 2𝜋 [2𝑥 −
𝑥

2

2

−
𝑥3

3
+

𝑥4

4
]
0

1

 

=
13𝜋

6
 

 

 :10.2.2.6شکل

 

𝑦 محدودی محوروں کے اطراف  یا د رکھیے = 𝑥   اور𝑦 = 𝑥2
کا   سے گھرے علاق کو گھماکر  بنائے گئے ٹھوس کے لیے واشر اور شیل طریقہ 

خلاصہ ٹیبل میں دیا گیا ہے۔ اس مخصوص علاق کے لیے  دونوں طریقے، دونوں محوروں کے گردگردش کے لیے مناسب ہیں۔ لیکن ایسا ہمیشہ 



166 

 

ل  𝑦محور کے گرد گھمایا جائے اور واشر طریقہ کا استعمال کیا جائے ت ہمیں  𝑦نہی ہوتا۔  مثال کے طور پر ج کسی علاق کو  
م
ک

 

ئ

کے حوالہ سے 

ل کو  
م
ک

 

ی
م

ن  𝑦کرنا ہوتا ہے۔ اس کے باوجود 
 
من
 
ت

کے حوالہ سے  𝑥کی اصطلاح میں بیان کرنا ممکن نہی ہوتا ہے۔ ایسی صورت میں شیل طریقہ 

شن ٹ  کے لیے واشر اور شیل طریقے ہمیشہ میل کھاتے ہیں۔ 
خ

 

ت

ووں کی 
 م
ج
ح

ل کرنے کی اجازت دیتا ہے۔ گھماؤکے ٹھوس کے 
م
ک

 

ئ

 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  10.3

کے لیے ہم     ےس بنتا ہے۔ ٹھوس کے حجم کے انداز کو محور کے گرد گھمانے سے ایک ٹھو  ئی میں ہم نے پڑھا  کہ کسی علاقےاس اکا 

 ووں  کے مشابہ کر سکتے ہیں۔ علاق اسی وقفہ پر واقع ہے۔ نمونہ مشابہ مستطیل  اکائی چوڑ
ی لت
ظ

 

شن
م

ا اور  اکائی اونچا  علاق کو وقفہ  کے پارٹیشن  پر منحصر 

 آؤٹ  سے حاصل شیل کے حجم کو ہم یوں    ضابطہے۔ جس میں مستطیل کے اساس کا وسطی نقطہ ہے۔ جیومیٹری کے  

 

سے مستطیل کے سوی  

 : لکھ سکتے ہیں

 𝑉 = ∫ 2𝜋 (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 2𝜋𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
…(1) 

 گردشی محور کی افقی یا عمودی حالت کے قطع نظر شیل طریقہ کے اطلاق کے درج ذیل مرحلے ہیں: 

اور اس کے گرد گردشی محور کے متوازی ایک قطعہ خط   :1مرحلہ  )شیل کی    لمبائییا  اونچائی  بنائے۔ قطعہ کی  (Line Segment) علاق کھینچیں 

 ( دکھائے۔ )شیل کی موٹائی (، گردشی محور سے فاصل )شیل کا نصف قطر( اور چوڑائی اونچائی

ل کی حدود معلوم کیجیے۔ :2مرحلہ 
م
ک

 

ئ

 

2𝜋کےحوالہ سے حاصل ضرب   𝑦یا  𝑥(  Variable)حجم معلوم کرنے کے لیے مناسب متغیر   : 3مرحلہ  (
𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠
) (

𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙
𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡

ل  (
م
ک

 

ئ

کو 

 کیجیے۔

 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 10.4

 آؤٹ  ، قطعہ خط،  

 

 استوانی خول، شیل ضابطہ، ربع، مربع، ابعاد، مستطیل، مشابہ، وسطی نقطہ، سوی  

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 10.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات10.5.1

1. 𝑥محور کے گرد گھماؤ سے بنے ٹھوس کے حجم کے لیے شیل ضابطہ ہے: 

a) ∫ 2𝜋𝑦𝑓(𝑦)𝑑𝑦
𝑏

𝑎
 

b) ∫ 2𝜋𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
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c) ∫ 𝜋[𝑅(𝑦)]2𝑑𝑦
𝑏

𝑎
 

d) ∫ 𝜋[𝑅(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

2. 𝑦  محور کے گرد تفاع𝑦 = 𝑓(𝑥) اور𝑥𝜖[𝑎, 𝑏]کے درمیانی علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  ہے: 

a) ∫ 2𝜋𝑦𝑓(𝑦)𝑑𝑦
𝑏

𝑎
 

b) ∫ 2𝜋𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

c) ∫ 𝜋[𝑅(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

d) ∫ 𝜋[𝑅(𝑦)]2𝑑𝑦
𝑏

𝑎
 

3. 𝑦 = 𝑥  اور𝑦 = 𝑥2
 : محور کے گرد گھمایا جاتا ہے۔ شیل کا نصف قطر ہوگا 𝑦کو   

a) 1 

b) 𝑥 − 1 

c) 𝑥 

d) 𝑦 

4. 𝑥   محور کے گرد تفاع𝑥 = 𝑓(𝑦) اور𝑦𝜖[𝑎, 𝑏]  ہے .…………………کے درمیانی علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم 

5. 𝑦   محور کے گرد تفاع𝑦 = 𝑓(𝑥) اور𝑥𝜖[𝑎, 𝑏]  ہے ..………………کے درمیانی علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم 

6. 𝑥   محور کے گرد تفاع𝑥 = 𝑓(𝑦) اور𝑦𝜖[𝑎, 𝑏]  کے درمیانی علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم∫ 2𝜋𝑦𝑓(𝑦)𝑑𝑦
𝑏

𝑎
 ہے

           (T/F) 

7. 𝑦   محور کے گرد تفاع𝑦 = 𝑓(𝑥) اور𝑥𝜖[𝑎, 𝑏]  کے درمیانی علاق کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم∫ 2𝜋𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 ہے

           (T/F) 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات10.5.2

 -استوانی شیل کے طریقہ کی وضاحت کیجیے .1

2. 𝑦  محور کے گرد اور 𝑥  محور اورتفاع𝑦 = 𝑓(𝑥) کے درمیانی علاق کو𝑥𝜖[𝑎, 𝑏]  پر گھمانے سے بنے ٹھوس کے حجم   کے لیے شیل کا

 ضابطہ اخذ کیجیے۔

3. 𝑥  محور کے گرد اور 𝑦  محور اورتفاع𝑥 = 𝑓(𝑦) کے درمیانی علاق کو𝑦𝜖[𝑎, 𝑏] پر گھمانے سے بنے ٹھوس کے حجم   کے لیے شیل کا

 ضابطہ اخذ کیجیے۔

 شیل اور واشر کے  طریقوں میں تفریق کیجیے۔ .4

5. 𝑦 = −
𝑥

2
, 𝑦 = 𝑥  اور𝑥 =  محور کے گرد گھمایا جاتا ہے۔ اس طرح  بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔  𝑦سے گھرے علاق کو   2

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات10.5.3

𝑥پہلے ربع میں خط منحنی   .1 = 𝑦 − 𝑦3
 ۔محور کے گرد  𝑥 ( aمحور سے گھرے علاق کو )  𝑦اور  
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 (b )    خط𝑦 = کے گرد گھمایا جاتا ہے۔ اس طرح  بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔ ڈسک یا واشر طریقوں میں سے جو مناسب   1

 ہو استعمال کیجیے۔ 

𝑥پہلے ربع میں خط منحنی   .2 = 1, 𝑥 = 𝑦 − 𝑦3
𝑦اور   = 𝑥( خط  c) محور  𝑦( bمحور ) 𝑥 ( aسے گھرے علاق کو )  1 = 1(d)

𝑦خط   =  کے گرد گھمایا جاتا ہے۔ اس طرح  بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔ 1

𝑦پہلے ربع میں اوپر سے خط منحنی   .3 =
1

𝑥
1

4⁄
𝑥سے خط    بائیں =

1

16
𝑦اور نیچے سے  خط      = محور کے گرد گھمایا  𝑥سے گھرے علاق کو  1

 جاتا ہے۔ اس طرح  بنے ٹھوس کا حجم معلوم کیجیے۔
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 (Introduction)تمہید  11.0

ی احصا کی تبدیلی کی شرح سے متعلق معلومات پر مبنی مثلوں سے بحث کرتا ہے۔ کسی سطح پر واقع کسی منحنی کی لمبائی کی پیمائش کرنا 

مل
ک

 

ئ

  

 آسان ہوتا ہے۔ کسی منحنی کے کسی حصہ کے دو نقاط کی درمیانی دوری کو قوسی لمبائی کہتے ہیں۔  ریعےذاس کے

 

 (Objectives)مقاص 11.1

ی ںاس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو  

 

 ووں کے قوسوں کی لمبائی کو حاصل کر سکیں۔ جائ
ت

 

حن

 

می

ے کہ 
گ

 

 

 (Basic Information of Arc Length)قوسی لمبائی کا بنیادی تعارف 11.2

 ۔ کی بنیادی معلومات حاصل کریں گے  کو سمجھنے سے پہلے اس ضابطاب ہم قوسی لمبائی کے 

 (Parametric Equations)پیرامٹرک مساوات 11.2.1

سے نہی کر    ضابط( کا راستہ ایک دائرہ ہو ت ہم اس کی وضاحت کارتیسی  Particle)  ہکسی سطح  میں حرکت کرنے والے ذر   ج 

اور 𝑥کو راست  𝑦سکتے کہ یہ   س کو ذرے  کی اصطلاح  میں ظاہر کرتا ہے۔ اس کے بجائے ہم  𝑦کو راست   𝑥 کی اصطلاح میں 

 

ی ن

 

ئ ن

کی ہر کوآرڈ

𝑥کو مساوات کی جوڑی   راستے  کے تفاع سے ظاہر کرتے ہیں۔ اور   𝑡وقت   = 𝑓(𝑡), 𝑦 = 𝑔(𝑡) سے بیان کرتے ہیں۔ حرکت کے مطالعہ

 کے مقام کا پتہ دیتی ہیں۔ذرے کےلیے 𝑡کے لائق ہوتی ہیں ، کیوں کہ وہ ہمیں کسی بھی وقت   ضابطکےلیے اس طرح کی مساوات کارتیسی 

 

 :11.2.1.1شکل

𝑥مسلسل تفاع  𝑦اور  𝑥اگر  پیرامٹرک مساوات:   = 𝑓(𝑡), 𝑦 = 𝑔(𝑡)  کے طور𝑡  ہوں ت ان مساواتں    گئےقدروں کے وقفہ پر  دیے
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,𝑥)سے معین کیا گیا نقاط کا سٹ   𝑦) = (𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡))  محدودی سطح(Coordinate Plane)  میں ایک خط منحنی ہے۔ یہ مساوات اس خط

ی ہ( ہے۔ اس کا ڈومین  𝑡منحنی کےلیے پیرامٹرک مساوات کہلاتی ہیں۔ متغیر  
پیرامیٹر  وقفہ کہلاتا ہے۔  𝐼(  Domain)خط منحنی کا  پیرامیٹر )تبدئ ل

وقفہ   𝐼اگر    𝑎بند   ≤ 𝑡 ≤ 𝑏  ہو تنقطہ(𝑓(𝑎), 𝑔(𝑎))کا ابتدائ نقطہ ۔ نقطہ    (Initial Point)خط منحنی  ,𝑓(𝑏))ہے  𝑔(𝑏))  کا خط منحنی 

 ہے۔(Terminating Point)آخری نقطہ 

 

کسی سطح میں ج ہم پیرامٹرک مساوات اور ایک پیرامٹرک وقفہ کو ایک   :(Parameterization of the Curve) خط منحنی کو پیرامٹرک کرنا

اوروقفہ یہ مساوات  چکا ہے۔  ہو  خط منحنی پیرامٹرک  وہ  کہ  ہم کہتے ہیں  ت  کے  (  Interval)خط منحنی کےلیے مختص کرتے ہیں  خط منحنی  اس 

 پیرامٹرائزیشن کے برابر ہے۔ 

کو یا پھر )جیسا کہ نیچے دی گئی    (Angle)وقت کو ظاہر کرتا ہے۔ لیکن  بعض اوقات یہ بجائے اس کہ ایک ذاویہtنوٹ: بہت سے اطلاقات میں   

 کے ہمراہ طے کردہ فاصل کو بھی ظاہر کر سکتا ہے۔ راستے کے ذرے  مثالوں سے واضح ہے( ایک 

𝑥2دائرہ   -1مثال + y2 = 𝑥 میں اضافہ ہوتا ہے، مساوات tجیسا  1 = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 , 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡   0اور پیرامیٹرک وقفہ ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 ،

,P(𝑥کے مقام  ذرے   𝑦)  دائرہ جو  𝑥2کی وضاحت کرتے ہیں  + y2 = حرکت کرتا   (Counterclockwise)کے گرد مخالف ساعتوار  1

 پر رہتا ہے کیونکہ دائرے کی ہر قدر کےلیے نقطہ tہے۔  ہم جانتے ہیں کہ  

𝑥2 + y2 = sin2t + cos2t = 1 

,P(𝑥ہے ۔ لیکن  نقطہ   𝑦)  پر کتنا چلا یا گزرا اسے معلوم کرنے کےلیےہم  دائرے  نے حقیقت میں  کتنا دائرہ طے کیا؟ نقطہt  2سے  0میں𝜋 تک

محور 𝑥مثبت  OPکی پیمائش میں ہے جو نصف قطر     (Radian)زاویعہ کی ریڈین  tکرتے ہیں۔ پیرامیٹر    (Track)اضافہ کےلیے حرکت کو ٹریک

,1)کے ساتھ بناتا ہے۔ ذرہ اپنی حرکت   کے  tسے شروع کرتے ہوئے اوپر سرکتا ہےاور  (0
π

2
ی ںباکے قریب ہونے پر  

 

ح ا نب جاتا ہے۔ اور ئ

,1)کے گرد اپنی حرکت جاری رکھتے ہوئے دوبارہ  دائرے  پھر   𝑡پر ج  (0 = 2𝜋  نے ٹھیک ایک ذرے  ہوتا ہے رک جاتا ہے۔ اس طرح

 مرتبہ دائرہ طے کیا۔ 

 

 :11.2.1.2شکل
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دائرہ(   2-مثال اضافہ ہوتا ہے مساوات، 𝜋سے   0میں جیسا  t)نصف  𝑦تک  = 𝑠𝑖𝑛 𝑡  𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑡, وقفہ 0اور پیرامٹرک  ≤ 𝑡 ≤

2𝜋 کے مقام   ےذرP(𝑥, 𝑦)  کی وضاحت کرتے ہیں جو دائرہ𝑥2 + y2 =  حرکت کرتا ہے۔( Clockwise) کے گرد وساعتوار1

س )محدد(  دائرے  Pکی تمام قدروں کےلیے نقطہ   𝑡ہم جانتے ہیں کہ  

 

ی ن

 

ئ ن

کی مساوات کو  دائرے  پر رہتا ہےکیونکہ اس کے کوآرڈ

ےلیے ہم حرکت کو  𝑡تک πسے   0کو طے کیا ؟ اسے معلوم کرنے کےلیے     حصکے کتنے  ےنے دائر  ے ۔ لیکن ذر مطمئن کرتے ہیں
ک
 
ہ
ف

میں اضا

منفی yاضافہ ہوتا ہے،  𝑡سے اپنی حرکت شروع کرتا ہے۔لیکن اب جیسا کہ     (1,0)ٹریس کرتے ہیں۔ جیسا کہ اوپر دی گئی مثال میں ہے ، ذرہ  

𝑡بنتا ہے؛ اور   =
𝜋

2
کا صرف نچلا  دائرے  ہو جاتا ہے۔ اور  0کے قریب ہوتا ہے، بڑھ کر دوبارہ  𝜋جیسے ہ  𝑡ہو جاتا ہے۔ اور پھر  1−پر  گھٹ کر   

𝑡کر کے  (Covered)حصہ ڈھک  = 𝜋 پر حرکت رک جاتی ہے۔ 

 

 :11.2.1.3شکل

,P(𝑥کا مقام  ذرے  سطح میں متحرک  𝑥𝑦)نصف پیرابولا(:  3-مثال 𝑦)  مساوات اور پیرامیٹر وقفہ𝑥 = √𝑡, 𝑦 = 𝑡, 𝑡 ≥ سے دیا گیا  0

 کی شناخت کیجیے اور حرکت کی وضاحت کیجیے۔راستے گئےٹریس کیے کے ذریعے ےر ذہے۔ 

𝑥ہم مساوات   -حل = √𝑡   اور𝑦 = 𝑡   سے𝑡 گے۔ حسن اتفاق سے ہمیں یں  کی  شناخت کی کوشش کر   کے راستے  ےکا اخراج کرکے ذر

𝑥  اور𝑦  کے بیچ قابل شناخت الجبرائ تعلق دکھائ دیتا ہے۔ اس لیے𝑦 = 𝑡 = (√𝑡)
2
= 𝑥2

کہ    پوزیشن    کیرہےذاس کا مطلب ہے 

𝑦محدد مساوات   = 𝑥2
کے ہمراہ حرکت کرتا ہے۔ نتیجہ اخذ کرنے کےلیےیہ کہنا غلط ہوگا 𝑥کو اس طرح مطمئن کرتے ہیں کہ ذرہ پیرابولا   

𝑦کا راستہ ایک مکمل پیرابولا  ذرے  کہ   = 𝑥2
محدد منفی بالکل  نہی ہے۔ ذرہ  𝑥کا  ذرے  ہے، بلکہ یہ ایک بالکلیہ طور پر نصف پیرابولا ہے۔  

t =  کی قدر میں اضافہ کےساتھ پہلے ربع میں بلند ہوتا ہے۔ 𝑡سے حرکت شروع کرتا ہے۔ اور  (0 ،0)پر   0
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 :11.2.1.4شکل

پیرابولا(:   4-مثال مکمل  متحرک  𝑥𝑦)ایک  میں  مقام  ذرے  سطح   ,P(𝑥کا  𝑦) وقفہ پیرامٹرک  اور  𝑥مساواتں  = 𝑡, 𝑦 = 𝑡2
اور 

 −∞ < 𝑡 <  کی شناخت کیجیے اور حرکت کی وضاحت کیجیے۔راستے گئے کے ذریعے ٹریس کیےذرے سے دیا گیا ہے۔ ∞

𝑥ہم مساواتں    -حل = 𝑡  اور  ،y = 𝑡2
درمیان سے   اخراج کرکے  𝑡کے  𝑦کی شناخت   راستے  کے  ذرے  کا  = 𝑡2 = (𝑡)2 = 𝑥 کو

𝑦پوزیشن محدد مساوات    کی  ےحاصل کرکے کرتے ہیں۔ذر  = 𝑥2
کو اس طرح مطمئن کرتے ہیں کہ وہ اس خط منحنی کے ہمراہ حرکت کرتا  

میں اضافہ ہوتا ہے ویسے ذرہ بائیں جانب سے 𝑡تک جیسے ∞سے   ∞−( کے برخلاف ذرہ مکمل پیرابولا طے کرتا ہے۔ جس طرح  3ہے۔ مثال )

 سے گزرتے ہوئے دائیں جانب اوپر حرکت کرنے لگتا ہے۔    (Origin)نیچے آنا شروع کرتا ہے۔ پھر مبدا  

 

 :11.2.1.5شکل
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𝑦بھی خط منحنی  کوئی  (ہوتی ہے کہ Illustrate( سے صراحت ) 4جس طرح مثال)   = 𝑓(𝑥)  پیرامٹرائزیشن𝑥 = 𝑡 اور𝑦 = 𝑓(𝑡) 

 رکھتی ہے۔ یہ اتنا آسان ہے کہ اس کا استعمال ہم عام طور پر نہی کرتے لیکن کبھی کبھی اس طرح  کا نقطہ نظر سودمند بھی ہوتا ہے۔ 

,P(𝑥وقت پر  پوزیشن   𝑡کی حرکت کی وضاحت کیجیے جسکیذرے ایک  :( کا پیرامٹرائزیشن(Ellipseبیضوی  5-مثال 𝑦) اس طرح دی گئی

0ہے :  ≤ t ≤ 2π ،𝑦 = 𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ،𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑡 

𝑠𝑖𝑛کے محددوں کےلیے کارتیسی مساوات ، مساواتں   ذرے ہر    -حل 𝑡 =
𝑥

𝑎
 ،𝑐𝑜𝑠 𝑡 =

𝑦

𝑏
کا اخراج کرکے معلوم  𝑡کے درمیان سے 

𝑠𝑖𝑛2𝑡کرتے ہیں۔ اسے اصول   + 𝑐𝑜𝑠2𝑡 = نتیجہ اس طرح حاصل ہوتا ہے۔ مذکورہ  سے 1

𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = )یا 1
𝑥

𝑎
)
2

+ (
𝑦

𝑏
)
2

= 1 

,𝑥)ذرہ محدد  𝑦)   مساوات

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 𝑡کو مطمئن کرتے ہیں اس لیے ذرہ بیضوی کے ہمراہ حرکت کرتا ہے۔   1 = کے محدد  ذرے پر 0

𝑦 = 𝑏 𝑠𝑖𝑛(0) = 0 ،𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠(0) = 𝑎  ہیں اس لیے حرکت(𝑎, وقت میں ہر اضافہ کے ساتھ 𝑡شروع ہوتی ہے۔ اور ذرہ (0

𝑡بلند ہوکر بائیں جانب سرکتے ہوئے مخالف ساعتوار حرکت کرتا ہے۔ اس طرح وہ بیضوی کو ایک مرطبہ طے کرتے ہوئے وقت  = 2𝜋   پر

,𝑎)واپس ابتدائ پوزیشن   حاصل کر لیتا ہے۔ (0

 

 :11.2.1.6شکل
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)دائرے  ) 6-مثال مثال  پیرامٹرائزیشن(:  میں  5کا   )𝑏 = 𝑎  ، وقفہ   پیرامٹرک  اور  کر حاصل مساواتیں   0لے  ≤ t ≤ 2π  ،𝑦 =

𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ،𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑡 دائرہ𝑥2 + y2 = 𝑎2
 کی وضاحت کرتے ہیں۔ 

ایک   7-مثال پیرامٹرائزیشن(:  کا  برانچ  کی  ہاتھ  سیدھے  کے  وقت  ذرے  )ہائپربولا  کی  جس  کیجیے  وضاحت  کی  حرکت  پوزیشن  𝑡کی  پر 

P(𝑥, 𝑦) :یہ ہے−
𝜋

2
< 𝑡 <

𝜋

2
 ،𝑦 = 𝑡𝑎𝑛 𝑡  ،𝑥 = 𝑠𝑒𝑐 𝑡 

ایک کارتیسی مساوات مساواتں  𝑃ہم   -حل 𝑦کے محددوں کےلیے  = 𝑡𝑎𝑛 𝑡   ،𝑥 = 𝑠𝑒𝑐 𝑡  سے𝑡  اخراج کرکے معلوم کرتے کا 

sec2tہیں۔ اصول   − tan2t =  نتیجہ اس طرح حاصل ہوتا ہے  مذکورہ سے 1

𝑥2 − y2 = 1 

,𝑥)کے محدد  ذرے  چونکہ   𝑦)   مساوات𝑥2 − y2 = واقع ہوتی ہے۔ 1 کو مطمئن کرتے ہیں، اس لیے ہائپربولا کے کسی حصہ پر حرکت 

−کا وقفہ  𝑡چونکہ وقت  
π

2
سے  

π

2
𝑥تک ہے، مساوات    = 𝑠𝑒𝑐 𝑡   مثبت رہتی ہے۔ اور𝑦 = 𝑡𝑎𝑛 𝑡  کے درمیان ∞سے  ∞−مساوات حدود

𝑡کرتا ہے۔ (Traverse)ہائپربولا کی سیدھے ہاتھ کی برانچ  ٹراورس 𝑃رہتی ہے۔ اس لیے نقطہ   → کےلیے وہ برانچ کے نچلے نصف کے ہمراہ  0

𝑡آتا ہے،  = ,1)پر پوزیشن  0 ج 𝑡پر پہنچتا ہے اور (0

π

2
 کی طرف بڑھتا ہے وہ حرکت کرتے ہوئے پہلے ربع میں آجاتا ہے۔ 

سے ٹریس کیے Pہے ایک افقی خط مستقیم کے ہمراہ گھومتا ہے۔ پہیہ کے محیط پر نقطہ   𝑎ایک پہیہ جس کا نصف قطر  (Cycloid)مستدیر 8-مثال

 ے۔ یہ راستہ مستدیر کہلاتا ہے۔ گئے
ت
 
 خ
مکی

 راستے کےلیے پیرامٹرک مساواتیں معلو

ط کوبطور    -حل 

 

خ
 م
ہ

𝑥گے ۔ پہیہ پر نقطہ    محور  لیں𝑃   کا نشان لگائیں ۔نقطہ𝑃  کو مبدا پر رکھ کر پہیہ کو دائیں جانب گھمانا شروع کریں۔ پہیہ جس

ی ہ( استعمال کر 𝑡ذاویعہ  
کی پیمائش  ریڈین میں ہے۔ شکل میں  پہیہ کی اس حالت کو 𝑡گے۔ یہاں  یں  سے پھرتا ہے اسے ہم بطور پیرامیٹر  )تبدئ ل

,𝑎𝑡)مقام  Cدور ہے۔ پہیہ کا مرکز   اکائی 𝑎𝑡دکھاتا ہے جس میں اس کا قاعدہ مبدا سے  𝑎) پر  ہے۔ اور𝑃 :کے محدد یہ ہیں 

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑎 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑎 + 𝑎 sin 𝜃 ،θ کو𝑡کی اصطلاح میں ظاہر کرنے کےلیے ہم مشاہدہ کرتے ہیں کہ 

𝑡 + 𝜃 =
3𝜋

2
𝜃یا پھر   =

3𝜋

2
− 𝑡 اس سےcos 𝜃 = (

3𝜋

2
− 𝑡) = −sin 𝑡, sin 𝜃 = (

3𝜋

2
− 𝑡) = −cos 𝑡  ،    حاصل ہوتا

 ہے۔  لہازا ہمیں  درکار مساواتیں یہ ہیں: 

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑎(− sin 𝑡), 𝑦 = 𝑎 + 𝑎(− cos 𝑡) 

                                                   𝑥 = 𝑎𝑡 − 𝑎 sin 𝑡 ,       𝑦 = 𝑎 − 𝑎 cos 𝑡 

 اجزا ضربی کرنے پر  

𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡), 𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡) 

کل ئڈ کی پہلی کمان 

 

ب
 اور اس کے بعد کے  کچھ حصہ کو دکھاتی ہے۔   (Arch)شکل اس سا
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 محیط  پر ہکےدائرکے اندر سے مس ہوتے ہوئے دوسرا دائرہ گردش کرتا ہے ت اس دوسرے    ہدائرج کسی متعین    :(Hypocycloids)تدویر  

𝑥2تدویر بناتا ہے۔ فرض کرو کہ   Pنقطہ  کوئی   + y2 = 𝑎2
ہے۔ مزید فرض کرو کہ   𝑏 نصف قطر   دائرہکامتعین دائرہ ہے اور پھر نے والے   

,𝐴(𝑎کا ابتدائ مقام   Pٹریسن نقطہ    ہے۔ (0

   (Parameterization of a Curve)کسی منحنی کو پیرامٹرک کرنا11.2.2

ے۔ (Parameterized)اس  حصہ میں ہم پیرامٹرائزڈ 
گ
 خطوط منحنی سے مربوط لمبائیاں اور گھماؤ کے سطحی رقبہ معلوم کرئ ں

 (Arc Length)قوسی لمبائی11.2.3

 (Straight-Line Segment)کی لمبائی کو معلوم کرنے کےلیے ہم اسے چھوٹے چھوٹے مستقیم قطعہ خط  راستے کسی سطح میں کسی منحنی  

وولس میں ہم مستقیم قطعہ خط کو چھوٹے سے چھوٹا کرکے  
ی لک
ک

میں تقسیم کرتے ہیں ۔ اس طرح کی پیمائش میں صحت کی ایک حد ہوتی ہے۔ لیکن 

س کے سیٹ کا پالیگونل  

 

ن

 

 ی
من
ی گ
ش

راستہ لیتے ہیں جو قوس یا خط منحنی میں اور اچھی طرح سے فٹ ہوتا ہے۔ اس طرح ایک ہموار (Polygonal)ان 

ل ہم معلوم کر  
م
ک

 

ئ

سکتے  خط منحنی حاصل ہوتی ہے۔ ج ہم اس طرح عمل کرتے ہیں ت پالیگونل راستوں کی لمبائیاں ایک حد کو پہنچ تی ہیں جس کا 

 ہیں۔

اس کی ترسیم    (Smooth Curve)ہموار منحنی اور  وہ ہموار کہلاتا  ہے  ہموار خط منحنی   (Graph) :ایک تفاع جو مسلسل ہےپہلے تفرق میں ہے  

 کہلاتی ہے۔

 (Arc Length Differential) تعریف: قوسی لمبائی مشتق

𝑑𝑠 = √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2
 

 کا مشتق ضابطہ  (Arc Length) اور قوس کی لمبائی 

𝐿 = ∫𝑑𝑠 

𝑥تک  اضافہ پر اگر ہموار خط منحنی  𝑏سے  𝑎میں  𝑡تعریف:   = 𝑓(𝑡)، 𝑦 = 𝑔(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏   ایک مرطبہ طے کی جاتی ہے، ت  خط منحنی

 کی لمبائی یہ ہے

𝐿 = ∫√(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

 ( length of Curve)بنیادی ضابطہ: خط منحنی کی لمبائی 

𝑥فرض کرو کہ ہم   = 𝑎  سے𝑥 = 𝑏  تک خط منحنی𝑦 = 𝑓(𝑥)  کی لمبائی معلوم کرنا چاہتے ہیں۔ اگر𝑓 وقفہ[𝑎, 𝑏]  پر ہموار ہو ت اس خط

 منحنی کی لمبائی کی تعریف ذیل کے مطابق کی جا سکتی ہے۔  
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 :11.2.3.1شکل

,𝑎]وقفہ   𝑓اگر   تعریف: 𝑏]  پر ہموار  ہو ت خط منحنی𝑦 = 𝑓(𝑥)  کی𝑎  سے𝑏تک لمبائی یہ ہے 

 𝐿 = ∫ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ √1 + (𝑓′(𝑥))

2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎
….(1) 

𝑐ہموار خط منحنی   ≤ 𝑦 ≤ 𝑑  ،𝑥 = 𝑔(𝑦)ضابطکی لمبائی کےلیے 

 𝐿 = ∫ √1 + (
𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

𝑑𝑦
𝑑

𝑐
= ∫ √1 + (𝑔′(𝑦))

2
𝑑𝑦

𝑑

𝑐
….(2) 

 مختصر تفرقی ضابطہ: مساواتں  

𝐿 = ∫√1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

𝐿      اور  = ∫ √1 + (
𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

𝑑𝑦
𝑑

𝑐
   

ل  سے حاصل ہوتا ہے: 
م
ک

 

ئ

س )تفرقوں( کی شکل میں لکھا جائے ت ہمیں پہلے 

ی ل

 

ش

 

ئ ن

ووں( کے بجائے ڈفر
ق

 

ن

 

ش
م

 کو اگر ڈیریویٹوس )
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√1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥 = √1 +
𝑑𝑦2

𝑑𝑥2
𝑑𝑥 

= √𝑑𝑥2 +
𝑑𝑦2

𝑑𝑥2
𝑑𝑥2 = √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

 

ل سے ہمیں حاصل ہوتا ہے
م
ک

 

ئ

 دوسرے 

√1 + (
𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

𝑑𝑦 = √1 +
𝑑𝑥2

𝑑𝑦2
𝑑𝑦 

= √𝑑𝑦2 +
𝑑𝑥2

𝑑𝑦2
𝑑𝑦2

 

= √𝑑𝑦2 + 𝑑𝑥2 = √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2
 

ووں سے تخفیف شدہ ایک ہ تفرقی ضابطہ حاصل ہوتا ہے: 2( اور )1اس طرح مساواتں )
مل
ک

 

ئ

 ( کے 

 𝐿 = ∫ √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2𝑏

𝑎
𝑑𝑡…(3) 

ل کی 3کو مشترک متغیر  کی صورت میں ظاہر کرنا چاہیے اور مساوات )𝑑𝑦 اور  𝑑𝑥 بیشک یہاں  
م
ک

 

ئ

ل معلوم کرنے سے پہلے
م
ک

 

ئ

( کا 

س معلوم کرنا چاہیے۔ 

 

من
ل

 مناسب 

 ( کہ  4مساوات  کرو   اور مختصر ترین صورت میں لکھا جا سکتا ہے۔ فرض  کو   )𝑑𝑥   اور𝑑𝑦 وطر کا  بازو ہیں جس  دو  کسی چھوٹے سے مثلث کے 

(Hypotenuse)𝑑𝑠 = √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2
س  𝑑𝑠 ہے ، ت مشتق 

 

من
ل

کو قوس کی لمبائی کے مشتق کے طور پر دیکھا جا سکتا ہے۔ جس کا مناسب 

ل سے خط منحنی کی لمبائی حاصل ہوتی ہے۔ مساوات )
م
ک

 

ئ

ل میں  3کے درمیان 
م
ک

 

ئ

𝑑𝑥2√( کے  + 𝑑𝑦2
ل ہو جاتا ہے۔𝑑𝑠کے بدلے  

م
ک

 

ئ

 کا 

𝑦خط منحنی   1-مثال =
4√2

3
𝑥

3

2 − 1, 0 ≤ 𝑥 ≤  کی لمبائی معلوم کیجیے۔1

𝑎یہاں    -حل = 𝑏اور  0 =  ہے، اب   1

𝑦 =
4√2

3
𝑥

3

2 − 1 

⇒          
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

4√2

3
×

3

2
× 𝑥

1

2 

  = 2√2𝑥
1

2 

⇒  (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

= (2√2𝑥
1

2)
2

= 8𝑥 

 ے دی گئی منحنی کی لمبائی ہوگی 
سلت
 ا

𝐿 = ∫√1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥

𝑏

𝑎
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= ∫√1 + 8𝑥𝑑𝑥

1

0

 

= [
3

2
×

1

8
(1 + 8𝑥)

3
2⁄ ]

0

1

 

=
13

8
 

)اگر نوٹ: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
میں تسلسل نہ ہو ( خط منحنی کے کسی نقطہ پر جہاں   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کا وجود ناکام ہو جائے ت وہاں 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
ممکن ہو سکتا ہےاور ہم ذیل کی طرح خط   

 ( کی مانند معلوم کر سکتے ہیں۔ 1میں ظاہر کرکے  مساوات )𝑦کو   𝑥منحنی کی لمبائی  

𝑦خط منحنی   2-مثال = (
𝑥

2
)

2

3
, 0 ≤ 𝑥 ≤  کی لمبائی معلوم کیجیے۔2

𝑎یہاں    -حل = 𝑏اور  0 =  ہے، اب   2

𝑦 = (
𝑥

2
)

2

3
 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2

3
× 𝑥−

1

3 ×
1

2
 

                                                                                    =
1

3
(
2

𝑥
)

1

3

 

𝑥یہاں    = ( کا استعمال کرکے خط منحنی کی لمبائی معلوم نہی کی جا  1کی تضیح نہی کی جا سکتی ہے ، اس لیے  مساوات ) (Derivative)پر مشتق 0

 میں ظاہر کرکے دی گئی خط منحنی کو لکھیں گے 𝑦کو   𝑥سکتی۔ لہازا ہم  

𝑦 = (
𝑥

2
)

2

3
 

⇒  𝑥 = 2𝑦
3

2⁄  

𝑦ہم دیکھتے ہیں کہ جس خط منحنی کی لمبائی ہمیں چاہیے وہ بھی  = 𝑦سے  0 = 𝑥تک مساوات   1 = 2𝑦
3

 کا گراف ہے۔ ⁄2

 اب مشتق  

𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 2 ×

3

2
𝑦

1
2⁄ = 3𝑦

1
2⁄  

,0]وقفہ    ( کا استعمال کر سکتے ہیں۔اب 2پر مسلسل ہے ۔ اس لیے خط منحنی لمبائی معلوم کرنے کےلیے اب ہم مساوات ) [1

(
𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

= (3𝑦
1

2⁄ )
2

= 9𝑦 

 
س
 ا
لت

 ے دی گئی منحنی کی لمبائی ہوگی 

𝐿 = ∫√1 + (
𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

𝑑𝑦

𝑏

𝑎

 

                                                                       = ∫√1 + 9𝑦𝑑𝑦

1

0

 



180 

 

𝑚فرض کرو کہ   = 1 + 9𝑦  لہازا  ،𝑑𝑚/9 = 𝑑𝑦 

 اس لیے

𝐿 = ∫
1

9
√𝑚𝑑𝑚

1

0

 

= [
1

9
×

2

3
(1 + 9𝑦)

3
2⁄ ]

0

1

 

                                                                             =
2

27
(10√10 − 1) ≈ 2.27 

 (Arc Length of Parametric Equation)پیرامٹرک منحنی کی قوسی لمبائی 11.2.4

ل   
م
ک

 

ئ

𝐿 = ∫𝑑𝑠    کو دوبارہ لکھ کر ہم ہموار خط منحنی𝑥 = 𝑓(𝑡)، 𝑦 = 𝑔(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏  ل
م
ک

 

ئ

کی لمبائی کےلیے درج ذیل طریقہ سے 

 معلوم کرتے ہیں 

𝐿 = ∫ 𝑑𝑠

𝑡=𝑏

𝑡=𝑎

 

= ∫√𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

𝑏

𝑎

 

= ∫√
(𝑑𝑥)2

(𝑑𝑡)2
+

(𝑑𝑦)2

(𝑑𝑡)2
(𝑑𝑡)2

𝑏

𝑎

 

⇒                                                                        𝐿 = ∫√(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

ل
م
ک

 

ی
م

 (Integrand) کے تسلسل کے علاوہ جو ضرورت ہے وہ یہ ہے کہ𝑡 جیسا𝑎   سے𝑏  تک حرکت کرتا ہے نقطہ𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡)) 

 خط منحنی کے کسی حصہ کو ایک مرتبہ سے زیادہ ٹریس نہی کرتا۔

س ہیں۔   (1)اوپر کی مساوات   ضابطمیں لمبائی کے  11.2.3حصہ 

 ش
کن

 کے خاص 

ہوں اور ان میں سے    ( Parameterizations)جس خط منحنی کی لمبائی ہم معلوم کرنا چاہتے ہیں ، اگر اس کے دو مختلف پیرامٹرائزیشن  

وولس میں اس کا جواب نہی ہے۔ جہاں تک ہم جس بھی پیرامٹرائزیشن کو منتخ 
ی لک
ک

  کسی ایک کا استعمال کریں ت کیا معاملہ رہےگا؟ ایڈوانسڈ 

 ( کی شرائط پوری کرتی ہے۔ 1کرتے ہیں وہ مساوات )

𝑥(𝐴𝑠𝑡𝑒𝑟𝑜𝑖𝑑)ایسٹرائڈ   1-مثال = 𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛3𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋  کی لمبائی معلوم کیجیے۔ 

کی وجہ سے اس کی لمبائی پہلے ربع میں موجود اس کے ( Symmetry)  محدودی محوروں کے نظام کی نسبت سے خط منحنی کے تشاکل -حل

𝑥حصہ کی لمبائی کا چار گنا ہوتی ہے۔ اس لیے دی گئی مساوات    = 𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛3𝑡کےلیے 
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3cos2𝑡 × (− sin 𝑡) 

 اور 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 3sin2𝑡 × (cos 𝑡) 

 اب 

√(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

= √(3cos2𝑡 × sin 𝑡)2 + (3sin2𝑡 × cos 𝑡)2
 

= √9cos2𝑡 × sin2𝑡(sin2𝑡 + cos2𝑡) 

= √9cos2𝑡 × sin2𝑡 

= 3|cos 𝑡 sin 𝑡| 

3میں[2π 0]کیونکہ وقفہ  cos 𝑡 sin 𝑡 ≥  ، اس لیے0

√(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

= 3 cos 𝑡 sin 𝑡 

 لہازا پہلے ربع میں ایسٹرائڈ کی لمبائی  

𝐿 = ∫√(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

= ∫3 cos 𝑡 sin 𝑡

𝜋

2

0

𝑑𝑡 

=
3

2
∫ sin 2𝑡

𝜋

2

0

𝑑𝑡 

= [−
3

4
cos 2𝑡]

0

𝜋

2

 

=
3

2
 

 چونکہ ایسٹرائڈ کی کل لمبائی پہلے ربع کی لمبائی کا چار گنا ہوتی ہے اس لیے

ایسٹرائڈ کی لمبائی  = 4 ×
3

2
= 6 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  11.3

 ووں کے قوسوں کی لمبائی کو حاصل کرنا سیکھا۔ 
ت

 

حن

 

می

 اس اکائی کے مکمل ہونے پر ہمنے 
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 (Key Words)کلیدی الفاظ 11.4

ی ہ، ستارہ انما(ایسٹرائڈ،  ہموار خط منحنی  ، پیرامٹرک مساوات ، پیرامٹرک وقفہ،  ذرہ، محدد،  مستدیر، مکافی،  تد
 م
ج

 

ت

ویر، استداری  قوسی لمبائی،  )

 خط)بالوشاہ کی طرح(، بیضوی

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 11.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات11.5.1

𝑥دو نقاط  .1 = 𝑎  اور𝑥 = 𝑏  نیز𝑏 > 𝑎  کے درمیان واقع خط منحنی𝑦 = 𝑓(𝑥)  کی قوسی لمبائی 

a) ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑏

𝑎
    (b π∫ 𝑦2𝑑𝑥

𝑏

𝑎
  

(c ∫ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  d) ∫ √1 + (

𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

𝑑𝑦
𝑏

𝑎
 

𝑥دو نقاط  .2 = 𝑥اور  0 =
𝜋

6
𝑏نیز   > 𝑎  کے درمیان واقع خط منحنی𝑦 = log sec 𝑥  کی قوسی لمبائی 

a) log 3     (b 2 log 3 

(c 

1

2
log 3     d)  نہی کوئی ان میں سے 

𝑥( Asteroid)ایسٹرائڈ  .3 = 𝑎𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑦 = 𝑎𝑠𝑖𝑛3𝑡,  کی جملہ لمبائی  ہے 

a) 2𝑎     (b 4𝑎 

(c 6𝑎     d) 8𝑎 

𝑥ہموار خط منحنی    .4 = 𝑓(𝑡)، 𝑦 = 𝑔(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 
ی

 

ن
 ے کی  قوسی لمبا
ہ

 

a) ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

− (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2𝑏

𝑎
𝑑𝑡   (b ∫ √(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2𝑏

𝑎
𝑑𝑡  

(c ∫ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

𝑑𝑥
𝑏

𝑎
   d) ∫ √1 + (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

𝑑𝑦
𝑏

𝑎
 

𝑐ہموار خط منحنی   .5 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑  ،𝑥 = 𝑔(𝑦)کی لمبائی کےلیےضابطہ ہے 

a) ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑏

𝑎
     (b π∫ 𝑦2𝑑𝑥

𝑏

𝑎
  

(c ∫ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥
𝑏

𝑎
   d) ∫ √1 + (

𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

𝑑𝑦
𝑏

𝑎
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات11.5.2

 سطح میں پیرامٹرائزڈ منحنی سے کیا مراد ہے؟ .1

 پیرامٹرک مساواتں کی وضاحت کیجیے۔ .2
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𝑥ایسٹرائڈ   .3
2

3⁄ + 𝑦
2

3⁄ = 𝑎
2

 کی مکمل لمبائی معلوم کیجیے۔ ⁄3

𝑥پیرامٹرائزڈ خطوط منحنی  .4 = 𝑡2, 𝑦 =
𝑡3

3
− 𝑡  ج کہ حلقہ   کریںکی لمبائی معلوم𝑡 = 𝑡سے شروع ہوکر  3√− = پر  3√

 ختم ہوتا ہے۔

𝑥خطوط منحنی .5 = cos 𝑡 , 𝑦 = 𝑡 + sin 𝑡   0ج کہ    کریںکی لمبائی معلوم ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات11.5.3

ی .1

 

خی

 

می
ط

𝑥خطو = 𝑡3, 𝑦 =
3𝑡2

2
  معلوم   

 

0خ ٹ  کہ  کرئ ںکی لمبائ ≤ 𝑡 ≤ √3 

𝑥خطوط منحنی .2 =
𝑡2

2
, 𝑦 =

(2𝑡+1)3/2

3
  معلوم  

 

0خ ٹ  کہ  کرئ ںکی لمبائ ≤ 𝑡 ≤ 4 

𝑥خطوط منحنی .3 = 8 cos 𝑡 + 8𝑡 sin 𝑡 , 𝑦 = 8 sin 𝑡 − 8𝑡 cos 𝑡  معلوم  

 

0ج کہ    کریںکی لمبائ ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
 

𝑥خطوط منحنی .4 = ln(sec 𝑡 + tan 𝑡) − sin 𝑡 , 𝑦 = cos 𝑡   0ج کہ    کریںکی لمبائی معلوم ≤ 𝑡 ≤
𝜋

3
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 ۔ گردشی سطح کا رقبہ 12اکائی 

(Area of Surface of Revolution) 

 اکائی کے اجزا 

 تمہید   12.0

 مقاص    12.1

 گردشی سطح کا رقبہ    12.2

 اکتسابی نتائج   12.3

 کلیدی الفاظ   12.4

 نمونہ امتحانی سوالات    12.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات 12.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  12.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات 12.5.3 

  



185 

 

 (Introduction)تمہید 12.0

کو اس میں موجود کسی محور کے گرد گھمایا جاتا ہے، ت اس گردش کی وجہ سے ایک ٹھوس وجود    (Plane Surface)اگر کسی مستوی سطح   

ٹھوس سے  گھومنے  کے  کنارے  کے  مستوی  اس  اور  ہے  آتا  سطح    (Solid)میں  پرکسی  (Surface)کی  طور  کے  مثال  ہے۔  پاتی  وجود 

وجود پاتا ہے،  ایک  (  Right Circular Cylinder)کے گرد گھمانے سےقائم دائری  استوانہ     (Side)کو اس کی کسی ضلع     (Rectangle)مستطیل 

ذاوی مثلث کو  (Right Angled Triangle)قائم 
0

دائری مخروط 90  Right Circular)ذاویہ سے منسلک کسی ضلع کے گرد گھمانے سے قائم 

Cone ) دائرہبنتا ہے اور ایک نصف(Semi Circle)کو اس کے قطر(Diameter )سے ایک کرہ وجود پاتا ہے۔ کے گرد  گھمانے 

 (Objectives)مقاص 12.1

کو اس میں موجود کسی محور کے گرد گھمانے سے    (Plane Surface)اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو جائیں گے کہ کسی مستوی سطح   

 بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل کر سکیں۔

 

 (Area of Surface of Revolution)گردشی سطح کا رقبہ 12.2

𝑦مان لو کہ    = 𝑓(𝑥) کسی منحنی AB  نقطہ  کوئی  کی مساوات ہے اور اس پر𝑃(𝑥, 𝑦)   ہے اور اس کے بہت نزدیک ایک دوسرا نقطہ𝑄(𝑥 +

δ𝑥, 𝑦 + δ𝑦) مان لو  –ہےδs قوسPQ ور  لمبائیاکیδS اس سطح 

 

 12.2.1شکل 

 محور کے گرد گھمانے سے بنتا ہے،  ت 𝓍کو  PQکا رقبہ ہے جو قوس 
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2𝜋𝑦𝛿𝑠 < 𝛿𝑆 < 2𝜋(𝑦 + 𝛿𝑦)𝛿𝑠 

δs سے تقسیم دینے پر 

2𝜋𝑦 <
𝛿𝑆

𝛿𝑠
< 2𝜋(𝑦 + 𝛿𝑦) 

δsج → δ𝑦، ت  0 →  ، اس لیے0

𝑑𝑆

𝑑𝑠
= 2𝜋𝑦 

 اس لیے

∫2𝜋𝑦𝑑𝑠

𝑏

𝑎

= ∫
𝑑𝑆

𝑑𝑠
𝑑𝑠

𝑏

𝑎

 

                                                                                        = [𝑆]𝑎
𝑏

 

                                                                                        = 𝑆(𝑥 = 𝑏) − 𝑆(𝑥 = 𝑎) 

                                                                                        = 𝑆(𝑥 = 𝑏) − 0 

                                                                                        = 𝑆(𝑥 = 𝑏) 

محور کے گرد گھمانے سے بنتا ہے۔  اب ہم کچھ مثالوں کے ضریعہ گردشی سطح کے رقبہ کو حاصل کرنا   𝓍کو  ABجو کہ اس سطح کا رقبہ ہے جو قوس   

 سیکھیں گے۔

 ہے۔𝑟جسکا نصف قطر  کریںاس  نصف کرہ کا سطحی رقبہ حاصل   ۔1مثال

 ذیل ہوتا ہے پر ہودرجہ (Origin)مبدا (Centre)ہے اور  جسکا مرکز𝑟کی مساوات جسکا نصف قطر  (Circle)دائرہاس  حل۔

𝑥2 + y2 = 𝑟2
 

محور کے گرد  گھمانے سے ایک کرہ وجود پاتا ہے، اور اس نصف کرہ کا سطحی رقبہ ، کرہ کے  𝑥کو   (Semi Circle)ہم جانتے ہیں کہ ایک نصف دائرہ 

 سطحی رقبہ کا آدھا ہوتا  ہے۔

 

 اب ہم سب سے پہلے کرہ کا سطحی رقبہ حاصل کریں گے 

A = ∫2𝜋𝑦𝑑𝑠

𝑟

−𝑟

 

3 

12.2.2 

 شکل
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= ∫2𝜋𝑦
𝑑𝑠

𝑑𝑥
𝑑𝑥

𝑟

−𝑟

 

                                                                                = 2𝜋 ∫𝑦√1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥

𝑟

−𝑟

 

= 2𝜋 ∫y√1 + (
𝑥

𝑦
)
2

𝑑𝑥

𝑟

−𝑟

 

= 2𝜋 ∫√𝑥2 + y2𝑑𝑥

𝑟

−𝑟

 

                                                                                = 2𝜋 ∫𝑟𝑑𝑥

𝑟

−𝑟

 

= 2𝜋𝑟[𝑥]−𝑟
𝑟

 

= 4𝜋𝑟2
 

 اس لیے 

نصف کرہ کا سطحی رقبہ  

1

2
(کرہ  کا سطحی رقبہ ) = 

2𝜋𝑟2اس سے ہم کہہ سکتے ہیں  کہ نصف کرہ کا سطحی رقبہ  
 ہوگا۔  

𝑦قوس   ۔2مثال = √4 − 𝑥2
،− 1 ≤ 𝑥 ≤  ۔کریں محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل 𝑥کو   1

 ذیل ہوتا ہے پر ہودرجہ (Origin)مبدا (Centre)ہے اور  جسکا مرکز2کی مساوات جسکا نصف قطر  (Circle)دائرہاس  ۔ حل

𝑥2 + y2 = 4 

 دائراس 
ہ 

ووس 
 ق
𝑦 کت = √4 − 𝑥2

1−محور کے گرد    𝑥کو   ≤ 𝑥 ≤  ذیل شکل میں دیا گیا مجسم  وجود پاتا ہے، اس  لیے  پر گھمانے سےدرجہ 1

 

 

  12.2.3شکل 

A = ∫2𝜋𝑦𝑑𝑠

1

−1
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                                                                                = ∫2𝜋𝑦
𝑑𝑠

𝑑𝑥
𝑑𝑥

1

−1

 

                                                                                = 2𝜋 ∫𝑦√1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥

1

−1

 

= 2𝜋 ∫√4 − 𝑥2√1 + (
−𝑥

√4 − 𝑥2
)

2

𝑑𝑥

1

−1

 

= 2𝜋 ∫√4 − 𝑥2
2

√4 − 𝑥2
𝑑𝑥

1

−1

 

= 4𝜋 ∫𝑑𝑥

1

−1

 

= 4𝜋[𝑥]−1
1

 

= 8𝜋 

 اس لیے  
ہ 
ووس دائر
 ق
𝑦 کت = √4 − 𝑥2

1−محور کے گرد    𝑥کو   ≤ 𝑥 ≤  ہوگا۔  8𝜋پر گھمانے سے حاصل مجسم کا سطحی رقبہ  1

𝑦قوس   ۔ 3مثال = 𝑥2
،1 ≤ 𝑥 ≤  ۔کریں محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل 𝑦کو   2

𝑦 قوس کی مساوات  دیے گ   حل۔ = 𝑥2
1محور کے گرد    𝑦اس کو   ہے۔   ≤ 𝑥 ≤ ذیل شکل میں دیا گیا مجسم     پر گھمانے سےدرجہ 2

 وجود پاتا ہے، اس  لیے

 

 شکل  12.2.4
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A = ∫2𝜋𝑥𝑑𝑠

2

1

 

 

                                                                               = 2𝜋 ∫𝑥√1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥

2

1

 

= 2𝜋 ∫𝑥√1 + (2𝑥)2𝑑𝑥

2

1

 

,مان لو کہ  𝑚 = 1 + 4𝑥2
𝑥،اور ج , = 𝑚ت1 = 𝑥اور ج 5 = 𝑚ت ،2 = 𝑑𝑚اور ، 17 = 8𝑥𝑑𝑥 

                                                                            𝐴 = 2𝜋 ∫
1

8
√𝑚𝑑𝑚

17

5

 

                                                                                =
1

4
𝜋 [

𝑚
3

2⁄

3
2⁄

]

5

17

 

                                                                                =
1

6
𝜋 (17

3
2⁄ − 5

3
2⁄ ) 

𝑦اس لیے  قوس = 𝑥2
1محور کے گرد    𝑦کو    ≤ 𝑥 ≤ پر گھمانے سے حاصل مجسم کا سطحی رقبہ   2

1

6
𝜋 (17

3
2⁄ − 5

3
2⁄  ہوگا۔(

𝑦منحنی ۔ 4مثال = 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥   کو𝑥 0محور کے گرد ≤ 𝑥 ≤  ۔کریں پر  گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل 1

 منحنی کی مساوات ہے  دی گئی حل۔

𝑦 = cosh𝑥 ⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= sinh 𝑥 

  ت،
√1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

= √1 + (sinh 𝑥)2 = √cosh2 𝑥 = cosh 𝑥 

 اس لیے

A = ∫2𝜋𝑦𝑑𝑠

1

0

 

= ∫2𝜋𝑦
𝑑𝑠

𝑑𝑥
𝑑𝑥

1

0

 

= 2𝜋 ∫𝑦√1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥

1

0

 

= 2𝜋 ∫cosh 𝑥 ∙ cosh 𝑥 𝑑𝑥

1

0
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= 2𝜋 ∫cosh2 𝑥 𝑑𝑥

1

0

 

= 𝜋 ∫(1 + cosh 2𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

= 𝜋 [𝑥 +
1

2
𝑠𝑖𝑛ℎ 2𝑥]

0

1

 

= 𝜋 (1 +
1

2
𝑠𝑖𝑛ℎ 2) 

= 𝜋 (1 +
𝑒2 − 𝑒−2

4
) 

کل ئڈ   ۔ 5مثال 

 

ب
𝑥( Cycloid)سا = 𝑎(𝜃 + sin 𝜃), 𝑦 = 𝑎(1 + cos 𝜃)   کو اس کے اساس(Base)   کے گرد گھمانے سے حاصل

 ۔کریں ٹھوس مجسم کا سطحی رقبہ حاصل 

کل ئڈ  حل۔

 

ب
𝑥کی مساوات  (Cycloid)ہم جانتے ہیں کہ سا = 𝑎(𝜃 + sin 𝜃), 𝑦 = 𝑎(1 + cos 𝜃)  ہے۔ اب 

𝑑𝑥

𝑑𝜃
= 𝑎(1 + cos 𝜃) 

     اور 

𝑑𝑦

𝑑𝜃
= −𝑎 sin 𝜃 

ds

d𝜃
= √(

d𝑥

d𝜃
)
2

+ (
dy

d𝜃
)
2

 

= √𝑎2(1 + cos 𝜃)2 + 𝑎2(sin θ)2
 

= 𝑎√2(1 + cos 𝜃) 

= 2𝑎 cos
𝜃

2
 

کل ئڈ کو اس کے اساس کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ درجہ

 

ب
 ذیل ہوگا  اس لیے سا

𝐴 = ∫2πyds

b

𝑎

 

= 2π∫y√(
d𝑥

d𝜃
)
2

+ (
dy

d𝜃
)
2

dθ

b

𝑎

 

= 2π ∫ 𝑎(1 + cos 𝜃) (2𝑎 cos
𝜃

2
) dθ

π

−𝜋

 

= 8π𝑎2 ∫ (2 cos2
𝜃

2
) (cos

𝜃

2
) dθ

π

0

 

= 16π𝑎2 ∫cos3
𝜃

2
dθ

π

0
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مان لو کہ  

𝜃

2
= 𝑚  اور ج ،،θ = 𝑚ت 0 = θاور ج 0 = 𝜋 ت ،𝑚 =

𝜋

2
 ، اور 

𝑑θ = 2𝑑𝑚 

∫  ہم جانتے ہیں 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃 𝑑𝜃 =
1

𝑛
𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 +

𝑛−1

𝑛
∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝜃 𝑑𝜃 

 اس لیے

∫cos3 𝑚𝑑𝑚 =
1

3
𝑐𝑜𝑠3−1𝑚𝑠𝑖𝑛 𝑚 +

3 − 1

3
∫𝑐𝑜𝑠3−2𝑚 𝑑𝑚 

=
1

3
𝑐𝑜𝑠2𝑚𝑠𝑖𝑛 𝑚 +

2

3
∫𝑐𝑜𝑠 𝑚 𝑑𝑚 

=
1

3
𝑐𝑜𝑠2𝑚𝑠𝑖𝑛 𝑚 +

2

3
sin𝑚 

 اب 

                                                        𝐴 = 32π𝑎2 ∫ cos3 𝑚 𝑑𝑚

π
2⁄

0

 

= 32π𝑎2 [
1

3
𝑐𝑜𝑠2𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚 +

2

3
sin𝑚]

0

π
2⁄

 

= 32π𝑎2 [
1

3
(0 − 0) +

2

3
(1 − 0)] 

=
64π𝑎2

3
 

 

 12.2.5شکل 

𝑟(Cardioide)کارڈائڈ ۔ 6مثال = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) ۔ کریںکوابتدائ خط کےگرد گھمانے سے بنے ٹھوس مجسم کا سطحی رقبہ حاصل 

𝑟کی مساوات ہے  (Cardioide)حل۔دیے گئے کارڈائڈ  = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)ت ، 

𝑑𝑟

dθ
= 𝑎 sin θ 

 اور 
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𝑑𝑠

dθ
= √𝑟2 + (

𝑑𝑟

dθ
)
2

 

= √𝑎2(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2 + 𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝜃 

= 𝑎√𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 1 − 2 cos 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 

= 𝑎√2(1 − cos 𝜃) 

= 𝑎√2(2 sin2
𝜃

2
) 

= 2𝑎 sin
𝜃

2
 

𝑟(Cardioide)کارڈائڈ اس لیے = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) کوابتدائ خط کےگرد گھمانے سے بنے ٹھوس مجسم کا سطحی رقبہ ہوگا 

A = ∫2πy
ds

dθ
dθ

π

0

 

𝑦ہم جانتے ہیں کہ   = 𝑟 sin 𝜃اس لیے 

A = ∫2π𝑟 sin 𝜃 (2𝑎 sin
𝜃

2
) dθ

π

0

 

= 4𝑎π∫𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) (2 sin
𝜃

2
cos

𝜃

2
) (sin

𝜃

2
) dθ

π

0

 

= 8𝑎2π∫ (2 sin2
𝜃

2
) (sin2

𝜃

2
cos

𝜃

2
) dθ

π

0

 

= 16𝑎2π∫ (sin4
𝜃

2
cos

𝜃

2
) dθ

π

0

 

= 16𝑎2π [
2

5
sin5

𝜃

2
]
0

π

 

=
32

5
𝑎2π(1 − 0) =

32

5
𝑎2π 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  12.3

محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ   𝑦محور اور  𝑥کو     (Plane Surface)اس اکائی میں ہم نےسیکھا کہ کسی مستوی سطح   

Aبالترتیب = ∫ 2𝜋𝑦𝑑𝑠
𝑏

𝑎
Aاور  = ∫ 2𝜋𝑥𝑑𝑠

𝑏

𝑎
 ۔ہوتا ہے

 ( Key Words)کلیدی الفاظ 12.4

کل ئڈ، مخروط، اساس، نصف عمودی ذاویہ،  الپسائڈ

 

ب
 سطحی رقبہ، مبدہ، محور، کارڈائڈ، سا
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 12.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات12.5.1

1. 𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃,  𝑦 = 𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝜃 کا رقبہ ہوتا ہے 

(a) 𝑎𝑏  (b) 2π𝑎𝑏  (c) π𝑎𝑏  (d) 0 

2. 𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃,  𝑦 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜃 کا رقبہ ہوتا ہے 

(a) 𝑎2
  (b) π𝑎  (c) π𝑎2

  (d) 0 

𝑦منحنی  .3 = 𝑓(𝑥)   اور𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏  سے گھرے رقبہ کو𝑥 محور کے  گرد گھمانے سے بنے ٹھوس مجسم کا  رقبہ ہے 

(a) ∫ 2𝜋𝑦𝑑𝑠
𝑏

𝑎
 (b) ∫ 𝜋𝑦𝑑𝑠

𝑏

𝑎
 (c) ∫ 𝜋𝑦2𝑑𝑠

𝑏

𝑎
 (d) ∫ 2𝜋𝑦2𝑑𝑠

𝑏

𝑎
 

 نصف قطر کا ایک دائرہ ہے، ہوگا  𝑟، اور جسکا اساس αجسکا نصف عمودی ذاویہ   ، کا رقبہ (Cone)اس مخروط  .4

(a) 𝜋𝑟2
 (b) 𝜋𝑟2 cos 𝛼  (c) 𝜋𝑟2 cosec 𝛼 (d) 0 

𝑦منحنی  .5 = 𝑥3
𝑥کو   = 1, 𝑥 =  محور کے  گردگھمانے سے بنے ٹھوس مجسم کا  رقبہ ہے 𝑥کے درمیانی علاق کو 4

(a) 128  (b) 

255

4
  (c) 

127

4
  (d) 

128

4
 

کل ئڈ .6

 

ب
𝑥( Cycloid)  سا = 𝑎(𝜃 + sin 𝜃), 𝑦 = 𝑎(1 + cos 𝜃)   کو اس کے اساس(Base)   کے گرد گھمانے سے حاصل

 ہے  ٹھوس مجسم کا سطحی رقبہ

(a) 64π𝑎2
  (b) 

64

2
π𝑎2

  (c) 

64

3
π𝑎2

  (d) 0 

𝑎𝑦2منحنی  .7 = 𝑥2(𝑎 − 𝑥) کے ایک حلقہ کا رقبہ ہے 

(a) 
8𝑎2

15
  (b) 

4𝑎2

15
  (c) 

2𝑎2

15
  (d) 

𝑎2

15
 

8. 
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1, 𝑎 > 𝑏 کا رقبہ ہوتا ہے 

(a) 𝑎𝑏  (b) 2π𝑎𝑏  (c) π𝑎𝑏  (d) 0 

 ہے۔⋯⋯⋯⋯کے کرہ کا سطحی رقبہ  𝑎نصف قطر  .9

کل  .10

 

ب
𝑥ئڈ  سا = 𝑎(𝜃 + sin 𝜃), 𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝜃)   رقبہ کا سطحی  گرد گھمانے سے بنے ٹھوس مجسم  کے  اس کےراس  کو 

 ہے۔⋯⋯⋯⋯

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات12.5.2

𝑦قوس   .1 = 𝑥3
،0 ≤ 𝑥 ≤  ۔کریں محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل 𝑥کو   2

𝑦قوس   .2 = √𝑥, 2 ≤ 𝑥 ≤  ۔کریں محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل 𝑥کو   6

𝑦قوس   .3 = cos 2𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

6
 ۔کریں محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل 𝑥کو   
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𝑦قوس   .4 = cosh 𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤  ۔کریں محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل 𝑥کو   1

𝑥کہ دائرہ دکھائیے  .5 = √𝑎2 − 𝑦2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎  کو𝑦 محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ ، 

𝑎۔نصف قطر کے کرہ کے سطحی رقبہ کا آدھا ہوتا ہے 

𝑦قوس   .6 = √𝑥
3

, 1 ≤ 𝑥 ≤  ۔کریں محور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل 𝑥کو   2

ےنری .7

 

ت
 
کن

(Catanary )𝑦 = 𝑐 cosh
𝑥

𝑐
 ۔ بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل کریں محور کے گرد گھمانے سے𝑥کی ایک قوس کو  

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات12.5.3

3𝑎𝑦2منحنی   .1 = 𝑥(𝑎 − 𝑥)2
𝑎، جبکہ  کریںمحور کے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل  𝑥کو  کے لوپ    > اس 0

 محور کے گرد گھمایا جائے ت اس طرح بنے ٹھوس مجسم کا سطحی رقبہ کیا ہوگا؟ 𝑦لوپ کو اگر  

𝑟(Cardioide)کارڈائڈ .2 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃) ۔ کریںکوابتدائ خط کےگرد گھمانے سے بنے ٹھوس مجسم کا سطحی رقبہ حاصل 

3. 
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1, 𝑎 > 𝑏  کو𝑥 ۔کریںکا سطحی رقبہ حاصل   الپسائڈ محور کے گرد گھمانے سے بنے 

𝑥منحنی  .4
2

3 + 𝑦
2

3 = 𝑎
2

 ۔ کریںکو گھمانے سے بنے ٹھوس مجسم کا سطحی رقبہ حاصل 3

وطر   .5 کے  اس  کو  قوس   دائری  گرد گھما(  Chord)ایک  جاکے  ثابت  یا  ہے۔  رقبہ    کریںتا  کا سطحی  طرح بنے ٹھوس مجسم  اس  کہ 

4𝜋𝑎2(𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼) جہاں𝑎 2نصف قطر ہے اور𝛼دئرہ کے مرکز پر قوس کے ضریعہ بنا زاویہ ہے۔ 

6. 𝑥اوپر منحنی محور کے 𝑎𝑦2 = 𝑥3
𝑥کے   = 𝑥سے   0 = 4𝑎   کو کا  محور کے𝑦تک کے حصہ  گردگھمانے سے بنے ٹھوس مجسم 

 ۔کریںسطحی رقبہ  حاصل  

م  (Parabola)پیرابولا .7

 

ئ کی

س ر

 

ی ن
ل

کے گرد گھمانے سے   (Directrix)کے درمیانی رقبہ کو ڈائریکٹرکس (  Latus Rectum)اور  اس کے 

  بنے ٹھوس مجسم کا سطحی رقبہ حاصل کیجیے۔
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 ہدایات: 

یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل ہے: حصہ اول، حصہ دوم اور حصہ سوم۔ ہر جواب کے لیے لفظوں کی تعداداشارتن ہے۔ تمام حصوں 

 سے سوالوں کا جواب دینا  لازمی ہے۔ 

اول میں   ۔1 کا    10حصہ  ہر سوال  والے سوالات ہیں۔  جواب  پر کرنا/مختصر  جو کہ معروضی سوالات/خالی جگہ  لازمی سوالات ہیں 

10      نمبر مختص ہے۔ 1جواب لازمی ہے۔ہر سوال کے لیے   ×

1 = 10 

دوم میں   ۔2 کوئی    6حصہ  کو  اس میں سے طالب علم  کا جواب تقریبن    چار  سوالات ہیں۔  سوال  ہر  دینے ہیں۔  جواب  سوالات کے 

4    مختص ہیں۔  اتنمبر 5لفظوں پر مشتمل ہے۔ ہر سوال کے لیے 200 × 5 = 20 

میں  سوحصہ   ۔3 کوئی    3م  کو  علم  طالب  سے  میں  اس  ہیں۔  جواب تقریبن   2سوالات  کا  سوال  ہر  ہیں۔  دینے  جواب  کے  سوالات 

2    مختص ہیں۔  اتنمبر 10لفظوں پر مشتمل ہے۔ ہر سوال کے لیے 500 × 10 = 20 

 حصہ اول

            1سوال:

(i) 
𝑑3

𝑑𝑥3
(𝑠𝑖𝑛 2𝑥)کو محسوب کرو۔ 

(ii)  خالی جگہ پر کروlim
θ→0

sinθ

θ
= ⋯⋯⋯ 

(iii)  خالی جگہ پر کرو

d𝑛

d𝑥n
{sin(𝑎𝑥 + 𝑏)} = ⋯⋯⋯ 

(iv) ∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥کو محسوب کرو۔ 

(v) اگر
𝑑

𝑑𝑥
[𝑓(𝑥)] = 𝑓(𝑥) ،ت∫ 𝑓(𝑥)

b

𝑎
d𝑥 کس  کے برابر ہوگا؟ 

 نمونہ امتحانی پرچہ 

 Bachelor of Science (Hons.)بیچلر آف سائنس 

Subject Code: BNMM101DCT 

 I –سمسٹر(Calculus)پرچہ: علم احصا 

 گھنٹے3وقت:         50نشانات:
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(vi)  منحنی𝑥 = 𝑓(𝑦) کے𝑎  اور𝑏   کو قوس  والی  ہونے  درمیان منقطع  کے  نقاط  والے  رکھنے  صا ت 

 

ت

 

خ
م

کے   𝑦عرضی  محور 

∫اطراف گھمانے سے حاصل کردہ ٹھوس کا حجم   𝜋𝑥2b

𝑎
dyصحیح/غلط(    ہوگا۔( 

(vii) دائرہ𝑥2 + y2 =  ۔ہے ⋯⋯⋯کا کل رقبہ    4

(viii)  ر  کا دوسرا قانون لکھو۔
 ی ل
کن

 

(ix) 𝑖̂ × 𝑖̂ =  اکائی بردار ہے۔ 𝑖̂جہاں، ⋯⋯

(x) 𝑖̂ ∙ 𝑖̂ =  اکائی بردار ہے۔ 𝑖̂جہاں، ⋯⋯

 دوم  حصہ

𝑥اگر   .2 = 𝑎(𝜃 + sin 𝜃), 𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝜃) ت ،𝜃 =
𝜋

2
 ۔کریںکی قیمت حاصل   

3. lim
𝑥→0

1−cos𝑥2

𝑥2 sin𝑥2حاصل کیجیے۔ 

4. ∫𝑆𝑖𝑛5𝑥𝑑𝑥 حاصل  کرو۔ 

5. ∫𝑆𝑒𝑐3𝑥𝑑𝑥 حاصل  کرو۔ 

ی  .6

 

ی

 

خ
م

, 𝑦 = log sec 𝑥 کی قوسی لمبائی𝑥 = 𝑥سے  0 =
𝜋

3
 تک حاصل کرو۔ 

= F⃗اگر    .7 5t2𝑖̂ + tĵ − 𝑡3k̂ اورG⃗⃗ = sin 𝑡 𝑖̂ − cos t ĵ ت حاصل کرو 

  i)) 

𝑑

𝑑𝑡
(𝐹 × 𝐺 ) (ii) 

𝑑

𝑑𝑡
(𝐹 ∙ 𝐺 ) 

 حصہ سوم 

𝑐𝑜𝑠−1اگر .8 (
𝑦

𝑏
) = log (

𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑥2𝑦𝑛+2کہ   ؤ ت دکھا  + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + 2𝑛2𝑦𝑛 = 0 

9. 𝑥   حاصل رینج   وہ  کی  قیمتوں  ی    کرو  کی 

 

ی

 

خ
م

لیے   کے  𝑦جس  = 𝑥4 − 6𝑥3 + 12𝑥2 + 5𝑥 + طرف  7 کی  اوپر 

و)کا  

 

 یا نیچے کی طرف ہوConcave)ن

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ب

 کے نقاط بھی حاصل کرو۔ (Inflexion)۔ اور پھر ا

10. ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥   حاصل  کرو اور پھراس سے∫ 𝑡𝑎𝑛4𝑥𝑑𝑥 حاصل  کرو۔ 
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BNMM101DCP 

 

 

 لیب مینول

 علم احصا

(Calculus) 

 

 )آنرس(بی۔ایس سی۔ 

 امپروگر چار سالہ

 )ری اضیپہلا سمسٹر )
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 عل کے مسائلاور زائدی تفا تمشتقا ۔ اعلی رتبے کے1کائی ا

 نمونہ تجری ائی  سوال

sinh−1بتلاؤ کہ1.1 𝑥 = ln(𝑥 + √𝑥2 + 1) , 𝑥 ∈ ℝ 

 (Aim)مقصد

 معکوس زائدی تفاعل 

ھ

 

ت

 ہیں۔کو لوگر

 

 مک تفاعل کے ذریعے دکھا سکت

 (Procedure)طرز عمل

Step I  

 مان لو کہ 

𝑦 = sinh−1 𝑥 

Step II 

 (کے ارکان میں بیان کرو۔Exponential Functionکودرجہ ذیل طریقہ سے قوت نماتفاعل) تفاعلزائدی 

𝑥 = sinh 𝑦 =
𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦

2
 

Step IIIحل حاصل کرو۔ 

زحل/تجو

 

 (Solution/Calculation)ی 

⇒                                                                    𝑒𝑦 − 2𝑥 − 𝑒−𝑦 = 0 

⇒                                                                  𝑒2𝑦 − 2𝑥𝑒𝑦 − 1 = 0 

⇒                                                          (𝑒𝑦)2 − 2𝑥(𝑒𝑦) − 1 = 0 

𝑒𝑦جو کہ 
 میں ای  کثیر رکنی ہے، اس لیے

𝑒𝑦 =
2𝑥 ± √4𝑥2 + 4

2
 

= 𝑥 ± √𝑥2 + 1 

𝑒𝑦چونکہ  > 𝑥لیکن  0 − √𝑥2 + 1 < ا0 𝑥ی  < √𝑥2 + 1 

 اس لیے

𝑒𝑦 = 𝑥 + √𝑥2 + 1 
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⇒                                                     𝑦 = ln(𝑥 + √𝑥2 + 1)  

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

ا ہے کہ ہم دی گئی

 

ز ہوی
 
 ہیں جو کہ اس طرح ہوگا اس سے ظاہ

 

مک تفاعل کے ظریعہ دکھا سکت
ھ

 

ت

 معکوس زائدی تفاعل کو لوگر

sinh−1 𝑥 = ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) 

 ٭٭٭٭٭

 

 معلوم کرو۔ہوئے تفاعلات کے مشتقات  ذیل میں دیے1.1

(i) 𝑦 = sinh(1 − 𝑥2) 

(ii) 𝑓(𝑥) = ln(sinh 𝑥) 

(iii) 𝑦 = ln (tanh
𝑥

2
) 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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1.1 ∫
𝑑𝑥

𝑥√1+4𝑥2
ل حاصل کریں 
م
ک

 

ت

 ۔

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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1.1 ∫
𝑑𝑥

1−𝑥2

1

2
0

ل حاصل 
م
ک

 

ت

 ۔کریں

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑐𝑜𝑠−1اگر 1.1 (
𝑦

𝑏
) = log (

𝑥

𝑛
)

𝑛

  دکھاوٓ کہ 

 

𝑥2𝑦𝑛+2ت + (2𝑛 + 1)𝑥𝑦𝑛+1 + 2𝑛2𝑦𝑛 = 0 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ز قضیہ2اکائی 

 

 ز
ی

 

 ی
ب ی 
ل

  ،۔  

 

ن

وٹی، ا  

 

ووٹس کے مسائلکان

 

ب ٹ
م
ن س

 نقاط اور ا

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

 

2.1 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2𝑒𝑥𝐶𝑜𝑠𝑥)۔حاصل کرو 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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1.1 𝑥 ی  جس کرو کی قیمتوں کی وہ رینج  حاصل

 

ن

 

خ
م

𝑦کے لیے   = 𝑥4 − 6𝑥3 + 12𝑥2 + 5𝑥 +

و7  

 

  ۔ی ا نیچے کی طرف ہوConcave))اوپر کی طرف کان

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

کے نقاط بھی حاصل (Inflexion)اور پھر ا

 کرو۔

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ی  .23

 

ن

 

خ
م

𝑦 = (log 𝑥)3
 پر

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 کے نقاط حاصل کرو۔(Inflexion) ا

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



213 

 

 کرو کہ  1.1

 

 
ات

 

yی = e𝑥
زجگہ  
 
وہ  

 

𝑦ہے اور  Concave))اوپر کی طرف کان = log 𝑥  زجگہ نیچے کی
 
ہ

وطرف   

 

 ۔ہےConcave))کان

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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 کے مسائل ہاسپٹل قانون L– رترت ، ٹریسنگ ، غیر متعینہ منحنی کی ۔1اکائی 

1.1 𝑦2(𝑎2 + 𝑥2) = 𝑥2(𝑎2 − 𝑥2) کو ٹریس(Trace)کرو۔ 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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1.1 𝑦2(𝑥 − 𝑎) = 𝑥2(𝑥 + 𝑎)  کو ٹریس(Trace) کرو۔ 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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1.1 𝑟 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃) کو ٹریس(Trace)کرو۔ 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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 سوال تجری ائی نمونہ

1.1 lim
𝑥→0

1−cos 𝑥2

𝑥2 sin 𝑥2حاصل کیجیے۔ 

 

 (Aim)مقصد

 منحنی 

ئ

دی گ

1−cos 𝑥2

𝑥2 sin 𝑥2 ا ہے جبکہ

 

 حاصل کری

 

مٹ
ل
𝑥کی  →  ہو۔0

 

 (Procedure)طرز عمل

Step-I:   معلوم کیجیے کہ

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
ای  

 

کی لم

0

0
  غیرمتعینہکی قسم 

 

ت
ے۔رتر

ہ
 

Step-II: 𝑓اور𝑔کیجیے۔تفرق الگ الگ  کا 

Step-III: 

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 کی

 

مٹ
ل
ووم کیجیے، اگر یہ 

معل

 

من
ل

اہی

 
 

ا∞،م   یہ -∞+ی 

 

ت

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
ز ہوگی۔ زای  ے ی 

ک

 

ی
م
ل

 کی 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 ہم کو دی ا گیا ہے

1 − cos 𝑥2

𝑥2 sin 𝑥2
=

1 − cos 𝑥2

𝑥2 ∙ 𝑥2
∙

𝑥2

sin 𝑥2
 

 لیکن ہم جانتے ہیں کہ 

lim
𝑥→0

𝑥2

sin 𝑥2
= 1 

 اس لیے

lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥2 sin 𝑥2
= lim

𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥4
∙ lim

𝑥→0

𝑥2

sin 𝑥2
 

= lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥4
∙ 1 
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= lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥4
 

limلیکن ہم دیکھتے ہیں کہ 
𝑥→0

(1 − cos 𝑥2) = limاور  0
𝑥→0

(𝑥4) =  اس لیے یہ  0

 

مٹ
ل

رترت   

0

0
 میں ہے تو ہم

L’ HopitalRuleاستعمال  کر تے ہیں 

lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥2

𝑥4
= lim

𝑥→0

2𝑥 sin 𝑥2

4𝑥3
 

=
1

2
(lim

𝑥→0

sin 𝑥2

𝑥2
) 

=
1

2
× 1 

=
1

2
 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 ہیں کہ 

 

limسوال کا جواب گ   دیےہم کہہ سکت
𝑥→0

1−cos 𝑥2

𝑥2 sin 𝑥2 =
1

2
 ہے۔

 ٭٭٭٭٭
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𝑙𝑖𝑚دکھاؤکہ  1.1
𝑥→0

5𝑠𝑖𝑛 𝑥−7𝑠𝑖𝑛2𝑥+3𝑠𝑖𝑛3𝑥

𝑡𝑎𝑛𝑥−𝑥
= −15 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑙𝑖𝑚اگر   ..1
𝑥→0

𝑎𝑒𝑥−𝑏𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑐𝑒−𝑥

𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥
= 2    

 

 ۔کی قیمت حاصل کرو𝑎, b, c، ت

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ل۔ 4اکائی
م
ک

 

ت

 کے مسائلتحویلی ضابطے-

وو  رڈکشن 4.1
 ش
سب
سک

(Successive Reduction)کی مدد سے  طریقےکے∫ 𝑥𝑛𝑒𝑥𝑑𝑥  حاصل  کر۔ 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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4.2 ∫ 𝑥4𝑒𝑥𝑑𝑥۔وحاصل کر 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن 4.3
 ش
سب
سک

(Successive Reduction)  کی مدد سے  طریقےکے∫ 𝑆𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥    ۔کروحاصل 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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4.4 ∫ 𝑆𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥۔حاصل  کرو 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن 4.5
 ش
سب
سک

(Successive Reduction)  سےکی مدد  طریقےکے∫ 𝑆𝑒𝑐𝑛𝑥𝑑𝑥۔حاصل  کر 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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4.6 ∫ 𝑆𝑒𝑐3𝑥𝑑𝑥۔حاصل  کرو 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن 4.7
 ش
سب
سک

(Successive Reduction)یقے کی مدد سےطرکے∫ 𝑥𝑚(𝑙𝑜𝑔𝑥)𝑛𝑑𝑥  حاصل

 -کرو

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن 4.8
 ش
سب
سک

(Successive Reduction)کی مدد سے طریقےکے∫ 𝑥4(𝑙𝑜𝑔𝑥)3𝑑𝑥  حاصل

 ۔کرو

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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وو   4.9
 ش
سب
سک

∫کی مدد سے  طریقےکے  (Successive Reduction)رڈکشن 𝑥𝑛𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥  ۔حاصل  کرو 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن 4.10
 ش
سب
سک

(Successive Reduction)کی مدد سے  طریقےکے∫ 𝑥3𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥  ۔حاصل  کرو 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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4.11 ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥   حاصل  کرو اور پھر∫ 𝑡𝑎𝑛4𝑥𝑑𝑥۔حاصل  کرو 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝐼𝑛اگر 4.12 = ∫(𝑙𝑜𝑔𝑥)𝑛𝑑𝑥،کہؤدکھا𝐼𝑛 = (𝑙𝑜𝑔𝑥)𝑛 −

𝑛𝐼𝑛−1،رپھراور∫(𝑙𝑜𝑔𝑥)4𝑑𝑥۔حاصل کرو 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ی 4.13

 

ن

 

خ
م

  کرو کہ 

 

 
ات

 

𝑥2ی + 𝑦2 = 𝑎2
π𝑎2کا  کل  رقبہ 

ا  ہے

 

 ۔ہوی

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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گ، ڈسک، واشر،  استوانی خول کے ذریعے حجم۔  5اکائی

 

شی

ئ

ن
 کے مسائل سلا

𝑦2پیرابولا  5.1 = 𝑎𝑥 (Parabola)زہ

ئ

𝑥2اور  دای + 𝑦2 = 2𝑎𝑥(Circle)        کے درمیان   اورمحور𝑥 

 ۔کے رقبہ کو محسوب کریں کے اوپر 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑦2اس خط  کا رقبہ حاصل  کرو جو    5.2 = 𝑥         اور𝑥 =  سے  گھرا ہوا   ہے۔4

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭



257 

 

5.3 𝑥محور کے تحت الپس(Ellipse)

𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = ( (Volumeکو  گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  1

 حاصل کرو۔

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام
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ڈ  base) )اپنے بیس  5.4

ئ 

کلائ

ئ

ن
𝑥کے تحت سا = 𝑎(𝜃 − 𝑠𝑖𝑛𝜃), 𝑦 = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) کو  گھمانے سے

 حاصل کرو۔( (Volumeبنے ٹھوس کا  حجم 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)منتیجہ/اختتا
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ڈ   ابتدائی 5.5

ئ 

𝑟(Cardioide)خط کے تحت کارڈائ = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃) کو  گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم

 حاصل کرو۔

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام
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 اور گردشی سطح کے رقبے کے مسائل ۔ خوسی لمبائی6ئیاکا

ی  6.1

 

ن

 

خ
م

𝑥دکھاؤکہ  = 𝑎(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡), 𝑦 = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡) 8لمبائی قوسیکی𝑎ہے۔ 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام
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ڈ 6.2

ئ 

𝑟،(Cardioide)کارڈائ = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃) کا احاطہ(Perimeter)حاصل کرو۔ 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام
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ی  6.3

 

ن

 

خ
م

𝑦 = log sec 𝑥 لمبائیکی قوسی𝑥 = 𝑥سے  0 =
𝜋

3
 حاصل کرو۔ 

 

 ی

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام
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ی  6.4

 

ن

 

خ
م

𝑥دکھاؤکہ 
2

3⁄ + 𝑦
2

3⁄ = 𝑎
2

3⁄
 ہے۔ 6𝑎لمبائی  کی قوسی  

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام
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ڈ 6.5

ئ 

𝑥 ایسٹرآئ = 𝑎 cos3 𝜃, 𝑦 = 𝑎𝑠𝑖𝑛3𝜃(Astroid) حاصل کرو۔ ئیلمباکل   کی قوس کی 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام
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 نمونہ امتحانی پرچہ

 )لیب مینول(ری اضیات

Calculus (BNMM101DCP) 

ی

شس
ن 

 سمسٹر(پہلا )  -بی۔ا

 :

 
 

 12کل نمبر:          Hrs 2وق

4)     ۔سوالات کے جواب دیجیے چار درج ذیل میں سے کوئی نوٹ: × 5 = 20) 

∫ ۔1
𝑑𝑥

1−𝑥2

1

2
0
ل حاصل  
م
ک

 

ت

 ۔کریں

ی جس کے کرو ں کی وہ رینج  حاصل کی قیمتو𝑥 ۔1

 

ن

 

خ
م

𝑦لیے   = 𝑥4 − 6𝑥3 + 12𝑥2 + 5𝑥 + اوپر کی طرف 7

و  

 

 ۔ ی ا نیچے کی طرف ہوConcave))کان

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 کے نقاط بھی حاصل کرو۔(Inflexion)اور پھر ا

𝑟 ۔1 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃)  کو ٹریس(Trace) کرو۔ 

وو  رڈکشن  ۔1
 ش
سب
سک

(Successive Reduction)  مدد سے  کی طریقےکے∫ 𝑆𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥  ۔حاصل  کرو 

𝑦2پیرابولا  ۔1 = 𝑎𝑥 (Parabola)زہ

ئ

𝑥2اور  دای + 𝑦2 = 2𝑎𝑥(Circle)        کے درمیان   اورمحور𝑥  کے اوپر ، کے رقبہ کو محسوب

 ۔کریں

(Ellipse)محور کے تحت الپس 𝑥 ۔.

𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 =  حاصل کرو۔( (Volumeس کا حجم کو  گھمانے سے بنے ٹھو   1
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امہ

 

 تصدیق ی

سمسٹر( علم احصا کے تجری اتی حصہ کے کام کا یہ اصلی ریکارڈ ہے  پہلاتصدیق کی جاتی ہے کہ بی۔ایس سی۔)آنرس( )

ا آذاد _________________________________________جسے 

 

نے مولای

میں تعلیمی ___________________________نیشنل اردو یونیورسٹی کے اسٹڈی سینٹر 

 کے دوران تیار کیا۔ _________سال  

 دستخط کونسلر
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 Notesاہم نکات/
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