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 پیغام

 این ا  ا  نے میں پارلیمنٹ کے ایک ایکٹ کے ذریعے قائم کی گئی۔ یہ ایک مرکزی جامعہ ہے جس 1998(  MANUU) مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی

( پیشہ ورانہ،  اور تکنیکی تعلیم کو اردو میڈیم میں قابل 3( اردو زبان کا فروغ، )1)کے قیام کے مقاصد ہیں: جامعہ اس ہے۔ کیا حاصل  +A گریڈجانب سے سی کی 

ی اس مرکزہیں جو نکات وہ ( خواتین کی تعلیم پر خصوصی توجہ دینا۔ یہ 4( روایتی اور فاصلاتی طریقۂ تعلیم کے ذریعے تعلیم فراہم کرنا، اور )2رسائی اور دستیاب بنانا، )

میں بھی ادری زبانوں اور علاقائی زبانوں میں  3232جامعہ کو دیگر تمام مرکزی جامعات سے ممتاز کرتے ہیں اور اسے ایک انفرادیت بخشتے ہیں۔ قومی تعلیمی پالیسی 

 تعلیم حاصل کرنے پر زور دیا گیا ہے۔

طویل عرصے تک اردو ایک عصری لومم اور مضامین تک رسائی آسان بنائی جائے۔  اردو کے ذریعے علم کے فروغ کا مقصد یہی ہےکہ اردو جاننے والے طبقے کےلیے

اس تعداد میں اضافہ ہورہا سے زیادہ کتابوں کا ذخیرہ موجود ہے اور ہر سمسٹر کے ساتھ  252میں درسی مواد کی کمی رہی ہے۔ اردو یونیورسٹی کے پاس اب اردو میں 

 ہے۔ 

ژن کے مطابق ادری/گھریلو زبان میں تعلیمی مواد فراہم کرنے کے قومی مشن کا حصہ بننے کو اپنے لیے ایک اعزاز سمجھتی کے و 3232اردو یونیورسٹی این ای پی 

 میدانوں میں تازہ مزید یہ کہ اردو بولنے والا طبقہ اردو میں مطالعہ کے مواد کی عدم دستیابی کے سبب نئے اُبھرتے شعبوں اور جدید تر معلوات کے موجودہہے۔ 

ر یداار ہوا ہے جو قینا ترین معلوات و اطلاعات کے حصول سے محروم نہیں رہے گا۔ مذکورہ بالا میدانوں میں مواد کی دستیابی کی بدولت حصولِ معلوات کا نیا شعو

 اردو داں طبقے کی دانشورانہ،  ترقی پر اثر انداز ہوگا۔ 

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن فاصلاتی اور آن لائن طلبہ کے لیے تعلیم و تدریس کے عمل

 

ت

 

ی
س

اردو اور متعلقہ  (CDOE)کو سہل بنانے کے لیے یونیورسٹی کا سینٹر فار ڈ

 ( کی تیاری کو یقینی بناتا ہے۔ SLMخود اکتسابی مواد ) میں  مضامین

MANUU فاصلاتی اور آن لائن لرننگ کے طلبہ کے لیے SLM ردو کے ذریعے علم حاصل کرنے میں دلچسپی رکھنے والے اُ  مواد بلا معاوضہ فراہم کرتا ہے۔ یہ

 eSLM ، اردو/ہندی/انگریزی/عربی میںکے دائر  کو مزید پھیلانے کے مقصد سےقیمت پر دستیاب ہے۔ تعلیم تک رسائی برائے نام شخص کےلیے ہر 

 ہے۔رکھا گیا مفت ڈاؤن لوڈ کے لیے دستیاب پر یونیورسٹی کی ویب سائٹ 

بی۔ا ، بی۔ایس سی اور بی۔کام کی کتابوں کی اشاعت کا عمل  FYUG ہے کہ متعلقہ فیکلٹی کی محنت اور مصنفین کے مکمل تعاون کی بدولتمجھے بے حد خوشی 

سٹی کے کی تیاری اور اشاعت کا عمل یونیور (SLM) موادبی اکتسابڑ  پیمانے پر شروع ہو گیا ہے۔ فاصلاتی اور آن لائن لرننگ کے طلبہ کی سہولت کے لیے خود 

کی ضروریات کو پورا کرنے کے قابل ہوں گے اور اس والے ایک بڑ  طبقے لیے اہمیت رکھتا ہے۔ مجھے یقین ہے کہ ہم اپنے خود تعلیمی مواد کے ذریعے اردو جاننے 

 کو پورا کریں گے اور اپنے ملک میں اپنی موجودگی کو جائز ٹھہرا سکیں گے۔قیام  یونیورسٹی کے مقصدِ 

 ! ساتھنیک تمناؤں کے

 پروفیسر سید عین الحسن

 انو شیخ الجامعہ، 

  



 پیغام
 لوا اس طریقۂ تعلیم سے فاہہ موجودہ دور میں فاصلاتی تعلیم کو دنیا بھر میں ایک نہایت مؤثر اور مفید طریقۂ تعلیم کے طور پر تسلیم کیا جاتا ہے اور بڑی تعداد میں

یونیورسٹی نے بھی اردو زبان بولنے والے عوام کی تعلیمی ضروریات کو مدنظر رکھتے ہوئے اپنے قیام کے وقت سے ہی فاصلاتی اٹھا رہے ہیں۔ مولانا آزاد نیشنل اردو 

س ایجوکیشن 1991تعلیم کا طریقہ متعارف کرایا۔ مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی نے 

 

ت

 

ی
س

آغاز کیا کام کا کے ساتھ  )نظامتِ فاصلاتی تعلیم( میں ڈائریکٹوریٹ آف ڈ

 سے باقاعدہ پروگرام شروع ہوئے، اس کے بعد مختلف شعبہ جات قائم کیے گئے۔ 3224اور 

س لرننگ

 

ت

 

ی
س

موڈ کے تحت چلنے والے مختلف (ODL)یو جی سی نے ملک میں نظام تعلیم کو مؤثر طور پر منظم کرنے میں ایک اہم کردار ادا کیا ہے۔ اوپن اینڈ ڈ

س اینڈ

 

ت

 

ی
س

ڈی ای بی نے فاصلاتی اور -منظور شدہ ہیں۔ یو جی سی ڈی ای بی کے-میں چل رہے ہیں، یو جی سی(CDOE) آن لائن ایجوکیشنپروگرام، جو سینٹر فار ڈ

ردو کو بہتر بنایا جاسکے۔ چونکہ مولانا آزاد نیشنل اکے معیار باقاعدہ تعلیم کے نصاب کو ہم آہنگ کرنے پر زور دیا ہے تاکہ فاصلاتی تعلیم حاصل کرنے والے طلبہ 

ہر  طرز )یونیورسٹی ایک 
ُ
ڈی -یونیورسٹی ہے جو فاصلاتی اور روایتی دونوں طریقۂ تعلیم کی خدات فراہم کرتی ہے، اس لیے اپنے مقاصد کو یو جی سیکی  (ڈوئل موڈد

 Self)مواد اکتسابید خو جس کامتعارف کرایا گیا (CBCS)چوائس بیسڈ کریڈٹ سسٹم نےاس ای بی کے رہنما خطوط کے مطابق حاصل کرنے کے لیے 

Learning Materials)  ۔چکا ہےنئے سر  سے تیار کیے جاکے مطابق اور کریڈٹ فریم  یو جی سی کےقوانین 

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ت

 

ی
س

( پروگرام پیش کرتا ہے جن میں یو جی، پی جی، بی ایڈ، ڈپلومہ اور سرٹیفکیٹ پروگرام شامل 19کل انیس )(CDOE)سینٹر فار ڈ

کے مطابق چار سالہ  3232-این ای پیسے  3235ہیں۔ اس کے ساتھ ساتھ تکنیکی مہارتوں پر مبنی پروگرام بھی شروع کیے جا رہے ہیں۔ سی ڈی او ای نے جولائی 

طلبہ کو آنرز ڈگری حاصل جس سے کو این سی ایف کے مطابق ڈیزائن کیا گیا ہے کے آنرز پروگراموں کیا ہے۔ بی ا ، بی ایس سی اور بی کام  یو جی پروگرام کا آغاز

 سے ایم بی ا  پروگرام او ڈی ایل موڈ میں متعارف کرایا گیا ہے۔ 3236-3235سال ملے گی۔ کرنے میں مدد 

 ریجنل سنٹرز )بنگلورو، بھوپال، دربھنگہ، دہلی، کولکاتا، ممبئی، پٹنہ، رانچی اور سری نگر( اور چھ سب ریجنل سنٹرز )حیدرآباد، لکھنؤ،طلبہ کی سہولت کے لیے نو انو نے 

ان ریجنل اور سب ہے۔  جموں، نوح، وارانسی اور امراؤتی( کا ایک وسیع نیٹ ورک قائم کیا ہے۔ اس کے علاوہ وجے واڑا میں ایک ایکسٹینشن سنٹر بھی قائم کیا گیا

اور بیس پروگرام سنٹر بیک وقت چلائے جا رہے ہیں تاکہ طلبہ کو تعلیمی اور انتظامی  (LSCs) سے زیادہ لرنر سپورٹ سنٹر پچاسکے تحت ایک سو  وںریجنل سنٹر

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن اپنی تعلیمی اور انتظامی سرگرمیوں میں

 

ت

 

ی
س

 آئی سی  ک کا بھرپور اعمال ل کرتا ہے اور اپنے تمام سہولیات فراہم کی جا سکیں۔ سینٹر فار ڈ

 میں صرف آن لائن موڈ کے ذریعے ہی داخلے فراہم کرتا ہے۔ ںپروگرامو

 ر یل
ی

 

 ی
مت

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن کی ویب سائٹ پر دستیاب کرائی جاتی ہیں اور آڈیو و ویڈیو (SLM)طلبہ کے لیے سیلف لرننگ 

 

ت

 

ی
س

کی سوفٹ کاپی سینٹر فار ڈ

ہے جن کے  ریکارڈنگ کے لنک بھی ویب سائٹ پر فراہم کیے جاتے ہیں۔ اس کے علاوہ طلبہ کو ای۔میل اور واٹس ایپ گروپ کی سہولت بھی فراہم کی جا رہی

گ، امتحانات وغیرہ کے بار  میں مطلع کیا جاتا ہے۔ 

 

ی
سل

 

ن
گ کے ذریعے انہیں پروگرام کے مختلف پہلوؤں جیسے کورس رجسٹریشن، اسائنمنٹ، کاؤ

 

ی
سل

 

ن
باقاعدہ کاؤ

گ بھی فراہم کی جا رہی ہے۔( Remedialزاہ تدارکی )علاوہ گزشتہ دو برسوں سے طلبہ کے تعلیمی معیار کو بہتر بنانے کے لیے 

 

ی
سل

 

ن
 آن لائن کاؤ

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن تعلیمی اور معاشی طور پر پسماندہ آبادی کو عصری تعلیم

 

ت

 

ی
س

 کے درےر  میں شامل کرنے میں ایک اہم کردار امید کی جاتی ہے کہ سینٹر فار ڈ

کے مطابق مختلف پروگرامز میں تبدیلیاں کی گئی ہیں اور توقع ہے کہ اس (NEP-2020)ادا کر  گا۔ تعلیمی ضروریات کو مدنظر رکھتے ہوئے نئی تعلیمی پالیسی

س لرننگ کے نظام کو مزید مؤثر اور کارآمد بنانے میں مدد ملے

 

ت

 

ی
س

  گی۔سے اوپن اینڈ ڈ

 پروفیسر محمد رضا اللہ خان

 ڈائرکٹر، سی ڈی او ای،انو

 



 کورس کا تعارف

ایک قومی سطح کا ادارہ ہے جو اردو زبان میں اعلیٰ تعلیم فراہم کرنے کے لیے وقف ہے۔ اس یونیورسٹی کا بنیادی  (MANUU) مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی

اپنے تعلیمی نظام میں  MANUU ۔نا ہے واکرمقصد اردو بولنے والے طلبہ کو معیاری تعلیم دینا اور انہیں جدید علمی و تحقیقی شعبوں میں کامیابی کے لیے تیار 

Center for Distance and Online Education (CDOE) کے ذریعے فاصلاتی اور آن لائن تعلیم کو موثر اور مربوط انداز میں منظم کرتا ہے۔ 

CDOE تعلیم حاصل کر رہا ہو،  کا کردار نصاب کی تیاری، تدریس، اور تعلیمی مواد کی فراہمی کو آسان بنانا ہے تاکہ ہر طالب علم، چاہے وہ روایتی یا فاصلاتی نظام سے

 معیاری تعلیم حاصل کر سکے۔

 مینبین المضا بہت ہی آسان،کے تحت فزکس کے نصاب کو اس طرح ترتیب دیا گیا ہے کہ یہ طلبہ کے لیے  (NEP 2020)۰۲۰۲ نئی قومی تعلیمی پالیسی

(Interdisciplinary) کی بنیاد پر مہارات، اور (Skill-oriented) کر ۔ اس کا مقصد نہ،  صرف بنیادی طبیعیات میں مضبوط بنیاد  تعلیمی احول فراہم

 ، ڈی ایس ای(DSC) فراہم کرنا ہے بلکہ طلبہ کو ابھرتے ہوئے سانسی  شعبوں میں مہارت حاصل کرنے کی ترغیب بھی دینا ہے۔ نصاب میں ڈی ایس سی

(DSE)اور ایس ای سی ، (SEC) تی معلوات کے ساتھ ساتھ عملی مہارتیں بھی دی جا سکیں جو آج کے سانسی  اور کورسز کو مربوط کیا گیا ہے تاکہ طلبہ کو نظریا

 ہیں۔ضروری صنعتی میدان میں بے حد اہم 

ل )سمسٹر  (MANUU) یہ کتاب مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی
ّ
( کے فزکس کورس میں شامل 3کے بی ایس سی )فزیکل سائنس( پروگرام کے سالِ او

کے موضوعات پر مشتمل ہے۔ یہ موضوعات نہ،  صرف طبیعیات کی ریاضیاتی  "(Basics of Mathematical Physics) بنیادی باتیںریاضی طبیعیات کی "

دار ادا کرتی ہیں۔ اس بنیادوں کا احاطہ کرتے ہیں بلکہ ان سانسی  تصورات اور تکنیکوں کی جھلک بھی پیش کرتے ہیں جو جدید طبیعیاتی مسائل کے حل میں کلیدی کر

 ۔ نصاب کو بلاکسکورس کا مقصد طلبہ کو وہ ریاضیاتی اوزار اور اصول سکھانا ہے جو طبیعیات کے مختلف شعبوں میں نظریاتی و عملی مطالعے کے لیے ضروری ہیں

(Blocks) اور اکائیوں (Units) میں تقسیم کیا گیا ہے، اور ہر اکائی میں مطالعے کے مقاصد (Objectives)حاصل کردہ نتائج ، (Learning 

Outcomes)خلاصہ ، (Summary)معروضی سوالات ، (Objective Questions)نمونہ،  امتحانی سوالات ، (Sample Questions) اور مشقیں 

(Exercises)  اردو زبان میں تحریر شامل کی گئی ہیں تاکہ طلبہ موضوع کو بہتر طور پر سمجھ سکیں اور امتحانات کے لیے مؤثر تیاری کر سکیں۔ یہ کتاب سادہ اور رواں

کو برقرار رکھا گیا ہے کی گئی ہے تاکہ ہر سطح کے طالب علم کے لیے قابلِ فہم ہو۔ تاہم، تکنیکی اصطلاحات کے خالص اردو متبادلات کے بجائے انگریزی اصطلاحات 

 کو سمجھ سکیں۔ یہ کتاب نہ،  صرف یونیورسٹی کے فاصلاتی تاکہ طلبہ عالمی سانسی  و ریاضیاتی اصطلاحات سے انوس رہیں اور عملی میدان میں ان کے اعمال ل

(Distance Mode) اور روایتی (Regular Mode)  طلبہ کے لیے مفید ہے بلکہ سانسی  و ریاضیاتی مضامین میں دلچسپی رکھنے والے اردو قارئین اور مدارس

عمال لات ا ہے کہ یہ کتاب طلبہ کو ریاضیاتی طبیعیات کے بنیادی اصولوں، نظریات اورکے طلبہ کے لیے بھی یکساں طور پر مفید ثابت ہو سکتی ہے۔ مصنفین کو امید 

  سے گہری واقفیت فراہم کر  گی اور انہیں سانسی  تحقیق و تجزیے میں منطقی اور تجریدی سوچ کے فروغ میں مدد د  گی۔

 

 پروفیسر۔ ایچ علیم باشاہ 

 پروگرام کوآرڈی نیٹر



 

 

 

 

 

 

 

 بنیادی باتیںریاضی طبیعیات کی 

(Basics of Mathematical Physics) 
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 و ں کا تجزیہ۔1اکائی
ی

 

مت
س

 

 (Vector Analysis) 

 اکائی کے اجزا

  تمہید   1.0

  مقاصد   1.1

  اور سمتی مقداریں میزانی   1.2

   راظہا ریاضیاتی   1.3

 سمتی الجبرا کے کلیات  1.3.1

 ے باہم   1.4
ی

 

مت
س

  عمودی اکائی 

1.5    

 

مت
س

  
ی

 اور ڈائرکشن کو سائنس تحلیل یباہم عمود کی و ں

 کوسائین  سمتی   1.6

ی ہ   1.7

 

مت
س

 مقامی 

 حاصل ضرب مستطایلی اجزا کی شکل میں میزانی   1.8

 ضرب یا چلیپائی ضرب سمتی   1.9

 اور سمتی میدان میزانی   1.10

 میدان کا گریڈینٹ میزانی   1.11

 شدہ مثالیں  حل   1.12

 نتائج  اکتسابی   1.13

 الفاظ  کلیدی   1.14

 امتحانی سوالات  نمونہ   1.15

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  1.15.1
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 مختصر جوابات کے حامل سوالات  1.15.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات  1.15.3

 حل شدہ جوابات کے حامل سوالات  1.15.4

 ( Introduction) تمہید 1.0

  
م
س

 و ں کا تجزیہ ایک طاقتور حسابی 
ی

 

ت
اور ساتھ ہی ساتھ اس کی مدد   رتیب  میں ایک وثر  لے  کار جو جو۔ جو  مسا ات وات کیتکنیک

 سے ات وات کا  مسا مفہوم منفرد اور واضح انداز میں سمجھتی ہیں اور مدد ملتی جو۔ خصوصاً برقی مقناطیسی نظریے ہیں۔

 (Objectives) مقاصد 1.1

 و ں سے واقف کراتی جو اور اس اکائی میزانیےیہ  
ی

 

مت
س

 و ں کا تجزیہ کی تفہیم مثالوں کے ذریعہ  اور 
ی

 

مت
س

 کے تمام اصولوں کو سمجھاتی جو۔

 :ہم  میں اس اکائی 

i.  ۔کریں گےصل حا معلوماتکےبارےمیں ریاضیاتی اظہار اورمیزانی اور سمتی مقداریں 

ii. ۔کریں گےبیان  سمتی الجبرا کے کلیات 

iii.  ے باہم عمودی 
ی

 

مت
س

ی ہ  ,کوسائین سمت ,اکائی 

 

مت
س

 ۔کریں گےحاصل  معلومات کےبارےمیںمقامی 

iv. ۔کریں گےحاصل  معلومات کےبارےمیں اور سمتی میدان میزانی، ضرب یا چلیپائی ضرب سمتی 

v. ۔کریں گےحاصل معلومات   کےبارےمیں میزانی میدان کی  مسا اہمیت, میدان کا گریڈینٹ میزانی 

   (Vector and Scalar Quantities) مقداریںمیزانی اور سمتی  1.2

 ( سمتی مقداریں ii) ( میزانی مقداریںi)  عام طور پر تمام  مسا مقداروں کو دو درجوں میں تقسیم کیا جاتا جو 

i. (میزانی مقداریںScalar Quantities:)  وہ  مسا مقداریں جو صرف مقدار رکھتی ہیں اور کوئی سمت نہیں رکھتیں۔ میزانی

 مقدار یا میزانیے کہلاتی ہیں۔ 

 ۔۔۔مثلاً: کمیت، حجم، کثافت، تپش، چال، کام وغیرہ 

ii. (سمتی مقداریںVector Quantities:) ہیں سمتی مقداریں یا صرف وہ  مسا مقداریں جو مقدار اورسمت دونوں رکھتی 

 

 

مت
س

 ے
ی

 کہلاتی ہیں۔ 
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 ۔۔۔مثلاً: رفتار، اسراع، قوت، معیار حرکت، برقی میدان 

 (Mathematical Representation)ر اظہاریاضیاتی  1.3

ی ہ  

 

مت
س

 ے کو انگریزی کے حروف سے ظاہر کیا جاتا جو حروف کے اوپر ایک تیر کا نشان لگایا جاتا جو۔ جیسے 
ی

 

مت
س

A کو𝐴 سے ظاہر کیا

 جاتا جو۔ 

 ے کو ایک تیر نشان والی خط مستقیم سے بھی ظاہر کیا جاتا جو۔  
ی

 

مت
س

 ے کی سمت اور خط کے  اس طرحایک 
ی

 

مت
س

مستقیم کی لمبائی تیر کا نشان 

 ے کی مطلق قدر کو 
ی

 

مت
س

 ے کی مقدار ہمیشہ مثبت لی جاتی جو۔  Aیا  |A|اس کی مقدار کو ظاہر کرتی جو۔ 
ی

 

مت
س

 سے ظاہر کیا جاتا جو۔ 

  (Laws of Vector Algebra) کلیاتسمتی الجبرا کے          1.3.1

 ے) .1
ی

 

مت
س

 ے اسEqual vectorsات وی 
ی

 

مت
س

 ے کہلاتی ہیں  (: دو 
ی

 

مت
س

ان کی مقدار اور سمت یکساں ہو ۔ مثلاً  جب کہوقت ات وی 

 ے 
ی

 

مت
س

𝐵⃗⃗, 𝐴 اور𝐶 ات وی ہوں گے اگر𝐴 = 𝐵⃗⃗ = 𝐶 

ی ہ) .2

 

مت
س

ی ہ جس کی مقدار Negative Vectorمنفی 

 

مت
س

ی ہ کہلاتا  لیکن  یکساں نہیں(: ایسا 

 

مت
س

 ے کا منفی 
ی

 

مت
س

سمت مخالف ہو دیے گئے 

 ے
ی

 

مت
س

ی ہ 𝐴جو۔ علامتی طور پر دیے گئے 

 

مت
س

 سے ظاہر کیا جاتا جو۔ 𝐴−کا منفی 

ی ہ) .3

 

مت
س

ی ہ Unit Vectorاکائی 

 

مت
س

ی ہ کہلاتا جو۔  جس کی(: ایسا 

 

مت
س

ی ہمقدار اکائی ہو اکائی 

 

مت
س

ی ہااس کوہو تب 𝐴دیا گیا 

 

مت
س

 𝐴̂کائی 

 پڑھا جاتا جو(۔  Aعلامت سے ظاہر کیا جاتا جو ) کیاب 

 ے .4
ی

 

مت
س

 ے کا میزانیے سے ضرب: 
ی

 

مت
س

𝐴 )کا میزانیے)حقیقی عددm  سے حاصل ضرب یعنی𝑚𝐴  ایک سمتی مقدار جو۔ یعنی

  اس طرحکے لحاظ سے مثبت یا منفی ہوتی جو۔  mاور اس کی سمت  گنا جو  mکی مقدار کا 𝐴طول

𝑚(−𝐴) = −𝑚𝐴 𝑜𝑟 − 𝑚(−𝐴) = 𝑚𝐴 

ی ہ) .5

 

مت
س

 ے کے ابتدائی اور انتہائی نقا ( : اگر کسیNull Vectorصفری 
ی

 

مت
س

ی ہ  صفر

 

مت
س

ی ہ کہلاتا جو۔ ط  نطبق  ہوجایں  و  حاصل 

 

مت
س

 ے کی مقدار صفر ہوتی جو۔ 
ی

 

مت
س

 صفری 

ی ہ) .6

 

مت
س

ی ہ جو محددات کے نظام میں Position Vectorمقامی 

 

مت
س

ی ہ مبد(: ایسا 

 

مت
س

ے سے نقاط  کے مقام کو ظاہر کرے مقامی 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗خلاء میں کسی نقطے کو ظاہر کرے تب Pاور مبدےOکہلاتا جو۔ اگر  ⃗⃗
ی ہ ہوگا۔ 

 

مت
س

 مقامی 

ے) .7

 

ی
 
مت
س

 ے Co-initial Vectorsہم لہنگی 
ی

 

مت
س

ے ہوں ہم لہنگی  جن کا(: ایسے 

 

کلی

 

ن
ابتدائی نقطہ مشترک ہو یا جو ایک ہی نقطے سے 

Co-Initial))  ے کہلاتے ہیں۔ 
ی

 

مت
س

 

 ے) .8
ی

 

مت
س

 ے جو ایک ہی خط یا متوازی خطوط  پر عمل کرتے ہیں۔ Collinear or Parallel Vectorsہم خط یا متوازی 
ی

 

مت
س

( : ایسے 

 ے کہلاتے ہیں۔ 
ی

 

مت
س

 ہم خط یا متوازی 
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 ے) .9
ی

 

مت
س

 ے یا ہم سطحی 
ی

 

مت
س

 ے جو ایک ہی مستوی تک محدود ہوتےCoplanar Vectorsہم مستوی 
ی

 

مت
س

 ہیں۔ ہم مستوی یا (: ایسے 

 ے کہلاتے ہیں۔ 
ی

 

مت
س

 ہم سطحی 

 ےباہم عمودی اکائی  1.4
ی

 

مت
س

  (Orthogonal Unit Vectors)  

ی ہ تین  OZاورOX،OYمیں جو تین باہم عمودوار محور  نظامکار تیزی محددات کے  

 

مت
س

میں تقسیم  اجزاپر مشتمل ہوتا جو۔ دیا گیا 

 ے رتیب  وار  ZاورX،Yہوتا جو ۔ 
ی

 

مت
س

,𝑗محوروں کی سمت میں پائے جانے واے  اکائی  i⃗اور𝑘⃗⃗ ے  دیےہیں۔ 
ی

 

مت
س

محور کی سمت میں  Xکا 𝐴گئے 

 ے Aہوگا۔ جہاں  PAجز 
ی

 

مت
س

 ،𝐴 کی مقدار جو۔ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X 

Y 

Z 

𝑘̂ 

 

𝑗̂ 

 
𝑖 ̂

 (1.1)  شکل 
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 و ں کی باہم عمو 1.5
ی

 

مت
س

 ڈائرکشن کو سائنسدی تحلیل اور 

(Orthogonal Resolution of Vector and Direction Cosines)  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ی ہ کیجیےفرض 

 

مت
س

𝐴کہ ایک  = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
ی محددات کے نظام میں 

ی ل
ط

 

ست
م

X،Y اورZ  میں تحلیل  اجزامحور کی سمت میں اس کے

 جو۔  ’O‘کا ابتدائی کی نقطہ مبدے 𝐴کہ  کیجیےہوتا جو۔ فرض 

𝐴𝑥کہ کیجیےفرض  
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
 𝐴𝑧

⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐴𝑦 اور
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,،Y,XاورZ (ے ہیں جیسا کہ شکل 

ی

 

مت
س

( میں دکھایا گیا 1.2محور کی سمت میں پائے جانے واے  

,𝐴𝑦جو۔  𝐴𝑥اور𝐴𝑧 و ں کی مقدار جو۔ 
ی

 

مت
س

 رتیب  وار ان 

𝐴𝑥   تب
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝐴𝑥𝑖̂ , 𝐴𝑦

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝐴𝑦𝑗 ̂, 𝐴𝑧
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑧𝑘̂ 

   ∴ 𝐴 = 𝐴𝑥
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐴𝑦

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐴𝑧
⃗⃗⃗⃗⃗

 

 (1.1) 𝐴 = 𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂ 

 پیتاغورث کے مسئلہ کے مطابق 

 (1.2) 
𝐴2 = 𝐴𝑥

2 + 𝐴𝑦
2 + 𝐴𝑧

2
 

 (1.3) 𝐴 = √𝐴𝑥
2 + 𝐴𝑦

2 + 𝐴𝑧
2

 

 

 ے
ی

 

مت
س

𝐴ی ہ

 

مت
س

 و ں 𝐴̂کی سمت میں پائے جانے والا اکائی 
ی

 

مت
س

,𝑘̂باہم عمودی اکائی  𝑗,̂ 𝑖̂ ۔ ہوں اس طرحکی شکل میں 

 

 

X 

Y 

Z 
𝐴𝑥
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

𝐴𝑦
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

𝐴𝑧
⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑖 ̂

 

𝑗̂ 

 
𝑘̂ 

 

O 

 (1.2)  شکل 
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 (1.4) 

𝐴̂ =
𝐴

𝐴
=

𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂

√𝐴𝑥
2 + 𝐴𝑦

2 + 𝐴𝑧
2

 

    (Direction Cosines)  کوسائین سمتی 1.6

 ے 
ی

 

مت
س

𝐴اور-x  ،محور-y  محور–z  کے کو سائین کو رتیب  وار 

ے

 z-اور  سمتی  y-سمتی کو سائین،  x-محور کے درمیان بننے واے  زاوی 

 سے ظاہر کیا جاتا جو۔  nاورl، mکہتے ہیں۔ جن کو رتیب  وار سمتی کو سائین 

ی ہ

 

مت
س

 بناتا جو۔ 𝛽،𝛼اور𝛾محور جو رتیب  وار زاویہ  Zاور 𝐴 ،X،Yفرض کرو کہ 

𝑙 تب  (1.5) = 𝑐𝑜𝑠 𝛼 =
𝐴𝑥

𝐴
ور 𝑚 ا = 𝑐𝑜𝑠 𝛽 =

𝐴𝑦

𝐴
ور  𝑛 ا = 𝑐𝑜𝑠 𝛾 =

𝐴𝑧

𝐴
 

,𝐴𝑦جہاں پر  𝐴𝑥اور𝐴𝑧رتیب  وارX،YاورZ  ے 
ی

 

مت
س

 ے A جب کہہیں۔  اجزاکے 𝐴محور کی سمت میں 
ی

 

مت
س

 ،𝐴 کی مقدارجو۔ 

 کو سائین کو مربع کرکے جمع کرنے پر 

  cos2 𝛼 + cos2 𝛽 + cos2 𝛾 = (
𝐴𝑥

𝐴
)

2

+ (
𝐴𝑦

𝐴
)

2

+ (
𝐴𝑧

𝐴
)

2

 

 (1.6) 

𝑙2 + 𝑚2 + 𝑛2 =
𝐴𝑥

2 + 𝐴𝑦
2 + 𝐴𝑧

2

𝐴2
=

𝐴2

𝐴2
= 1 

𝐴1کہ کیجیےفرض 
⃗⃗⃗⃗⃗

𝐴2اور
⃗⃗ ⃗⃗⃗

 ے ہیں جن کی مقدار رتیب  وار
ی

 

مت
س

 جو تب 𝐴2اور𝐴1دو 

  𝐴1
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴1𝑥𝑖̂ + 𝐴1𝑦𝑗̂ + 𝐴1𝑧𝑘̂ 

  

𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝐴1
=

𝐴𝑖𝑥𝑖

𝐴1
+

𝐴1𝑦𝑗̂

𝐴1
+

𝐴1𝑧𝑘̂

𝐴1
  

 لیکن ہم جانتے ہیں کہ

  

𝐴1𝑥

𝐴1
= 𝑙1;  

𝐴1𝑦

𝐴1
= 𝑚1;

𝐴1𝑧

𝐴1
= 𝑛1 

  ∴ 𝐴1
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴1(𝑙1𝑖̂ + 𝑚1𝑗̂ + 𝑛1𝑘̂) 

  𝐴2
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐴2(𝑙2𝑖̂ + 𝑚2𝑗̂ + 𝑛2𝑘̂) اس طرح 

𝐴1 تب
⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴2

⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐴1𝐴2 cos 𝜃 

𝐴1جہاں پر
⃗⃗⃗⃗⃗, 𝜃اور𝐴2

⃗⃗ ⃗⃗⃗
 کے درمیان بننے والا زاویہ جو۔ 

   ∴ cos 𝜃 =
𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝐴1𝐴2
 

   cos 𝜃 =
𝐴1(𝑙1𝑖̂+𝑚1𝑗̂+𝑛1𝑘̂).𝐴2(𝑙2𝑖̂+𝑚2𝑗̂+𝑛2𝑘̂)

𝐴1𝐴2
 

   cos 𝜃 = 𝑙1𝑙2 + 𝑚1𝑚2 + 𝑛1𝑛2 
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  𝑖̂. 𝑗̂ = 𝑗.̂ 𝑘̂ = 𝑘̂. 𝑖̂ = .𝑖̂اور0 𝑖̂ = 𝑗.̂ 𝑗̂ = 𝑘̂. 𝑘̂ =  چوں کہ1

ی ہمقا 1.7

 

مت
س

 (Position Vector) می 

ی ہکے محددات ہوں تب اس نقطے کو مبد ( کسی نقطےx, y, zاگر ) 

 

مت
س

𝑥𝑖̂)ظاہر کیا جاتا جو اس طرح 𝑟ے سے ملانے والا  +

𝑦𝑖̂ + 𝑧𝑘̂) ی ہ کہتے ہیں۔

 

مت
س

 ے کو اس نقطے کا مقامی 
ی

 

مت
س

 اس 

,𝑥1)پر جو جس کے محددات  Pاگر ایک ذرہ نقطے  𝑦1, 𝑧1) ی ہ

 

مت
س

 ہیں اور مقامی 

 (1.7) 
𝑟1⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘 

,𝑥2)کی جانب محترک ہو جس کے محددات Qہو دوسرے نقطے 𝑦2, 𝑧2) ی ہ

 

مت
س

 اور مقامی 

 (1.8) 
𝑟2⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘 

 ے Qسے  Pتب ذرہ کا نقل مقام نقطے 
ی

 

مت
س

   اس طرحسے ظاہر کیا جاتا جو۔ 𝑅⃗⃗تک 

 𝑟 = 𝑟2⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑟1⃗⃗⃗ ⃗ = (𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘) − (𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘) 

 (1.9) 
∴ 𝑟 = (𝑥2 − 𝑥1)𝑖̂ + (𝑦2 − 𝑦1)𝑗̂ + (𝑧2 − 𝑧1)𝑘̂ 

𝑑𝑟چھوٹی سی سمتی تبدیلی کو ظاہر کرے تب  PQاگر  = 𝑟2⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑟1⃗⃗⃗  اور ⃗

  𝑥1 − 𝑥1 = 𝑑𝑥, 𝑦2 − 𝑦1 = 𝑑𝑦, 𝑧2 − 𝑧1 = 𝑑𝑧  

  𝑑𝑟 = 𝑑𝑥𝑖̂ + 𝑑𝑦𝑗̂ + 𝑑𝑧𝑘̂ 

 𝑟 = 𝑟2⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑟1⃗⃗⃗  خط کے لامتناہی چھوٹے حصے کو ظاہر کرتا جو۔  𝑑𝑟ایک خط کے ٹکڑے کو ظاہر کرتا جو جب کہ ⃗

 و ں کی ضرب ) (1
ی

 

مت
س

Product of Vectors ے 
ی

 

مت
س

 :)𝐴اور𝐵⃗⃗ کے حاصل ضرب کو دو طریقوں سے ظاہر کیا جاتا جو۔ 

ی ضرب:  (2

قط

 

ن

 ےمیزانی ضرب یا 
ی

 

مت
س

𝐴اور𝐵⃗⃗کے میزانی ضرب کو𝐴. 𝐵⃗⃗(𝐴سے𝐵⃗⃗ سے ظاہر کیا جاتا جو اور حاصل ایک میزانیہ )

 ہوتا جو۔ 

 ے 
ی

 

مت
س

𝐴اور𝐵⃗⃗ درمیان بنے  ان کےکا میزانی حاصل ضرب ایک میزانی مقدار جو جو دو سمتوں کی مقدار کے حاصل ضرب اور

 کے حاصل ضرب سے ظاہر کی جاتی جو۔  Cosine زاویہواے  

.𝐴اگر 𝜃اور𝐵⃗⃗ کے درمیان بننے والا زاویہ ہو تب 

  𝐴. 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 cos 𝜃 

 نوٹ: 

 ے باہم عموداً ہوں تب .1
ی

 

مت
س

𝜃اگر دو  = 900
cosاور 90 = 0 

   𝐴. 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 cos 90 =  تب0
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 ے باہم عمودی ہوں گے اور  اس طرح
ی

 

مت
س

.𝐴یہ جو غیر صفری  𝐵⃗⃗ =  ہو۔ 0

 ے ہم و ازی یا ہم خط  .2
ی

 

مت
س

𝜃یا  2𝜋ہوں گے اگر  (Collinear)دو  =  ہو۔ 0

a) اگر cos 0 = 1, (𝜃 = 0) ⟹∴ 𝐴. 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 cos 0 = 𝐴𝐵        

b)  ے 
ی

 

مت
س

cos و ازی ہوں تب قداگر یہ دو  𝜋 = 𝜃اور1− = 𝜋 

∴ 𝐴. 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 cos 𝜃 = 𝐴𝐵(−1) = −𝐴𝐵 

c)  اگر𝐴 = 𝐵⃗⃗اور𝜃 = .𝐴تب0 𝐵⃗⃗ = 𝐴. 𝐴 = 𝐴𝐴 cos 0 = 𝐴2
 

 ے کا مربع  اس طرح
ی

 

مت
س

 مقدار کے مربع کے ات وی ہوگا۔  اس کیکسی بھی 

 کی شکل میں  میزانی حاصل ضرب مستطایلی اجزا 1.8

 (Scalar Product in Terms of Rectangular Components) 

 ے 
ی

 

مت
س

𝐴اور𝐵⃗⃗ ہوں گے۔  اس طرحکی شکل میں  اجزاان کی 

 𝐵⃗⃗ = 𝐵𝑥𝑖̂ + 𝐵𝑦𝑗̂ + 𝐵𝑧𝑘̂اور𝐴 = 𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂ 

 ∴ 𝐴. 𝐵⃗⃗ = (𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂). (𝐵𝑥𝑖̂ + 𝐵𝑦𝑗̂ + 𝐵𝑧𝑘̂)  

 = 𝐴𝑥𝐵𝑥(𝑖̂. 𝑖̂) + 𝐴𝑦𝐵𝑦(𝑗.̂ 𝑗)̂ + 𝐴𝑧𝐵𝑧(𝑘̂. 𝑘̂) + 𝐴𝑥𝐵𝑦(𝑖̂. 𝑗)̂ 

 +𝐴𝑥𝐵𝑧(𝑖̂. 𝐸) + 𝐴𝑦𝐵𝑥(𝑗. 𝑖) + 𝐴𝑦𝐵𝑧(𝑗̂. 𝑘̂) + 𝐴𝑧𝐵𝑥(𝑘̂. 𝑖̂) + 𝐴𝑧𝐵𝑦(𝑘. 𝑗) 

 = 𝐴𝑥𝐵𝑥 + 𝐴𝑦𝐵𝑦 + 𝐴𝑧𝐵𝑧 

  ∴ 𝑖̂. 𝑗̂ = 𝑖̂. 𝑘̂ = 𝑗.̂ 𝑖̂ = 𝑘̂. 𝑖̂ = 𝑗.̂ 𝑘̂ = 𝑘̂. 𝑗̂ = 0 

  𝑖̂. 𝑖̂ = 𝑗.̂ 𝑗̂ = 𝑘̂. 𝑘̂ =  اور1

 و ں کے درمیان زاویہ: جیسا کہ ہم جانتے ہیں 
ی

 

مت
س

 دو 

  𝐴. 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 cos 𝜃 

  ∴ cos 𝜃 =
𝐴⃗.𝐵⃗⃗

𝐴𝐵
=

𝐴𝑥𝐵𝑥+𝐴𝑦𝐵𝑦+𝐴𝑧𝐵𝑧

√𝐴𝑥
2+𝐴𝑦

2+𝐴𝑧
2√𝐵𝑥

2+𝐵𝑦
2+𝐵𝑧

2
 

 (Vector Product or Cross Product) ضربسمتی ضرب یا چلیپائی  1.9

 ے 
ی

 

مت
س

𝐴کے درمیان سمتی ضرب کو𝐵⃗⃗اور𝐴دو  × 𝐵⃗⃗ہر کیا جاتا جو۔ جن کی سمت زاویہسے ظا𝜃 کی سمت میں مائیل ہوتی جو۔

ی ہ جو جس کی قدر

 

مت
س

𝐴𝐵یہ ایک  sin 𝜃 ے 
ی

 

مت
س

کی 𝐵⃗⃗سے𝐴مثبت ہوگی اگرسے گھری مستوی ہر عموداً ہوتی جو۔ یہ سمت 𝐵⃗⃗اور𝐴اور 

 ہو۔ سماعتسمت کی جانب گردش 𝐵⃗⃗سے𝐴یہ سمت منفی ہوگی اگر جب کہہو  سماعتجانب گردش مخالف سمت 
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   𝐴 × 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 sin 𝜃 𝑛̂ = 𝐶اس طرح  

ی ہ جو جو𝑛̂جہاں یہ 

 

مت
س

 ے کو اکائی عمود اکے عموداً جو۔ اس 𝐵⃗⃗اور𝐴ایک اکائی 
ی

 

مت
س

 کہتے ہیں۔  بھی کائی 

 نوٹ: 

 و ں کی رتیب  الٹنے سے سمت مخالف ہوجاتی جو۔  .1
ی

 

مت
س

 سمتی ضرب میں 

  𝐵⃗⃗ × 𝐴 = −𝐴𝐵 sin 𝜃 𝑛̂ = −(𝐴 × 𝐵⃗⃗) 

 ے کی پابندی نہیں کرتا یعنی  اس طرح
کلی
ی    
قلت ب

 

ن

 و ں کا سمتی حاصل ضرب 
ی

 

مت
س

𝐵⃗⃗دو  × 𝐴 ≠ 𝐴 × 𝐵⃗⃗ 

ی .2

قس

 

ن

 و ں کا سمتی حاصل ضرب 
ی

 

مت
س

  دو 
ک
 ےمی 

لی
 کی پابندی کرتا جو ۔ یعنی  

  𝐴 × (𝐵⃗⃗ + 𝐶) = 𝐴 × 𝐵⃗⃗ + 𝐴 × 𝐶 

 ے ہم خط ہوں تب .3
ی

 

مت
س

𝜃یا𝜋اگر دو  = sinیعنی 0 𝜃 = 0 

  ∴ 𝐴 × 𝐵 = 𝐴𝐵 sin 𝜃 𝑛̂ = 0 

 ے ہم خط) متوازی یا قد متوازی( ہوں گے اگر اس طرح
ی

 

مت
س

𝐴دو  × 𝐵⃗⃗ = 0 

 ے ات وی ہوں تب .4
ی

 

مت
س

𝜃اگر دو  = 𝐴اور0 × 𝐴 = 𝐴𝐴 sin 𝜃 𝑛̂ =  و ں کا سمتی  اس طرح0
ی

 

مت
س

جو ات وی 

 حاصل ضرب ہمیشہ صفر ہوگا۔ 

̂,𝑗اگر 𝑖̂اور𝑘̂ے ہوں تب 
ی

 

مت
س

𝑖̂اکائی  × 𝑖̂ = 𝑗̂ × 𝑗̂ = 𝑘̂ × 𝑘̂ = 0 

 و ں کا سمتی حاصل ضرب  .5
ی

 

مت
س

 دو اکائی 

  𝐴 × 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 sin 𝜃 𝑛̂ 

  𝐴 × 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 sin 𝜃 𝑛̂ یا 

𝐴⃗

𝐴
×

𝐵⃗⃗

𝐵
= sin 𝜃 𝑛̂ 

ی ہ جو۔  اس

 

مت
س

 و ں کا سمتی حاصل ضرب ایک 
ی

 

مت
س

 کے سائین ) جس کیطرح دو اکائی 

ے

( sineمقدار ان کے درمیان بننے واے  زاوی 

 و ں سے گھری ہوئی مستوی کے عموداً ہوتی جو۔  جب کہکے مستوی ہوتی جو 
ی

 

مت
س

 سمت ان 

 و ں کے درمیان بننے والا زاویہ .6
ی

 

مت
س

 و ں کا سمتی حاصل ضرب: دو عمودی 
ی

 

مت
س

𝜃دو عمودی  =  ہوگا۔ 90

  𝜃 = 90 ⟹  sin 90 = 1  ⟹     𝐴 × 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 sin 90 𝑛̂   

 و ں کی مقدار کے حاصل ضرب  اس
ی

 

مت
س

ی ہ جو۔ جس کی مقدار ان 

 

مت
س

 و ں کا سمتی حاصل ضرب ایک 
ی

 

مت
س

طرح دو باہم عمودی 

 کی جانب ہوتی جو۔ 𝑛̂سمت  جب کہکے ات وی ہوتی جو 

̂,𝑗اگر 𝑖̂اور𝑘̂ و ں ہوں تب 
ی

 

مت
س

 اکائی 

  𝑗̂ × 𝑘̂ = 𝑖̂اور𝑖̂ × 𝑗̂ = 𝑘̂; 𝑘⃗⃗ × 𝑖̂ = 𝑗̂ 

  𝑘̂ × 𝑗̂ = −𝑖̂اور𝑗̂ × 𝑖̂ = −𝑘̂  𝑖̂ × 𝑘̂ = −𝑗̂ اس طرح  
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𝐴𝑥)کہ کیجیےکی صورت میں سمتی حاصل ضرب: فرض  اجزا .7 , 𝐴𝑦, 𝐴𝑧)اور(𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧)رتیب  وار𝑦, 𝑥اور𝑧  محور

 ے
ی

 

مت
س

  تبہیں اجزاکے 𝐵⃗⃗اور𝐴کی سمت میں 

 𝐵⃗⃗ = 𝑖̂𝐵𝑥 + 𝑗𝐵̂𝑦 + 𝑘̂𝐵𝑧 اور𝐴 = 𝑖̂𝐴𝑥 + 𝑗𝐴̂𝑦 + 𝑘̂𝐴𝑧 

 𝐴 × 𝐵⃗⃗ = (𝑖̂𝐴𝑥 + 𝑗𝐴̂𝑦 + 𝑘̂𝐴𝑧) × (𝑖̂𝐵𝑥 + 𝑗𝐵̂𝑦 + 𝑘̂𝐵𝑧) 

 ∴ 𝐴 × 𝐵⃗⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘
𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

| 

 𝐴 × 𝐵⃗⃗ = 𝑖̂(𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐵𝑦𝐴𝑧) + 𝑗(̂𝐴𝑥𝐵𝑧 − 𝐵𝑥𝐴𝑧) + 𝑘̂(𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐵𝑥𝐴𝑦) 

ے .8

ے

عی
 

ن

 و ں کے درمیان بننے والا زاویہ: ہم جانتے ہیں کہ سمتی ضرب کے ذر
ی

 

مت
س

 دو 

 (1.10) 𝐴 × 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑛̂ 

 اس طرح

 (1.11) 𝐴 × 𝐵⃗⃗ = 𝑖̂(𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐵𝑦𝐴𝑧) + 𝑗(̂𝐴𝑥𝐵𝑧 − 𝐵𝑥𝐴𝑧)

+ 𝑘̂(𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐵𝑥𝐴𝑦) 

 (سے1.11(اور)1.10ات وات)

 (1.12) 
𝐴𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑛̂ = 𝑖̂(𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐵𝑦𝐴𝑧) + 𝑗(̂𝐴𝑥𝐵𝑧 − 𝐵𝑥𝐴𝑧)

+ 𝑘̂(𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐵𝑥𝐴𝑦) 

 ( کے دونوں جانب مربع کرنے پر 1.12ات وات)

 𝐴2𝐵2 sin2 𝜃 = (𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐵𝑦𝐴𝑧)
2

− (𝐴𝑥𝐵𝑧 − 𝐵𝑥𝐴𝑧)2 + (𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐵𝑥𝐴𝑦)
2

 

 𝑖̂. 𝑖̂ = 𝑗.̂ 𝑗̂ = 𝑘̂. 𝑘̂ = .𝑛̂اور1 𝑛̂ = 1 

 𝐵2 = 𝐵𝑥
2 + 𝐵𝑦

2 + 𝐵𝑧
2

𝐴2اور = 𝐴𝑥
2 + 𝐴𝑦

2 + 𝐴𝑧
2

 

 ∴ sin2 𝜃 =
(𝐴𝑦𝐵𝑧−𝐵𝑦𝐴𝑧)

2
−(𝐴𝑥𝐵𝑧−𝐵𝑥𝐴𝑧)2+(𝐴𝑥𝐵𝑦−𝐵𝑥𝐴𝑦)

2

(𝐴𝑥
2+𝐴𝑦

2+𝐴𝑧
2).(𝐵𝑥

2+𝐵𝑦
2+𝐵𝑧

2)
 

 ∴ sin 𝜃 = [
(𝐴𝑦𝐵𝑧−𝐵𝑦𝐴𝑧)

2
−(𝐴𝑥𝐵𝑧−𝐵𝑥𝐴𝑧)2+(𝐴𝑥𝐵𝑦−𝐵𝑥𝐴𝑦)

2

(𝐴𝑥
2+𝐴𝑦

2+𝐴𝑧
2).(𝐵𝑥

2+𝐵𝑦
2+𝐵𝑧

2)
]

1
2⁄

 

 ∴ 𝜃 = 𝑠𝑖𝑛−1 [
(𝐴𝑦𝐵𝑧−𝐵𝑦𝐴𝑧)

2
−(𝐴𝑥𝐵𝑧−𝐵𝑥𝐴𝑧)2+(𝐴𝑥𝐵𝑦−𝐵𝑥𝐴𝑦)

2

(𝐴𝑥
2+𝐴𝑦

2+𝐴𝑧
2).(𝐵𝑥

2+𝐵𝑦
2+𝐵𝑧

2)
]

1
2⁄
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 (Scalar & Vector Field) میزانی اور سمتی میدان 1.10

میں ایک میزانی مقدار تسلسل کے ساتھ وثجود ہو اور جو کسی بھی نقطے پر مقامی متغیرات کی منفرد قدروں  خلا کا وہ علاقہ جس میزانی میدان:

 کے ذریعہ ظاہر کی جائے میزانی میدان کہلاتا جو۔ 

,𝑥)محددات کے سیٹ∅اگر 𝑦, 𝑧)کے مقامی متغیرات𝑟ہوگا۔  اس طرح میدان کا میزانی تفاعل ہو تب میزانی 

  ∅ = (𝑟) − ∅(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 ۔۔۔ میدان وغیرہ تپشی میدان، قواتی میدان، ہم قواتیمثال: 

میں ایک سمتی مقدار تسلسل کے ساتھ وثجود ہو اور جو کسی بھی نقطے پر سمت اور مقدار کے لحاظ سے مقامی  خلاء کا وہ علاقہ جس سمتی میدان:

 جائے سمتی میدان کہلاتاجو۔ د مقداروں سے ظاہر کی ا کی منفرمتغیر

,𝑥)محددات کے سیٹ، Vاگر 𝑦, 𝑧)کے مقامی متغیر𝑟 ہوگا۔  اس طرحکا سمتی تفاعل ہو تب سمتی میدان 

  𝑉(𝑟) = 𝑣⃗(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 ۔۔۔: برقی میدان، تجاذبی میدان، برقی رو مثالیں

 ( Gradient of Scalar Field) گریڈینٹمیزانی میدان کا  1.11

𝑅⃗⃗مقامی متغیر Pکہ  کیجیےفرض   = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂ اور نقطے پر اس میزانی میدان کی  میدان میں ایک نقطہ جوکے میزانی

(𝑟)∅قدر = ∅(𝑥, 𝑦, 𝑧)تین غیر منحصر محددات ∅ہوگی۔ جہاں پر𝑥, 𝑦, 𝑧 کا مسلسل تفرقی تفاعل جو۔ 

 yاورz  کا بلحاظ ∅کو مستقل رکھ کر𝑥 جزوی تفرق کرنے پر

𝜕∅

𝜕𝑥
تبدیلی کی میں ∅کی سمت میں  𝑥پر  Pجو۔ جو نقطے ہوتی  کی قیمت

اس طرحجو۔ شرح کو ظاہر کرتی 

𝜕∅

𝜕𝑥
کی سمت میں اورzپر  Pنقطہ

𝜕∅

𝜕𝑧
جو۔ تفاعل میں تبدیلی کی شرح کو ظاہر کرتی ∅کی سمت  zپر  Pنقطے 

∅ 

 

مت
س

  مختلف 
ی

 و ں میں تبدیلی کی مختلف مقداریں رکھتا جو۔ 

ی ہ ظاہر کرسکتے ہیں جس کے  اس طرح

 

مت
س

,𝑦 اجزاہم خلاء میں ایک ایسا  𝑥اور𝑧 

 

مت
س

  
ی

کےجزوی تفرق ∅و ں میں میزانی تفاعل

 ے کو
ی

 

مت
س

 سے ظاہر کیا جاتا جو۔ ∅𝐺𝑟𝑎𝑑اس کوکا گریڈینٹ کہتے ہیں اور ∅ہوں گے۔ اسی 

  ∴ 𝐺𝑟𝑎𝑑∅ =
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑘̂ 

  = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) ∅ 

  𝐺𝑟𝑎𝑑∅ = ∇⃗⃗⃗∅ 

کہتے  (Del Operator)یا صرف  (Vector Differential Operator)( کو سمتی تفرقی لپریٹر del)∇جہاں یہ علامت

 و ں کے تمام کلیات کی پابندی کرتا جو۔ ⃗⃗⃗∇ہیں۔ یہ بات قابل غور جو کہ 
ی

 

مت
س

ی ہ نہیں جو صرف ایک لپریٹر جو جو 

 

مت
س
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  ∇⃗⃗⃗=
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂ 

 ( Physical Significance of Scalar fieldمیزانی میدان کی  مسا اہمیت)

,𝑥جس کے محددات لیجیےPایک نقطہ    𝑦, 𝑧اور ایک نقطہ𝑄 جو  لیجیےP  محددات  جس کےکے بہت قریب جو𝑦 +

𝑑𝑦, 𝑥 + 𝑑𝑥 اور𝑧 + 𝑑𝑧 (میں دکھایا گیا جو۔ نقاط  1.3ہیں جیسا کہ شکل )P اورQ  کے درمیان سمتی فاصلہ 

 (1.13) 
𝑑𝑟 = 𝑑𝑥𝑖̂ + 𝑑𝑦𝑗̂ + 𝑑𝑧𝑘̂ 

∅پر میزانی تفاعل جو اور Pنقطے ∅کہ  کیجیےفرض  + 𝑑∅ 

 کہتے ہیں۔  (Total Differential)کا جملہ تفرق∅کو

x  میں تبدیل∅کی سمت

𝜕∅

𝜕𝑥
 ہوگی۔ 

 A∴  ہوگی۔  اس طرحکی قدر ∅پر 

 ∅ +
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑑𝑥 

-y  میں تبدیل ∅کی سمت میں

𝜕∅

𝜕𝑦
 ہوگی۔ 

B  ہوگی۔  اس طرحکی قدر ∅پر 

  ∅ +
𝜕∅

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
(∅ +

𝜕∅

𝜕𝑥
𝑑𝑥) 𝑑𝑦 

 (1.14) = ∅ +
𝜕∅

𝜕𝑥
𝜕𝑥 +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

میں تبدیلی ∅کی سمت میں Z- اس طرح

𝜕∅

𝜕𝑧
 ہوگی۔  اس طرحکی قدر ∅پر Qہوگی۔نقطے

  = ∅ +
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
(∅ +

𝜕∅

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑑𝑦) 𝑑𝑧 

 (1.15) = ∅ +
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

  ∴ 𝑑∅ =
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

  𝑑∅ = (
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑘̂) . (𝑑𝑥𝑖̂ + 𝑑𝑦𝑗̂ + 𝑑𝑧𝑘̂) 

  𝑑∅ = ∇⃗⃗⃗∅. 𝑑𝑟 = ∇⃗⃗⃗∅. 𝑟̂𝑑𝑟                   

 (1.16) ∴
𝑑∅

𝑑𝑟
= 𝛻⃗⃗∅. 𝑟̂ 

⃗⃗⃗,𝑟               جہاں پر                      𝑃𝑄  ی ہ جو۔ کی

 

مت
س

 جانب اکائی 

ایک سمتی میدان کو ظاہر کرتا جو (∅𝑔𝑟𝑎𝑑)اس طرح میزانی میدان کا گریڈینٹ                                                    

Y 

B 

Q 
P 

A 

Z 
X 

O 

dx 

dy 

dz 

 (1.3)  شکل 
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"میزانی میدان  اس طرحتبدیلی کے ات وی اور سمت اعظم تبدیلی کی جانب نقل مقام کی سمت میں ہوگی۔ کی قدر میں اعظم ∅مقدار جس کی

ی ہ جو"

 

مت
س

 ۔کا گریڈینٹ ایک 

 Solved Examples))حل شدہ مثالیں  1.12

 1حل شدہ مثال

𝐴اگر = 𝑖̂ + 2𝑗̂ − 2𝑘̂،B⃗⃗⃗ = 2𝑖̂ + 𝑗̂ + 𝑘̂اور𝐶 = 𝑖̂ − 3𝑗 − 2𝑘̂ےہوں تین 
ی

 

مت
س

ی ہ 

 

مت
س

𝐴)تب  +

𝐵⃗⃗ + 𝐶) ۔ کیجیےکی مقدار اور سمتی کو سائین معلوم 

𝑅⃗⃗ حل: = 𝐴 + 𝐵⃗⃗ + 𝐶 کہ  کیجیےفرض 

  𝑅⃗⃗ = 𝑖̂ + 2𝑗̂ − 2𝑘̂ + 2𝑖̂ + 𝑗̂ + 𝑘̂ + 𝑖̂ − 3𝑗̂ − 2𝑘̂ 

  𝑅⃗⃗ = 4𝑖̂ − 3𝑘̂ 

  𝑅𝑥 = 4𝑖̂ 𝑅𝑦 = 0  𝑅𝑦 = −3𝑘̂ 

 𝑅⃗⃗ = |𝑅|⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = √𝑅𝑥
2 + 𝑅𝑦

2 + 𝑅𝑧
2 = √42 + 02 + (−3)2 = √25 =  کی مقدار 5

 𝑅⃗⃗ کے سمتی کو سائین 

  𝑙 =
𝑅𝑥

|𝑅⃗⃗|
=

4

5
; 𝑚 =

𝑅𝑦

|𝑅⃗⃗|
=

0

5
= 0  𝑛 =

𝑅𝑧

|𝑅⃗⃗|
= −3

5⁄ 

2حل شدہ مثال

𝐴اگر = 3𝑖̂ + 6𝑗̂ − 2𝑘̂اور𝐵⃗⃗ = 4𝑖̂ − 𝑗̂ + 3𝑘̂ معلوم 

ے

ایک مثلث کے دو اضلاع ہوں تب اس مثلث کے تمام زاوی 

 ۔کیجیے

 گئے مثلث کا تیسرا ضلع جو۔ تب دیے𝐶کہ  کیجیےفرض  حل:

 𝐶 = 𝐵⃗⃗ − 𝐴 تب 𝐴 + 𝐶 = 𝐵⃗⃗ 

 𝐵 = 4𝑖̂ − 𝑗̂ + 3𝑘 اور 𝐴 = 3𝑖̂ + 6𝑖̂ − 2𝑘̂ دیا گیا جو کہ 

 𝐶 = 𝐵⃗⃗ − 𝐴 = (4𝑖̂ − 𝑗̂ + 3𝑘) − (3𝑖̂ + 6𝑖̂ − 2𝑘̂) 

 𝐶 = 𝑖̂ − 7𝑗̂ + 5𝑘̂ 

 

 

 

𝜃1 

𝐶        
𝐵⃗⃗ 

𝜃3 

𝐴 

𝜃2 
 (1.4)  شکل 
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 cos 𝜃3 =
𝐴̅.𝐵̅

𝐴𝐵
=

𝐴𝑥𝐵𝑥+𝐴𝑦𝐵𝑦+𝐴𝑧𝐵𝑧

√𝐴𝑥
2+𝐴𝑦

2+𝐴𝑧
2√𝐵𝑥

2+𝐵𝑦
2+𝐵𝑧

2
  𝐴اور𝐵⃗⃗ کے درمیان کا زاویہ 

 cos 𝜃3 =
12−6−6

𝐴𝐵
=

0

𝐴𝐵
= 0 

 cos 𝜃3 = 0 ⇒ 𝜃3 = cos−1(0) = 900
 

  cos 𝜃2 =
𝐴⃗.𝐶

𝐴𝐶
=

𝐴𝑥𝐶𝑥+𝐴𝑦𝐶𝑦+𝐴𝑧𝐶𝑧

√𝐴𝑥
2+𝐴𝑦

2+𝐴𝑧
2√𝐶𝑥

2+𝐶𝑦
2+𝐶𝑧

2
  A⃗⃗⃗اور𝐶 کے درمیان کا زاویہ 

 cos 𝜃2 =
3−42−10

√9+36+4.√25+1+49
=

−49

√49√75
=

7×9

7×5√3
 

 cos 𝜃2 = −0.8083 ⇒ 𝜃2 = 36041
 

 𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 180 

 𝜃1 = 180 − (𝜃2 + 𝜃3) 

 = 180 − 36141 − 90 

 𝜃1 = 530561
 

3حل شدہ مثال

 ے کیجیےثابت 
ی

 

مت
س

𝐵کہ  = 𝑖̂ − 3𝑗̂ + 5𝑘̂, 𝐴 = 3𝑖̂ − 2𝑗̂ + 𝑘̂اور𝐶 = 2𝑖̂ + 𝑗̂ − 4𝑘̂  ایک قائم الزاویہ مثلث

 بناتے ہیں۔ 

 ے حل:
ی

 

مت
س

𝐵⃗⃗, 𝐴اور𝐶میں سے د و کا مجموعہ تیسرے کے ات وی ہوگا۔  اگر ایک مثلث بنایں  تب ان 

 𝐵⃗⃗ + 𝐶 = (𝑖̂ − 3𝑗̂ + 5𝑘̂) + (2𝑖̂ + 𝑗̂ − 4𝑘̂) 

 = 3𝑖̂ − 2𝑗̂ + 𝑘̂ = 𝐴 

 ∴ 𝐵⃗⃗ + 𝐶 = 𝐴 

 ے دیے
ی

 

مت
س

,𝐵⃗⃗گئے تین  𝐴اور𝐶 ایک مثلث بناتے ہیں۔ 

⃗⃗⃗⃗ 𝐴 مزید . 𝐵⃗⃗ = (3𝑖̂ − 2𝑗̂ + 𝑘̂). (𝑖̂ − 3𝑗̂ + 5𝑘̂) = 3 + 6 + 5 = 14 

 𝐴 . 𝐶 = (3𝑖̂ − 2𝑗̂ + 𝑘̂). (2𝑖̂ + 𝑗̂ − 4𝑘̂) = 6 − 2 − 4 = 0 

 𝐵⃗⃗. 𝐶 = (𝑖̂ − 3𝑗̂ + 5𝑘̂). (2𝑖̂ + 𝑗̂ − 4𝑘̂) = 2 − 3 − 20 = 21 

.𝐴چوں کہ 𝐶 =  ے0
ی

 

مت
س

,𝐵⃗⃗اس طرحباہم عموداً ہیں۔ 𝐶اور𝐴تب  𝐴 اور𝐶 الزاویہ مثلث جو۔والا مثلث قائم سے بننے 

4حل شدہ مثال
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𝐴اگر = 3𝑖 − 𝑗̂ + 2𝑘̂اور𝐵 = 𝑖̂ − 2𝑗̂ + 2𝑘̂ و ں کا میزانی ضرب حاصل 
ی

 

مت
س

 ۔ کیجیےتب دو 

 دیا گیا جو کہ  حل:

 𝐴 = 3𝑖 − 𝑗̂ + 2𝑘̂ , 𝐵 = 𝑖̂ − 2𝑗̂ + 2𝑘̂  

 𝐴. 𝐵⃗⃗ = (3𝑖̂ − 𝑗̂ + 2𝑘̂). (𝑖̂ − 2𝑗̂ + 2𝑘̂) 

 𝐴. 𝐵⃗⃗ = 3 + 2 + 4 = 9 

5حل شدہ مثال

 ے
ی

 

مت
س

(2𝑖̂ + 2𝑗̂ + 3𝑘̂)6)اور𝑖̂ − 3𝑗̂ + 2𝑘̂) ۔ کیجیےبننے والا زاویہ معلوم کے درمیان 

𝐴 حل: = 2𝑖̂ + 2𝑗̂ + 3𝑘̂, 𝐵⃗⃗ = 6𝑖̂ − 3𝑗̂ + 2𝑘̂ دیاگیا جو کہ 

 ۔تبجو𝜃کے درمیان کا زاویہ 𝐵⃗⃗اور𝐴فرض کرو کہ 

 𝐴. 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 cos 𝜃 

 cos 𝜃 =
𝐴⃗.𝐵⃗⃗

|𝐴||𝐵|
=

𝐴𝑥𝐵𝑥+𝐴𝑦𝐵𝑦+𝐴𝑧𝐵𝑧

√𝐴𝑥
2+𝐴𝑦

2+𝐴𝑧
2√𝐵𝑥

2+𝐵𝑦
2+𝐵𝑧

2
 

 cos 𝜃 =
12−6+6

√17√49
=

12

7√17
 

 cos 𝜃 =
12

7×4.123
= 0.4158 

 𝜃 = cos−1(0.4158) = 65.450
 

6حل شدہ مثال

 ے
ی

 

مت
س

𝐴 = (𝑖̂ + 2𝑗̂ + 3𝑘̂)اور𝐵⃗⃗ = (3𝑖̂ + 2𝑗̂ + 𝑘̂) ی ہ معلوم

 

مت
س

۔ ساتھ ہی ساتھ زاویہ بھی کیجیےکےعمودااًکائی 

 ۔ کیجیےمعلوم 

 ے  کیجیےفرض   حل:
ی

 

مت
س

𝐴اور𝐵⃗⃗ی ہ

 

مت
س

 کے سمتی حاصل ضرب سے حاصل ہوتاجو۔ 𝐵⃗⃗اور𝐴جو جو 𝐶کے عموداً پائے جانے والا 

 𝐶 = 𝐴 × 𝐵⃗⃗ 

 𝐶 = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 3
3 2 1

| = 𝑖(2 − 6) − 𝑗(1 − 9) + 𝑘(2 − 6)  

 𝐶 = −4𝑖̂ + 8𝑗̂ − 4𝑘̂ 

 |𝐶| = √42 + 82 + 42 = √96 

 𝐶 =
𝐶

|𝐶|
=

−4𝑖̂+8𝑗̂−4𝑘̂

√96
ی ہ کی سمت  

 

مت
س

 میں اکائی 

 |𝐵⃗⃗| = √9 + 4 + 1 = |𝐴|اور14√ = √1 + 4 + 9 =   اس طرح14√
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⃗⃗⃗⃗,𝐴کہ  کیجیےفرض  𝜃اور𝐵⃗⃗تب ۔کے درمیان بننے والا زاویہ جو 

 |𝐶| = |𝐴||𝐵⃗⃗| sin 𝜃 

 sin 𝜃 =
|𝐶|

|𝐴⃗||𝐵⃗⃗|
=

√96

√14√14
=

√96

14
= 0.6999 

 𝜃 = sin−1(0.6999) 

7حل شدہ مثال

 ے 
ی

 

مت
س

𝐶 ے کیجیےمعلوم  اجزاکے 
ی

 

مت
س

𝐴جو  = (2𝑖̂ − 𝑗̂ − 4𝑘̂)اور𝐵⃗⃗ = (3𝑖̂ − 𝑗̂ − 𝑘̂)کے عموداً پر جو۔ 

𝐶  حل: = 𝐴 × 𝐵⃗⃗ = (2𝑖̂ − 𝑗̂ − 4𝑘̂) × (3𝑖̂ − 𝑗̂ − 𝑘̂) 

 𝐶 = |
𝑖 𝑗 𝑘
2 −1 −4
3 −1 −1

| = 𝑖̂(1 − 4) − 𝑗(̂−2 + 12) + 𝑘̂(−2 + 3) 

 𝐶 = −3𝑖̂ − 10𝑗̂ + 𝑘̂ 

8حل شدہ مثال

 ے
ی

 

مت
س

𝐴دو  = 3𝑖̂ − 𝑗̂ + 2𝑘̂اور𝐵 = 𝑖̂ − 2𝑗̂ + 2𝑘̂  ۔ کیجیےکا سمتی حاصل ضرب معلوم 

ی ہ جو ۔ تب𝐶فرض کرو کہ      حل:

 

مت
س

 حاصل 

 𝐶 = 𝐴 × 𝐵⃗⃗ = (3𝑖̂ − 𝑗̂ + 2𝑘̂) × (𝑖̂ − 2𝑗̂ + 2𝑘̂) 

 = |
𝑖 𝑗 𝑘
3 −1 2
1 −2 2

| = 𝑖̂(−2 + 4) − 𝑗(̂6 − 2) + 𝑘̂(−6 + 1) 

 𝐶 = 2𝑖̂ − 4𝑗̂ − 5𝑘̂ 

9حل شدہ مثال

∅اگر = 𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧4
 ۔کیجیےمعلوم ∅⃗⃗⃗∇تب

∅⃗⃗⃗∇ہم جانتے ہیں کہ  حل: = (
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑘̂) 

 ∇⃗⃗⃗∅ = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) (𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧4) 

 =
𝜕𝑥4

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕𝑦4

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝑧4

𝜕𝑧
𝑘̂ 

 ∴ ∇⃗⃗⃗∅ = 4𝑥2𝑖̂ + 4𝑦2𝑗̂ + 4𝑧3𝑘̂ = 4(𝑥3𝑖̂ + 𝑦3𝑗̂ + 𝑧3𝑘̂) 

10حل شدہ مثال
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∅اگر = 𝑥
3

2⁄ + 𝑦
3

2⁄ + 𝑧
3

2⁄
 ۔ کیجیےمعلوم ∅⃗⃗⃗∇تب

∅⃗⃗⃗∇ہم جانتے ہیں کہ  حل: = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) . ∅ 

 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) (𝑥

3
2⁄ + 𝑦

3
2⁄ + 𝑧

3
2⁄ ) 

 =
𝜕𝑥

3
2⁄

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕𝑦
3

2⁄

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝑧
3

2⁄

𝜕𝑧
𝑘̂ 

 =
3

2
𝑥

1
2⁄ 𝑖̂ +

3

2
𝑦

1
2⁄ 𝑗̂ +

3

2
𝑧

1
2⁄ 𝑘̂ 

 ∇⃗⃗⃗∅ =
3

2
(𝑥

1
2⁄ 𝑖̂ + 𝑦

1
2⁄ 𝑗̂ + 𝑧

1
2⁄ 𝑘̂) 

11مثالحل شدہ 

,𝑥)∅اگر 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3𝑥2
،(𝑥, 𝑦, 𝑧)پر (1,2,2) کا ایک میزانی تفاعل ہو ت𝑔𝑟𝑎𝑑∅  ۔ کیجیےکی قدر معلوم 

∅𝑔𝑟𝑎𝑑  حل: = ∇⃗⃗⃗∅ =
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑘̂    ∅ = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3𝑥2

 

 

𝜕∅

𝜕𝑥
= 6𝑥𝑦 − 2𝑥𝑦3;  

𝜕∅

𝜕𝑦
= 3𝑥2 − 3𝑦2𝑥2;

𝜕∅

𝜕𝑧
= 0 

 ∴ 𝑔𝑟𝑎𝑑∅ = (6𝑥𝑦 − 2𝑥𝑦3)𝑖̂ + (3𝑥2 − 3𝑦2𝑥2)𝑗̂ 

 𝑔𝑟𝑎𝑑∅𝑎𝑡(1, 2, 2) = (6.1.2 − 2.1 × 23)𝑖̂ + (3.12 − 3. 23. 12)𝑗̂ 

 𝑔𝑟𝑎𝑑∅𝑎𝑡(1, 2, 2) = (12 − 16)𝑖̂ + (3 − 12)𝑗̂ 

 𝑔𝑟𝑎𝑑∅𝑎𝑡(1, 2, 2) = −4𝑖̂ − 9𝑗̂ 

12حل شدہ مثال

,𝑥)∅اگر 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑦 − 𝑦𝑧2
 ۔ کیجیےمعلوم  ∅𝐺𝑟𝑎𝑑( پر 1- ,2 ,1تب)

∅⃗⃗⃗∇  حل: = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) (3𝑥2𝑦 − 𝑦𝑧2) 

 

𝜕∅

𝜕𝑥
= 6𝑥𝑦  

𝜕∅

𝜕𝑦
= 3𝑥2 − 𝑧2  

𝜕∅

𝜕𝑧
= −2𝑦𝑧 

 ∴ ∇⃗⃗⃗∅ = 6𝑥𝑦𝑖̂ + (3𝑥2 − 𝑧2)𝑗̂ − 2𝑦𝑧𝑘̂ 

 ∴ ∇⃗⃗⃗∅𝑎𝑡(1, 2, −1) = (6.1.2)𝑖̂ + (3.12 − (−1)2)𝑗̂ − 2(2)(2)(−1)𝑘̂ 

 ∇⃗⃗⃗∅ = 12𝑖̂ + 2𝑗̂ + 4𝑘̂ 

13حل شدہ مثال

∅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥3𝑦 − 𝑦2𝑧2
,1)تب  −1,  ۔کیجیےمعلوم ∅⃗⃗⃗∇پر(1

∅⃗⃗⃗∇  :حل =
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑘̂ 
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𝜕∅

𝜕𝑥
= 9𝑥2𝑦; 

𝜕∅

𝜕𝑦
= 3𝑥2 − 2𝑦𝑧2;  

𝜕∅

𝜕𝑧
= −2𝑦2𝑧 

 ∇⃗⃗⃗∅ = 9𝑥2𝑦𝑖̂ + (3𝑥2 − 2𝑦𝑧2)𝑗̂ − 2𝑦2𝑧𝑘̂ 

 ∇⃗⃗⃗∅ = (9 × 12 × 1)𝑖̂ + (3 × 12 − 2 × −1 × 12)𝑗̂ − (2 × 12 × 1)𝑘̂ 

∇⃗⃗⃗∅ = −9𝑖̂ + 5𝑗̂ − 2𝑘̂ 

14حل شدہ مثال

,𝑥)∅میزانی تفاعل 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2
 ۔کیجیےکا گریڈینٹ معلوم 

∅𝑔𝑟𝑎𝑑 :حل = ∇⃗⃗⃗∅ =
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ 

 ∅(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2
 دیا گیا جو ۔

 

𝜕∅

𝜕𝑥
= 2𝑥; 

𝜕∅

𝜕𝑦
= −2𝑦 

 ∇⃗⃗⃗∅ = 2𝑥𝑖̂ − 2𝑦𝑗̂ = 2(𝑥𝑖̂ − 𝑦𝑗̂) 

15حل شدہ مثال

𝐴اگر = 𝜆𝐵⃗⃗ تب ثابت کرو کہ

𝐴𝑥

𝐵𝑥
=

𝐴𝑦

𝐵𝑦
=

𝐴𝑧

𝐵𝑧
 

𝐴دیا گیا جو کہ  حل: = 𝜆𝐵⃗⃗ 

 (𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂) = 𝜆(𝐵𝑥𝑖̂ + 𝐵𝑦𝑗̂ + 𝐵𝑧𝑘̂) 

 (𝐴𝑥𝑖̂ − 𝜆𝐵𝑥)𝑖̂ + (𝐴𝑦 − 𝜆𝐵𝑦)𝑗̂ + (𝐴𝑧 − 𝜆𝐵𝑧)𝑘̂ = 0 

̂,𝑗 چوں کہ 𝑖̂اور𝑘̂ ے ہیں تب منددجہ بالا ات وات اسی وقت درست ہوگی اگر 
ی

 

مت
س

 اکائی 

 𝐴𝑥 − 𝜆𝐵𝑥 = 0 , 𝐴𝑦 − 𝜆𝐵𝑦 = 0 , 𝐴𝑧 − 𝜆𝐵𝑧 =  پر 0

 𝜆 =
𝐴𝑥

𝐵𝑥
𝐴𝑥 یا  = 𝜆𝐵𝑥تب 

 𝜆 =
𝐴𝑦

𝐵𝑦
𝐴𝑦 یا  = 𝜆𝐵𝑦 

 𝜆 =
𝐴𝑧

𝐵𝑧
𝐴𝑧 یا  = 𝜆𝐵𝑧 

  

𝐴𝑥

𝐵𝑥
=

𝐴𝑦

𝐵𝑦
=

𝐴𝑧

𝐵𝑧
= 𝜆  اس طرح  

  

Ax

Bx
=

𝐴𝑦

𝐵𝑦
=

𝐴𝑧

𝐵𝑧
 یا 

 (Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 1.13
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 (میزانی مقداریںScalar Quantities وہ  مسا مقداریں جو صرف مقدار رکھتی ہیں اور کوئی سمت نہیں رکھتیں۔ میزانی :)

 مقدار یا میزانیے کہلاتی ہیں۔ مثلاً: کمیت، حجم، کثافت، تپش، چال، کام وغیرہ 

 (سمتی مقداریںVector Quantities ے

 

ی
 
مت
س

(: وہ  مسا مقداریں جو مقدار اورسمت دونوں رکھتی ہیں سمتی مقداریں یا صرف 

 : رفتار، اسراع، قوت، معیار حرکت، برقی میدان وغیرہ  کہلاتی ہیں۔ مثلاً

 ے 
ی

 

مت
س

𝐴ی ہ

 

مت
س

 و ں 𝐴̂کی سمت میں پائے جانے والا اکائی 
ی

 

مت
س

,𝑘̂باہم عمودی اکائی  𝑗,̂ 𝑖̂ ہوگا۔  اس طرحکی شکل میں 

 𝐴̂ =
𝐴⃗

𝐴
=

𝐴𝑥𝑖̂+𝐴𝑦𝑗̂+𝐴𝑧𝑘̂

√𝐴𝑥
2+𝐴𝑦

2+𝐴𝑧
2

 

 ے 
ی

 

مت
س

𝐴اور-x  ،محور-y  محور–z  کے کو سائین کو رتیب  وار 

ے

 z–سمتی  اور  y-سمتی کو سائین،  x–محور کے درمیان بننے واے  زاوی 

ی ہ nاورl، mسمتی کو سائین کہتے ہیں۔ جن کو رتیب  وار 

 

مت
س

محور جو رتیب  وار  zاور 𝐴 ،x،yسے ظاہر کیا جاتا جو۔ فرض کرو کہ 

 بناتا جو۔ 𝛽،𝛼اور𝛾زاویہ 

𝑙 تب      = cos 𝛼 =
𝐴𝑥

𝐴
𝑚 اور = cos 𝛽 =

𝐴𝑦

𝐴
𝑛 اور  = cos 𝛾 =

𝐴𝑧

𝐴
 

  ے 
ی

 

مت
س

𝐴کوکے درمیان سمتی ضرب 𝐵⃗⃗اور𝐴دو  × 𝐵⃗⃗سے ظاہر کیا جاتا جو۔ جن کی سمت زاویے𝜃 کی سمت میں مائیل ہوتی جو۔

ی ہ جو جس کی قدر

 

مت
س

𝐴𝐵یہ ایک  sin 𝜃 ے 
ی

 

مت
س

سے گھری مستوی ہر عموداً ہوتی جو۔ یہ سمت مثبت ہوگی 𝐵⃗⃗اور𝐴اور 

 ہو۔ سماعتش سمت کی جانب گرد𝐵⃗⃗سے𝐴یہ سمت منفی ہوگی اگر جب کہکی جانب گردش مخالف سمت سماعت ہو 𝐵⃗⃗سے𝐴اگر

  𝐴 × 𝐵⃗⃗ = 𝐴𝐵 sin 𝜃 𝑛̂ = 𝐶اس طرح  

ی ہ جو جو𝑛̂جہاں یہ 

 

مت
س

 ے کو اکائی عمود کہتے ہیں۔ کے عموداً جو۔ اس𝐵⃗⃗اور𝐴ایک اکائی 
ی

 

مت
س

 ا کائی 

 ی ہ ظاہر کرسکتے ہیں جس کے  اس طرح

 

مت
س

,𝑦 اجزاہم خلاء میں ایک ایسا  𝑥اور𝑧کےجزوی تفرق ہوں ∅سمتوں میں میزانی تفاعل

 ے کوگے۔ اسی 
ی

 

مت
س

 سے ظاہر کیا جاتا جو۔ ∅𝐺𝑟𝑎𝑑اس کوکا گریڈینٹ کہتے ہیں اور ∅

  ∴ 𝐺𝑟𝑎𝑑∅ =
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑘̂ 

  (Keywords) کلیدی الفاظ 1.14

 (ے 
ی

 

مت
س

 ے کہلاتی ہیں  (:Equal vectorsات وی 
ی

 

مت
س

 ے اس وقت ات وی 
ی

 

مت
س

 ان کی مقدار اور سمت یکساں ہو  جب کہدو 

 (ی ہ

 

مت
س

ی ہ جس کی مقدار یکساں نہیں  لیکن سمت مخالف ہو  (:Negative Vectorمنفی 

 

مت
س

 ایسا 

 ی ہ)ا

 

مت
س

ی ہ  (:Unit Vectorکائی 

 

مت
س

 مقدار اکائی  جس کیایسا 

 (ی ہ

 

مت
س

 ے کی مقدار صفر ہو  ( :Null vectorصفری 
ی

 

مت
س

 اگر کسی 
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 (ے

 

ی
 
مت
س

 ے  (:Co-initial vectorsہم لہنگی 
ی

 

مت
س

ے ہوں  ابتدائی نقطہ مشترک جن کاایسے 

 

کلی

 

ن
 ہو یا جو ایک ہی نقطے سے 

 (ے 
ی

 

مت
س

 ے جو ایک ہی خط یا متوازی خطوط  پر عمل کرتے ہیں  ( :Collinear vectorsہم خط یا متوازی 
ی

 

مت
س

 ایسے 

 (ے 
ی

 

مت
س

 ے یا ہم سطحی 
ی

 

مت
س

 ے جو ایک ہی مستوی تک محدود ہو  (:Coplanar Vectorsہم مستوی 
ی

 

مت
س

 ایسے 

   (Model Examination Questions) نمونہ امتحانی سوالات 1.15

  (Objective Answer Type Questions) معروضی جوابات کے حامل سوالات    1.15.1

 ۔ دیجیے سمتی مقدار یں کے دو مثالیں .1

ی ہ سے کیا مراد جو۔  .2

 

مت
س

 مقامی 

=سمتی ضرب  .3 𝐴 × 𝐵⃗⃗۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ 

(a) 𝐴𝐵 sin 𝜃 𝑛̂  (b) 𝐴𝐵 cos 𝜃 𝑛̂   

 (c) 𝐴𝐵 tan 𝜃 𝑛̂  (d ان میں سے کوئی بھی نہیں ) 

ی ہ .4

 

مت
𝐴س = 𝑖 + 𝑗 کی𝐺𝑟𝑎𝑑𝐴 کی قیمت کیا جو۔ 

(a )0   (b )1   (c )2  (d )10 

 میزانی میدان سے کیا مراد جو۔  .5

 سمتی میدان سے کیا مراد جو۔  .6

7. 𝐴 = 3𝑖 + 4𝑗ی ہ کی قدر

 

مت
 ۔ کیجیےمعلوم |𝐴|س

(a) 3units  (b) 4units   (c) 2units (d )5units  

 ے  .8
ی

 

مت
س

𝐴اور𝐵⃗⃗کے میزانی ضرب کی تعریف۔ میزانی ضرب= 𝐴. 𝐵⃗⃗ ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتی جو۔ 

ی ہ سے کیا مراد جو؟  .9

 

مت
س

 اکائی 

ی ہ کی قیمت کے ات وی ہوتا جو۔ .10

 

مت
س

ی ہ کا جز 

 

مت
س

 کن حالات میں 

ی ہ کی اکائیاں کیا ہوگی۔  .11

 

مت
س

 اکائی 

  ;(Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات      1.15.2

ی( ضرب کو بیان  .1

قط

 

ن

 و ں کے میزانی )
ی

 

مت
س

 اور اس کے خصوصیات بتلائیے۔  کیجیےدو 

 ۔ اس کے کوئی دو خصوصیات بتلائیے۔ کیجیےسمتی میدان کی تعریف  .2

 و ں کے سمتی حاصل ضرب کو بیان  .3
ی

 

مت
س

 ۔ کیجیےدو 
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 سمتی اور میزانی میدان کیا ہیں۔ مثالوں سے سمجھائیے۔    .4

 (Long Answer Type Questions) سوالات طویل جوابات کے حامل1.15.3  

ی( ضرب کو بیان سمتی اور میزانی میدان کیا ہیں۔ مثالوں سے سمجھائیے۔   .1

قط

 

ن

 و ں کے میزانی )
ی

 

مت
س

اور اس کے خصوصیات  کیجیےدو 

 بتلائیے۔ 

 ۔ اس کے خصوصیات بتلائیے۔ کیجیےسمتی میدان کی تعریف  .2

  (Solved Answer Type Questions) حل شدہ جوابات کے حامل سوالات1.15.4  

 ے  .1
ی

 

مت
س

𝐴دو  = 𝑖̂ + 2𝑗̂ + 𝑘̂اور𝐵 = 2𝑖̂ + 𝑗̂ − 3𝑘̂  ۔ کیجیےکا میزانی حاصل ضرب معلوم 

 ے  .2
ی

 

مت
س

𝐵ثابت کرو کہ تین  = 𝑖̂ − 𝑗̂ − 𝑘̂, 𝐴 = 3𝑖̂ + 𝑗̂ + 2𝑘̂اور𝐶 = 𝑖̂ + 5𝑗̂ − 4𝑘̂  ایک دوسرے

 پر عمودا ہیں۔

 ے .3
ی

 

مت
س

𝐴 = 2𝑖 + 3𝑗 + 𝑘اور𝐵 = 𝑖 − 𝑗 + 𝑘 ی ہ معلوم کرو۔

 

مت
س

 کے عمودوار اکائی 

𝐹اگر .4 = 2𝑖 + 3𝑗 − 𝑘اور𝑟 = 𝑖 − 𝑗 + 6𝑘تب𝑟 × 𝐹 معلوم کرو۔ 

5. 𝐴 = 2𝑖 + 𝑗 − 𝑘اور𝐵 = 𝑖 − 𝑘 کے درمیان زاویہ معلوم کرو۔ 

𝑃اگر .6 = 2𝑖 + 3𝑗 − 4𝑘اور𝑄 = 5𝑖 + 2𝑗 + 4𝑘 و ں کا درمیانی زاویہ معلوم کرو۔ 
ی

 

مت
س

 ہوو  دو 

𝐹اگر .7 = 𝑖 + 2𝑗 − 𝑘اور𝑉 = 4𝑖 − 𝑗 + 7𝑘ہو تبV F. کرو۔  معلوم 

8. 𝐴 = 10𝑖 − 6𝑗اور𝐵 = −4𝑖 + 3𝑗 ہو تب𝐴 × 𝐵اور𝐵 × 𝐴 ۔کیجیےکو معلوم 

9. 𝐴 = (4𝑗 − 7𝑘)𝑐𝑚اور𝐵 = (5𝑖 + 3𝑗) کے درمیان زاویہSine  ۔ کیجیےکو معلوم  
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ی لہ2اکائی
م
ک

 

ت
 و ں کا 

ی

 

مت
س

 ۔

(Vectors Integration) 

 اکائی کے اجزا

  تمہید   2.0

  مقاصد   2.1

ی لہایک سمتی تفاعل کا خطی    2.2
م
ک

 

ت
 

ی لہ   2.3
م
ک

 

ت
 ایک سمتی تفاعل کا سطحٰ 

  ایک سمتی میدان کا ڈائیور جینس   2.4

 مسئلہ   گاؤس غیر مرکوزیت   2.5

ی ہ میدان کا کرل    2.6

 

مت
س

 ایک 

   یتافاد  مسا  2.6.1

 مسئلہ اسٹوکس   2.7

 شدہ مثالیں  حل   2.8

 نتائج  اکتسابی   2.9

 الفاظ  کلیدی   2.10

 امتحانی سوالات  نمونہ   2.11

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  2.11.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  2.11.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات  2.11.3

 حل شدہ جوابات کے حامل سوالات  2.11.4
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 ( Introduction) تمہید 2.0

ی ک جو۔ جو  مسا ات وات کی رتیب  میں ایک وثر  لے  کار جواور ساتھ ہی ساتھ اس کی مدد 

 

کت

 

ت
 و ں کا تجزیہ ایک طاقتور حسابی 

ی

 

مت
س

 سے ات وات کا  مسا مفہوم منفرد اور واضح انداز میں سمجھتی ہیں اور مدد ملتی جو۔ خصوصاً برقی مقناطیسی نظریے ہیں۔ 

 ( سمتی مقداریں ii( میزانی مقداریں)iکو دو درجوں میں تقسیم کیا جاتا جو )عام طور پر تمام  مسا مقداروں 

( وہ  مسا مقداریں  جوجو صرف مقدار رکھتی ہیں اور کوئی سمت نہیں رکھتیں۔ میزانی Scalar Quantitiesمیزانی مقداریں)

(وہ  مسا مقداریں Vector Quantities مقداریں)مقدار یا میزانیے کہلاتی ہیں۔ مثلاً: کمیت، حجم، کثافت، تپش، چال، کام وغیرہ ۔سمتی

ے کہلاتی ہیں۔ مثلاً: رفتار، اسراع، قوت، معیار حرکت، برقی میدان وغیرہ 

 

ی
 
مت
س

 ۔جو مقدار اورسمت دونوں رکھتی ہیں سمتی مقداریں یا صرف 

 (Objectives) مقاصد 2.1

 :ہم  میں اس اکائی 

i. ۔حاصل کریں گے معلوماتکے بارے میں  تکمیل تفاعل کا خطی سمتی یکا 

ii. ۔حاصل کریں گےمعلومات کے بارے میں  تفاعل کا سٰطح تکمیل سمتی یکا 

iii. ۔حاصل کریں گے معلوماتکے بارے میں  جینس رکا ڈائیو انمید سمتی یکا 

iv. ۔ز کریں گےمسئلہ   کو لغا گاؤس غیر مرکوزیت 

v.  ی ہ میدان کا کرل

 

مت
س

 ۔کریں گےحاصل معلومات کے بارے میں  یتافاد  مسا ,ایک 

vi. کرے گے۔ زکو لغا   مسئلہ اسٹوکس 

 

 (Line Integral of a Vector Function) ایک سمتی تفاعل کا خطی تکمیل2.2  

,𝐹⃗(𝑥کہ کیجیے( کے مطابق فرض 2.1شکل) 𝑦, 𝑧)  ایک سمتی تفاعل جو  اورAB  ایک منحنی جو ۔ 

ل در اصل نقطے 𝐹⃗پر سمتی تفاعل ABمنحنی 
م
ک

 

ت

 کے جز کا تکمیل ہوتا جو۔ 𝐹⃗یہ منحنی کے مماس کی جانب  Pکا خطی 

𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗کہ  کیجیےکو چھوٹے چھوٹے خطوط  میں تقسیم کیا جاسکتا جو ۔ فرض  ABمنحنی 
یہ منحنی کے ایک چھوٹےکے خط کا طول جو  Pنقطے 

𝐹⃗, 𝜃ورنقطے اP  پر بننے واے  مماس کے درمیان بننے والا زاویہ جو۔ 

𝐹⃗کا جز 𝐹⃗پر مماس کی جانب  Pنقطے  cos 𝜃 = 

𝐹⃗پر Pنقطے cos 𝜃اور𝑑𝑙 کا حاصل ضرب𝐹⃗ cos 𝜃 . 𝑑𝑙 = 
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     𝐹⃗𝑑𝑙. cos 𝜃 = 𝐹⃗. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( یہاں تک کہ جملہ خط واے  عناصر لا تناہی پر مائل ہوں اور ہر خط کا طول Limitکے حاصل ضرب کے مجموعے کی حد ) اس طرح

ر پر مائیل ہو، 
ٖ
 ظاہر کیا جاتا جو۔  اس طرحتک کہلاتا جو اور اس کو  Bسے  Aکا خطی تکمیل 𝐹⃗ص

 (2.1) 

∫ 𝐹⃗
𝐵

𝐴

. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗  𝑜𝑟 ∫ 𝐹⃗. 𝑑𝑙 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝐹𝑖
⃗⃗⃗. 𝑑𝑙𝑖

⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝑛

𝑖=0𝐶

 

∫پر عمل کرنے والی متغیر قوت ہو تب خطی تکمیل  ABمنحنی 𝐹⃗اگر  𝐹⃗
𝐵

𝐴
. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗

 Aذرے کو 𝐹⃗انجام کردہ کام کو ظاہر کرتا جو تب 

ایک بند منحنی ہو )یعنی ایسی منحنی جو خود سے کہیں بھی نطبق  نہ ہو( تب اس منحنی کے اطراف خطی  Cکی جانب حرکت دے گی۔ اگر  Bسے 

∫ظاہر کیا جاتا جو اس طرحتکمیل کے  𝐹⃗
𝐵

𝐴
. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗

 

ی لہ 2.3
م
ک

 

ت
 (Surface Integral of a Vector Function) ایک سمتی تفاعل کا سطحٰ 

,𝐹⃗(𝑥کہ  کیجیےفرض  𝑦, 𝑧) مقام کا سمتی تفاعل جو اورS (میں دکھایا گیا جو۔ 2.2دی گئی سطح کا رقبہ جو جیسا کہ شکل ) 

 

 

 

 

 

𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐴 

𝑛̂ 

𝜃 

P 

𝐹⃗ 

S 

A 

𝑃(𝑥. 𝑦. 𝑧) 

𝐹⃗ 

𝜃 

B 

 (2.2)  شکل 

𝑟 

𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗  

𝜆 

O 

 (2.1)  شکل 



33 

 

 

میں  اجزاکہ سطح کئی چھوٹے  کیجیےکے جز کا تکمیل ہوتا جو۔ فرض 𝐹⃗کا سطحٰ تکمیل دراصل سطح کے عمود میں𝐹⃗پر سمتی تفاعل Sسطح 

,𝐹⃗پر چھوٹے سے سطحٰ جز کا رقبہ جو Pنقطے  dsکہ  کیجیےتقسیم جو ۔ فرض  𝜃اور𝑑𝑠 پر عمود𝑃𝑁 کے درمیان بننے والا زاویہ جو ۔𝑃𝑁, 𝑛̂ 

ی ہ جو۔ 

 

مت
س

 کی سمت میں پائے جانے والا اکائی 

  𝑑𝑠  پر عمودPN  کی جانب𝐹⃗ کا جز𝐹 cos 𝜃 = 

𝐹پر  Pنقطے cos 𝜃 اور𝑑𝑠 کا حاصل ضر ب𝐹 cos 𝜃 𝑑𝑠 = 𝐹𝑑𝑠 cos 𝜃 = 

    𝐹⃗. 𝑛̂𝑑𝑠 = 𝐹⃗. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ =  

ر لا متناہی پر اور ہر  اجزا( یہاں تک کہ جملہ سطح Limitکے حاصل ضرب کے مجموعے کی انتہائی حد ) اس طرح ∴
ٖ
پر مائیل ہو۔  سطحی جز کا رقبہ ص

𝐹⃗کا مکمل سطحSظاہر کیا جاتا جو۔  اس طرحتکمیل کہلاتا جو ۔ اس کو  پر سطحی 

  ∬ 𝐹⃗. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑜𝑟 ∬ 𝐹⃗. 𝑛⃗⃗𝑑𝑠
𝑆𝑆

 

  ∬ F⃗⃗. ds⃗⃗⃗⃗⃗ = ∑ Fi
⃗⃗⃗ ⃗. dsi

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗n
i=1𝑆

  اس طرح 

 ے  Sسطحی تکمیل کو رقبہ 
ی

 

مت
س

 ( کہتے ہیں۔ Fluxکا  نفوذ)𝐹⃗پر 

ی لہ کو علامت 
م
ک

 

ت
 سے ظاہر کیا جاتا جو۔ ∯کسی بند سطح کے سطحی 

ی تکمیل

 م
ج
ح

) (Volume Integral کسی سطح سے گھیرے ہو یا حجم :V  پر تفاعل𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ی تکمیل کہلاتا

 م
ج
ح

ے کو 
ل
 
ی
م
ک

 

ت

کا تین 

 ظاہر کیا جاتا جو۔  اس طرحجو ۔اس کو 

 (2.2) ∭ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣

𝑉

 

ی تکمیل عام طور 

 م
ج
ح

 پر میزانی مقداروں کے تکمیل کے طور پر واقع ہوتا جو۔

 (Divergence of a Vector Field) ایک سمتی میدان کا ڈائیور جینس 2.4

 ے𝐴کہ  کیجیےفرض  
ی

 

مت
س

اور تفرقی 𝐴ایک سمتی میدان جو جس کی مقدار اور سمت کسی نقطے پر مقامی محددات کا تفاعل جو۔ تب اس 

,𝑥کا میزانی حاصل ضرب مقام کے محددات  ⃗⃗⃗∇(Differential Operatorلپریٹر) 𝑦, 𝑧  ے 
ی

 

مت
س

کا 𝐴کا میزانی تفاعل ہوگا ۔ اسی کو 

.𝐷𝑖𝑣ڈائیور جینس کہتے ہیں۔  𝐴 = ∇⃗⃗⃗. 𝐴 

 𝐴 = 𝑖̂𝐴𝑥 + 𝑗𝐴̂𝑦 + 𝑘̂𝐴𝑧 اور∇⃗⃗⃗= 𝑖̂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕

𝜕𝑧
 جہاں 

 ∴ ∇⃗⃗⃗. 𝐴 = (𝑖̂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕

𝜕𝑧
) . (𝑖̂𝐴𝑥 + 𝑗𝐴̂𝑦 + 𝑘̂𝐴𝑧) 
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 (2.3) 𝛻⃗⃗. 𝐴 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
 

  𝛁⃗⃗⃗. 𝑨⃗⃗⃗:ے کا ڈائیور جینس اکائی حجم واے  سطحٰ رقبے سے  کی  مسا افادیت 
ی

 

مت
س

حجم صفر کی جانب مائیل ہو کسی  مسا مقدار  جب کہکسی 

  ماع  یا برقی نفوذ کی جملہ یروونی ہاؤؤ کی انتہائی قد ر بناتا جو۔ جیسے

 

 

 

 

 

 

 

 ( میں دکھایا گیا جو۔ 2.3رکھتا جو ۔ جیسا کہ شکل) Sجو اور جو سطحٰ رقبہ  Vکہ ایک سمتی میدان میں ایک بند حجم  کیجیےفرض     

𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗پر سمتی میدان جو ۔  Pسطحی پر نقطے 𝐴کہ کیجیےفرض 
کو گھیرا ہوا جو۔  Pچھوٹے سے رقبے کو ظاہر کرتا جو جو نقطے 

 ے𝜃اگر
ی

 

مت
س

𝐴 اور سطح پر نقطےP  پر یروونی جانب گرائے گئے عمود کے درمیان بننے والا زاویہ ہو تب 

 𝐴 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ cos 𝜃 = 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗
𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗رقبہ

 (Fluxکے یروونی میدان کا نفوذ)

 = ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗
𝑠

 (Fluxذ)مکمل سطح کے یروونی میدان کا جملہ نفو

 کے ڈائیور جینس سے حاصل ہوتا جو۔ 𝐴بہت ہی چھوٹا ہو تب اکائی حجم کا یروونی نفوذ  Vاگر سطح سے گھرا ہوا حجم 

 𝐷𝑖𝑣. 𝐴 = ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗
𝑆

 

 مثال:

i.  ی ہ  کیجیےفرض

 

مت
س

بند سطح سے گھرے ہوئے اکائی حجم سے اکائی 𝑑𝑖𝑣𝑉⃗⃗کو ظاہر کرے تب کسی نقطے پر𝑉⃗⃗متحرک ماع  کی رفتار𝐴کہ 

   وقت میں بہنے واے  ماع  کے حجم کو ظاہر کرتا جو۔

.𝑑𝑖𝑣اگر کسی نقطے 𝑉⃗⃗  کی قدر منفی ہو تب اس سے یہ ظاہر ہوتا جو کہ ماع  کا ہاؤؤ اس نقطے کی جانب جو یعنی یہ نقطہ منسلک

(sink)  جو۔ اگر کسی نقطے پر𝑑𝑖𝑣. 𝑉⃗⃗ؤ اس نقطے کے مخالف کی قدر مثبت ہو تب اسی سے یہ ظاہر ہوتا جو کہ ماع  کا ہاؤ

 جانب  جو۔ یعنی یہ ماع  کا مبداجو۔

ii.  ی ہ  کےلیےایک برقی میدان

 

مت
س

کا ڈائیور 𝐸⃗⃗اس میدان میں سطحی سے گھرے ہوئے اکائی حجم واے  عنصر پر کسی نقطے پر میدانی 

P 

𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐴 

v 

S 

𝜃 
Normal 

 (2.3)  شکل 
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 ظاہر کیا جاتا جو۔  اس طرحجینس 

    𝐷𝑖𝑣𝐸⃗⃗ = ∬ 𝐸⃗⃗. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗
𝑆

 

سطح سے گھرے ہوئے عنصرکا حجم جو کسی بھی نقطے پر برقی میدان کے  Vہوئی جو اور بند سطح جوجو نقطے کو گھیرے  Sجہاں پر 

 حاصل ہوتی جو جو ایک میزانی تفاعل جو۔ ) Charge density (ڈائیور جینس سے اس نقطے پر برقی بار کی کثافت

    ∇⃗⃗⃗. 𝐸⃗⃗ =
𝜌

𝜀0
⁄ 

 ∇⃗⃗⃗. 𝐴 کی  مسا افادیت کے لحاظ سے ہم جانتے ہیں کہ 

     𝐷𝑖𝑣. 𝐴 = ∯ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗
𝑠

 

گئے نقطے پر ایک سمتی میدان کا ڈائیور جینس اس نقطے کے اطراف بنائی گئی سطح سے گھیرے ہوئے اکائی حجم سے  دیےاسطر ح 

.𝑑𝑖𝑣اس طرحکے سطح سے گھیرا ہوا حجم صفر کی جانب مائل ہو  اس طرحگزرنے واے  نفوذ کے ات وی ہوتا جو  𝐴  ی نفوذ کثافت

 م
ج
ح

(Volume Flux Density) جو ایک میزانی مقدار جو۔ جو  

 (Gauss Divergence Theorem)مسئلہ  گاؤس غیر مرکوزیت  2.5

کے عمودی جز کا سطحٰ تکمیل ات وی 𝐴پر𝑆ہو تب مکمل سطح  Vسے گھیر اہوا حجم 𝑆میں بند سطح 𝐴گاؤس کے مطابق، ایک سمتی میدان

.𝐷𝑖𝑣ہر  Vسے گھیرے ہوئے حجم 𝑆ہوتا جو۔ سطح 𝐴  ی تکمیل کے

 م
ج
ح

 کے

 ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭ (𝑑𝑖𝑣. 𝐴)𝑑𝑣
𝑉𝑆

 

 𝑜𝑟 ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭ (∇⃗⃗⃗. 𝐴)𝑑𝑣
𝑉𝑆

 

 

 ثبوت:

 

 

 

 

 

 

 

∆𝑆1 

∆𝑆2 

∆𝑉1 

V 

S 

∆𝑉2 

 (2.4)  شکل 
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 اجزاکہ حجم چھوٹے  کیجیےسے گھیرا ہوا جو۔ فرض  Sایک بندی سطح  Vمیں حجم𝐴کہ ایک سمتی میدان  کیجیےفرض   

∆𝑉𝑖 … … … ∆𝑉3, ∆𝑉2, ∆𝑉1 اجزامیں تقسیم جو جو رتیب  وار سطحی∆𝑆𝑖 … … … ∆𝑆3, ∆𝑆2, ∆𝑆1 سے گھرا ہوا

 جو۔ 

کا سطحٰ تکمیل ات وی 𝐴پر 𝑆بند سطح سے سمتی تفاعل کا یروونی نفوذ مثبت اور اندرونی نفوذ منفی لینے پر سطح سے جملہ یروونی نفوذ یعنی جملہ سطح 

S𝑖∆ اجزاہوتا جو۔ سطحی  … … … ∆𝑆3, ∆𝑆2, ∆𝑆1 پر یروونی نفوذ کے مجموعہ کے 

 (2.4) ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∑ ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗

∆𝑠1𝑆

 

ی جز 

 م
ج
ح

.𝐷𝑖𝑣سے گھیرا ہوا جو۔ 𝑆𝑖∆پر جو سطحی جز 𝑉𝑖∆چھوٹے سے  𝐴  ہوگی۔  اس طرحکی قدر 

  𝐷𝑖𝑣. 𝐴 = lim
∆𝑉𝑖→0

1

∆𝑉𝑖
∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗

∆𝑆𝑖
 

  𝑜𝑟 ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑑𝑖𝑣𝐴)∆𝑉𝑖∆𝑠𝑖
 

 (2.5) ∴ ∑ ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∑(𝑑𝑖𝑣𝐴)∆𝑉𝑖

∆𝑆𝑖

 

  ∆𝑉𝑖 = 𝑑𝑣جہاں پر 

  ∑(𝑑𝑖𝑣𝐴)∆𝑉𝑖 = ∭ (𝑑𝑖𝑣𝐴)𝑑𝑣
𝑉

 

 (2.6) ∴ ∑ ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭(𝑑𝑖𝑣𝐴)𝑑𝑣

𝑉∆𝑆𝑖

 

 ( کا تفاعل کرنے پر2.5(اور)2.4ات وات)

  ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭ (𝑑𝑖𝑣𝐴)𝑑𝑣 = ∭ (∇. 𝐴)𝑑𝑣
𝑉𝑉𝑆

 

ی تکمیل کو سطحی تکمیل میں تبدیل کرنے 

 م
ج
ح

ی تکمیل اور 

 م
ج
ح

 اہمیت کی حامل جو۔  کےلیےمندرجہ بالا ات وات سطحٰ تکمیل کو 

ی ہ میدان کا کرل  2.6  

 

مت
س

  (Curl of a Vector Field) ایک 

کا تفاعل جو ۔ تب نفرقی لپریٹر  محدداتگئے نقطے پر مقامی  دیےمقدار اور سمت  جس کیایک سمتی میدان جو A⃗⃗⃗کہ  کیجیےفرض  

ی ہ (⃗⃗⃗∇)

 

مت
س

,𝑦کا سمتی حاصل ضرب مقامی محددات 𝐴اور  𝑥اور𝑧  کا سمتی تفاعل جو۔ اسی تفاعل کو سمتی میدان کاکرل کہتے ہیں۔ 

∴ 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴 = ∇⃗⃗⃗ × 𝐴 

=⃗⃗⃗∇ اگر  (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +   

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) 𝐴اور = 𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂ 
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 (2.1) ∴ 𝛻⃗⃗ × 𝐴 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +   

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) × (𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂) 

 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
𝑖̂ × 𝑗̂ +

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
𝑖̂ × 𝑘̂ +

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
𝑗̂ × 𝑖̂ +

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
𝑗̂ × 𝑘̂ +

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
𝑘̂ × 𝑖̂ +

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
𝑘̂ × 𝑗̂ 

 ∇⃗⃗⃗ × 𝐴 = (
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
) 𝑖̂ + (

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
) 𝑗̂ + (

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
) 𝑘̂ 

 لکھا جاتا جو کہ اس طرحمندرجہ بالا ات وات کو 

   𝐶𝑢𝑟𝑙𝐴 = |

𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

| 

 (Physical Significance) مسا افادیت     2.6.1

𝑠⃗⃗⃗⃗⃗∆کہ  کیجیےفرض  
ایک سمتی 𝐴کہ کیجیےسر حد بتاتا جو۔ فرض  اس کیچھوٹا رقبہ جو جو بند راستے سے گھراہوا جو ۔ یہ بند راستہ 

𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗کہ کیجیےمیدان جو اور فرض 
ایک سمتی جز جو جس کی سمت اس جز پر راستے کے مماس کی سمت ہوگی اس راستے میں 

,𝐴اگر 𝜃اور𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗
 کے درمیان بننے والا زاویہ ہو تب 

  𝐴. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑑𝑙 cos 𝜃 

𝐴جہاں پر  cos 𝜃  ی ہ

 

مت
 ہوگا۔  اس طرحکا خطی تکمیل 𝐴سمتی میدان  کےلیےکی جانب جز جو ۔ اس بند راستے 𝑑𝑙کا 𝐴س

  ∮ 𝐴𝑑𝑙 cos 𝜃 = ∮ 𝐴. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗
 

𝑠⃗⃗⃗⃗⃗∆مکمل بند حلقے کہ مکمل کا ظاہر کرتی جو ۔ یہ ایک میزانی مقدار جو یہ بند حلقہ ایک رقبہ∮جہاں پر علامت
 سے گھرا ہوا جو۔ تب 

 =
1

∆𝑠
∮ 𝐴. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗

 اکائی رقبے پر خطی تکمیل  

ی ہ جو۔ سمتی میدان  Sرقبہ𝑛̂کہ  کیجیےفرض 

 

مت
س

بیان کیا جاتا جو  اس طرحCurl(Curl A )کا 𝐴کی عمود سمت میں ایک اکائی 

ی ہ جو 

 

مت
س

 ے 𝑛̂ جس کےکہ یہ ایک 
ی

 

مت
س

جب تی جو حاصل ہوکے اکائی رقبے پر خطی تکمیل سے 𝐴کی سمت میں پائے جانے واے  جز کی مقدار 

 ۔ پر مائیکل ہورقبہ صفر  کہ

  ∴ 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴. 𝑛̂ = lim
∆𝑆→0

1

∆𝑠
∮ 𝐴. 𝑑𝑙 

𝑆∆اگر →  سے ظاہر کیا جائے تب 𝑑𝑠کو0

  𝐶𝑢𝑟𝑙𝐴. 𝑛̂𝑑𝑠 = ∮ 𝐴. 𝑑𝑙 

  ∴ 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∮ 𝐴. 𝑑𝑙 
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  𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴 =
1

𝑑𝑠⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∮ 𝐴. 𝑑𝑙 

 کا سمتی حاصل ضرب جو۔ 𝐴اور∇کسی سمتی میدان کا کرل ایک سمتی مقدار جو جو لپریٹر 

 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴 =  ∇⃗⃗⃗ × 𝐴 

 (Stokes Theorem) مسئلہ اسٹوکس  2.7     

کا سطحی تکمیل ات وی ہوتا جو۔ اس  Curlکے 𝐴پر سمتی میدان  Sمکمل سطح  کےلیےاس تھیورم کے مطابق کسی بھی شکل کی سطح  

 سطحی کی سرحد پر اس سمتی میدان کے خطی تکمیل کے یعنی 

 ∬ 𝐶𝑢𝑟𝑙 (𝐴). 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∮ 𝐴. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗
𝑠

 

بھی بیان کیا  اس طرحکو  سٹوکس مسئلہاسے گھرے ہوئے بند راستے پر خطی تکمیل کو ظاہر کرتی جو۔  Sسطح ∮جہاں پر علامت  

 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴پر  Sسے گھری ہوئی ایک کھلی سطح  Cکا خطی تکمیل ات وی ہوتا جو اس منحنی 𝐴پر سمتی میدان  Cجاسکتا جو کہ کسی بھی بند منحنی 

 کے سطحٰ تکمیل کے یعنی 

 ∮ 𝐴. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ = ∬ 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∬ (∇⃗⃗⃗ × 𝐴). 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗
𝑠𝑠𝐶

 

  تکمیل کو سطحی تکمیل یا اس کے برخلاف تبدیل کیا جاسکتا جو۔ اس تھیورم کی مدد سے کسی سمتی میدان کے خطی اس طرح 

 Solved Examples))حل شدہ مثالیں  2.8

  1حل شدہ مثال

 ے  
ی

 

مت
س

𝐴 = 𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑦𝑧𝑗̂ + 𝑧𝑥𝑘̂۔ کیجیےکا ڈائیور جینس معلوم  کا 

𝐴دیا گیا جو کہ  حل: = 𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑦𝑧𝑗̂ + 𝑧𝑥𝑘̂ 

 ∇⃗⃗⃗. 𝐴 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) (𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑦𝑧𝑗̂ + 𝑧𝑥𝑘̂) 

 =
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑦𝑧) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑧𝑥) 

 ∇⃗⃗⃗. 𝐴 = 𝑦 + 𝑧 + 𝑥 

 2    حل شدہ مثال

𝐴اگر    = 𝑥3𝑧𝑖̂ + 2𝑦2𝑧2𝑗̂ − 4𝑥𝑦𝑧2𝑘̂2)تب نقطے, −1, .𝐷𝑖𝑣پر (1 𝐴  ۔ کیجیےمعلوم 

.𝐷𝑖𝑣 :حل 𝐴 = ∇⃗⃗⃗. 𝐴 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) . (𝑥3𝑧𝑖̂ + 2𝑦2𝑧2𝑗̂ − 4𝑥𝑦𝑧2𝑘̂) 

 =
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥3𝑧) +

𝜕

𝜕𝑦
(2𝑦2𝑧2) +

𝜕

𝜕𝑧
(4𝑥𝑦𝑧2) 
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 ∇⃗⃗⃗. 𝐴 = 3𝑥2𝑧 + 6𝑦𝑧2 − 8𝑥𝑦𝑧 

 𝐷𝑖𝑣. 𝐴𝑎𝑡(2, −1, 1) = (3 × 22 × 1 + 6(−1)(1)2 − 8(2)(−1)(1)) 

 = 12 − 6 + 16 = 22 

 3   حل شدہ مثال

.ایک سمتی میدان ہو تب𝐴ایک میزانی میدان اور ∅اگر ∅(𝐴) ∇⃗⃗⃗ ۔ کیجیےکی قدر معلوم 

=⃗⃗⃗∇ :حل
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂ جہاں 𝑑𝑖𝑣. ∅(𝐴) = 𝑑𝑖𝑣. ∅(𝐴) 

 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) . ∅(𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂) 

 = (
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑘̂) . (𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂) 

 =
𝜕∅

𝜕𝑥
𝐴𝑥 +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝐴𝑦 +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝐴𝑧 

 =
𝜕∅

𝜕𝑥
𝐴𝑥 + ∅

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕∅

𝜕𝑦
𝐴𝑦 + ∅

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕∅

𝜕𝑧
𝐴𝑧 + ∅

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
 

 = (
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑘̂) . (𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂) + ∅ (

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
) 

 = ∇⃗⃗⃗∅. 𝐴 + ∅(∇⃗⃗⃗. 𝐴) 

 𝐷𝑖𝑣. ∅(𝐴) = 𝐺𝑟𝑎𝑑∅. 𝐴 + ∅𝐷𝑖𝑣. 𝐴 

 ∇. ∅(𝐴) = ∇⃗⃗⃗∅. 𝐴 + ∅∇⃗⃗⃗. 𝐴 

 4حل شدہ مثال

.⃗⃗⃗∇کہ  کیجیےثابت  (𝐴 + 𝐵⃗⃗) = ∇⃗⃗⃗. 𝐴 + ∇⃗⃗⃗. 𝐵⃗⃗جہاں𝐴اور𝐵⃗⃗ تفرقی سمتی تفاعلات ہیں۔ 

𝐴کہ  کیجیےفرض  حل: = 𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂اور𝐵 = 𝐵𝑥𝑖̂ + 𝐵𝑦𝑗̂ + 𝐵𝑧𝑘̂ 

  (𝐴 + 𝐵) = (𝐴𝑥 + 𝐵𝑥)𝑖̂ + (𝐴𝑦 + 𝐵𝑦)𝑗̂ + (𝐴𝑧 + 𝐵𝑧)𝑘̂تب 

 ∇⃗⃗⃗. (𝐴 + 𝐵⃗⃗) = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) . (𝐴 + 𝐵⃗⃗) 

 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) . [(𝐴𝑥 + 𝐵𝑥)𝑖̂ + (𝐴𝑦 + 𝐵𝑦)𝑗̂ + (𝐴𝑧 + 𝐵𝑧)𝑘̂] 

 =
𝜕

𝜕𝑥
(𝐴𝑥 + 𝐵𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐴𝑦 + 𝐵𝑦) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝐴𝑧 + 𝐵𝑧) 

 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝑧) + (

𝜕

𝜕𝑥
𝐵𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝐵𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝐵𝑧) 

 = ∇⃗⃗⃗. 𝐴 + ∇⃗⃗⃗. 𝐵⃗⃗ 

 ∇⃗⃗⃗. (𝐴 + 𝐵) = ∇⃗⃗⃗. 𝐴 + ∇⃗⃗⃗. 𝐵⃗⃗ 
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 5  حل شدہ مثال

∅اگر  = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑧 تب𝐷𝑖𝑣. 𝐺𝑟𝑎𝑑∅  ۔ کیجیےمعلوم 

∅دیا گیا جو کہ  :حل = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑧تب∇⃗⃗⃗. ∇⃗⃗⃗∅ =? 

 ∇⃗⃗⃗∅ = (𝑖̂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕

𝜕𝑧
) (𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑧) = (2𝑥𝑖̂ − 2𝑦𝑗̂ + 2𝑘̂) 

 ∇⃗⃗⃗. ∇⃗⃗⃗∅ = ∇⃗⃗⃗. (2𝑥𝑖̂ − 2𝑦𝑗̂ + 2𝑘̂) 

 = (𝑖̂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕

𝜕𝑧
) . (2𝑥𝑖̂ − 2𝑦𝑗̂ + 2𝑘̂) 

 =
𝜕

𝜕𝑥
(2𝑥) −

𝜕

𝜕𝑦
(2𝑦) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑧) 

 = 2 − 2 + 0 = 0 

 𝐷𝑖𝑣. 𝐺𝑟𝑎𝑑∅ = 0 

  6حل شدہ مثال

𝐴اگرسمتی تفاعل    = 3𝑥𝑦𝑧𝑖̂ + 2𝑥𝑦2𝑗̂ − 𝑥2𝑦𝑧𝑘̂اور میزانی تفاعل∅ = 3𝑥2 − 𝑦𝑧 تب

,1+)نقطے −1, .𝑑𝑖𝑣پر(1 (∅𝐴) ۔ کیجیےمعلوم 

 ہم جانتے ہیں کہ  حل:

 𝐷𝑖𝑣(∅𝐴) = ∇⃗⃗⃗∅. 𝐴 + ∅(∇⃗⃗⃗. 𝐴) 

 𝐺𝑟𝑎𝑑∅ = ∇⃗⃗⃗∅ = (
𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝑘̂) = 6𝑥𝑖̂ − 3𝑗̂ − 𝑦𝑘̂ 

 𝐺𝑟𝑎𝑑∅. 𝐴 = ∇⃗⃗⃗∅. 𝐴 = (6𝑥𝑖̂ − 3𝑗̂ − 𝑦𝑘̂). (3𝑥𝑦𝑧𝑖̂ + 2𝑥𝑦2𝑗̂ − 𝑥2𝑦𝑧𝑘̂) 

 = 18𝑥2𝑦𝑧 − 2𝑥𝑦2𝑧 + 𝑥2𝑦2𝑧 

 (2.7) 𝛻⃗⃗∅. 𝐴 = 𝑥𝑦𝑧(18𝑥 − 2𝑦 + 𝑥𝑦) 

 𝐷𝑖𝑣𝐴 = ∇⃗⃗⃗. 𝐴 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) . (3𝑥𝑦𝑧𝑖̂ + 2𝑥𝑦2𝑗̂ − 𝑥2𝑦𝑧𝑘̂) 

 =
𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥𝑦𝑧) +

𝜕

𝜕𝑦
(2𝑥𝑦2) +

𝜕

𝜕𝑧
(−𝑥2𝑦𝑧) 

 ∇⃗⃗⃗. 𝐴 = 3𝑦𝑧 + 4𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦 

 ∴ ∅(∇⃗⃗⃗. A⃗⃗⃗) = ∅(3𝑦𝑧 + 4𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦) 

 (2.8) ∅(𝛻⃗⃗. 𝐴) = (3𝑥2 − 𝑦𝑧)[3𝑦𝑧 + 4𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦] 

 ( سے 1( ہر ات وات)1 ,1- ,1نقطے)

 ∇⃗⃗⃗∅. 𝐴 = 𝑥𝑦𝑧(18𝑥 − 2𝑦 + 𝑥𝑦) = (1)(−1)(1)(18(−1) − 2(−1) + (1)(−1)) 

 = −1(18 + 2 − 1) = −19 
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 ( سے 2( پر ات وات )1 ,1- ,1نقطے)

 ∅(∇⃗⃗⃗. 𝐴) = [3(1)2 − (−1)(1)][3(−1)(1) + 4(1)(−1) − (1)2(−1)] 

 = (3 + 1)(−3 − 4 + 1) = −24 

 ( سے 2(اور)1ات وات)

 ∇⃗⃗⃗∅. 𝐴 + ∅(∇⃗⃗⃗. 𝐴) = −19 − 24 = −43  

 𝐷𝑖𝑣. (∅𝐴)𝑎𝑡(1, −1, 1) = −43 

 7حل شدہ مثال

∬گاؤس کی ات وات کو استعمال کر کے 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑠

𝑥2ایک کرہ  Sجہاں  کیجیےکو حل  +

𝑦2 + 𝑧2 =  جو۔ 1

 ایک مرکز مبدے پر جو۔ 𝑟کہ ایک کرہ کا نصف  کیجیےفرض :ح

 گاؤس کی ات وات کے لحاظ سے 

 ∬ 𝑟. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭ (∇⃗⃗⃗. 𝑟)𝑑𝑣
𝑣𝑠

 

ی ہ 𝑟جہاں پر

 

مت
س

𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗نصف قطر 
ی ہ جز اور 

 

مت
س

ی جز جو۔  dvرقبہ 

 م
ج
ح

 

 𝑟 = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂     𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑖̂ + 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑗̂ + 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑘̂ 

 ∴ 𝑟. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂)(𝑑𝑦𝑑𝑧𝑖̂ + 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑗̂ + 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑘̂) 

 = 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 

 ∴ ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∬ (𝑥2𝑖̂ + 𝑦2𝑗̂ + 𝑧2𝑘̂). 𝑑𝑠𝑖 = ∬ 𝑑𝑠 = 𝑠
𝑠𝑠

 

1سطح کا رقبہ  = (𝑦 = 1, 𝑧 = 1) 

 (2.9) ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ + ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
𝑆2𝑆1

 اس طرح 

 (2.10) ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ + ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
𝑆4𝑆3

  اس طرح 

 (2.11) ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ + ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
𝑆6𝑆5

 اور

 سے(2.9),(2.10),(2.11)ات وات 

  ∴ ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = 1 + 1 + 1 = 3
𝑆

 

  8حل شدہ مثال

ی ہ

 

مت
س

𝑟اگر ایک  = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂ ہو تب ثابت کرو کہ∬ 𝑟. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝑣
𝑆

سے گھیرا ہوا حجم  Sسطح  Vجہاں پر 
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 جو۔ 

 گاس کے ات وات کے لحاظ سے :حل

  ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭ (∇⃗⃗⃗. 𝐴)𝑑𝑣
𝑉

 

  𝐴 = 𝑟یہاں 

  ∴ ∬ 𝑟. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭ (∇⃗⃗⃗. 𝑟)𝑑𝑣
𝑉

 

  ∇⃗⃗⃗. 𝑟 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) . (𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂) = 1 + 1 + 1 = 3 

  ∬ 𝑟. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭ 3𝑑𝑣 = 3 ∭ 𝑑𝑣 = 3𝑣
𝑉𝑉𝑆

 

 

  9حل شدہ مثال

𝐴اگر  = (𝑥 + 𝑦)𝑖̂ + (𝑦 − 𝑧𝑥)𝑗̂ − 2𝑧𝑘̂تب بتلاؤ کہ𝐶𝑢𝑟𝑙𝐴 = −𝑧𝑘اور𝐷𝑖𝑣𝐴 = 0 

𝐴دیا گیا جو کہ   حل: = (𝑥 + 𝑦)𝑖̂ + (𝑦 − 𝑧𝑥)𝑗̂ − 2𝑧𝑘̂ 

 𝐶𝑢𝑟𝑙𝐴̂ = |

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥⁄ 𝜕
𝜕𝑦⁄ 𝜕

𝜕𝑧⁄

𝑥 + 𝑦 𝑦 − 𝑧𝑥 −2𝑧

| 

 = 𝑖̂ [
𝜕

𝜕𝑦
(−2𝑧) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑦 − 2𝑥)] + 𝑗̂ [

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥 + 𝑦) −

𝜕

𝜕𝑥
(−2𝑧)] + 𝑘̂ [

𝜕

𝜕𝑥
(𝑦 − 2𝑥) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥 + 𝑦)] 

 𝐶𝑢𝑟𝑙𝐴̂ = 𝐾̂(−2 − 1) = −3𝑘̂ ⇒ 𝐶𝑢𝑟𝑙𝐴⃗⃗⃗⃗ = −3𝑘̂ 

 𝐷𝑖𝑣𝐴 = ∇⃗⃗⃗. 𝐴 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +   

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) . [(𝑥 + 𝑦)𝑖̂ + (𝑦 − 𝑧𝑥)𝑗̂ − 2𝑧𝑘̂] 

 =
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥 + 𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑧𝑥) +

𝜕

𝜕𝑧
(−2𝑧)  

 𝐷𝑖𝑣𝐴̂ = 1 + 1 − 2 = 0 

 𝐷𝑖𝑣𝐴̂ = 𝐶𝑢𝑟𝑙𝐴اور 0 = −3𝑘 ثابت ہوا کہ  اس طرح 

  10 حل شدہ مثال

𝐴اگر     = 2𝑥2𝑦𝑖̂ + 3𝑦𝑧𝑗̂ + 𝑥2𝑦2𝑧2𝑘 1)تب نقطے, −2,  ۔ کیجیےکی قدر معلوم  𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴پر  (0

𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴  حل: =  ∇⃗⃗⃗ × 𝐴 = |

𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂
𝜕

𝜕𝑥⁄ 𝜕
𝜕𝑦⁄ 𝜕

𝜕𝑧⁄

2𝑥2𝑦 3𝑦𝑧 𝑥2𝑦2𝑧2

| 

 = 𝑖̂ [
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2𝑦2𝑧2) −

𝜕

𝜕𝑧
(3𝑦𝑧)] + 𝑗̂ [

𝜕

𝜕𝑧
2𝑥2𝑦 −

𝜕

𝜕𝑥
𝑥2𝑦2𝑧2] + 𝑘̂ [

𝜕

𝜕𝑥
3𝑦𝑧 −

𝜕

𝜕𝑦
2𝑥2𝑦] 

 = 𝑖̂(2𝑥2𝑦𝑧2 − 3𝑦) + 𝑗(̂−2𝑥𝑦2𝑧2) + 𝑘̂(−2𝑥2) 
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 𝐶𝑢𝑟𝑙  𝐴⃗⃗⃗⃗  𝑎𝑡 (1, −2, 0) 

 = 𝑖̂[2(1)2(−2)(0)2 − 3(−2)] + 𝑗̂[−2(1)(−2)2(0)2] + 𝑘̂[(−2)(1)2] 

 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴 = 6𝑖̂ + 0𝑗̂ − 2𝑘̂ = 2(3𝑖 − 𝑘̂) 

  11حل شدہ مثال

,1)نقطے  1, 𝐴جب کہ۔ کیجیےکی قدر معلوم  𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴پر(1 = 2𝑥2𝑦2𝑖 − 2𝑥𝑦2𝑗 + 2𝑥2𝑦2𝑘̂ 

𝐴 دیا گیا جو کہ   حل: = 2𝑥2𝑦2𝑖 − 2𝑥𝑦2𝑗 + 2𝑥2𝑦2𝑘̂ 

 ∇⃗⃗⃗ × 𝐴 = |

𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂
𝜕

𝜕𝑥⁄ 𝜕
𝜕𝑦⁄ 𝜕

𝜕𝑧⁄

2𝑥2𝑦2 −2𝑥𝑦2 2𝑥2𝑦2

| 

 = 𝑖̂ [
𝜕

𝜕𝑦
2𝑥2𝑦2 −

𝜕

𝜕𝑧
(−2𝑥𝑦2)] + 𝑗̂ [

𝜕

𝜕𝑧
(2𝑥2𝑦2) −

𝜕

𝜕𝑥
(2𝑥2𝑦2)] + 𝑘̂ [

𝜕

𝜕𝑥
(−2𝑥2𝑦) −

𝜕

𝜕𝑦
(2𝑥2𝑧2)] 

 = 𝑖̂(4𝑥2𝑦) + 𝑗(̂4𝑥2𝑧 − 4𝑥𝑦2) + 𝑘̂(−2𝑦2) 

 ∴ 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴  𝑎𝑡  (1, 1, 1)𝑖. 𝑒. 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1 

 ∇⃗⃗⃗ × 𝐴 = 𝑖(4 × 12 × 12) + 𝑗(4 × 12 × 1 − 4 × 1 × 12) + 𝑘(−2 × 12) 

 ∇⃗⃗⃗ × 𝐴 = 4𝑖 + 𝑜𝑗 + 2𝑘̂ = 4𝑖 − 2𝑘 

  12حل شدہ مثال

∮ثابت کرو کہ    𝑟. 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑟اگر0 = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂ 

∮  حل: 𝐴. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ = ∬ (∇⃗⃗⃗ × 𝐴). 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗
𝑠

 

 𝑑𝑟 = 𝑑𝑟  اور 𝐴 = 𝑟   جہاں پر 

 ∴ ∮ 𝐴. 𝑑𝑙 = ∮ 𝑟. 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗
 

 ∴ ∮ 𝑟. 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = ∬ (∇⃗⃗⃗ × 𝑟). 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗
𝑠

 

 ∇⃗⃗⃗ × 𝑟 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖̂ +   

𝜕

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘̂) (𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘)  لیکن 

 = |

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥⁄ 𝜕
𝜕𝑦⁄ 𝜕

𝜕𝑧⁄

𝑥 𝑦 𝑧

| = 0 

 = 𝑖 (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗 (

𝜕𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝑧

𝜕𝑥
) + 𝑘 (

𝜕𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑥

𝜕𝑦
) 

= 0 + 0 + 0 = 0 
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∮ 𝑟. 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 

 13حل شدہ مثال

 ے
ی

 

مت
س

ے 𝐴اگر 

 

ی
 
مت
س

کے سطحی تکمیل 𝐵⃗⃗کا خطی تکمیل کسی بند منحنی کے اطراف ات وی ہو اس بند منحنی سے گھری ہوئی سطحی پر ایک 

𝐵⃗⃗کے ثابت کرو کہ  = 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴 

 سے گھیری ہوئی ہو تب  Sاگر ایک بند منحنی کسی سطح   حل:                

 (2.12) ∮ 𝐴. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ = ∬ 𝐵⃗⃗. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗

𝑠
𝑐

 

 (2.13) ∮ 𝐴. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ = ∬𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴. 𝑑𝑠
𝑠𝑐

 

 مسئلہ کے مطابق  اسٹوکس

∬( مطابق 2.13( اور )2.12)  𝐵⃗⃗. 𝑑𝑠 = ∬ 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴𝑑𝑠
𝑠𝑠

 

 𝐵⃗⃗ = 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴 ∴   

 (Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 2.9

  اگر𝐹⃗ منحنیAB  پر عمل کرنے والی متغیر قوت ہو تب خطی تکمیل∫ 𝐹⃗
𝐵

𝐴
. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗

 Aذرے کو 𝐹⃗انجام کردہ کام کو ظاہر کرتا جو تب 

ایک بند منحنی ہو )یعنی ایسی منحنی جو خود سے کہیں بھی نطبق  نہ ہو( تب اس منحنی کے  Cکی جانب حرکت دے گی۔ اگر  Bسے 

∫ظاہر کیا جاتا جو اس طرحاطراف خطی تکمیل کو  𝐹⃗
𝐵

𝐴
. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗

 

 ( حاصل ضرب کے مجموعے کی انتہائی حدLimit یہاں تک کہ جملہ سطح )ئیل ہو۔  پر مارقبہ سرر ہر سطحی جز کا لا متناہی پر او اجزا𝐹⃗ کا

 ظاہر کیا جاتا جو۔  اس طرحتکمیل کہلاتا جو ۔ اس کو  پر سطحی Sمکمل سطح

  ∬ 𝐹⃗. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑜𝑟 ∬ 𝐹⃗. 𝑛⃗⃗𝑑𝑠
𝑆𝑆

 

 ی تکمیل

 م
ج
ح

) (Volume Integral کسی سطح سے گھیرے ہو یا حجم :V  پر تفاعل𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ی تکمیل کہلاتا

 م
ج
ح

ی لہ  کو
م
ک

 

ت
کا تین 

 ظاہر کیا جاتا جو۔  اس طرحجو ۔اس کو 

    ∭ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣
𝑉

 

ی تکمیل عام طور پر میزانی مقداروں کے تکمیل کے طور پر واقع ہوتا جو۔

 م
ج
ح

 

  کہ  کیجیےفرض𝐴 ےایک سمتی میدان جو جس کی مقدار اور سمت کسی نقطے پر مقامی محددات کا تفاعل جو۔ 
ی

 

مت
س

اور تفرقی 𝐴تب اس 

,𝑥کا میزانی حاصل ضرب مقام کے محددات  ⃗⃗⃗∇(Differential Operatorلپریٹر) 𝑦, 𝑧  ے 
ی

 

مت
س

کا میزانی تفاعل ہوگا ۔ اسی کو 
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𝐴  کاDivergence  کہتے ہیں۔ 

𝐷𝑖𝑣. 𝐴 = ∇⃗⃗⃗. 𝐴 

∇⃗⃗⃗. 𝐴 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
 

 گاؤس کے مطابق، ایک سمتی میدان𝐴 میں بند سطح𝑆 سے گھیر اہوا حجمV  ہو تب مکمل سطح𝑆پر𝐴 کے عمودی جز کا سطحٰ تکمیل ات وی

.𝐷𝑖𝑣ہر  Vسے گھیرے ہوئے حجم 𝑆ہوتا جو۔ سطح 𝐴  ی تکمیل کے

 م
ج
ح

 کے

 ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭ (𝑑𝑖𝑣. 𝐴)𝑑𝑣
𝑉𝑆

 

 𝑜𝑟 ∬ 𝐴. 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∭ (∇⃗⃗⃗. 𝐴)𝑑𝑣
𝑉𝑆

 

  کہ  کیجیےفرضA⃗⃗⃗ کا تفاعل جو ۔ تب نفرقی لپریٹر  مقامی محدداتگئے نقطے پر  یےدمقدار اور سمت  جس کیایک سمتی میدان جو

ی ہ (⃗⃗⃗∇)

 

مت
س

,𝑦کا سمتی حاصل ضرب مقامی محددات 𝐴اور  𝑥اور𝑧  کا سمتی تفاعل جو۔ اسی تفاعل کو سمتی میدان کا  کرل کہتے ہیں۔ 

 ∴ 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴 = ∇⃗⃗⃗ × 𝐴 

  مکمل سطح  کےلیےاس تھیورم کے مطابق کسی بھی شکل کی سطحS  پر سمتی میدان𝐴 کےCurl  کا سطحی تکمیل ات وی ہوتا جو۔ اس

 سطحی کی سرحد پر اس سمتی میدان کے خطی تکمیل کے یعنی 

 ∬ 𝐶𝑢𝑟𝑙 (𝐴). 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗⃗ = ∮ 𝐴. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗
𝑠

 

 

  (Keywords) کلیدی الفاظ 2.10

   :وہ  مسا مقدار جو صرف عددی قدر رکھتی ہو،  میزانیہ 

 وہ  مسا مقدار جو عدد ، قدر کے ساتھ سمت بھی رکھتی ہو، :    سمت 

          وہ ویکٹر جو ایک نقطہ کے مقام کو ظاہر کرتا ہو  : مقامی ویکٹر 

   (Model Examination Questions) نمونہ امتحانی سوالات 2.11

  (Objective Answer Type Questions) معروضی جوابات کے حامل سوالات2.11.1  

ی تکمیل) .1

 م
ج
ح

Volume Integral سے کیا مراد جو؟ ) 

2. 𝐴 = 𝐴𝑥𝑖 + 𝐴𝑦𝑗 + 𝐴𝑧𝑘 ی ہ میدان کا ڈائیور جینس کیا ہوگا؟

 

مت
س

 

 ( کو بیان کرو۔ Gauss Divergence Theoremگاؤس ڈلئیورجینس مسئلہ) .3

 ( کو بیان کرو۔ Stokes Theoremمسئلہ) اسٹوکس .4
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5. 𝐺𝑟𝑎𝑑∅  کی  مسا اہمیت کیا ہیں۔ 

ی ہ میدان .6

 

مت
س

 ۔ کیجیےکی تعریف  

ی ہ میدان کے ڈلئیورجینس کی تعریف  .7

 

مت
س

 ۔ کیجیے

 ۔ دیجیےمیزانی میدان کے دو مثالیں  .8

ی ہ  .9

 

مت
س

ی ہ حاصل ضرب𝐴دو 

 

مت
س

=کے  𝐴 × 𝐴 ۔۔۔۔۔ کی قیمت ہوگی۔ 

 (aصفر )  (bایک )  (cدو )  (d ان میں سے کوئی بھی نہیں ) 

  (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 2.11.2  

 ۔ اس کے کوئی دو خصوصیات بتلائیے۔ کیجیےسمتی میدان کی تعریف  .1

 سمتی اور میزانی میدان کیا ہیں۔ مثالوں سے سمجھائیے۔  .2

3. 𝐺𝑟𝑎𝑑 ∅  ۔ کیجیےکی  مسا اہمیت بیان 

 ے کے خطی اور سطحی تکمیل کی تعریف  .4
ی

 

مت
س

 ۔ کیجیےکسی 

ی تکمیل سے کیا مراد جو۔  .5

 م
ج
ح

 ے کے 
ی

 

مت
س

 کسی 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات2.11.3  

 ۔کیجیےاور ثابت  کیجیےگاؤس ڈلئیورجینس مسئلہ کو بیان  .1

 ۔ کیجیے۔ اس کی  مسا اہمیت بیان کیجیےسمتی میدان کے ڈلئیورجینس کی تعریف  .2

 ے کے خطی اور سطحی تکمیل کی تعریف  .3
ی

 

مت
س

 ۔ کیجیےکسی 

 ان کی اہمیت بتائیے۔  کیجیےمسئلہ کو بیان  اسٹوکس .4

  (Solved Answer Type Questions) حل شدہ جوابات کے حامل سوالات2.11.4  

 ے ہوں تب ثابت کر و کہ𝐵⃗⃗اور𝐴اگر .1
ی

 

مت
س

⃗⃗⃗∇دو تفرق پذیر  × (𝐴 × 𝐵⃗⃗) = ∇⃗⃗⃗ × 𝐴 + ∇⃗⃗⃗ × 𝐵⃗⃗ 

 ے .2
ی

 

مت
س

𝑖̂ثابت کرو کہ  + 2𝑗̂ + 3𝑘̂, 2𝑖̂ − 𝑗̂ + 𝑘̂3اور𝑖̂ − 4𝑗̂ + 5𝑘̂  ہم سطحی ہیں۔ 

 ے  .3
ی

 

مت
س

.𝐴ثابت کرو کہ  کےلیے𝐴کسی  𝐴 = 𝐴2
𝐴اور × 𝐴 = 0 

 ے  .4
ی

 

مت
س

𝐵ثابت کرو کہ تین  = 𝑖̂ − 𝑗̂ − 𝑘̂, 𝐴 = 3𝑖̂ + 𝑗̂ + 2𝑘̂اور𝐶 = 𝑖̂ + 5𝑗̂ − 4𝑘̂  ایک دوسرے

 پر عمودا ہیں۔

𝑎ایک قوت .5 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2
 -X محور کے ذرہ پر عائد ہونے پر اس ذرہ کی حرکت𝑥 = 𝑥سے 1 = کے  2
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 ]  𝑐𝑜𝑠−1(𝑥/𝑑)یہاں پر زاویہ[۔ کیجیےدرمیان ہوئی ہو تب اس ذرہ میں ہوا کام معلوم 

𝑊)اشارہ: .6 = ∫ 𝐹. 𝑑𝑟) 

𝑆اگر .7 = 𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 − 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2𝑧2
 ۔ کیجیے( پر معلوم 1,3- ,2کو نقاط  ) gradSہو تب 

ی ہ ہو و  معلوم  rاگر  .8

 

مت
س

) 𝑔𝑟𝑎𝑑 کیجیےمقامی 
1

𝑟
) (𝑏)𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑟(𝑎) 

ی ہ اور  rاگر  .9

 

مت
س

∅مقامی  = 𝑙𝑎𝑔𝑟ہو تب𝑔𝑟𝑎𝑑∅ ۔ کیجیےمعلوم 

𝐴اگر .10 = 𝑖𝑦 + 𝑗(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑘(𝑦𝑧 + 𝑧𝑥)ہو تب𝑑𝑖𝑣𝐴 (  پر معلوم 3 ,2- ,1کونقاط )۔ کیجیے 

ی ہ جو۔ ثابت  rاگر  .11

 

مت
س

.𝑟)∇کہ  کیجیےمقامی  𝐴) = 𝐴(𝑏)  𝑑𝑖𝑣𝑟 = 3(𝑎) 

12. 𝑑𝑖𝑣(𝑟𝑛𝑟) = (3 + 𝑛)𝑟𝑛(𝑐) 

ی ہ جو۔ معلوم  aاگر  .13

 

مت
س

𝑑𝑖𝑣(𝑟کیجیےایک مستقل  × 𝐴) 

𝐴اگر .14 = 𝑖(3𝑥𝑦) − 𝑗(𝑦2)  کیجیےہو تب معلوم∮ 𝐴. 𝑑𝑟
𝑐

𝑦جہاں = 2𝑥2
بند  C( )0 ,0( سے )2 ,1اور)

 کروں( 

𝐴اگر .15 = 𝑖𝑦 + 𝑗(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑘(𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) ہو تبCurlA (  پر معلوم 2- ,2 ,2کو نقاط )۔ کیجیے 

ی ہ ہو و  ثابت  rاگر  .16

 

مت
س

𝐶𝑢𝑟𝑙 𝑟کہ  کیجیےمقامی  = 0 

𝐴کہ  کیجیےثابت  .17 = 𝑒−𝑥(−𝑦𝑧𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑦𝑘) Irrotational 

18. 𝐴 = 𝑖(𝑥 + 𝑧𝑦 + 𝑎𝑧) + 𝑗(𝑏𝑥 + 3𝑦 − 𝑧) + 𝑘(4𝑥 + 𝑐𝑦 + 2𝑧) Irrotational,  ہو

 ۔ کیجیےمستقل کو معلوم  c, b, aتب 

19. 𝐶𝑢𝑟𝑙(𝑎 × 𝑟)  جہاں کیجیےکی قیمت کو معلوم( ۔a  )ی ہ مستقل جو

 

مت
س

 

2∇کہ  کیجیےثابت  .20 (
1

𝑟
) = 0 

 div Curl A( iiiاور )Curl gradS(ii) grad div A (i) کیجیےیہ قیمت کو معلوم  .21

ی ہ جو ثابت  r اگر .22

 

مت
س

2𝑟2∇کیجیےمقامی  = 𝑛(𝑛 + 1)𝑟𝑛−2
 

.∇ثابت کریں  .23 (𝐴 × 𝑟) = 𝑟. (∇ × 𝐴) 

𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝐴ثابت کریں  .24 = 𝐺𝑟𝑎𝑑 𝐷𝑖𝑣𝐴 − ∇2𝐴 

∅𝐶𝑢𝑟𝑙𝑔𝑟𝑎𝑑کہ کیجیےسٹوک مسئلہ کو استعمال کرتے ہویں ثابت  .25 = 0 

∳مسئلہ کے استعمال کرتے ہوئے  اسٹوکس .26
𝐶

(𝑦𝑧𝑑𝑥 + 𝑥𝑧𝑑𝑦 + 𝑥𝑦𝑑𝑧) ۔ کیجیےکو معلوم 

𝑥2)جہاں   + 𝑦2 = 𝑍اور1 = 𝑦2
) 
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∬ثابت کریں .27 𝐶𝑢𝑟𝑙𝐹. 𝑑𝑠 = 0
𝑆

 

𝐹اگر .28 = 𝑖𝑎𝑥 + 𝑗𝑏𝑦 + 𝑘𝑐𝑧 کہ  کیجیےہو تب ثابت∬ 𝐹. 𝑛𝑑𝑠 =
4

3
𝜋(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) یہاںS سطح ہی

 رقباں ۔

∬گاؤس ڈلئیورجینس مسئلہ کو استعمال کرتے ہوئے ثابت کریں .29 𝐹. 𝑛̂𝑑𝑠 =
1

5
2𝜋𝑟5

𝑠
𝐹جہاں = 𝑖𝑥3 +

𝑗𝑦3 + 𝐾𝑧3
  سطح ہی رقباں۔ Sاور
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 سسٹم ینیٹکولرڈ  ۔3اکائی

 (Coordinate Systems)  

  

 اکائی کے اجزا

 تمہید    3.0

 مقاصد    3.1

 کولرڈینیٹ سسٹم   3.2

3.3    

ط

 

ست
م

 
ی 

 

ل

 محدد نظام ی

 محدد نظام اسطوانی   3.4

3.5    

ط

 

ست
م

 
ی 

 

ل

 یلیکو تبد یکٹرو نظام کے مابین اسطوانیاور  ی

3.6    

ط

 

ست
م

 
ی 

 

ل

  یلیافعال کو تبد نظام کے مابین اور اسطوانی ی

 سسٹم ینیٹکولرڈ یکرو   3.7

3.8    

ط

 

ست
م

 
ی 

 

ل

  یلیکو تبد یکٹرو نظام کے مابین یاور کرو ی

3.9    

ط

 

ست
م

 
ی 

 

ل

 یلیافعال کو تبد نظام کے مابین یاور کرو ی

 حل شدہ مثالیں    3.10

 اکتسابی نتائج    3.11

 کلیدی الفاظ    3.12

 نمونہ امتحانی سوالات    3.13

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  3.13.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  3.13.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات  3.13.3

 حل شدہ جوابات کے حامل سوالات  3.13.4
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 تناظر: 

ط

 

ست
م

 
ی 

 

ل

" کولرڈینیٹ کہا جاتا جو جو  ی

 

ن
 
 ست
ت

 

ت

کولرڈینیٹ کو بعض اوقات تاریخی طور پر "کار

ویں صدی کے ریاضی دان ، جس نے  17فلسفی اور ریاضی دان رینی ڈسکارٹس کے اعزاز میں ، 

  تجزیاتی جیومیٹری کی بنیاد رکھی تھی۔

 (Introduction)تمہید  3.0

  

 

 

Photo credit: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/73/Frans_Hals_-

_Portret_van_Rene_Descartes.jpg, [Public domain], via Wikimedia Commons 

کی صحیح  (point) جو جس کے ذریعے ہم کسی بھی نقطے (mathematical method) کولرڈینیٹ سسٹم دراصل ایک ریاضیاتی طریقہ

 کی مدد سے بیان کرتے ہیں۔ (numbers) کو اعداد (position or location) جگہ یا محلِ وقوع

 کسی سطح پر ہو یا فضا میں۔ خواہ وہ —سادہ لفظوں میں، یہ ایک ایسا نقشہ یا فریم ورک جو جو ہمیں یہ بتاتا جو کہ کوئی شے کہاں وثجود جو 

  (Objectives) مقاصد 3.1

 اس باب کے مطالعے کے بعد طالبِ علم اس قابل ہو سکے گا کہ:

ی .1

ی ل
ط

 

ست
م

  

 

ت

 )کار

ت 

 

س

 

ی 

 

 

ن

ے

ت

 کا اظہار کر سکے۔ یکٹرو ندو نقاط  کے درمیا نظاوثں میں ینیٹکولرڈ یاور کرو ،اسطوانی(، 

 کر سکے۔ یلکو تبد یکٹرو ندو نظاوثں کے درمیا بھی نظاوثں کے کسی ینیٹکولرڈ ںتینو .2

 differential surfaceرقبہ ) سطحی یقی، تفر(differential length) لمبائی یقیتفر نظاوثں میں ینیٹکولرڈ ںتینو .3

areaیقی(، اور تفر ( حجمdifferential volumeکا تعین ) کر سکے۔ 

 (Coordinate Systems)سسٹم  ینیٹکولرڈ 3.2

کو  (vector) یکٹرو یکا میں (three-dimensional space) جگہ جہتی جو، تین یکھاد کہ ہم نے پچھلے باب میں جیسا

 کی (unit vectors) وںیکٹرو نٹیو (mutually perpendicular) عموداً کھڑے یعنی (orthogonal) لرتھوگونل تین

 وںیکٹرو نٹیولرتھوگونل  طور پر، ہم ان تین عامجا سکتا جو۔ کیا نکے طور پر بیا (linear superposition) یشنسپرپوز یلکیر

 ینیٹسے درست کولرڈ بہت۔کا انتخاب کرتے ہیں (coordinate system) سسٹم ینیٹکولرڈ یکخودکار طور پر ا کے لیے کے تعین

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/73/Frans_Hals_-_Portret_van_Ren%C3%A9_Descartes.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/73/Frans_Hals_-_Portret_van_Ren%C3%A9_Descartes.jpg
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𝑎 𝑧 

𝑎 𝑦 

 𝑎 𝑥 

 :گے یںنظاوثں کا مطالعہ کر یدبنیا ہم تین لیکن ،سسٹم وثجود ہیں

ی

ی ل
ط

 

ست
م

 (Rectangular or Cartesian) ،اسطوانی (Cylindrical)ی، اور کرو (Spherical)یکسے ہر ا میں ان۔ 

( ادا important roleاہم کردار ) یکا ( میںproblem solvingات ئل کے حل ) ( میںcourseسسٹم اس مضمون ) ینیٹکولرڈ

  کرے گا۔

ی 3.3

ی ل
ط

 

ست
م

 (The Rectangular Coordinate System) کولرڈینیٹ سسٹم 

ی کولرڈینیٹ سسٹم استعمال کیا جو، یعنی وہ نظام جس میں جگہ کو تین سیدھی لائنوں یا محوروں

ی ل
ط

 

ست
م

، x ،yہم نے پچھلے اسباق میں 

 کیا۔جیسے کے ذریعے ناپا جاتا جو۔ ہم نے اس نظام کو اس حد تک استعمال کیا کہ شاید اس کے پیچھے کے بنیادی اصولوں پر زیادہ غور نہیںz اور

کہا جاتا جو۔ یہ ویکٹر ہر ایک متعلقہ محور کی سمت میں  k، اور i ،jکہ ہم نے دیکھا، اس نظام میں تین لرتھوگونل یونٹ ویکٹرز ہوتے ہیں جنہیں 

محور کی طرف ہوتا جو۔یہ تینوں ویکٹر نہ صرف ایک دوسرے کے  k zمحور کی طرف، اور  j yمحور کی طرف،  i xاشارہ کرتے ہیں؛ یعنی 

ہوتی جو(، اس لیے انہیں لرتھوگونل یونٹ ویکٹرز  1عمود پر ہوتے ہیں بلکہ ان کی لمبائی بھی برابر اور ایک جیسی ہوتی جو )یعنی ان کی لمبائی 

ہیں، و  ہم اسے ان تین ویکٹرز کے ساتھ مل کر لکھ سکتے ہیں۔ یعنی ہم کہا جاتا جو۔اب، اگر ہم کسی بھی ویکٹر کو تین جہتی جگہ میں ظاہر کرنا چا

میں ایک مثال دی گئی جو  3.1کی سمت میں مختلف مقداروں کے ساتھ جوڑ کر اس کی مکمل شکل بیان کر سکتے ہیں۔شکل  k، اور i ،jاس ویکٹر کو 

 نمائندگی کر سکتے ہیں۔ جس میں دکھایا گیا جو کہ کیسے یہ تین ویکٹر مل کر کسی بھی ویکٹر کی

z 
 
 
 

 
y 

x 𝐴 = 2𝑎 𝑥 +4𝑎𝑦+3𝑎𝑧 

Representing a vector in rectangular coordinates. 

(3.1)  شکل 

کولرڈینیٹ سسٹم کا استعمال۔ ایک اور چیز جس کے بارے میں ہم اس کے بارے میں بات کیے بغیر فرض کر رجو ہیں وہ جو دایں  ہاتھ کے 

یک دایں  مختصرا. ، دو طریقے ہیں جن کو مربوط  نظاوثں کو ڈیزائن کیا جاسکتا جو: دایں  ہاتھ اور بایں  ہاتھ۔ جہاں تک میں بتا سکتا ہوں ، ہر ا

 ہاتھ کا کولرڈینیٹ سسٹم استعمال کرتا جو ، جس کی وضاحت مندرجہ ذیل تعلقات سے ہوتی جو۔
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dz ds

dx 
ds dy 

 

 

 

عملی طور پر، جب ہم تین ات وات میں سے صرف ایک کو درست ثابت کر دیتے ہیں، و  یہ کافی ہوتا جو کیونکہ اس کے بعد باقی دو ات وات 

 کی ضمانت دی جا سکتی جو۔خودبخود درست ثابت ہو جاتی ہیں۔ یعنی، اگر ایک ات وات کی تصدیق ہو جائے و  دوسرے دو کے سچ ہونے 

گا۔ اس کتاب میں جو بھی اعداد و شمار )ڈیٹا( یا حساب کتاب لپ کے ساتھ شیئر کیا جائے گا، وہ دایں  ہاتھ کا کولرڈینیٹ سسٹم استعمال کرے 

 z ، اورx ،y ں ہاتھدایں  ہاتھ کا کولرڈینیٹ سسٹم ایک معیاری طریقہ جو جس میں تین محور اس طرح رتیب  دیے جاتے ہیں کہ لپ کا دایا

کے ساتھ کام کرنا پڑے گا۔  (differential quantity)محور کی سمتوں کو ظاہر کرتا جو۔کتاب میں کئی وثاقع پر ہمیں امتیازی مقدار 

مگر وہ بالکل صفر نہیں امتیازی مقدار ایک ایسی چھوٹی مقدار ہوتی جو جسے اتنا چھوٹا سمجھا جاتا جو کہ اسے تقریباً صفر کے برابر لیا جا سکتا جو، 

 ہوتی۔ مثال کے طور پر، ہم چھوٹے چھوٹے امتیازی حجم، سطح کے رقبے، یا لمبائی کے بارے میں سوچ سکتے ہیں۔

ی کولرڈینیٹ سسٹم میں، لپ ایک امتیازی عنصر کو ایک چھوٹے مکعب کی صورت میں تصور کر سکتے ہیں، جس کے کنارے بہت چھوٹے 

ی ل
ط

 

ست
م

میں دکھایا گیا جو، جہاں چھوٹے چھوٹے مکعب کی مدد سے ہم کسی بھی علاقے یا جسم کے مختلف حصوں کا حساب لسانی  3.2ہوں۔ یہ تصور شکل 

 سے کر سکتے ہیں۔

 

z dsz 

 

 

 
y 

 

 
x 

                   A differential element in rectangular coordinates. 

(3.2)  شکل 

اگرچہ اس مکعب کو کسی حد تک بڑے کے طور پر دکھایا گیا جو ، لیکن یہ صرف اس لئے جو کہ ہم اسے مؤر  طریقے سے لیبل لگا سکتے 

 ہیں۔ یاد رکھیں کہ حقیقت میں ، یہ غیر معمولی طور پر چھوٹا جو۔ لپ دیکھ سکتے ہیں کہ تینوں کناروں پر 
X

D ،
Y

D  اور ،
Z

D  کا لیبل لگا

az  ax  ay ay  az  ax ax  ay  az 
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 اس سے امتیازی حجم کا حساب لگانا لسان ہوجاتا جو۔ہوا جو ، اور 

 

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧

و لس میں ، "علاقوں" کی تعریف ویکٹر کی حیثیت سے کی گئی جو جو سطح کی طرف کھڑے کی نشاندہی کررجو ہیں اور اس کی 
ی لک
ک

ویکٹر 

سطح کے علاقے کے برابر وسعت جو۔ بند سطح )جیسے مکعب کی طرح( کے لئے ، ویکٹر ہمیشہ باہر کی طرف اشارہ کرتا جو جیسا کہ شکل 

نوٹ کریں کہ ایک مکعب کے لئے ، چھ اطراف ہوں گے ، جس کا مطلب جو چھ مختلف سطح کے علاقے اور چھ میں دکھایا گیا جو۔  3.2

 میں لیبل لگا ہوا جو۔ 3.2ویکٹر۔ ان میں سے تین دکھائی دے رجو ہیں اور شکل 

 تمام چھ سطحوں کے لئے ات وات یہ ہیں: 

𝑑𝑠𝑥 = ∓𝑑𝑦. 𝑑𝑧. 𝑎𝑥 

𝑑𝑠𝑦 = ∓𝑑𝑥. 𝑑𝑧. 𝑎𝑦 

𝑑𝑠𝑥 = ∓𝑑𝑥. 𝑑𝑦. 𝑎𝑧 

 تفریق کی لمبائی اصل سے قریب قریب کونے سے کونے سے فاصلہ جو۔

 :کا حوالہ دیتے ہوئے ، ہم دیکھ سکتے ہیں کہ اس کی نمائندگی کی جاسکتی جو 3.2شکل  

 

𝑑𝑙 = 𝑑𝑥. 𝑎𝑥 + 𝑑𝑦𝑎𝑦 + 𝑑𝑧𝑎𝑧 

𝑑𝑙 = 𝑑𝑥. 𝑎𝑥 + 𝑑𝑦𝑎𝑦 + 𝑑𝑧𝑎𝑧 

 (The Cylindrical Coordinate System) کولرڈینیٹ سسٹم اسطوانی 3.4

کولرڈینیٹ میں ایک نقطہ تلاش کرنے کے ل ،  اسطوانیکولرڈینیٹ سسٹم تین بڑے کولرڈینیٹ سسٹم میں دوسرا جو۔  اسطوانی 

اور  𝐴𝜌( اور دو فاصلوں )∅لپ کو ایک زاویہ )
Z

A کی وضاحت کرنی ہوگی۔ لپ سب سے پہلے زاویہ کی سمت کی طرف اشارہ کرتے )

کے ذریعہ بیان کیا گیا جو اور پھر اوپر کی طرف جیسا کہ  ہیں ، پھر باہر کی طرف بڑھیں جیسا کہ 
Z

A  کے ذریعہ بیان کیا گیا جو۔ یہ شکل 

 میں بیان کیا گیا جو۔ 3.3

ت نوٹ کرنے کی بات یہ جو کہ ، اگرچہ یہاں ایک یونٹ ویکٹرکولرڈینیٹ کے بارے میں ایک با اسطوانی
ø

a  وثجود جو ، لیکن ہم

 واقعی
ø

a سمت میں باہر اور پھر کی سمت میں "حرکت" نہیں کرتے ہیں۔ یہ سختی سے ایک "مقصد" لپریشن جو ، جو پہلےZ  

اور اس کی قدر کو شامل کرتے  ویکٹر کے لخر میںسمت میں اوپر کی طرف جانے کی تیاری کر رہا جو۔ اس وجہ سے ، ہم ہمیشہ 

 ہیں۔
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z 
 
 
 

 
y 

 
x A  Aa  Azaz with

Representing a vector in cylindrical coordinate 

(3.3)  شکل 

 کولرڈینیٹ میں اسطوانییہ بات بھی قابل غور جو کہ 
Z

A ابھی بھیaxis -z  اسطوانیکی سمت میں جو ، جس کا مطلب جو کہ 

 کولرڈینیٹ میں
Z

a خاص طور پر وہی 
Z

a  یجو جیسا کہ

ی ل
ط

 

ست
م

 کولرڈینیٹ میں جو۔ 

کولرڈینیٹ  اسطوانیہم ایک بار پھر تین کراس پروڈکٹ شناختوں کی نشاندہی کرسکتے ہیں جو دایں  ہاتھ کے کولرڈینیٹ سسٹم کے لئے 

 میں درست ہوں گی۔

 

 

 

 

 

 

 

 
 

کولرڈینیٹ میں تفریق کی لمبائی کا تعین کرنے کے لئے ایک تفریق  اسطوانیہمیں ایک بار پھر تفریق حجم ، تفریق سطح کے علاقوں ، اور 

میں خصوصی دلچسپی اندرونی مڑے ہوئے سطح  3.4شکل میں دکھایا گیا جو۔ 3.4عنصر کا مطالعہ کرنے کی ضرورت ہوگی ، جیسا کہ شکل 

جو ، یہ ایک امتیازی  جو۔ یاد رکھیں کہ اس طرف کی لمبائی کی ضرورت جو ، اور خود ہی ڈی لمبائی نہیں∅𝜌𝑑  کی لمبائی جو ، جو

𝑎 𝑧 𝑎 𝜑 

𝑎 𝜌 

𝐴 

A

A



a a  az 

az  a   a

a az  a



55 

 

 زاویہ جو۔ 

اندرونی سطح کی قوس کی لمبائی جو۔اگرچہ یروونی سطح )زیڈ محور سے دور دراز( ایسا لگتا جو جیسے یہ اندرونی سطح ∅𝑑اس طرح ، 

سے لمبا جو )زیڈ محور کے قریب رتین( ، یہ اس بات کا ایک نمونہ جو کہ کس طرح امتیازی عنصر تیار کیا جاتا جو۔ یاد رکھیں کہ ڈی 

 ، اور اس لئے وہ دو طحیں  دراصل ایک دوسرے کے قریب ہی ہیں ، یعنی وہ ایک ہی ساز  کے دراصل غیر معمولی طور پر چھوٹا جو

 عب جو۔𝜌میں ایسا نہیں لگتا جو ، لیکن یہ امتیازی عنصر اب بھی ایک مک 3.4ہیں۔ اگرچہ یہ شکل 

 
 z 
 
 
 

 
y 

 

 
x 

A differential element in cylindrical coordinates. 

(3.4)  شکل 

 کولرڈینیٹ میں درج ذیل امتیازی حجم مل جاتا جو۔ اسطوانیپر غور کرتے ہوئے ، ہمیں  3.4اس طرح ، شکل 

 

𝑑𝑣 = 𝜌𝑑𝜑. 𝑑𝜌. 𝑑𝑧 = 𝜌. 𝑑𝜌. 𝑑𝜑. 𝑑𝑧 

  جاسکتی جو:متنازعہ سطح کے علاقوں )ان میں سے تمام چھ( کی نمائندگی مندرجہ ذیل ات وات کے ذریعہ کی 

𝑑𝑠𝜌 = ±𝜌. 𝑑𝜑. 𝑑𝑧. 𝑎𝜌 

 
𝑑𝑠𝜑 = ±𝑑𝜌. 𝑑𝑧. 𝑎𝜑 

 

𝑑𝑠𝑧 = ±𝜌. 𝑑𝜌. 𝑑𝜑. 𝑎𝑧 

 :لخر میں ، امتیازی عنصر کے مخالف کونوں کے مابین تفریق کی لمبائی لکھی جاسکتی جو 

𝑑𝑙 = 𝑑𝜌. 𝑎𝜌 + 𝜌. 𝑑𝜑. 𝑎𝜑 + 𝑑𝑧. 𝑎𝑧  

ds

d

dz 

ds
d ds

d
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ی 3.5

ی ل
ط

 

ست
م

  یلیکو تبد یکٹرو نظام کے مابین اسطوانیاور  

(Converting Vectors Between Rectangular and Cylindrical Systems) 

یچونکہ 

ی ل
ط

 

ست
م

کولرڈینیٹ دونوں نظاوثں کو تین جہتی جگہ میں کسی بھی نقطہ کی نمائندگی کرنے کے لئے استعمال کیا جاسکتا جو ، اس  اسطوانیاور  

 کے بعد یہ معلوم ہوتا جو کہ ایک نظام سے دوسرے نظام میں نقشہ سازی یا تبادلہ ہونا ضروری جو۔

 ، پہلے اس پر غور کریں کہ دونوں ویکٹر کیسی نظر لیں  گے: firstایک ویکٹر کو تبدیل کرنے کے ل 

 

𝐴 = 𝐴𝑥𝑎𝑥 + 𝐴𝑦𝑎𝑦 + 𝐴𝑧𝑎𝑧 

 

𝐴 = 𝐴𝜌𝑢𝜌 + 𝐴𝑧𝑢𝑧     𝑤𝑖𝑡ℎ𝜑

  کے طور پر حساب کتاب کرنا اور رپورٹ کرنا ہوگا۔جزو نہیں جو ، ہمیں حتمی جواب کے حصے ∅𝐴نوٹ کریں ، اگرچہ ات وات  میں کوئی

ی

ی ل
ط

 

ست
م

 :، ہم مندرجہ ذیل تین ات وات استعمال کرسکتے ہیں  weکولرڈینیٹ میں تبادلوں کو انجام دینے کے ل اسطوانیسے  

 

𝐴𝜌 = √𝐴𝑋
2 + 𝐴𝑌

2  

𝜑 = tan−1 (
𝐴𝑌

𝐴𝑋
) 

𝐴𝑧 = 𝐴𝑧 
 

یات وات  کو صرف وضاحت کے لئے شامل کیا گیا جو ، کیونکہ 

ی ل
ط

 

ست
م

کولرڈینیٹ کے مابین تبدیل ہونے پر زیڈ اجزاء کے لئے کسی  اسطوانیاور  

 تبدیلی کی ضرورت نہیں جو۔

یسے  اسطوانی

ی ل
ط

 

ست
م

 ، ہم مندرجہ ذیل تین ات وات کا استعمال کرتے ہیں: weکولرڈینیٹ میں تبدیل ہونے کے ل  

 

 

𝐴𝑋 = 𝐴𝜌 cos 𝜑 

 

𝐴𝑋 = 𝐴𝜌 sin 𝜑 

 

𝐴𝑍 = 𝐴𝑍
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  ایک بار پھر ، ات وات  میں یہ یاد دہانی کے طور پر کام کرنے کے علاوہ کوئی مفید معلومات نہیں جو کہ کسی تبدیلی کی ضرورت نہیں جو۔

ی 3.6

ی ل
ط

 

ست
م

  کرنا یلافعال کو تبد نظام کے مابین اسطوانیاور  

 ( Converting Functions Between Rectangular and Cylindrical Systems) 

ی 

ی ل
ط

 

ست
م

کولرڈینیٹ کے مابین ویکٹر کو تبدیل کرنے کے علاوہ ، ہمیں بعض اوقات ایک پورے فنکشن کو ایک سے دوسرے  اسطوانیاور  

مندرجہ ذیل ات وات کے مطابق نئے کولرڈینیٹ متغیر سے متعلقہ فنکشن  -میں تبدیل کرنے کی ضرورت ہوگی۔ یہ دراصل بالکل سیدھا جو 

  کو لسانی سے تبدیل کریں:کے ساتھ پرانے کولرڈینیٹ متغیر کے ہر واقعے

 

𝑥 = 𝜌 cos 𝜑       𝑦 = 𝜌 sin 𝜑        𝑧 = 𝑧 

 

𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2                 𝜑 = tan−1 (
𝑦

𝑥
)       𝑧 = 𝑧 

  

ییقینا ، 

ی ل
ط

 

ست
م

 کولرڈینیٹ کے مابین کسی فنکشن کو تبدیل کرتے وقت زیڈ میں کوئی اصل تبدیلی ضروری نہیں جو۔ اسطوانیاور  

 (The Spherical Coordinate System)سسٹم  ینیٹکولرڈ یکرو 3.7

 

 

𝑎^𝜑 

 
x 

A  A a withand
r  r 

Representing a vector in spherical coordinates. 

(3.5)  شکل 



58 

 

 

ایک  ، پھر ہم زیڈ محور سے کولرڈینیٹ سسٹم کا مطالعہ کیا و  ، ہم پہلے "مقصد" کا استعمال کرتے ہوئے اسطوانییاد رکھیں کہ جب ہم نے 

سے دور ہوگئے ، اور پھر ہم اپنی منزل تک پہنچنے کے لئے زیڈ سمت میں سیدھے اوپر کی طرف بڑھ گئے۔ کروی کولرڈینیٹ میں ، ہم  (𝜌 خاص رقم

 عمودی )بلندی( کا استعمال کرتے ہوئے اپنی𝜃 )سرخی( کا استعمال کرتے ہوئے مقصد رکھتے ہیں ، پھر ہم∅ ہوائی جہاز میں X-Y سب سے پہلے

میں دکھایا  5)رینج( کا استعمال کرتے ہوئے مخصوص سمت میں باہر کی طرف جاتے ہیں۔ اس رتیب  کو شکل  R سمت کو ایڈجسٹ کرتے ہیں ، اور پھر ہم

 گیا جو۔

 کروی نقاط  میں یونٹ ویکٹر کے مابین تعلقات ذیل میں دکھائے گئے ہیں

 

 

 

 

یتھوڑا سا زیادہ پیچیدہ ہیں اس سے کہیں زیادہ وہ  a امتیازی حجم ، سطح کے علاقوں اور لمبائی لمبائی کے کولرڈینیٹ میں اخذ کرنے کے ل

ی ل
ط

 

ست
م

یا  

کے ذریعہ ضرب کی ضرورت ہوتی جو ، کیونکہ ان  r اب (سمتوں میں𝑎𝜃 اور ∅𝑎کولرڈینیٹ میں تھے۔ اطراف میں سے دو اسطوانی

sinسمتوں کے مابین تعامل کے لئے  𝜃 اور∅میں سے ہر ایک ریڈیوں میں ایک زاویہ کی نمائندگی کرتا جو۔ مزید برلں ،  𝜃 گناہ کو

 کچھ عناصر میں عنصر۔ کروی کولرڈینیٹ میں تفریق عنصر یہ ہیں۔ شامل کرنے کی ضرورت ہوتی جو

 

𝑑𝑣 = 𝑟2 sin 𝜃 . 𝑑𝑟. 𝑑𝜃. 𝑑𝜑 

𝑑𝑠𝑟 = ±𝑟2 sin 𝜃 . . 𝑑𝜃. 𝑑𝜑. 𝑎𝑟 

𝑑𝑠𝑟 = ±𝑟. 𝑑𝑟. 𝑑𝜑. 𝑎∅ 

𝑑𝑙 = 𝑑𝑟. 𝑎𝑟 + 𝑟. 𝑑𝜃. 𝑎𝜃 + 𝑟 sin 𝜃 . 𝑑∅. 𝑎𝜑 

𝑑𝑠∅ = ±𝑟2 sin 𝜃 . . 𝑑𝜃. 𝑑𝜑. 𝑎𝑟

a  ar  aa  a  ar ar  a   a
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ی 3.8

ی ل
ط

 

ست
م

 یلیکو تبد یکٹرو نظام کے مابین یاور کرو 

 (Converting Vectors Between Rectangular and Spherical Systems) 

یایک بار پھر ، چونکہ تین جہتی جگہ میں کسی بھی نقطہ کی نمائندگی یا و   

ی ل
ط

 

ست
م

یا کروی کولرڈینیٹ کے ذریعہ کی جاسکتی جو ، لہذا  

 ہمیں ان دونوں نمائندگیوں کے مابین تبدیل کرنے کے قابل ہونا چاہئے۔

ییہاں بالتریب  

ی ل
ط

 

ست
م

 گئے ویکٹر کی نمائندگی ہیں 

ے

 :اور کروی کولرڈینیٹ میں دی 

 

𝐴 = 𝐴𝑥𝑎𝑥 + 𝐴𝑦𝑎𝑦 + 𝐴𝑧𝑎𝑧 
 

𝐴 = 𝐴𝑟𝑎𝑟         𝑤𝑖𝑡ℎ ∅ 𝑎𝑛𝑑 𝜃 

ی

ی ل
ط

 

ست
م

 :سے کروی کولرڈینیٹ میں تبدیل کرنے کے لئے ، ہم مندرجہ ذیل تین ات وات استعمال کرسکتے ہیں 

 

𝐴𝑟 = √𝐴𝑋
2 + 𝐴𝑌

2 + 𝐴𝑧
2 

𝜑 = tan−1 (
√𝐴𝑋

2 + 𝐴𝑌
2

𝐴𝑧

) 

𝐴𝑧 = 𝐴𝑧 

 

𝜑 = tan−1 (
𝐴𝑦

𝐴𝑥

) 

 

یکروی سے 

ی ل
ط

 

ست
م

 :کولرڈینیٹ میں تبدیل کرنے کے لئے ، ہم مندرجہ ذیل تین ات وات کا استعمال کرتے ہیں 

cos sin rA = xA 

Ay= Ar sin sin

r= Ar cos

اہم نوٹ: ایسی ات وات ہیں جو سلنڈرک اور کروی کولرڈینیٹ کے مابین تبدیل کرنے کے لئے استعمال کی جاسکتی ہیں ، لیکن یہ انجام 

دینے کے لئے ایک بہت ہی غیر معمولی کام جو۔ اگر لپ کو ایسا کرنے کی ضرورت جو و  ، شاید بہتر جو کہ صرف ایک انٹرمیڈیٹ 

یمرحلہ کے طور پر 

ی ل
ط

 

ست
م

یکولرڈینیٹ میں تبدیل ہوجایں  ، پھر  

ی ل
ط

 

ست
م

 سے مطلوبہ نقاط  میں تبدیل ہوجایں ۔ 
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ی 3.9

ی ل
ط

 

ست
م

 یلیافعال کو تبد نظام کے مابین یاور کرو 

 (Converting Functions Between Rectangular and Spherical Systems) 

یکولرڈینیٹ کے ساتھ دیکھا جو ، ہم ات وات کے مندرجہ ذیل سیٹوں کا استعمال کرتے ہوئے  اسطوانیجس طرح ہم نے 

ی ل
ط

 

ست
م

یا  

کروی کولرڈینیٹ میں بھی افعال کو دوسرے کولرڈینیٹ سسٹم میں تبدیل کرسکتے ہیں۔ ہر جگہ پرانی متغیر اصل ات وات میں ظاہر 

 ہوتا جو ، اس کی جگہ ان افعال کی جگہ لی جاتی جو۔

 

         
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos ∅             𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin ∅        𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 

  
𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

𝜑 = tan−1 (
√𝑥2 + 𝑦2

𝑧
) 

 

𝜑 = tan−1 (
𝑦

𝑥
) 

 (Solved Examples)  حل شدہ مثالیں 3.10

 1حل شدہ مثال

 کیا جو؟  za+1ya+2xa=3A  کولرڈینیٹ میں اسطوانی

 :حل

 :لپ نے ایک ویکٹر دیا جو

A=3ax+2ay+1az 

س میں کیسے ظاہر ہوگا۔ (Cylindrical) اور لپ جاننا چاہتے ہیں کہ یہ اسطوانی

 

ی ت

 

ت ت

 کولرڈ

 لئیے مرحلہ وار سمجھتے ہیں

 (Rectangular → Cylindrical) بنیادی تعلق
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 :اسطوانی کولرڈینیٹ سسٹم میں ہم تین اکائیاں استعمال کرتے ہیں

aρ,aϕ,azجہاں: 

ax =cosϕaρ−sinϕaϕ  

ay = sinϕaρ+cosϕaϕ 

az= az 

A=3(cosϕ aρ−sinϕ aϕ)+2(sinϕ aρ+cosϕ aϕ)+1(az) 

 :کے اجزاء جمع کرتے ہیں az، اور  aρ  ،aϕاب ہم 

A=(3cosϕ+2sinϕ)aρ+(−3sinϕ+2cosϕ)aϕ+(1)az  

 

 2حل شدہ مثال

 zبراہ کرم

3

+3y

2

f (x,y,z) = x  کولرڈینیٹ میں تبدیل کریں۔ اسطوانیکو 

 :حل

 بہ قدم سمجھتے ہیں کہ فنکشنلئیے قدم 

f(x,y,z)=x2+3y3zf(x, y, z)  

س

 

ی ت

 

ت ت

ی سے اسطوانی تعلقات یاد کریں  (Cylindrical Coordinates)کو اسطوانی کولرڈ

ی ل
ط

 

ست
م

 میں کیسے لکھا جائے۔

س میں ہم لکھتے ہیں

 

ی ت

 

ت ت

 :اسطوانی کولرڈ

ϕcosρx= 

ϕsinρy= 

z=z 

 :جہاں

 ρفاصلہ z-،محور سے 
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 ϕزاویہ x-axis  ساتھ،کے 

 z ی

ی ل
ط

 

ست
م

 ۔ وہی 

x,y,z کی جگہ یہ مقداریں رکھیں 

)3zf(x, y, z)ϕsinρ)2+3(ϕcosρf(x,y,z)=( 

 سادہ کریں

zϕ 3sin3ρ+3ϕ2cos2ρ,z)=ϕ,ρf( 

zϕ 3sin3ρ+3ϕ2cos2ρ,z)=ϕ,ρf( 

  (Learning Outcomes)  اکتسابی نتائج     3.11

  یونٹ ویکٹروں کے لکیری امتزاج سے کی جاسکتی جو۔تین جہتی جگہ میں پوائنٹس کی نمائندگی تین لرتھوگونل 

 ی

ی ل
ط

 

ست
م

 ، اور کروی کولرڈینیٹ سسٹم ان یونٹ ویکٹروں کو منتخب کرنے کے لئے سب سے عام طریقے ہیں۔ اسطوانی،  

 نے کے لئے ایک ان میں سے ہر ایک کولرڈینیٹ سسٹم میں ، ہم امتیازی حجم ، امتیازی سطح کے علاقوں اور تفریق کی لمبائی کا حساب لگا

امتیازی عنصر )ایک لازمی طور پر چھوٹے مکعب( پر غور کرسکتے ہیں۔ برقی مقناطیسی شعبوں میں ات ئل کو حل کرتے وقت ان میں سے ہر 

 ایک مقدار کارلمد ہوگی۔

 ہم اپنے ات ئل کو حل کرنے کے لئے ہمیشہ دایں  ہاتھ کا کولرڈینیٹ سسٹم استعمال کریں گے۔ 

  یہم

ی ل
ط

 

ست
م

 کولرڈینیٹ کے مابین کسی ویکٹر یا فنکشن کو تبدیل کرسکتے ہیں۔ اسطوانیاور  

  یہم

ی ل
ط

 

ست
م

 اور کروی کولرڈینیٹ کے مابین کسی ویکٹر یا فنکشن کو بھی تبدیل کرسکتے ہیں۔ 

 اور کروی کولرڈینیٹ کے مابین تبدیل کرنے کے ل اسطوانی it  ی، ایک انٹرمیڈیٹ قدم کے طور پر

ی ل
ط

 

ست
م

کولرڈینیٹ میں تبدیل کرنا  

 لسان جو۔

 (Keywords)  کلیدی الفاظ 3.12

 ایک کولرڈینیٹ ریفرنس سسٹم )سی لر ایس( کی وضاحت کرتا جو ، نقاط  کی مدد سے ، کس طرح دو : کولرڈینیٹ ریفرنس سسٹم
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 :مختلف اقسام ہیں جہتی ، پیش گوئی کا نقشہ زمین پر حقیقی مقامات سے متعلق جو۔ کولرڈینیٹ ریفرنس سسٹم کی دو

 جغرافیائی انفارمیشن سسٹم )جی لئی ایس( میں ، ایک کولرڈینیٹ ریفرنس سسٹم )سی لر ایس( اس : جی لئی ایس میں سی لر ایس

سطح پر چپٹا اور نمائندگی کی  2Dبات کی وضاحت کرتا جو کہ زمین کی سطح کی نمائندگی کرنے واے  مقامی اعداد و شمار کو کس طرح 

 جس سے درست مقام اور نقشہ سازی کی اجازت ملتی جو۔ جاتی جو ،

 Coordinate System یہ ایسا نظام ہوتا جو جس میں کسی نقطے کی جگہ یا مقام کو دو یا زیادہ محوروں کے ذریعے :ہم لہنگ نظام

 ظاہر کیا جاتا جو۔

 Plane یہ ایک ہموار اور لامحدود رقبہ ہوتا جو جس میں نقاط  وثجود ہوتے ہیں۔:سطح 

 Quadrant بع
ُ
بع کہا جاتا جو۔ ہر ربع میں:ر

ُ
کے مثبت یا منفی رخ  Y اور X سطح کو چار حصوں میں تقسیم کیا جاتا جو جنہیں ر

 ظاہر ہوتے ہیں۔

 Coordinates صا ت

 

ی

 

خ
م

 ۔(x, y) یہ عددی جوڑے یا سیٹ ہوتے ہیں جو کسی نقطے کی جگہ بتاتے ہیں، مثلاً:

 Polar Coordinates صا ت

 

ی

 

خ
م

یک ایسا نظام جو جس میں کسی نقطے کی جگہ زاویے اور فاصلے سے ظاہر کی جاتی جو، نہ یہ ا:قطبی 

 سے۔ Y اور X کہ

 (Model Examination Questions)  سوالات نمونہ امتحانی 3.13

 (Objective Answer Type Questions)  معروضی جوابات کے حامل سوالات   3.13.1

 جو؟ سسٹم کیا ینیٹکولرڈ میں تطبیعیا .1

2. XY جو؟ سسٹم کیا ینیٹکولرڈ 

 جو؟ سسٹم کیا ینیٹکولرڈ 3 .3

 ؟ہیں سسٹم کیا ینیٹمختلف کولرڈ 2 .4

 جو؟ کیا یڈز میں ینیٹکولرڈ پولر .5

 سسٹم" پر مرکوز جو۔ ینیٹ( "سلنڈر کولرڈیسا کیو سی یممجموعہ متعدد چوائس سوالات اور جوابات )ا یہکا  یرتھیو مقناطیسی برقی .6

 

 

ت

 کار

ت 

 

س

 
 
ت

 

 

 کہا جاتا جو سسٹم کو بطور بھی ن

a. سسٹم ینیٹسرکلر کولرڈ  . b                           ی

ی ل
ط

 

ست
م

 سسٹم ینیٹکولرڈ 

b. سسٹم ینیٹکولرڈ یکرو     .c                           سسٹم ینیٹکولرڈ خلائی 

 جاسکتا جو یاپا یعہکے ذر یشنپوز چارج کی رکھا جاتا جو۔ اصل کے سلسلے میں میں چارج مربع کنٹینر یکا .7
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a. نظام یکرو .b                                            سرکلر سسٹم 

b.  

 

ت

 کار

ت 

 

س

 
 
ت

 

 

 سسٹم ینیٹکولرڈ خلائی                                     c. سسٹم ن

 جاتا جو؟ استعمال کیا رسے کون سا معیا میں یلسسٹم کا انتخاب کرنے کے لئے مندرجہ ذ ینیٹکولرڈ .8

a. فاصلہ.b                                                   شدت 

b. وسعت .c                                                یمیٹرجیو 

 ۔یںجواب منتخب کر ین۔ بہترہیں یکھتےکو د نتیجہ ہی یکپوائنٹ متبادل اور اس کے برعکس ، دونوں ا ینیٹکے بعد کولرڈ یلیتبد کی یکٹرو .9

a. مستقل ہو یکٹرو ممکن جو ، جب.b                    ہو متغیر یکٹرممکن جو ، جب و 

b. ممکن جو تمام معاملات میں.d                      جو ممکن نہیں 

  (Short Answer Type Questions)  مختصر جوابات کے حامل سوالات3.13.2  

 ہوتا جو؟ کیسے نقاط  کا تعین نقطہ کے قطبی کسی میں رےطیا .1

یسے  ینیٹکولرڈپولر  .2

ی ل
ط

 

ست
م

 ہوں گے؟ یلتبد کیسے میں ینیٹکولرڈ 

یکس طرح  .3

ی ل
ط

 

ست
م

 گے؟ یںکر یلتبد نقاط  میں سے قطبی 

4.  

ک

 کس طرح ہاتھ سے اور 
ی 

و لیٹر
لک

 ؟سے گراف کرتے ہیں یقےطر کے ساتھ پولر ات وات کو صحیح 

  (Long Answer Type Questions) طویل جوابات کے حامل سوالات3.13.3  

 ؟ہیں سسٹم کیا ینیٹکولرڈمختلف  .1

  قطبی .2

 

ت

 اور کار

ت 

 

س

 
 
ت

 

 

 فرق جو؟ کیا میں ن

 فرق جو؟ کیا میں ینیٹکولرڈ اور شعاعی قطبی .3

  (Solved Answer Type Questions) حل شدہ جوابات کے حامل سوالات3.13.4  

 کیا جو؟ A = 3AX+2AY+1AZ کروی کولرڈینیٹ میں   .1

ی .2

ی ل
ط

 

ست
م

 کے ساتھ( کیا جو؟ °  = 60 اور °  = 35) B = 5A کولرڈینیٹ میں 
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  ٹیلرز سیریز ۔4اکائی

(Tylorseries) 

 

 اکائی کے اجزا

 تمہید    4.0

 مقاصد    4.1

 یفتعر کی یزسیر کی و سیع کی ٹیلر    4.2

 فنکشن تییاتجز    4.3

 کے استعمال یزسیر ٹیلر افعال کے لیے تییاتجز    4.4

   ٹیلر کے کثیر رکنیات    4.5

 مثالیں   یزسیر کی ٹیلر    4.6

 حل شدہ مثالیں    4.7

 اکتسابی نتائج    4.8

 کلیدی الفاظ    4.9

 نمونہ امتحانی سوالات    4.10

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  4.10.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  4.10.2

 طویل جوابات کے حامل سوالات  4.10.3

 حل شدہ جوابات کے حامل سوالات  4.10.4
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 ( Introduction) تمہید 4.0

 

 

 

 (4.1شکل )

، 1اور اس کے ٹیلر کے تخمینے، ڈگری  sin(x) جیسے جیسے ٹیلر کے کثیر الثانی کی ڈگری بڑھتی جو، یہ درست فنکشن تک پہنچ جاتی جو۔ یہ تصویر

 کے کثیر نام دکھاتی جو۔ 13اور  11، 9، 7، 5، 3

 

 (4.2شکل )

 

)سرخ میں(۔ریاضی میں،  0شرائط کا مجموعہ  n+1 رنگ میں(، اور اس کی ٹیلر سیریز کی پہلی)نیلے  ex نیشنل فنکشن ایکسپوی

ایک فنکشن کی نمائندگی کرتا جو بطور اصطلاحات کے ایک محدود مجموعہ جو کہ ایک نقطہ پر فنکشن کے مشتقات  Taylor’s series ایک
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 کی قدروں سے شمار کیا جاتا جو۔

میں متعارف کرایا تھا۔ اگر ٹیلر کی سیریز صفر  1715نے  Brook Taylor’s طور پر انگریز ریاضی دان ٹیلر سیریز کا تصور باقاعدہ

کے نام پر  Colin Maclaurin بھی کہا جاتا جو، جس کا نام سکاٹش ریاضی دان Maclaurin’s series پر مرکوز ہو و  اس سیریز کو

 رکھا گیا جو، جس نے

th

Taylor1 وسیع پیمانے پر استعمال کیا۔ کی اس خصوصی سیریز کا 

کسی فنکشن کو اس کی ٹیلر سیریز کی محدود تعداد میں استعمال کر کے تخمینہ لگانا عام رواج جو۔ ٹیلر کا نظریہ اس تخمینے میں غلطی پر 

کا کثیر الثانی کہا جاتا جو۔ کسی فنکشن مقداری تخمینہ دیتا جو۔ کسی فنکشن کی ٹیلر کی سیریز کی ابتدائی اصطلاحات کی کوئی بھی محدود تعداد کو ٹیلر 

سکتا کی ٹیلر کی سیریز اس فنکشن کے ٹیلر کے کثیر ناوثں کی حد جو، بشرطیکہ حد وثجود ہو۔ ایک فنکشن اس کے ٹیلر کی سیریز کے برابر نہیں ہو

 میں اس کی ٹیلر سیریز کے برابر جو )یا پیچیدہ جو، یہاں تک کہ اگر اس کی ٹیلر کی سیریز ہر نقطہ پر لپس میں ملتی جو۔ ایک فنکشن جو کھلے وقفے

 جہاز میں ایک ڈسک( تجزیاتی فنکشن کے طور پر جانا جاتا جو۔

 (Objectives) مقاصد 4.1

کے قریب برقی میدان کی شدت معلوم کرنے میں مدد دیتی جو۔ اس یونٹ کے  (Conductor) یہ اکائی کسی برقی وثصل

 :صلاحیتیں حاصل کرنے کے قابل ہوں گے مطالعے کے بعد، طالب علم درج ذیل

 :یونٹ کے اختتامی مقاصد

 :اس یونٹ کے اختتام پر لپ قابل ہوں گے کہ

i. دو متغیرات کے فنکشن کی ٹیلر سیریز کی تعریف بیان کریں۔ 

ii. تجزیاتی (Analytical) ات ئل کو حل کریں۔ 

iii. کسی تجزیاتی فنکشن کے حل میں ٹیلر سیریز کا استعمال کریں۔ 

iv.  ات ئل حل کریں جن میں قربتایسے (Approximation) اور ہم لہنگی (Convergence) شامل ہو۔ 

v. میکلورین (Maclaurin) کے چند معروف افعال کی سیریز تحریر کریں۔ 

vi. ٹیلر سیریز کا حساب لگایں  اور اسے حسابی ات ئل میں استعمال کریں۔ 

vii. کئی متغیرات (Multivariable) یں۔میں ٹیلر سیریز کی وضاحت کر 

viii. جزوی (Fractional) ٹیلر سیریز کی وضاحت اور اس کے اطلاق کو بیان کریں۔ 
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 (Definition of Taylor series expansion) یفتعر کی یزسیر کی و سیع کی ٹیلر 4.2

 کو اس کے مشتقات (Function) جو جو کسی فنکشن (Mathematical Series) ٹیلر سیریز ایک ایسا ریاضیاتی سلسلہ

(Derivatives) ۔کی مدد سے ایک مقررہ نقطے کے قریب ظاہر کرتا جو 

ہو، و  اس فنکشن کو اس کے لامتناہی  (Continuous) اور مسلسل (Differentiable) یعنی اگر کوئی فنکشن کسی مقام پر متفرق

 مشتقات کے مجموعے کی صورت میں ظاہر کیا جا سکتا جو۔

 :سادہ الفاظ میں

 (approximately) کی شکل میں ظاہر کرنے کا طریقہ جو، تاکہ ہم اس کے قریباً (Powers) ہ فنکشن کو طاقتوںٹیلر سیریز کسی پیچید

 اقدار لسانی سے معلوم کر سکیں۔

 :مثلاً

 :کے قریب قابلِ تفرق ہو، و  اس کی ٹیلر سیریز یوں لکھی جاتی جو aaaکسی نقطے  f(x)اگر کوئی فنکشن 

f(x)=f(a)+f′(a)(x−a)/1+f′′(a)2!(x−a)/2+f′′′(a)3!(x−a)/3+⋯  

 :سادہ مفہوم

ٹیلر سیریز ایک ایسا طریقہ جو جس کے ذریعے ہم کسی فنکشن کو اس کے قریبی نقطے پر مشتقات کی مدد سے اندازاً ظاہر کر سکتے ہیں، تاکہ 

 حسابات اور تجزیہ لسان ہو جائے۔

 (Analytical function) فنکشن تییاتجز 4.3

  کے پڑوس میں لامحدود طور پر قابل تفریق جو پاور سیریز جو۔ a کی ٹیلر سیریز جو حقیقی یا پیچیدہ عدد ƒ(x) یا پیچیدہ فعلایک حقیقی 

  ƒ(n) اور n !کہاں ن

ف

 کے 
ی 

و ر

 

کی
 وتھیرکے ز ƒ کو ظاہر کرتا جو۔ o f ƒ مشتق یںوn شدہ پر تشخیص a پوائنٹ (a) کو ظاہر کرتا جو یل

 Maclaurin's کو یز، سیرa = 0 کہ جو۔ اس صورت میں 1 یفتعر جو! دونوں کی 0اور  0(x − a) خود اور ƒ یفتعر مشتق کی

series کہا جاتا جو۔ بھی 

 :مثالیں

 جو۔ الثانی خود کثیر یزسیر کی ینورمیک   کے لیے الاضلاعکثیر بھی کسی

 جو۔ یزسیر کمیٹرجیو| x| < 1برائے (x-1)برائے یزسیر کی ینرمیکلو

 جو۔ x-1 at a = 1 برائے یزسیر ٹیلر و 
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لوگارتھم کو ظاہر  جو، جہاں لاگ قدرتی ملتی یزسیر کی ینرمیکلو کے لیے (x-1)لاگ کرنے سے ہمیں یکجاکو  یزسیر کی ینرمندرجہ بالا میکلو

 :کرتا جو

 

 جو۔ a = 1 کے لیے (x)لاگ یزسیر کی اور متعلقہ ٹیلر

 

 جو۔ a = 0 کے لیے exponential function یزسیر

 

ہر اصطلاح کے  کے برابر جو۔ لامحدود رقم میں e0 1 جو اور ex کا مشتق بھی ex کے حواے  سے x نکہبرقرار جو کیو مندرجہ بالا و سیع

 ینولئے ڈ

م

 
ی 

 

 

ت

 
ی 
رر

 

ٹ
 ۔میں 

 (Uses of Taylor series for analytic functions) کے استعمال یزسیر ٹیلر افعال کے لیے تییاتجز 4.4

ٹیلر سیریز کسی پیچیدہ تجزیاتی فنکشن کو ایک سادہ طاقتوں کے سلسلے  (Approximation of Functions): قربت فنکشن کی .1

معلوم کر  (approximately) کی صورت میں ظاہر کرتی جو، جس سے ہم فنکشن کی قدر کو کسی خاص نقطے کے قریب اندازاً 

 سکتے ہیں۔

 تقریباً حل کیا جا سکتا جو۔وغیرہ کو ٹیلر سیریز کے ذریعے  ex,sinx,cosxمثلاً 

کئی بار کسی فنکشن کی درست قدر نکالنا مشکل ہوتا جو، لیکن اس کی  (Simplification of Calculations): حسابی لسانی .2

ٹیلر سیریز کے چند ابتدائی ارکان ے  کر ہم اسے لسانی سے حساب کر سکتے ہیں۔یہ طریقہ خاص طور پر سائنس، انجینئرنگ، اور 

 میں بہت مفید جو۔ (Electronics) برقیات

ٹیلر سیریز ریاضیاتی تجزیے میں ایک بنیادی کردار ادا کرتی جو۔یہ فنکشن  (Analysis and Research): تجزیہ اور تحقیق .3

 کو سمجھنے میں مدد دیتی جو۔ (continuity) اور تسلسل (convergence) ، اس کی قربت(behavior) کے رویّے
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ی ات وات کا حل .4

ل

 

ض

ی ات واو ں (Solving Differential Equations): تفا

ل

 

ض

 Differential) بہت سی تفا

Equations) کے حل براہِ راست ممکن نہیں ہوتے۔ایسے حالات میں ٹیلر سیریز کا استعمال کر کے تقریبی حل 

(Approximate Solution) حاصل کیا جاتا جو۔ 

 Electric) برقی میدان (Applications in Physics & Electronics): برقیات اور طبیعیات میں اطلاق .5

Field)حرارت ، (Heat Transfer)یا ارتعاش ، (Vibration)  جیسے مظاہر میں جب کسی مقدار کی قیمت قریبی نقطے پر

 کو سمجھنے میں مفید جو۔ (Small Variations)معلوم کرنی ہو و  ٹیلر سیریز مدد دیتی جو۔یہ فنکشن کی قریب کی تبدیلیوں

کمپیوٹر پرو پر جب کسی فنکشن کی قدر  (Use in Numerical Methods): ٹر پرو پروگرااور اور عددی طریقوں میں استعمالکمپیو .6

، و  دراصل وہ فنکشن ٹیلر سیریز کے اندازے سے حاصل کی جاتی (میں simulation یا calculator مثلاً) حاصل کی جاتی جو

 کا بنیادی اصول جو۔ numerical analysisجو۔یہ 

اگر ٹیلر سیریز کو نقطہ  (Maclaurin Series as a Special Case): مک لورین سیریز کی صورت میں عمومی استعمال .7

a=0 پر و سیع دی جائے، و  اسے مک لورین سیریز کہا جاتا جو، جو بہت سے عمومی فنکشنز کے مطالعے میں استعمال ہوتی جو

تجزیاتی فنکشنز کو طاقتوں کے سلسلے کی صورت میں ظاہر کرتی جو، جس سے وغیرہ۔ٹیلر سیریز  sinx,cosx,ex,ln (1+x):جیسے

ہم فنکشن کی خصوصیات، اس کی قربت، اور عملی اطلاقات کو بہتر طور پر سمجھ سکتے ہیں۔یہ ریاضی، طبیعیات، اور انجینئرنگ کے بیشتر 

 جو۔ (Fundamental Tool) شعبوں میں ایک بنیادی اوزار

 (Tylor's polynomials)  تٹیلر کے کثیر رکنیا 4.5

a. رقمیں یجزو کی یزسیر (Tylor's polynomialsکو پورے فنکشن کے تخمینے ) اچھے  تخمینے یہجا سکتا جو۔  کے طور پر استعمال کیا

 ۔جایں  اصطلاحات شامل کی حد تک بہت سی اگر کافی ہیں

b. خاص طور پر لسان جو۔ یہجاسکتا جو اور اس وجہ سے  یااور انضمام کو مدت کے لحاظ سے انجام د یقتفر کی یزسیر پاور 

c. یہتجز ہجاتا جو۔ اس سے پیچید یاڈسک پر ہولووثرفک فنکشن تک منفرد طور پر بڑھا کھلی میں رےطیا ہفنکشن کو پیچید تییاتجز یکا 

 جو۔ ہوتی بدستیا یمشینر کی

d. کو  جا سکتا جو، )اکثر کثیر استعمال کیا طور پر شمار کرنے کے لیے یاقدار کو عدد کو فنکشن کی یز( سیرہوئی )چھوٹیChebyshev  شکل

 کے ساتھ اس کا جاز ہ ے  کر(۔ Clenshaw algorithmدے کر اور  دوبارہ رتیب  میں

e. اور  کنومیٹریگوٹر پرو کے کا فاروثلہ ٹیلر لریو۔ مثال کے طور پر ہو سکتے ہیں یکسے ا پر لسانی نمائندگی کی یزپاور سیر یشنزلپر یالجبر

 یکسپوا

 

ن

 

ی 

ل

 

س

 

ت

کا حامل  اہمیت یدبنیا شعبوں میں جیسے یہہاروثنک تجز نتیجہ یہکرتا جو۔  یوپیر کی تو سی   کی یزسیر فنکشنز کے لیے 
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 جو۔

 

 اور ہم لہنگی قربت

 

 (4.3شکل )

 

جاتا  یاسے لگا یبمدت کے لئے قر یپور یکاصل پر مرکوز ا یعہ( کے ذر)گلابی 7 یڈگر نام کی کے کثیر ( کو اس کے ٹیلرسائن فنکشن )نیلے

 جو۔

 

 (4.4شکل )

صرف اس حد میں درست تخمینے فراہم کرتے ہیں  (Taylor’s Polynomials) کے لیے ٹیلر کے کثیرالاضلاع log(1 + x)فنکشن 

پر بھی درست انداز میں  (higher degree) ہو، و  ٹیلر کے کثیرالاضلاع زیادہ درجےx>1ہو۔نوٹ کریں کہ جب x≤1>1-جب

کے قریب دکھایا گیا جو، جہاں یہ ٹیلر سیریز سے حاصل  x = 0کو  sin(x) فنکشن کے قریب نہیں رہتے۔دایں  جانب کی تصویر میں فنکشن
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 ہونے والا نہایت درست تخمینہ پیش کرتی جو۔گلابی رنگ میں دکھایا گیا وکر درجہ سات

th

7degree   کثیرالاضلاع کی نمائندگی کرتا کے ٹیلر

 جو۔

 :اس تخمینے میں غلطی کی بالائی حد درج ذیل جو

∣x9/9! 

سے کم رہتی جو،جس سے ظاہر ہوتا جو کہ ٹیلر سیریز یہاں نہایت  0.000003ہو، و  زیادہ سے زیادہ غلطی تقریباً x<1>1−یعنی جب

 کی تقریب فراہم کرتی جو۔ sin (x)درست انداز میں 

کے گرد بنائے گئے ٹیلر کے کثیرالاضلاع صرف مخصوص حد میں قابلِ a=0کے لیے،  log (1+x)، قدرتی لاگرتھم فنکشن اس کے برعکس

 اس حد سے باہر جاتا جو و  تخمینے کی درستی تیزی سے کم ہو جاتی جو۔ xاعتبار رہتے ہیں،اور جب 

 

 بدرت تخمینہ نام فنکشن کے لیے کے کثیر درجے کے ٹیلر سے باہر اعلی ۔ اس خطےفنکشن سے ملتے ہیں کے علاقے میں-x  1 >≥  1صر تخمینے یہ

- degree Taylor's polynomialفنکشن کو اس کے کسیکے رجحان سے ملتا جلتا جو۔  Rungeیہ۔ ہیں

th

n لگانے  تخمینہ یعےکے ذر

 (x)کہا جاتا جو اور اسے فنکشن یابقا یا یاکو بقا خرابی ہونے والی میں
n

R یمرکا تھیو جاتا جو۔ ٹیلر سے ظاہر کیاf  پابند حاصل  یکساز  پر ا بقیہ

  جو۔ اور درحقیقت ضرورت نہیں متضاد ہونے کی کو بالکل بھی یزسیر کی طور پر، ٹیلر عامجا سکتا جو۔ استعمال کیا کرنے کے لیے

 
 

 
 

 ٹیلر کنورج

 فر ہموار فنکشنز کی کے ساتھ فنکشنز کا سیٹ یزسیر

 

 
 
 

 یزسیر کی f فنکشن یکا کی تک کہ اگر ٹیلر ںیہاجو۔  سیٹ معمولی یکا میں اسپیس ی

 ۔ مثال کے طور پر، فنکشنچاہیے ہونی قدر کے برابر نہیں کی f(x) پر فنکشن رحد عام طو جو، و  اس کی مل جاتی لپس میں

 

 

وثجود ہوتی جو، مگر وہاں تمام مشتقات کی قدریں صفر ہوتی  (infinite differentiability) پر لامحدود تفریقx=0کچھ فنکشنز میں 

کے گرد ٹیلر سیریز مکمل طور پر صفر ہوتی جو۔اگرچہ سیریز صفر جو، لیکن اصل فنکشن خود صفر نہیں x=0ہیں۔ نتیجتاً، ایسے فنکشن کے لیے 

 ، چاجو فنکشن لامحدود طور پر قابلِ تفرق ہی کیوں نہ ہو۔ہوتا۔ اس طرح یہ ظاہر ہوتا جو کہ ٹیلر سیریز ہمیشہ اصل فنکشن کے برابر نہیں ہوتی

میں یہ ایک اہم مثال جو جو بتاتی جو کہ کچھ لامحدود تفریق پذیر فنکشنز ایسے بھی ہوتے ہیں جن کی ٹیلر  (Real Analysis) حقیقی تجزیے

 سیریز ان کے ات وی نہیں ہوتی۔
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ایسا کوئی ہولووثرفک فنکشن وثجود نہیں جو اپنی ٹیلر سیریز سے مختلف ہو،  میں (Complex Analysis) اس کے برعکس، پیچیدہ تجزیے

 کیونکہ ہر ہولووثرفک فنکشن اپنی ٹیلر سیریز سے مکمل طور پر متعین ہوتا جو۔

 مثال کے طور پر، فنکشن

2

1/z−f(z)=e 

پہنچتا، لہٰذا اس کی ٹیلر سیریز وہاں بیان نہیں کی جا تک نہیں  0کے قریب پہنچتا جو و   0کے ساتھ  (imaginary axis) خیالی محور zجب 

 ما  
لبِ
کے مطابق، حقیقی یا پیچیدہ اعداد کی کوئی بھی رتیب  کسی لامحدود طور پر متفرق  (Borel’s Lemma) سکتی۔عمومی طور پر، بوریل کے 

 مطلب جو کہ ٹیلر سیریز کا رداسِ تقارب کے طور پر ظاہر کی جا سکتی جو۔ اس کا (coefficients) فنکشن کی ٹیلر سیریز کے گتانک

(radius of convergence) صفر بھی ہو سکتا جو۔ 

پر ہر جگہ لامحدود طور پر قابلِ تفرق ہیں، لیکن ان کی ٹیلر سیریز کا رداسِ  (real line) درحقیقت، ایسے بھی فنکشن وثجود ہیں جو حقیقی خط

پائی جاتی  (singularity) یز کی صورت میں ظاہر نہیں کیا جا سکتا کیونکہ ان میں واحدیتتقارب ہمیشہ صفر رہتا جو۔کچھ فنکشنز کو ٹیلر سیر

کے ذریعے اظہار ممکن  (Laurent Series) کی منفی طاقتوں کی اجازت دیں و  ہمیں لارنٹ سیریز xجو۔ ایسے حالات میں، اگر ہم متغیر 

 ہوتا جو۔

 مثلاً،

2

1/x−f(x)=e 

 میں لکھا جا سکتا جو۔کو لارنٹ سیریز کی صورت 

کے حساب پر مبنی جو،  (finite differences) بھی وثجود جو جو محدود فرق (generalization) لخر میں، ٹیلر سیریز کی ایک و سیع

 پر کسی بھی مسلسل اور محدود فنکشن کے لیے استعمال کیا جا سکتا جو۔ (∞,0)اور اسے 

کے لیے یہ و سیع فنکشن کی اپنی قدر پر نطبق  t>0کے مطابق ایک تھیورم بیان کیا جا سکتا جو کہ ہر  (Einar Hille) اس ضمن میں اینار ہل

 ہو جاتی جو۔

 

 nیہاں 
Δ

ہوتا   h (step size)جو، جس کا قدم ساز  th finite difference operator) -(nواں محدود فرق لپریٹرnدراصل 

کے بجائے منقسم یا محدود  (derivatives)  جو، فرق صرف اتنا جو کہ یہاں مشتقاتتقریباً ٹیلر سیریز جیسا (series) جو۔یہ سلسلہ

 Newton) استعمال کیے گئے ہیں۔یہ سیریز اپنی ساخت کے لحاظ سے نیوٹن سیریز (divided or finite differences) اختلافات

Series) سے مشابہت رکھتی جو۔ 



 

 

74 

 

ہو، و  اس کی یہ سیریز ٹیلر سیریز کے ارکان سے مطابقت رکھتی جو۔اسی لیے کہا  (analytic) پر تجزیاتی aaaکسی خاص نقطے  fاگر فنکشن 

 جو۔ (generalization) جاتا جو کہ یہ طریقہ ٹیلر سیریز کی ایک عمومی صورت

یعنی ہم اسے کسی  — کی شناخت ممکن ہوتی جو (power series) کے لیے درج ذیل طاقتی سلسلے  aiمزید یہ کہ، کسی بھی لامحدود رتیب  

 فنکشن کی صورت میں ظاہر کر سکتے ہیں جس کی ساخت ٹیلر یا نیوٹن سیریز جیسی ہو۔

 :میں بھی پیش کر سکتا ہوں، جیسے (mathematical form) اگر لپ چاہیں و  میں اس عبارت کو ریاضیاتی فاروثلا

n/a)−f(a)n!(x
n

Δ∞
0

n=∑f(x)= 

 

 

 ۔کو ظاہر کرتی جو (expected value) کی متوقع قدر f(a+X)دایں  طرف کی دی گئی سیریز دراصل 

کی قدریں لیتا  jhجو جو  (Poisson-distributed random variable) تقسیم شدہ بے رتیب  متغیر Poissonایک  Xجہاں 

 جو،

 :یہ جو (probability) اور ہر قدر کے لیے امکان

P(X=jh)=e−t/h(t/h)j! 

کی تائید کرتا جو، اس لیے یہ ات وات درست  (identity) اس شناخت (Law of Large Numbers) کلیہچونکہ بڑی تعداد کا 

 رہتی جو۔

 (Common Maclaurin Series): میکلورین سیریز کے چند عام فنکشنز

ل فنکشن .1

 

س

 

ی ت

 

ن

 :ایکسپو

 ⋯3!+

3

2!+x

2

ex=1+x+x 

 متقارب جوکے لیے مکمل طور پر  x یہ تمام

 :سائن فنکشن .2
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 ⋯7!+

7

x−5!

5

3!+x

3

x−sinx=x 

 :کوسائن فنکشن .3

 ⋯6!+/

6

x−4!/

4

2!+x/

2

x−cosx=1 

 :(Natural Logarithm) قدرتی لاگ .4

1) ≤1<x−,(⋯ 4+/

4

x-3/

3

2+x/

2

x-(1+x)=x ln 

 سیریز .5
 

ے

 

 :(Binomial Series) بائنو می

 ⋯+3!/

  3

x 2)-1)(n-+n(n2!/

 2

x 1)-(1+x)n=1+nx+n(n 

6.  

 

ٹ

 

خ ی

 

ت ب

 

ت

 :پر( 0فنکشن )قریب 

 ⋯315+/

  7

15+17x/

  5

3+2x/

 3

tanx=x+x 

 فنکشن .7

 

ٹ

 

ی کی
س

: 

 ⋯720+/

   6

24+61x/

   4

2+5x/

  2

secx=1+x 

 

 

 

 (4.5شکل )

 

 سائن فنکشن کا اصل حصہ۔ یکشر میں رےطیا ہپیچید

 



 

 

76 

 

 

 (4.6شکل )

 

 کا اندازہ۔ یڈگر یںکوسائن فنکشن کا لٹھو میں رےطیا ہپیچید

 

 (4.7شکل )

 

 دلائل ہپیچید تمام و سیع یہجو۔  گئی کی یوپیر کی و سیع میں یزسیر کی ینلور اہم میک متعدد۔ساتھ رکھے گئے ہیں یکخطوط  ا بالا دو منحنی مذکورہ

x ۔کے لئے وثزوں ہیں 

 :فنکشن یشعار یتکفا

i. قدرتی لاگرتھم کی مک لورین سیریز (Maclaurin Series of Natural Logarithm): 

⋯−5/

   5

4+x/

   4

x-3/

   3

2+x/

  2

x-ln (1+x)=x 
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 (Infinite geometric series)سلسلہ محدود ہندسی

 

 

 (Infinite Geometric Series) لامحدود ہندسی سلسلے

 

 

 

 

 

 

 (Square Root Function) میکلورین سیریز برائے مربع جڑ

 

 

 

م

 بائنو
 
ت

ل

ے

ی
 شامل جو یزسیر لامحدود ہندسی the کے ل α = −1 کے لئے مربع جڑ اور α = 1/2 یزسیر 

 

 عددی سر
 

ے

 

 (Generalized Binomial Coefficients) عمومی بائنو می
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 ۔کے نمبر ہیں برنولی یسا جہاں بی

 

 

 

 

 

 

 

 ہائپربولک افعال
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:Lambert’s W function 

 

 

 EK Euler میں و سیع کی (x) ۔ سیکنڈتعداد ہیں کی واے  نمبر برنولیدکھائے جانے  Bk میں کے خلاصہ و سیع Tanh (x) اور (x) ٹین

 ۔نمبر ہیں

 Tylor Series Examples))  مثالیں یزسیر کی ٹیلر 4.6

 :کا حساب یزسیر کی ٹیلر

کو استعمال کرنے  یزسیر کی ٹیلر بھی ۔ کوئیوثجود ہیں یقےکے حساب کتاب کے لئے متعدد طر یزسیر افعال کی تعداد میں یبڑ کی ٹیلر

 وجہ سے ، ٹیلر ہونے کی یزسیر ٹیلر کا استعمال کرسکتا جو جیسے یپھیر اہیر بھی کوئی یاشکل کو عام کرتا جو ،  کوشش کرسکتا جو اور گتانک کی کی

 بھی ، کوئی گھٹاؤ۔ کچھ معاملات میں یا، اس کے علاوہ  تقسیم یاکا متبادل ، ضرب  یزسیر کی ٹیلر یرکے لئے معیا تشکیل کی یزسیر کے ٹیلر یزسیر

 بکا حساب کتا یزسیر کی اخذ کرسکتا جو۔ خاص طور پر لسان جو کہ ٹیلر کو بھی یزسیر کی انضمام کا بار بار استعمال کرکے ٹیلر یعہحصوں کے ذر

 الجبرا سسٹم کا استعمال۔ ٹر پروکرنے کے لئے کمپیو

 

 :مثال پہلی

 یںکر گنتی اجہتیکثیر ینلورمیکو یڈگر یںکے لئے ساو  فنکشن

 

 

 

 لوگرتھم جو )بڑے او اشارے کا استعمال کرکے( لپ کے پاس قدرتی

 اور کوسائن فنکشن کے لئے
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کرنے اور بگ او اشارے کا  یلتبد کو پہلے میں یزسیر یدوسر صفر مستقل اصطلاح جو ، جو ہمیں یکا کی و سیع کی یزمؤخر الذکر سیر

 سے چھوڑنے کے قابل بناتا جو۔ شرائط کو لسانی لرڈر کی اعلی کے مقابلے میں یڈگر یںاستعمال کرکے ساو 

 

 

 

،   Xطاقتوں تک کہ فنکشن جو ، لہذا تمام عجیب ںیہا یکچونکہ کوسائن ا
3

X  ،
5

X  ،
7

X  ،... کے لئے گتانک صفر ہونا پڑے گا۔ 

 مثال یدوسر

 چاہتے ہیں یزسیر پر ٹیلر 0کہ لپ فنکشن کے  یںکر فرض

 

 کام جو یشعار یتکے پاس کفالپ 

 

 

 مثال میں کہ پہلی اور ، جیسا

 جو یزسیر کی بجلی یںفرض کر

 

 

 ینوکے سلسلے کے ڈ اوارپید اس کے بعد کوسائن کی

م

 
ی 

 

 

ت

 
ی 
رر

 

ٹ
 اور متبادل کے ساتھ ضرب 
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 تک جمع کرنا اوارپید شرائط کو چوتھے لرڈر کی

 

یں کرحاصل یزسیر کے ساتھ مطلوبہ ٹیلر یزگستاخوں کا وثازنہ کرنے کے لئے مذکورہ بالا سیر  

 

 جو حاصل ہوتی یزسیر کے ساتھ مطلوبہ ٹیلر یزگستاخوں کا وثازنہ کرنے سے مذکورہ بالا سیر

 

 

 :مثال یتیسر

 ہم د ںیہا

ے

کے  و سیع کار میں یقہ۔ اس طراستعمال کرتے ہیں یقہطر یک" کے نام سے اگئے فنکشن کو بڑھانے کے لئے "بالواسطہ و سیع ی 

 جو۔ گیا کے معلوم فنکشن کا استعمال کیا یزسیر کی لئے ٹیلر

 ۔یںفنکشن کو وسعت د یلکے طور پر درج ذ یزپاور سیر کیسابقہ  X (1 + x) :س

 :سلسلہ جوکا فنکشن سابقہ  لپ جانتے ہو کہ ٹیلر

 

Thus, 
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 یزسیر کی ٹیلر میں اتمتعدد متغیر

 جاسکتا جو عام کیا کے ساتھ بھی متغیر دہیاسے ز یککو ا یزسیر کی ٹیلر

 

 

 A دوسرے لرڈر نقطہ کے بارے میں یزسیر کی ٹیلر یا پر منحصر جو ، ٹی Y اور X،  اتفنکشن کے لئے جو دو متغیر یسےا مثال کے طور پر ، کسی

 ،B جو: 

 

ررپٹس ٹی
 سک
ست

 ۔کرتے ہیں نشاندہی مشتق افراد کی یمتعلقہ جزو یا جہاں 

  و سیع فنکشن کی یلیڈو کے اسکیلر متغیر دہیاسے ز یکا میں یزسیر کی دوسرے لرڈر ٹیلر یکا

 
مت
ک

 کو 

ی 

 

ل

 

ی
ک

 طور پر لکھا جاسکتا جو ی

 

) aF (اور  x = Aجو جس کا اندازہ یجکا تدر ) aDF (پہلے

2

D  

ہ 

 

ت 

 

س

 
 
ت

 

 

کے لئے  اتمتغیر اشارے کا اطلاق کئی یکسانڈ جو۔ ملٹی کسمیٹر ن

 بن جاتا جو یزسیر کی ٹیلر

 

 یسے پور کیس بار پھر واحد متغیر یکات وات ، ا پہلی کی اگرافاس پیر f ورژن کے طور پر سمجھنا جو یکسانڈ مختص ملٹی دہیاز جس کو اب بھی
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 ۔مشابہت میں

 مثال

 

 (4.8شکل )

 

 

 اصل کے لس پاس۔ F (x  ،y) = exlog (1 +y)فنکشن  یک( ارنگ میں ی)بھور کا تخمینہ یزسیر کی لرڈر ٹیلر سیکنڈ

 کا حساب لگایں  و سیع کی یزسیر کی کے ارد گرد دوسرے لرڈر ٹیلر ،a=0  ،b = 0 فنکشن کے نقطہ یکا

 

 کرتے گنتی مشتق افراد کی یضرورت کے تمام جزو سب سے پہلے ، ہم اپنی

 

 

 

 

 

 

 

 

The Taylor’s series is 
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Since log(1 + y) is analytic in y| < 1, we have 

 

 

 .y | <1 | کے لئے

 

 یزسیر ٹیلر یجزو

  یجزو

ک

 
ی 

و لس
لک

 اور شوگفف نے یبٹ۔ اوڈہوگی کیا و سیع میں یزسیر کی ہوتا جو کہ ٹیلر اسوال پید قدرتی یککے ظہور کے ساتھ ، ا 

 

 فر ٹو۔ کیپویااس کا جواب د میں 2007

ت 

ل

 

ی

 

س
ک

و  اس  پہنچتے ہیں یبکے قر X سے استعمال کرکے | جب ہم دایں  | x ، اور 𝛼 <1> 0مشتق ،  

 جو جاسکتی لکھی یزسیر کی ٹیلر یہوئے ، جزو کرتے نشاندہی حد کی

 

 Solved Examples))  حل شدہ مثالیں 4.7

 1حل شدہ مثال

 :مثال پہلی

 یںکر گنتی اجہتیکثیر ینلورمیکو یڈگر یںکے لئے ساو  فنکشن

 

 لوگرتھم جو )بڑے او اشارے کا استعمال کرکے( لپ کے پاس قدرتی

 اور کوسائن فنکشن کے لئے
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کرنے اور بگ او اشارے کا استعمال  یلتبد کو پہلے میں یزسیر یدوسر صفر مستقل اصطلاح جو ، جو ہمیں یکا کی و سیع کی یزمؤخر الذکر سیر

 سے چھوڑنے کے قابل بناتا جو۔ شرائط کو لسانی لرڈر کی اعلی کے مقابلے میں یڈگر یںکرکے ساو 

 طاقتوں تک کہ فنکشن جو ، لہذا تمام عجیب ںیہا یکچونکہ کوسائن ا
1

X  ،
3

X  ،
5

X  ،
7

X  ،... کے لئے گتانک صفر ہونا پڑے گا۔ 

 مثال یدوسر

 

 چاہتے ہیں یزسیر پر ٹیلر 0کہ لپ فنکشن کے  یںکر فرض

 

 کام جو یشعار یتلپ کے پاس کفا

 

 

 مثال میں کہ پہلی اور ، جیسا

 جو یزسیر کی بجلی یںفرض کر

 

 ینوکے سلسلے کے ڈ اوارپید کے بعد کوسائن کی اس

م

 
ی 

 

 

ت

 
ی 
رر

 

ٹ
 اور متبادل کے ساتھ ضرب 
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 تک جمع کرنا اوارپید شرائط کو چوتھے لرڈر کی

 

یں کرحاصل یزسیر کے ساتھ مطلوبہ ٹیلر یزگستاخوں کا وثازنہ کرنے کے لئے مذکورہ بالا سیر  

 

 جو حاصل ہوتی یزسیر کے ساتھ مطلوبہ ٹیلر یزگستاخوں کا وثازنہ کرنے سے مذکورہ بالا سیر

 

 (Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 4.8

 اس یونٹ میں لپ نے دو متغیرات کے فنکشن کی ٹیلر سیریز کا مطالعہ کیا۔

طریقے کو  کو ٹیلر سیریز کے ذریعے ظاہر کیا جا سکتا جو،اور اس (Analytic Functions) لپ نے یہ جانا کہ کس طرح تجزیاتی فنکشنز

 مختلف ریاضیاتی ات ئل کے حل میں استعمال کیا جا سکتا جو۔

 :اس یونٹ کے دوران لپ نے درج ذیل نکات پر مہارت حاصل کی

 :دو متغیرات کے فنکشن کی ٹیلر سیریز کی تعریف .1

 جاتا جو۔ کے سلسلے میں کیسے ظاہر کیا (powers) لپ نے سیکھا کہ کسی فنکشن کو اس کے مشتقات کی مدد سے طاقتوں

ات ئل کو ٹیلر سیریز کے ذریعے  (analytical) لپ نے وہ طریقے سیکھے جن سے تجزیاتی یا تحلیل پذیر:تجزیاتی ات ئل کے حل .2

 حل کیا جا سکتا جو۔

لپ نے سمجھا کہ ٹیلر سیریز کن حالات میں  (Approximation and Convergence): فنکشنز کی قربت اور ہم لہنگی .3

 قدر کے قریب رہتی جو اور کہاں اس کی ہم لہنگی ختم ہو جاتی جو۔ کسی فنکشن کی اصل
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کی مک  —وغیرہ  ex, sinx, cosx, ln (1+x)جیسے  —لپ نے چند عام فنکشنز  (Maclaurin Series): میکلورین سیریز .4

 لورین سیریز کا مطالعہ کیا۔

فنکشنز کے لیے ٹیلر سیریز کے ارکان  لپ نے مختلف (Computation of Taylor Series):ٹیلر سیریز کے حسابی عمل .5

 حاصل کرنا سیکھا۔ (approximations) نکالنے اور ان کے استعمال سے تخمینے

لپ نے وہ طریقے سیکھے جن سے دو  (Multivariable & Partial Taylor Series): کئی متغیرات اور جزوی ٹیلر سیریز .6

 کا کردار سمجھا۔ (partial derivatives) اور جزوی مشتقات۔ سکتی جویا زیادہ متغیرات واے  فنکشنز کی ٹیلر سیریز لکھی جا

 :اس یونٹ کے مطالعے کے بعد، لپ اس قابل ہو گئے ہیں کہ

 کسی بھی تجزیاتی فنکشن کو ٹیلر یا مک لورین سیریز کی صورت میں ظاہر کر سکیں۔ 

 اس سیریز کی مدد سے فنکشنز کی تقریباً اقدار معلوم کریں۔ 

  لہنگی، اور کثیر متغیر فنکشنز کے ٹیلر اظہار کو بہتر طور پر سمجھ سکیں۔قربت، ہم 

  (Keywords) کلیدی الفاظ 4.9

 کرنا۔ پر اصطلاحات کے لامحدود مجموعے کے طور پر پیش دبنیا خاص نقطہ پر اس کے مشتقات کی فنکشن کو کسی کسی :و سیع فنکشن کی 

 جو۔ جاتی لس پاس کی خاص معاملہ، جہاں و سیع یککا ا یزسیر ٹیلر :یزسیر ینرمیکلو 

 شدہ فنکشن کے مشتقات۔ مخصوص نقطہ پر تشخیص یکا کرنے کے لیے ہر اصطلاح کا تعین میں یزسیر مشتق: نواں 

 Radius of Convergence: بدل جاتا جو۔ وہ فاصلہ جس کے اندر سلسلہ اصل فعل میں 

 محدود تعداد کا استعمال۔ یکا سے اصطلاحات کی یزسیر لگانے کے لیے فنکشن کا تخمینہ کسی :تخمینہ 

 جو۔ الثانی کثیر یکرقم ا محدود تعداد سے حاصل ہونے والی یکا اصطلاحات کی کی یزسیر ٹیلر :الثانی کثیر 

 ۔ہیں جاتی اصطلاحات شامل کی یدمز لنے کے ساتھ ہی یباصل قدر کے قر فنکشن کی خاصیت کی یزسیر :کنورجنسی 

   (Model Examination Questions) امتحانی سوالاتنمونہ  4.10

  (Objective Answer Type Questions) معروضی جوابات کے حامل سوالات4.10.1  

 جو؟ کیا یزسیر ٹیلر .1

 جو؟ کا فاروثلا کیا یزسیر ٹیلر .2

 ؟کی کس نے پیش یزسیر ٹیلر .3
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 جو؟ کو ظاہر کرتی کس چیز یزسیر ٹیلر .4

 جاتا جو؟ یاکس فنکشن کو بڑھا میں یزسیر ٹیلر .5

 ظاہر کرتا جو؟ " کیاa" میں یزسیر ٹیلر .6

 کردار جو؟ ( کا کیاderivativesمشتقات ) میں یزسیر ٹیلر .7

 جاتا جو؟ کو کہاں استعمال کیا یزسیر ٹیلر .8

 جو؟ ( کیاMaclaurin Series) یزسیر ینورمیک   .9

 فرق جو؟ کیا میں یزسیر ینوراور میک   یزسیر ٹیلر .10

  (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 4.10.2  

 ۔یںکر نبیا یفتعر کی یزسیر ٹیلر .1

 ۔فاروثلا لکھیں کا عمومی یزسیر ٹیلر .2

 جو؟ اہمیت کیا " کیa" میں یزسیر ٹیلر .3

 فرق جو؟ کیا میں یزسیر ینوراور میک   یزسیر ٹیلر .4

 جو؟ کن شرائط پر لاگو ہوتی یزسیر ٹیلر .5

 ؟ہیں ( کیاapplicationsاستعمالات ) کے عملی یزسیر ٹیلر .6

 ؟جاتے ہیں استعمال کیے ں( کیوderivativesمشتقات ) میں یزسیر ٹیلر .7

 جاتا جو؟ استعمال کیا کیسے ( کے لیےapproximationکو فنکشن کے اندازے ) یزسیر ٹیلر .8

 (Long Answer Type Questions) طویل جوابات کے حامل سوالات4.10.3  

 ۔یںفاروثلا اخذ کر اور اس کا عمومی یںوضاحت کر کے تصور کی یزسیر ٹیلر .1

س اور ر یزسیر ٹیلر .2

 

ست

 

ت ج 

س کے تصور پر بحث کر یئسیڈکے کنور

س

 

ت ج 

 ۔یںلف کنور

 ۔یںفرق جو؟ مثالوں سے وضاحت کر کیا میں یزسیر ینراور میکلو یزسیر ٹیلر .3

 جا سکتا جو؟ کیا کا استعمال کیسے یزسیر ٹیلر ات وات کو حل کرنے کے لیے یقتفر .4

  (Solved Answer Type Questions) حل شدہ جوابات کے حامل سوالات4.10.4  

 کی یزسیر ٹیلر کے لیے ln، اور 𝑒𝑥e x ،sin(𝑥)sin(x) ،cos(𝑥)cos(x) کہ عام افعال جیسے بتاتے ہیں یہحل شدہ سوالات  یہ .1
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 جائے۔ اخذ کیا کیسے کے فاروثے  کا استعمال کرتے ہوئے انہیں یزسیر ٹیلر ، نیزln(1+x)جو۔ جاتی کی کیسے گنتی

 فنکشن  .2

x

f(x)=e کے لیے ٹیلر سیریزa=0کے گرد معلوم کریں۔ 

 پر میک  ورین سیریز نکالیں۔a=0کے لیے  f(x)=sinxفنکشن  .3

4. f(x)=cosx  کے لیےa=0پر ٹیلر سیریز معلوم کریں اور ثابت کریں کہ 

5.  n

f(x)=(1+x) کے لیے ٹیلر سیریزa=0کے گرد لکھیں۔ 
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MAULANA AZAD NATIONAL URDU UNIVERSITY 

B.Sc. (M.P.C / M.P.CS) II Semester Examination  

(Physics) 

 (Basics of Mathematical Physics) (BNPH201DET) ریاضی کی طبیعیات کی بنیادی باتیں

 25: (Total Marks)کل نمبرات      2 Hours:(Time) وقت

  ہدایات: 

یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل جو: حصہ اول، حصہ دوم، حصہ سوم۔ ہر جواب کے لیے لفظوں کی تعداد اشارۃ جو۔ تمام حصوں سے 

 سوالوں کا جواب دینا لازمی جو۔ 

ال کا لازمی سوالات ہیں جو کہ معروضی سوالات /خالی جگہوں پُر کرنا/مختصر جواب واے  سوالات ہیں۔ ہر سو 5حصہ اول میں  ۔ 1

 (5x1=5 Marks)     نمبر مختص جو۔  1جواب لازمی جو۔ ہر سوال کے لیے 

( 200سوالوں کے جواب دینے ہیں۔ ہر سوال کا جواب تقریباً دو سو) 4سوالات ہیں، اس میں سے طالب علم کو کوئی  6حصہ دوم میں  ۔2

 (4x3=12 Marks)     نمبر مختص ہیں۔  6لفظوں پر مشتمل جو۔ ہر سوال کے لیے 

سوالات ہیں۔ ان میں سے طالب علم کو کوئی ایک سوال کے جواب دینے ہیں۔ ہر سوال کا جواب تقریبا پانچ  2حصہ سوم میں  ۔3

 (8x1=8 Marks)   نمبرات مختص ہیں۔  10( لفظوں پر مشتمل جو۔ ہر سوال کے لیے 500سو)

 )حصہ اول( 

 سوال نمبر  .1

i. (ایک میزانی میدانScalar field کا گراڈ )(Gradient )__________  ہوتا جو۔ 

ii. (گاؤس ڈائیور جنس تھیورمGuass’s Divergence Theorem کا استعمال )________ کے لیے ہوتا جو۔ 

iii. (تھیورمStoke’s Theorem کو بیان کریں۔ ) 

iv. (س

فلک

 ( کی تعریف کریں۔ electric fluxالکٹرک 

v.  ۔درمیان رشتہ کے لیے ضابطہ لکھیںبرقی میدان اور برقی قوہ کے 

 )حصہ دوم(

مل ت سے کیا مراد جو۔ گاؤس ڈائیور جینس تھیورم کو بیان کریں۔  .2
ک

 

ت

ی 

 م
ج
ح

 خطی، رقمی اور 

 ( کی تعریف کریں۔ اور برقی میدان میں ایک نقطہ کے لیے برقی قوہ معلوم کیجئے۔ Electrical Potentialبرقی قوہ) .3
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 فارم) .4
 

 
 

 

 کریں۔ ( میں اخذ Differential Formگاؤس تھیورم کو ڈفر ی

 برقی ڈائپو ل سے کیا مراد جو۔ برقی ڈائپول کی وجہہ سے برقی قوہ کے لیے ضابطہ اخذ کریں۔  .5

 برقی رو سے لیز ایک خطی وئیر کی وجہ سے مقناطیسی میدان کے لیے ضابطہ اخذ کریں۔  .6

 مقناطیسی میدان میں محفوظ و انائی کے لیے ضابطہ اخذ کیجئے۔  .7

 حصہ سوم

( کے ضابطے اخذ کریں جو Electric Field( کی وجہ سے وہ نقطہ پر برقی میدان کی حدت )sphere)ایک برقائے ہوئے کرّہ  .8

 کرہ کی سطح پرکرہ سے باہر اور کرہ کے اندر ہو۔ 

فہ میں محفوظ و انائی کے لیے ضابطہ اخذ کریں۔  .9

 

س
مک
فہ اور اس کی گنجائش کی تعریف کیجئے۔ ایک 

 

س
مک

 

 

 ٭٭٭
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 سپرپوزیشن اور اعظم رتین پاور ٹر پروانسفر مسئلہ کی تصدیق ۔1اکائی

(Verification of Superposition and Maximum Power Transfer Theorem) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   1.0

 مقاصد   1.1

 للات   1.2

 تشریح للات  1.2.1

 نظریہ   1.3

 طریقہ عمل   1.4

ست ٹ     1.5
خ

 

ت

 مشاہدہ اور 

 تدایرو احتیاطی   1.6

 روزمرہ زندگی میں اس تجربے کی اہمیت   1.7

 تجربی نتائج   1.8

 کلیدی الفاظ   1.9
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 (Introduction) تمہید 1.0

لیکن بعض ایک برقی نٹ ورک کی تشریح بہ لسانی کی جاسکتی جو اگر اس نٹ ورک کو ہم سلسلہ یا ہم متوازی میں تبدیل کردیا جائے 

نٹ ورک کو ہم سلسلہ یا ہم متوازی رتیب  میں تبدیل نہیں کیا جاسکتا اس وثقع پر اس پیچدہ نٹ ورک کی تشریح سپرپوزیشن کے ذریعے کی 

 جاتی جو۔

ایک خطی سرکیوٹ میں جو ایک سے زائد لزاد و انائی کے ذرائیوں پر مشتمل ہو تمامی ردعمل )وولٹیج یا کرنٹ( سرکیوٹ کے کس 

 کو حرکت میں رکتے ہوئے ہر ایک لزادانہ طور پر حرکت کرنے واے  ذرائیوں کے ں میں ہوو  وہ دوذرائیور شاخ

س

 
 
ج
ف

ہ ایک ردعمل کے مجموعہ مل

 کے برابر ہوتا جو۔

  (Objectives) مقاصد 1.1

 سپرپوزیشن نظریہ کے ذریعہ سرکیوٹ میں کرینٹ کی تخمین کرنا۔ 

  کیجیے۔اعظم رتین پاور ٹر پروانسفر مر کی تصدیق 

 (Apparatusلات )ل 1.2

 ،وولٹیج، ملٹی میٹر   ،       کاربن کی مختلف مزاحمتیں

 ،پلگ چابی      جوڑنے واے  تار،

1.5V  مزاحمت کا ڈبہ           ڈاٹ کنجی،     مبداء ،کا، 

       (Apparatus Explanation) تشریح للات1.2.1 

جاسکتی جو اگر اس نٹ ورک کو ہم سلسلہ یا ہم متوازی میں تبدیل کردیا جائے لیکن بعض نٹ ایک برقی نٹ ورک کی تشریح بہ لسانی کی 

ورک کو ہم سلسلہ یا ہم متوازی رتیب  میں تبدیل نہیں کیا جاسکتا اس وثقع پر اس پیچدہ نٹ ورک کی تشریح سپرپوزیشن کے ذریعے کی جاتی 

 جو۔

I. :سپرپوزیشن کا اصول 

سے زائد لزاد و انائی کے ذرائیوں پر مشتمل ہو تمامی ردعمل )وولٹیج یا کرنٹ( سرکیوٹ کے کس ایک خطی سرکیوٹ میں جو ایک 

 کو حرکت میں رکتے ہوئے ہر ایک لزادانہ طور پر حرکت کرنے واے  ذرائیوں کے  ںشاخ میں ہوو  وہ دوذرائیو

س

 
 
ج
ف

ہ ایک ردعمل کے مجموعہ مل

 کے برابر ہوتا جو۔
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II. :اعظم رتین پاور ٹر پروانسفرمسئلہ 

رر یا فوٹو گراف افزوں گر میں یہ ضروری جو کہ سرکیوٹ سے برقی پاور کی اعظم رتین مقدار لوڈ  

 

ی ٹ
م
س

 

ن

برقی سرکیوٹ مثلا ریڈیو ٹر پروا

 ے کے بموجب ایک مبداء کا لوڈکو ایصال کیا ہوا antennaمزاحمت کو جوکہ 
کلی
یا لاؤڈاسپیکر ہوتا جو ایصاں کی جائے اعظم رتین پاور ٹر پروانسفر 

 ےکی تصدیق کے (Internal Resistance)پاور اعظم رتین ہوتا جو جب کہ لوڈ مزاحمت ات وی ہو مبداء کی داخلی مزاحمت 
کلی
کے اس 

 (میں دکھایا گیا جو۔1.4 جیسا کہ شکل)لیے ویٹ اسٹون پل کے نٹ ورک پر غور کیجیے

 (1.1)شکل 

 

 (1.2)شکل 

 

 (1.3)شکل 
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 (1.4شکل)

 (Theory) نظریہ 1.3

 :اعظم رتین پاور ٹر پروانسفرمسئلہ

 ایصال کیا جانے والا پاور ات وی ہوگا۔ کو 𝑅𝐿اعظم رتین پاور ٹر پروانسفرمسئلہ کے تصدیق کے لیے سرکیوٹ لوڈ

𝑃 = 𝐼2𝑅𝐿  

(∵ 𝐼 =
𝑉

𝑅 + 𝑅𝐿

)                𝑃 = (
𝑉

𝑅 + 𝑅𝐿

)
2

. 𝑅𝐿 =
𝑉2

𝑅𝐿 (1 +
𝑅
𝑅𝐿

)
2 

کی رو سے لوڈ کو ایصال کیا جانے والا پاور صفر ہوگا اگر لوڈ مزاحمت کی قیمت کم ہو یا قیمت زیادہ ہو لہذا لوڈ مزاحمت کی قیمت ات ات ویہ 

 تبجو۔ 𝑃𝐿واجبی ہونی چاہئے۔ تاکہ پاور اعظم رتین ہو۔ فرض کرو کہ یہ پاور 

𝑑𝑃𝐿

𝑑𝑅𝐿

= 0 ⟹
𝑑𝑃𝐿

𝑑𝑅𝐿

=
𝑑

𝑑𝑅𝐿

[𝑉2𝑅𝐿
−1 (1 +

𝑅

𝑅𝐿

)
−2

] = 0 

 

a 

b 

c 
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=
𝑑

𝑑𝑅𝐿

[𝑉2𝑅𝐿
−1 (1 +

𝑅

𝑅𝐿

)
−2

] = 0 

= 𝑉2 [(1 +
𝑅

𝑅𝐿
)

−2

(−1)𝑅𝐿
−2 + 𝑅𝐿

−1(−2) (1 +
𝑅

𝑅𝐿
)

−3

(
−𝑅

𝑅𝐿
2)] = 0 

2𝑅

𝑅𝐿
3

1

(1 +
𝑅
𝑅𝐿

)
3 −

1

𝑅𝐿
2 (1 +

𝑅
𝑅𝐿

)
2 = 0 

2𝑅

𝑅𝐿 (1 +
𝑅
𝑅𝐿

)
−1 = 0 

2𝑅

𝑅𝐿 (1 +
𝑅
𝑅𝐿

)
= 1 ⇒

2𝑅

𝑅𝐿
= 1 +

𝑅

𝑅𝐿
 

1 +
𝑅

𝑅𝐿
= 1 ⇒ 𝑅 = 𝑅𝐿  

 جو کہ لوڈ کو ایصال کردہ پاور اس وقت اعظم رتین ہوتا جو جب کہ لوڈ مزاحمت ات وی ہوتی جو نٹ ورک کے ظاہر کرتییہ  سے ات واتیہ 

 کرتا جو۔Match) (ملاپداخلی مزاحمت کے جب لوڈ مزاحمت داخلی مزاحمت کے ات وی ہوتی جو تب یہ کہا جاتا جو کہ لوڈ سرکٹ سے

 (Procedure)طریقہ عمل  1.4

I. :سپرپوزیشن نظریہ 

 (کے مطابق جوڑ دیجیے۔1.2سرکیوٹ کوشکل ) .1

 چابی کو بند کیجیے۔ (Plug)کرتے ہوئے پلگ لیدمبداء کو .2

3. 𝑆1  اور𝑆2مبداء کے وولٹیج کو خاص طور پر سیٹ کریں۔ 

 کی پیمائش کیجیے۔(I)ایم میٹر کی رڈینگ کو نوٹ کرتے ہوئے  .4

5. 𝑆2  کریں اور 

 

ی کٹ

 

کت
′𝐼ید کرتے ہوئے ایم میٹرکی رڈینگ کے ذریعہلمبداء کو سرکیوٹ میں  𝑆1 (Source)مبداء کوڈس 

  

 کومعلوم کیجیے۔

 کریں اور 𝑆1اسی طور پر  .6

 

ی کٹ

 

کت
′′𝐼 کے ذریعے ینگید کرتے ہوئے ایم میٹر کی رڈلمبداء کو سرکیوٹ میں  𝑆2کوڈس 

کو نوٹ  
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 کریں۔

7. 𝐼′
،𝐼′′

 ۔معلوم کریںسپرپوزیشن نظریہ کو قیمتیں کے ذریعہ کو

8. 𝐼 = 𝐼′ + 𝐼′′
 

 میں درج کیجیے۔ (1.1)جدول  اس نتائج کو .9

 اس طرح مختلف وولٹیج پر تجربہ کو دہرئیے۔ .10

II. :اعظم رتین پاور ٹر پروانسفرمر مسئلہ کی تصدیق 

 کے مطابق جوڑ دیجیے۔(1.5)برج سرکیوٹ کو شکل 

 

 اعظم رتین پاور ٹر پروانسفر مسئلہ کی تصدیق کے لیے سرکیوٹ(1.5)شکل 

کی قیمت کے لیے ملٹی میٹر کے  𝑅𝐿پر مختلف مزاحمت𝑅𝐿کے درمیان صندوقچہ مزاحمت کو جوڑ دیجیے اور لوڈ مزاحمت  Qاور  Pنقاط  

 کےدرمیان ایک رتسم کھینچئے۔𝑅𝐿اور  P(میں درج کیجیے۔1.2ذریعہ وولٹیج کی پیمائش کیجیے نتائج کو جدول)

 پر  Pرتسم کے ذریعے 

 

مٹ
ق
𝑅𝐿,𝑃𝑚𝑎𝑥م کیجیے جو کہکی قیمت معلو 𝑅𝐿کی اعظم رتین  ہوگا۔ برج نیٹ ورک جو پاور ایصال کررہا  

 ۔سکتےجوکے ذریعہ معلوم کر جو اس کی داخلی مزاحمت ات وات

 

𝑅 =
𝑅1𝑅3

𝑅1 + 𝑅3

+
𝑅2𝑅4

𝑅2 + 𝑅4
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ست ٹ   1.5
خ

 

ت

 (Observations and Analysis) مشاہدہ اور 

  سپرپوزیشن نظریہ: .1

 (1.1)جدول 

 نشان

 سلسلہ

 مبداءعید پر𝑆2اور  𝑆1 وولٹیج

I کی قیمت(amps) 

𝑆1عید پرI' کی 

 (amps)قیمت 

𝑆2  کی عید پرI'' 

 (amps)قیمت 

 
𝑆1 𝑆2 

 

 

 

 

  

    

 

 

 

 

 

  

 

 اعظم رتین پاور ٹر پروانسفرمر مسئلہ کی تصدیق: .2

 (1.2)جدول

 نشان سلسلہ
 
𝑅𝐿  

 Ohm 

𝑉𝐿Volts 𝐼 =
𝑉𝐿

𝑅𝐿
𝐴𝑚𝑝  

𝑃 = 𝐼2𝑅𝐿 

 

1 

2 

3 
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 (Precautions) تدایرواحتیاطی  1.6

 نوٹ کیجیے۔ 

 

می ٹ
ق
 برقی رو یا وولٹیج کی ملٹی میٹر کے ذریعے پیمائش کرتے وقت برقی رو اور وولٹیج کی 

 جو مبداء وولٹیج لپ استعمال کررجو ہیں وہ اچھی حالت میں ہونا چاہئے۔ 

 تمام جوڑ اچھی طرح لگائیے جوڑ ڈھیلا نہ رہنے پائے۔ 

 تازہ وولٹیج کے منبع کو استعمال کریں۔ جب اس کو دور میں جوڑا جائے و  یہ بہنے نہ لگے۔پ ایک عمدہ اور ل 

 اور مزاحمت کے ڈبے عمدہ کوالٹی کے ہونے چاہئیں۔ تجربے میں استعمال کیے جانے واے  مزاحمت 

 دور کے جوڑ صحیح طور پر جوڑیں۔ کوئی جوڑ ڈھیلا نہ رہنے پائے۔ 

  (Significant of Experiment in Domestic Life)کی اہمیت وزمرہ زندگی میں اس تجربےر 1.7

 الکٹرانکس للات کی عمدہ کارکردگی کے لیے مقاومت کی(Matching)   ایک اہم مسئلہ جو۔ اعظم رتین پاور ٹر پروانسفرمسئلہ کے

 بموجب داخلی مزاحمت اور لوڈ مزاحمت کو لپس میں ات وی رکھتے ہوئے مقاومت کی میاچنگ بہ لسانی حاصل کی جاسکتی جو۔

   ۔اس تجربے کے بعد لپ اس قابل ہوجایں  گے کہ سپرپوزیشن نظریہ کو استعمال کرتے ہوئے رو کی تصدیق کرسکیں 

  (Experimental Results) تجربی نتائج  1.8

 نتائج: 

i.  سپرپوزیشن نظریہ کے ذریعہ سرکیوٹ میں کرینٹ کی تخمین 

I=……………………………………………….Amp 

 

ii.  اعظم رتین پاور ٹر پروانسفر مر کی تصدیق 

P=…………………………………………… Watts  
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  (Keywords) کلیدی الفاظ 1.9

 ( اعظم رتین رو کی قیمتMaximum Value of Current :) کسی متبادل رو میں گزرنے والی برقی رو کی سب سے اعظم رتین

 قیمت جو ایک لمحے کیل   رہتی جو۔ 

 (اوسط قیمتAverage Value :) یہ کسی نقطہ سے نصف دور کے دوران سے گزرنے واے  برقی بار کیSine  وثج کے تمام

 قیمتوں کا اوسط جو۔ 

 (جذر اوسط مربع قیمتrms Value:) مربع ہوتی جو۔  یہ ایک مکمل دور کی تمام لحماتی قیمتوں کے مربعوں کے اوسط کا جذر ال 

  (Check your information questions)معلومات کی جانچ کیجیے اپنی

 کیا جو۔(Maximum)ایک لوڈ پاور کے ایصال کے لیے ایک جنریٹر کی اعظم رتین کار کردگی  .1

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 برقی خانہ استعمال کرتے ہیں۔1.5V کے لیے برج سرکٹ میں لپ مبداء وولٹیج .2

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 سرکٹ کے دوسرے اجزا پر اس مبداء کی داخلی مزاحمت کا کیا ار  ہوتا جو۔ .3

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 کلیہ کا اوہم ۔2اکائی

(Ohm’s Law) 

 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   2.0

 مقاصد   2.1

 للات   2.2

 تشریح للات  2.2.1

 نظریہ   2.3

 طریقہ عمل   2.4

ست ٹ     2.5
خ

 

ت

 مشاہدہ اور 

 تدایرو احتیاطی   2.6

 تجربے کی اہمیت روزمرہ زندگی میں اس   2.7

 تجربی نتائج   2.8

 کلیدی الفاظ   2.9
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 (Introduction) تمہید 2.0

 کے پوائنٹس دو جو متناسب راست براہ رو برقی ذریعے کے وثصل ایک درمیان کے پوائنٹس دو کہ جو بتاتااوہم کا کلیہ 

 استعمال لیے کے کرنے بیان کو تعلق اس ایک مزاحمت، ہوئے، کرواتے متعارف کو مستقل کے تناسب۔ کے وولٹیج درمیان

 :جو پہنچتا پر ات واو ں ریاضیاتی تین والی ہونے

 مطابق کے کلیہ کے اوہم و  ہو، فرق ممکنہ پر سروں کے اس V اور ہوں کرنٹ والا بہنے سے کنڈکٹر میں اگر

∝ I 

 سے وجہ اس اور

V = RI 

 (Objectives) مقاصد 2.1

 اس تجربےمیں ہم: 

  کے تار سے وجہ اسی اور کرنے و ثیق کی کلیہ کے اوہم

ے

 ۔کریں تعین کا مزاحمت نامعلوم کی وثاد گئے دی 

 (Apparatusللات ) 2.2

 امیٹر ایک              ، بیٹری ایک ، 

  ریوسٹاٹ              ، میٹر وولٹ ،  

 کنڈلی کی مادے نامعلوم                   ، کی پلگ ،  

 گ

 

ی

 

ی کت

 

کت

 ... وغیرہ ، تار 
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 (Apparatus Explanation) للاتتشریح 2.2.1  

 

 (2.1شکل)

i.  جڑنے والی تاروں کے دونوں سروں کو سینڈ پیپر کی مدد سے اچھی طرح صاف کریں تاکہ ان پر وثجود کسی بھی وثصل کوٹنگ یا

 زنگ کو ہٹایا جا سکے اور برقی اتصال بہتر ہو جائے۔

ii.  مزاحمتجیسے  —تمام ضروری برقی اجزاء (Resistor)ریوسٹیٹ ، (Rheostat)بیٹری ، (Battery)کلید ، (Key) وولٹ ،

 میں دکھائے گئے مطابق درست طور پر لپس میں جوڑیں۔2.1 کو شکل — (Ammeter) اور ایمی میٹر (Voltmeter) میٹر

 (Theory) نظریہ 2.3

اس کے دونوں سروں کے درمیان وثجود  (Current) والی برقی رومیں بہنے  (Conductor) اوہم کا کلیہ یہ بیان کرتا جو کہ کسی وثصل

کے براہِ راست متناسب ہوتی جو،بشرطیکہ وثصل کی  مسا حالت )جیسے درجہ حرارت، دباؤ، یا  (Potential Difference) برقی دباؤ

 کلیہسے ظاہر کیا جائے و  اوہم کے  V دباؤ کو اور اس کے سروں پر وثجود برقی Iساخت( تبدیل نہ ہو۔اگر کسی وثصل سے بہنے والی برقی رو کو 

                                 V∝Iکے مطابق

  V=RIیا                                                    

 کہا جاتا جو۔ (Electrical Resistance) تناسب کا مستقل جو اور اسے برقی مزاحمت Rجہاں 
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 :مزاحمت کا انحصار

 (Area of Cross Section, A) اور عرضِ مقطع (Length, l) ، لمبائی(Material) اس کے وثاد Rکسی وثصل کی مزاحمت 

 سے بھی متار  ہوتی جو۔ (Temperature) پر منحصر ہوتی جو۔اس کے علاوہ، مزاحمت درجہ حرارت

                                                  R=ρlAریاضی کی صورت میں

ے کی  (Resistivity) یا مزاحمیت (Specific Resistance) )رو( کو مخصوص مزاحمت ρجہاں 
ّ
کہا جاتا جو،جو وثصل کے ماد

 ایک خاص خصوصیت جو۔

 (Procedure)طریقہ عمل  2.4

i. سرکٹ کو دیے گئے سرکٹ ڈایاگرام کے مطابق احتیاط  سے جوڑیں۔ 

ii. پلگ کلید (Plug Key) کو بند کریں اور ریوسٹیٹ (Rheostat)  کو اس طرح ایڈجسٹ کریں کہ سرکٹ میں ایک مناسب

 گزرے۔ (Current) مقدار کی برقی رو

iii. سرکٹ میں بہنے واے  اس ابتدائی کرنٹ کی قدر کو ایمی میٹر (Ammeter) سے نوٹ کریں۔ 

iv. اس کرنٹ کے گزرنے سے نامعلوم مزاحمت (Unknown Resistance) ٔکے دونوں سروں پر ایک برقی دباو 

(Potential Difference) پیدا ہوتا جو، جسے وولٹ میٹر (Voltmeter) سے پڑھا جاتا جو۔ 

v. ریوسٹیٹ کو دوبارہ ایڈجسٹ کر کے کرنٹ کی ایک نئی قدر حاصل کریں اور اس کے مطابق نیا وولٹیج پڑھیں۔ 

vi.  ہدات حاصل ہوں۔مختلف کرنٹ اور وولٹیج کی قدروں کے لیے دہرایں  تاکہ درست مشا 6تا  5یہ عمل کم از کم 

vii. تمام کرنٹ (I) اور وولٹیج (V) کی قدروں کو ایک جدول (Table) میں درج کریں۔ 

viii.  حاصل شدہ مشاہدات سےV بمقابلہ I (V vs I) کا گراف بنایں ۔ 

ix. حاصل ہونے والا گراف ایک سیدھی لکیر (Straight Line)  ہوگا، جو کرنٹ اور وولٹیج کے درمیان براہِ راست تناسب کو ظاہر

 کرتا جو۔

x. گراف کی ڈھلوان (Slope)  یہی ڈھلوان نامعلوم مزاحمت -معلوم کریں (R) کی قیمت دیتی جو۔ 

ست ٹ    2.5
خ

 

ت

 (Observations and Analysis) مشاہدہ اور 

 مشاہدات:

i. حد کی میٹر وولٹ =……………….. V. 
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ii. حد کی امیٹر  =…………………………… 

iii. 1) گنتی کم سے کم کی میٹر وولٹ………….. = V. 

iv. گنتی کم سے کم کی امیٹر …………………. 

v. E.M.F بیٹری  =V…………………… 

 (2.1جدول)

Ob. 

No. 

Potential Difference 

V volt 

Current 

I amp. 

Resistance 

V / I = R 

Mean Resistance 

R 

1   
 

  

2   
 

 

 
 

3   
 

 

 
 

4   
 

 

 
 

5   
 

 

 
 

 

 

 :گراف

 `V `ذریعے کے ڈھلوان کی ` بمقابلہ `R `۔کریں حاصل قدر کی 
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تعلق حاصل ہوتا  (Linear) کی قدروں کو گراف پر ظاہر کیا جاتا جو،و  ان کے درمیان ایک لکیری (I) اور کرنٹ (V) جب وولٹیج

میں دکھایا گیا جو۔یہ  کی صورت میں ظاہر ہوتا جو،جیسا کہ شکل (Straight Line) کا گراف ایک سیدھی لکیر I بمقابلہ Vجو۔یعنی 

کی تصدیق کرتا  (Ohm’s Law) کلیہسیدھی لکیر اس بات کی علامت جو کہ وولٹیج، کرنٹ کے براہِ راست متناسب جو،جو کہ اوہم کے 

 :درج ذیل ات وات سے ظاہر کی جا سکتی جو (Slope) جو۔گراف کی ڈھلوان

EQ=1R  

 ۔سے گزرتی جو (Origin) اور چونکہ سیدھی لکیر اصل

 :س کی ات وات درج ذیل ہوگیا

y=mx 

 کے برابر جو۔ R/1گراف کی ڈھلوان جو، جو  mجہاں 

 کی قدر معلوم کی جا سکتی جو۔ (R) لہٰذا گراف کی مدد سے نامعلوم مزاحمت

 (Precautions) احتیاطی تدایرو 2.6

 ۔ہونگے سخت بہت رابطے تمام 

 ۔کریں ریکارڈ کو وثجودہ پر وقفے باقاعدہ کے وولٹیج 

 ۔چاہئے ہونا منتقل میں سمت ایک صرف کو ریوسٹیٹ ، وقت کرتے تبدیل کو وولٹیج 

 ۔چاہئے جانا لگایا حساب مناسب کا گنتی کی امیٹر اور میٹر وولٹ کہ ہو نہ ایسا 

 ۔گزریں نہ کو کرنٹ بڑے کسی ذریعہ کے مزاحمت 

 ۔چاہئے جانا نہیں باہر سے پیمانے سوئی کی میٹر وقت کرتے پیمائش کی کرنٹ اور وولٹیج 

 (Significant of Experiment in Domestic Life) اہمیتوزمرہ زندگی میں اس تجربے کی ر 2.7

 انجینئرز کو یہ طے کرنے میں مدد دیتا جو کہ کسی لے  کے لیے کتنی مزاحمت رکھی جائے تاکہ  کلیہاوہم کا :برقی للات کے ڈیزائن میں

وہ محفوظ مقدار میں کرنٹ استعمال کرے۔مثلاً: بلب، پنکھے، ہیٹر یا وثبائل چارجر کے اندر وثجود سرکٹ اسی اصول کے مطابق بنایا 

 جاتا جو
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 بہت زیادہ دباؤاگر کسی لے  پر:برقی للات کے محفوظ استعمال میں  (voltage) لگایا جائے و  اس میں سے زیادہ رو (current) 

 گزر سکتی جو،

 ہمیں یہ سمجھنے میں مدد دیتا جو کہ لے  کے لیے کتنا دباؤ مناسب جو۔ کلیہجو تار جلنے یا لگ لگنے کا باعث بن سکتی جو۔اوہم کا 

 کی وثٹائیگھروں میں استعمال ہونے والی تاروں :گھریلو سرکٹس میں (wire thickness) اور فیوز (fuse rating)  اوہم کے

 کے مطابق منتخب کیے جاتے ہیں تاکہ برقی رو محفوظ حد میں رجو کلیہ

 مرمت کرنے واے  افراد:الیکٹرانک للات کی مرمت میں (Electricians/Technicians)  کا استعمال کر  کلیہاوہم کے

ی ں
م
راحمت زیادہ جو یا دباؤ کمکے معلوم کرتے ہیں کہ کسی سرکٹ 

 

ز
م

 کا پتہ لگا سکتے ہیں۔ (fault) جس سے وہ خرابی، 

 (Experimental Results) تجربی نتائج 2.8

 نتائج:

Unknown Resistance `R ` 

a) By calculation  . 

b) GraphBy  . 

  (Key Words) کلیدی الفاظ 2.9

 بہنے پر مجبور کرتی جو۔یہ اس و انائی کی نمائندگی کرتی جو جو ہر اکائی بارِ  برقی دباؤیہ وہ قوت جو جو برقی رو کو کسی وثصل کے اندر 

(charge) وولٹ :کو فراہم کی جاتی جو۔اکائی (Volt, V) 

 یہ برقی باروں:برقی رو (electric charges) رر  :کا ہاؤؤ جو جو کسی وثصل میں ایک وقت میں گزرتا جو۔اکائی

ے

 ی ٹ
 مت
ت

  ا

 ر جو جو ہر سیکنڈ میں کسی وثصل کے ایک حصے سے گزرتی جو۔برقی رو وہ مقدا :الفاظ میں

 اوہم :یہ وہ خاصیت جو جو کسی مادے میں برقی رو کے گزرنے کی مخالفت کرتی جو۔اکائی:مزاحمت (Ohm, Ω) 

 مزاحمت جتنی زیادہ ہوگی، رو کا ہاؤؤ اتنا کم ہو گا۔ :الفاظ میں

  گئے برقی دباؤ کے براہِ راست متناسباور مزاحمت کے الٹا متناسب ہوتی جو۔کسی وثصل میں برقی رو، اس پر لگائے :کلیہاوہم کا  

 برقی اجزاء )جیسے تار، بلب، بیٹری( کا مکمل راستہ جس سے برقی رو گزر کر واپس منبع:برقی دور (source) تک پہنچتی جو۔ 

 ات وات کی کلیہ کے اوہم :V = IR، جہاں V جو، وولٹیج پار کے کنڈکٹر I اور جو کرنٹ والا بہنے سے کنڈکٹر R وہ 

 ۔جو کرتا فراہم کو ہاؤؤ کے کرنٹ سے طرف کی کنڈکٹر جو جو مزاحمت
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 رر 1 تحت کے فرق ممکنہ کے وولٹ 1 اگر: اوہم 
ی ٹ
 م
ت

 کے اوہم 1 مزاحمت و  جو بہتا ذریعے کے اس ہاؤؤ وثجودہ کا ا

 ۔ہوگی برابر

  (Check your Information Questions)اپنی معلومات کی جانچ کیجئے

 ؟ ۔دیں مثالیں دو ہیں؟ کیا مزاحمت اومک .1

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 ؟ جو؟ کیا یونٹ. S.I کی مزاحمت .2

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جو؟ ہوا جڑا کیوں میں سیریز صرف میٹر ایمی .3

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جو؟ کم بہت مزاحمت کی میٹر ایمی کہ جب جو، کیوں زیادہ بہت مزاحمت اندرونی کی میٹر وولٹ .4

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جو؟ کیا کام کا ریوسٹیٹ میں سرکٹ .5

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 جو؟ کیا اطلاق کا کلیہ کے اوہم .6

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 ہیں؟ کیا دحدو کی کلیہ کے اوہم .7

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جو؟ فرق کیا میں وولٹیج ٹر پرومینل اور emf کے سیل .8

 ۔کلیہ کا اوہم ریاستی .9

 ۔دیں مثالیں دو ہیں؟ کیا مزاحمت اومک غیر .10

 (Suggested Additional Experiments/Activities) کردہ تجویز سرگرمیاں/تجربات اضافی

i. ۔کریں مطالعہ کا ار  کے لمبائی کی تار پر مزاحمت کی اس و  جائے رکھا مستقل قطر کا اس جب 

ii. مختلف دستیاب میں بازار SWG (گیج وائر معیاری )رکھا مستقل کو لمبائی کی اس جب ہوئے کرتے استعمال کا تاروں 

 ۔کریں مطالعہ کا ار  کے قطر کے تار پر مزاحمت کی اس و  جائے

iii. جو؟ جیسی ایک مزاحمت کی تاروں تمام کیا۔ کریں مطالعہ کا صلاحیت مزاحمتی کی تاروں بنی سے وثاد مختلف 

iv. رقبہ کا ایک۔ جو جیسی ایک لمبائی کی تاروں یکساں دو کی وثاد ہی ایک A گول دوسرا جبکہ جو سیکشن کراس سرکلر کا 

 گی؟ ہوں برابر مزاحمتیں کی ان کیا۔ جو رقبہ ہی ایک کا A سیکشن کراس لیکن جو نہیں

v. ۔کریں مطالعہ کا تعلق کے کرنٹ وولٹیج لیے کے تنت کے بلب ٹارچ 
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         Calculation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

113 

 

 

  تصدیق کی کلیات کے کرچوف ۔3اکائی

 (Verification Of Kirchoff’s Laws) 

 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   3.0

 مقاصد   3.1

 للات   3.2

 تشریح للات  3.2.1

 نظریہ   3.3

 طریقہ عمل   3.4

ست ٹ     3.5
خ

 

ت

 مشاہدہ اور 

 تدایرو احتیاطی   3.6

 روزمرہ زندگی میں اس تجربے کی اہمیت   3.7

 تجربی نتائج   3.8

 کلیدی الفاظ   3.9
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 (Introduction) تمہید 3.0

سیریز یا متوازی امتزاج میں جوڑ کر  (Resistors) پچھلے تجربے میں ہم نے یہ سیکھا کہ کس طرح دو یا دو سے زیادہ مزاحمتیں

پر عمل  (Ohm’s Law) کلیہحاصل کی جا سکتی جو،اور یہ سرکٹس اوہم کے  (Equivalent Resistance) ایک ات وی مزاحمت

 کرتے ہیں۔

 جن میں کرنٹ , یا ٹی نیٹ ور (Bridge Circuits) جیسے برج سرکٹس۔ تاہم، بعض اوقات برقی سرکٹس بہت پیچیدہ ہوتے ہیں

(Current) یا وولٹیج (Voltage)  سے معلوم کرنا ممکن نہیں ہوتا۔ایسے پیچیدہ سرکٹس کے تجزیے کے لیے  کلیہکا ہاؤؤ محض اوہم کے

ہمیں ایسے اصولوں کی ضرورت ہوتی جو جو پورے سرکٹ کے لیے ات وات قائم کرنے میں مدد دیں۔اسی مقصد کے لیے ہم کرچوف کے 

 استعمال کرتے ہیں۔ (Kirchhoff’s Circuit Laws) سرکٹ قوانین

 :(Historical Background) تاریخی پس منظر

نے دو اہم اصول پیش کیےجو برقی سرکٹس  (Gustav Kirchhoff) میں جرمن طبیعیات دان گوستاو کرچوف 1845سال 

سے متعلق ہیں۔یہ دونوں اصول کرچوف کے نام  (Conservation of Current and Energy) میں کرنٹ اور و انائی کے تحفظ

 کہا جاتا جو۔ "(Kirchhoff’s Circuit Laws) کرچوف کے سرکٹ قوانین"سے منسوب ہیں اور انہیں مجموعی طور پر 

 :(The Two Kirchhoff’s Laws) کرچوف کے دو قوانین

  (Kirchhoff’s Current Law - KCL): کلیہکرچوف کا وثجودہ  .1

 یا جنکشن پوائنٹ پر برقی رو کے ہاؤؤ سے متعلق جو۔ (Node) کسی نوڈ کلیہیہ 

 :اس کے مطابق

a) کسی بھی نوڈ پر لنے والی کل رو (Total Current Entering) 

b) اُس نوڈ سے نکلنے والی کل رو (Total Current Leaving) کے برابر ہوتی جو۔ 

c)  ظیہ محفو —یعنی برقی رو نہ پیدا کی جا سکتی جو اور نہ ختم (Conserved) رہتی جو۔ 

 :ریاضی کی صورت میں

∑Iin=∑Iout 

  (Kirchhoff’s Voltage Law - KVL): کلیہکرچوف کا وولٹیج  .2

 میں وولٹیج کے ذراع  اور استعمال سے متعلق جو۔ (Closed Loop) کسی بند سرکٹ کلیہیہ 

 :اس کے مطابق
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a) کسی بھی بند سرکٹ میں تمام وولٹیج اضافہ (Voltage rise) 

b) تمام وولٹیج کمیوں (Voltage drops) کے مجموعے کے برابر ہوتا جو۔ 

 :یعنی اگر ہم سرکٹ کے ایک مکمل چکر کا مجموعہ لیں و  حاصل ضرب صفر کے برابر ہوگا

∑V=0 

 (Objectives) مقاصد 3.1

 اس تجربےمیں ہم: 

 وثجودہ لئے کے سرکٹس برقی اور کلیہ وولٹیج کے کرچف اور سمجھنے کو شرائط متعلق سے ٹوپولوجی ورک نیٹ بنیادی

 ۔لئے کے کرنے و ثیق کی کلیہ

 (Apparatus)للات  3.2

 

 (3.1)جدول

Sl.NO. Name of the equipment Range Type Qty 

1 Resistors 470Ω  1 

  470Ω 1 

  1k Ω 1 

  1k Ω 1 

2 Bread board - - 1 

3 Regulated power supply 0-30V - 1 

4 Multimeter - Digital 1 

5 Single Stand Wires   As 

Required 

 

 (Apparatus Explanation) للاتتشریح 3.2.1  

 :(ایل سی کے) ، کلیہ وثجودہ - کلیہ پہلا کا کرچوف

 نوڈ چارج یا وثجودہ کل والا ہونے داخل میں نوڈ یا جنکشن" کہ جو کرتا بیان ، ایل سی کے یا کلیہ وثجودہ کا کرچوف

 چارج کوئی اندر کے نوڈ کیونکہ ، جو نہیں جگہ اور کوئی سوا کے چھوڑنے اسے کیونکہ جو برابر بالکل کے چارج کے چھوڑنے
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 کے صفر مجموعہ الجبری کا دھاروں تمام واے  چھوڑنے اور ہونے داخل میں نوڈ ، میں لفظوں دوسرے"۔ جو ہوتا نہیں ضاع 

 جانا سے نام کے تحفظ کے انچارج پر طور عام خیال یہ ذریعہ کے کرچوف۔ 0( = ہونا داخل) I( + نکلنا باہر) i ، چاہئے ہونا برابر

 ۔جو جاتا

 :کلیہ وثجودہ کا کرچوف (1

 

 کلیہ وثجودہ کا کرچوف: 3.1 شکل

 

 دھارے، تین واے  ہونے داخل میں نوڈ میں،( 3.1) شکل بالا مندرجہ
1

I، 
2

I،  
3

Iسے نوڈ اور ہیں مثبت میں قدر سبھی 

  کرنٹ، دو والی نکلنے
4

Iاور 
5

I ہیں؛ سکتے لکھ دوبارہ طرح اس کو ات وات ہم کہ جو مطلب کا اس پھر۔ ہیں منفی میں قدر 

= 0 
5

I – 
4

I – 
3

+ I 
2

+ I 
1

I 

ر  جیسے عناصر یا راستوں واے  جانے ے  کرنٹ زیادہ یا دو پر طور عام اصطلاح کی نوڈ میں سرکٹ الیکٹریکل

 

ر
 ی ل
کت

 اجزاء اور 

 راستہ کا سرکٹ بند ایک کا کرنٹ لیے کے بہنے باہر یا اندر کے نوڈ۔لئے کے علاوہ، کے اس۔ جو مراد سے جنکشن یا کنکشن کے

 ۔ہیں سکتے کر استعمال کا کلیہ وثجودہ کے کرچوف ہم وقت کرتے تجزیہ کا سرکٹس متوازی۔ جو ضروری ہونا

 (KVL) ،کلیہ کا وولٹیج - کلیہ دوسرا کا کرچوف (2

Kirchhoff's Voltage Law یا KVL، وولٹیج کل گرد ارد کے لوپ میں، ورک نیٹ لوپ بند بھی کسی" کہ جو کہتا 

 لفظوں دوسرے۔ جو بھی برابر کے صفر کہ جو" جو برابر کے مجموعے کے ڈراپس وولٹیج تمام وثجود اندر کے لوپ ہی ایک

 جانا سے نام کے تحفظ کے و انائی خیال یہ کا کرچوف۔ چاہیے ہونا برابر کے صفر مجموعہ الجبری کا وولٹیج تمام اندر کے لوپ میں،

 ۔جو جاتا



 

 

117 

 

 

 

 کلیہ کا وولٹیج کا کرچوف: 3.2 شکل

 کے وولٹیج تمام ، رکھیں جاری میں سمت اسی ہوئے کرتے شروع پر مقام بھی کسی کے لوپ ، سے( 3.2) شمار و اعداد

 یا سمت کی گھڑی و  یا جو ضروری رکھنا برقرار کو سمت اسی۔ لیں  لوٹ واپس پر لغاز نقطہ اسی اور ، منفی یا مثبت و  یا ، قطرے

 کے کرچوف ہم وقت کرتے تجزیہ کا سرکٹس کے سیریز۔ ہوگا نہیں برابر کے صفر مجموعہ کا وولٹیج حتمی یا سمت کی گھڑی اینٹی

 ۔ہیں کرسکتے استعمال کا کلیہ وولٹیج

 (Theory) نظریہ 4.3

 :1 (Exercise )ورزش

 (3.3شکل)

a. مطالعہ کا خصوصیات متعلق سے رتیب  ہندسی کی ورک نیٹ اور جگہ کی عناصر میں ورک نیٹ:ٹوپولوجی ورک نیٹ 

 ۔ہیں شامل لوپس اور نوڈس شاخیں، میں عناصر کے طرح اس۔ جو کرتا

b. ۔ریزسٹر ایک یا ذریعہ کا وولٹیج جیسے جو کرتی نمائندگی کی عنصر واحد ایک شاخ ایک:برانچ 
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c. ۔جو نقطہ کا رابطے درمیان کے شاخوں زیادہ یا دو نوڈ:نوڈ 

d. جو راستہ بند کوئی میں سرکٹ ایک لوپ ایک:لوپ. 

e. ۔جو ہوتا نہیں لوپ بند کوئی اندر کے جس جو لوپ ایک میش:میش 

f. نوڈ مشترکہ اس عنصر دوسرا کوئی اور کریں اشتراک کا نوڈ مشترکہ ایک وہ اگر ہیں میں سیریز عناصر دو:رابطے بنیادی 

ر عناصر متوازی۔ہو نہ منسلک سے

 

ر
ل

 

 ی
مت

 سکتے ہو جڑے طرح اس عناصر۔ہیں ہوئے جڑے سے جوڑے ہی ایک کے ٹر پرو

 ۔ہوں متوازی ہی نہ اور ہوں میں سلسلہ و  نہ وہ کہ ہیں

g. کلیہ وولٹیج کا کرچوف:قوانین کے کرچوف (KVL) کا وولٹیج تمام گرد ارد کے( میش/لوپ) راستے بند کہ جو کہتا 

 ۔جو صفر مجموعہ الجبری

h. کلیہ وثجودہ کا کرچوف (KCL )۔جو صفر مجموعہ الجبری کا کرنٹ واے  ہونے داخل میں نوڈ کہ جو کہتا 

 (Procedure)طریقہ عمل  3.4

i. و ثیق کی ایل وی کے اور ایل سی کے: 

ii. ۔کریں تعمیر کی سرکٹ گئے دکھائے میں 1 شکل ہوئے کرتے استعمال کا بورڈ روٹی 

iii. ڈ

  

 ۔کریں سیٹ پر وولٹ 10 کو( بمقابلہ) فراہمی کی بجلی ریگول 

iv. 3 ر تمام وثجود میں سرکٹ ہوئے کرتے استعمال کا میٹر ملٹی ڈیجیٹل

 

ر
خ 
 
ب

 

لت

 پیمائش درست کی دھاروں اور وو

 ۔کریں

v. ر  مشتمل پر اقدار وثجودہ اور وولٹیج شدہ پیمائش
 
 

 

 گیا دکھایا میں ذیل کہ جیسا کریں ریکارڈ پیمائش میں کالم ٹ

 ۔جو

vi. ات وات 
1

A اور 
1

B ۔کریں تصدیق کی ایل وی کے لئے کے لوپ میں سرکٹ ہوئے کرتے استعمال کا 

vii. ات وات 
2

A ،
2 

B ، 
2

C اور 
2

D تصدیق کی ایل سی کے لئے کے نوڈس میں سرکٹ ہوئے کرتے استعمال کا 

 ۔کریں

viii. بمقابلہ  =
20

V دہرایں  ہی ایک لئے کے 

ix. ۔کریں ٹیبلٹ کو ان اور کریں پیمائش کی مزاحمت اصل ہوئے کرتے استعمال کا میٹر ملٹی 

ست ٹ    3.5
خ

 

ت

 (Observations and Analysis) مشاہدہ اور 
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 مشاہدات:

 …………………………………………… ..  تعداد کی شاخوں

 ………………………………………………… . تعداد کی نوڈس

 ……… ……………………………… .. تعداد کی نوڈس سادہ. 

 …………………………………………… تعداد کی نوڈس اصول 

 …………………………………………………… … .. تعداد کی لوپ 

  ……………………………………………… تعداد کی میشوں 

  .... ……………………………………… راستہ کا لوپ شدہ شناخت

 ………………………………………. راستہ کا شاخوں کی سیریز

Number of branches ………………………………………….. 

Number of Nodes …………………………………………….. 

Number of simple nodes …………………………………….. 

Number of principle nodes…………………………………… 

Number of Loops…………………………………………….. 

Number of Meshes………………………………………… 

 Path of identified loops…………………………………….... 

Path of series branches………………………………………. 

 

 (3.1جدول)

=10v
S

V 

Branch 

Voltage/Current 

 

V(volt) 

 

I(mA) 
R(Ω) 

Nominal Measured 

V1, I1 4.44 9.40 470 472.340 

V2 , I2 5.50 5.60 1k 982.142 

V3 , I3 1.79 3.79 470 472.29 

V4 , I4 3.76 3.78 1k 994.708 

 

Loop equations to verify KVL: 

 

Mesh 1: -Vs +V1 +V2 -V5 = 0 .......................................................................... (1a) 

Mesh 2: -V2 +V3 +V4 = 0 .................................................................................. (1b) 

Loop 3: -Vs+V1+V3+V4-V5=0 ............................................................................. (1c) 

 

Node equations to verify KCL: 

Node a: Is- I1 = 0 ...............................................................................................(2a) 

Node b: I1 - I2 + I3 = 0 ..................................................................................... (2b) 

Node c: -I3 - I4 = 0 ............................................................................................ (2c) 
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Node d: I2 +I4 -I5 = 0 ........................................................................................ (2d) 

 (Precautions) احتیاطی تدایرو 3.6

 ۔چاہیے ہونا مضبوط  اور ہلکا بہت دھاگہ 

 ammeter اور voltmeter کی polarities ۔چاہیے جانا دیکھا سے احتیاط  کو 

 ۔کریں گریز سے رابطوں ڈھیلے 

  ۔کریں منتخب حد مناسب کی میٹر 

 (Significant of Experiment in Domestic Life) اہمیتوزمرہ زندگی میں اس تجربے کی ر 3.7

 اور ان کا درست تجزیہ کر سکتے ہیں۔یہ قوانین  کرچوف کے سرکٹ قوانین کی مدد سے ہم برقی سرکٹس کو بہتر طور پر سمجھ سکتے ہیں

کس  (Voltage) اور برقی دباؤ (Current) ہمیں یہ جاننے میں مدد دیتے ہیں کہ کسی سرکٹ کے مختلف حصوں میں برقی رو

تے ہیں،و  یہ طرح تقسیم ہوتا جو۔روزمرہ زندگی میں، جب ہم بجلی کے للات جیسے پنکھے، ٹی وی، کمپیوٹر پرو یا لائٹ سرکٹ استعمال کر

 سب انہی اصولوں پر مبنی ہوتے ہیں جنہیں کرچوف کے قوانین سے سمجھا جا سکتا جو۔

 یہ تجربہ ہمیں و انائی کے مؤر  استعمال (Efficient Use of Energy)خرابیوں کی تلاش ، (Fault Detection) 

 جو۔اسی بنیاد پر گھروں، دروںوں، کے ڈیزائن میں مدد دیتا (Safe Electrical Systems) اور بجلی کے محفوظ نظام

 کارخانوں اور گاڑیوں میں برقی نظام درست طریقے سے کام کرتا جو۔

 (Experimental Results) تجربی نتائج 3.8

 نتائج:

  

ے

 ۔جو گئی کی تصدیق کی مطالعہ کے ایل وی کے اور ایل سی کے لئے کے ورک نیٹ گئے دی 

  (Key Words) کلیدی الفاظ 3.9

  / سرکٹ کا وہ مقام جہاں دو یا دو سے زیادہ برقی تاریں یا اجزاء لپس میں جڑتے ہیں۔یہاں کرنٹ مختلف راستوں :جنکشن پوائنٹنوڈ

 میں تقسیم یا جمع ہوتا جو۔

 سرکٹ کا وہ حصہ جس میں کوئی ایک برقی جزو )جیسے مزاحمت، بیٹری یا بلب( لگا ہو۔ہر شاخ میں کرنٹ کا الگ راستہ ہوتا جو۔:شاخ 
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 سرکٹ کے اندر کوئی ایسا راستہ جو کسی بند گھیرا: / بند راستہحلقہ (closed path) کی شکل میں مکمل ہو۔KVL  اس بند راستے پر

 لاگو ہوتا جو۔

 سرکٹ کا سب سے چھوٹا ممکنہ بند راستہ جو کسی اور بند حلقے کو اپنے اندر شامل نہ کرتا ہو۔:جالی دار حلقہ 

 قوانین کے کرچوف: 

a) کلیہ وولٹیج کا کرچوف (KVL) ۔جو صفر مجموعہ الجبری کا وولٹیج تمام گرد ارد کے( میش/لوپ) راستے بند کہ جو کہتا 

b) کلیہ وثجودہ کا کرچوف (KCL )۔جو صفر مجموعہ الجبری کا کرنٹ واے  ہونے داخل میں نوڈ کہ جو کہتا 

  (Check your Information Questions)اپنی معلومات کی جانچ کیجئے

 درخواستیں؟  کی کلیہ سرکٹ کے کرچوف .1

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جو؟  اہمیت کیا کی کلیہ کے تابکاری کے کرچوف .2

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  ہیں؟ فوائد کیا کے کلیہ کے کرچوف .3

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جو؟  ہوتا استعمال کلیہ سا کون میں برج اسٹون وہٹ .4

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 ۔ ہیں لوپس لزاد تین اور نوڈس تین میں سرکٹ ایک .5

ے

 تعین؟ کا شاخوں کی نمبر میں سرکٹ گئے دی 
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…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 ہیں؟ ہوسکتے لاگو لئے کے سرکٹس مختلف کے وقت ، لکیری غیر ایل سی کے اور ایل وی کے کیا .6

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جو؟ ممکن کرنا قائم رابطہ سے ذراع  وثجودہ مثالی دو کے وسعت مختلف میں سیریز کیا .7

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جو؟ ممکن کرنا قائم رابطہ سے ذراع  وولٹیج مثالی دو کے ضعر و طول مختلف میں سیریز کیا .8

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  ہوسکتا؟ نہیں کھلے ذریعہ وثجودہ مثالی ایک کیوں .9
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         Calculation 
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 اجزا فعال غیر ۔4اکائی

 (Passive Components) 

 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   4.0

 مقاصد   4.1

 للات   4.2

 تشریح للات  4.2.1

 نظریہ   4.3

 طریقہ عمل   4.4

ست ٹ     4.5
خ

 

ت

 مشاہدہ اور 

 تدایرو احتیاطی   4.6

 روزمرہ زندگی میں اس تجربے کی اہمیت   4.7

 تجربی نتائج   4.8

 کلیدی الفاظ   4.9
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 (Introduction) تمہید 4.0

 طریقے بنیادی کچھ ، و  ہیں ہوتے وثجود للات کے بجلی زیادہ یا دو ساتھ کے ذریعہ کے و انائی میں سرکٹ کسی جب

 کا سیریز ایک۔ ہیں ہوسکتے منسلک میں امتزاج متوازی یا میں سیریز و  یا وہ۔ ہیں جوڑتے کو ان ہم ذریعہ کے جن ہیں ہوتے

 ایک ، تاہم۔ ہیں بانٹتے ذریعے کے ان ہاؤؤ وثجودہ ہی ایک اور نوڈ مشترکہ ایک اجزاء دو میں جس جو سرکٹ ایک سرکٹ

 کنکشن متوازی اور کنکشن سیریز لئیے ، میں مضمون اس۔ ہیں کرتے اشتراک کا نوڈس عام دو اجزاء ، میں سرکٹ متوازی

 ۔دیکھیں کو اختلافات مزید مابین کے سرکٹس

 (Apparatus)للات  4.2

 

 4.1)جدول)

SL.No. 
Suggested Resources required with 

vital specifications 
Quantity 

1 
Sample circuits containing different 

components 
2 

2 
Various types of resistors, pots, 

inductors and capacitors 
Assorted 

 

 4.2)جدول)

Sr. No. Suggested Resourcesrequired with 

vital specifications 

SPECIFICATION Quantity 

1 Digital Multimeter 
3 1/2 digit display 

with probes 
2 

2 Variable DC power supply 0- 30V, 2A 1 

3 
Resistances of two different values 

R1 and R2 

 
2 

4 Breadboard 5 cm X 17 cm 1 

5 
Connecting wires: Single strand 

Teflon coating 
0.5 mm diameter As required. 
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 (Apparatus Explanation) للاتتشریح 4.2.1 

 :مزاحم

ر دو میں جس جو جزو برقی ایک ریزسٹر

 

ر
ل

 

 ی
مت

 یہ کیونکہ جو ایک سے میں اجزاء اہم سے سب میں سرکٹ ایک یہ۔ ہیں ٹر پرو

 ۔جو دیتا اجازت کی کرنے کنٹرول مطابق عین کو مقدار کی وولٹیج اور وثجودہ میں سرکٹ کو صارف

 بہت اگرچہ ریزسٹر ایک۔ جو جاسکتا کیا تقسیم بھی سے لحاظ کے وثاد مزاحمتی ساتھ ساتھ کے قسم تعمیراتی کو کاروں مزاحم

۔ جو ہوتی کوٹنگ یروونی کی پینٹ وثصل اور جو ہوتا بنا سے تاروں کی تانبے گرد کے چھڑی سیرامک ایک اکثر ، جو چھوٹا

۔ جو کرتی تعین کا مقدار مطابق عین کی مزاحمت تعداد کی تار اور تعداد کی وثڑ اور ، جو جاتا کہا ریزسٹر وونڈ تار کو اس

 ہیں جاتے بنائے سے فلم کاربن اکثر ، ہیں جاتے کیے استعمال اور ڈیزائن لئے کے سرکٹس کے طاقت کم جو وہ ، ریزسٹر چھوٹے

 کو کوڈنگ رنگین کے کاروں مزاحم فلم کاربن میں انجیر۔ جو ہوسکتا بڑا بہت جو ہیں لیتے ے  جگہ کی زخم کے تار کے تانبے جو ،

 ۔جو گیا کیا ظاہر

 

 

Symbol for different types of Resistors Color bands in Resistors 

 (4.1شکل)      (4.2شکل)  

ررز

 

ی ٹ
 س
ت ی 
ک

: 

رر ایک

 

ی ٹ
 س
ت ی 
ک

 کی کرنے ذخیرہ کو و انائی میں شکل کی فرق ممکنہ مابین کے پلیٹوں کی اس جو جو جزو فعال غیر ایک 

 میں شکل کی فرق ممکنہ مابین کے پلیٹوں دو چارج۔ جو کرتا مزاحمت خلاف کے تبدیلی اچانک میں وولٹیج یہ۔ جو رکھتا صلاحیت

 ۔ہیں بنتے منفی اور مثبت سے لحاظ کے سمت کی اسٹوریج چارج جو ، جو جاتا کیا محفوظ
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+ 

- 

ررک جسے جو وثجود علاقہ والا کرنے عمل غیر ایک مابین کے پلیٹوں دونوں ان

 

ی ٹ
ی ل

ے

ن

 ویکیوم الیکٹرک ڈائی یہ۔ جو جاتا کہا ڈا

رر۔ جو ہوسکتا وغیرہ ایلومینیم ، سیرامک ، کاغذ ، میکا ، ہوا ،

 

ی ٹ
 س
ت ی 
ک

ررک شدہ استعمال نام کا 

 

ی ٹ
ی ل

ے

ن

 ۔جو گیا دیا مطابق کے ڈا

ررز دستیاب ، پر طور عام۔ ہیں فراد اکائیوں معیاری لئے کے گنجائش

 

ی ٹ
 س
ت ی 
ک

 نینو اور فرادوں پیکو ، فرادس مائیکرو اقدار کی 

 ۔گی ہوں میں رتیب  کی فرادوں

 ۔جو گیا دکھایا میں انجیر کہ جیسا علامت کی سنداررت ایک

 
 

Symbol for different types of Capacitors 

 (4.3شکل)

 (Theory) نظریہ 4.3

 

 

Series and Parallel connection of resistors  

 (4.4شکل)

 کہا ہوئے جڑے میں سیریز کر ے  سے ہاؤؤ دوسرے سے ہاؤؤ ایک صرف کہ ہیں ہوئے جڑے طرح اس ریزسٹرس

 ایک ، جو تعلق کا ذریعہ کے وولٹیج تک جہاں ، مجموعہ سلسلہ کا مزاحموں دو ، جو تعلق کا ذریعہ کے وولٹیج تک جہاں۔ جو جاتا

 ۔جو برابر کے رقم کی مزاحمتوں دو قیمت کی جس ریزسٹر ایک سے حیثیت کی ریزسٹر ہی
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ی جب ، طرح کی مزاحمت۔ جو گیا دکھایا میں انجیر کہ جیسا لئے کے سرکٹس واے  ہونے منسلک پر طور متوازی

ی ت س
ک

 

س اور ٹینس

 

ی ت

 

کت

 کرتا ظاہر فاروثلا لئے کے قیمت ات وی ٹیبل ، و  ہیں ہوتے منسلک میں سرکٹس متوازی اور میں سیریز انڈ

 ۔جو

 4.3)جدول)

 فاروثے  کے کنکشن کے سیریز اور متوازی کے عناصر

Type of Connection Resistor Inductor Capacitor 

 

Series R = R1 + R2 L = L1 + L2 
1 

= 
1 

+ 
1 

C C1 C2 

Parallel 
1 

= 
1 

+ 
1 

R R1 R2 

1 
= 

1 
+ 

1 

L L1 L2 C = C1 + C2 

 

 

circuit diagram for series and parallel connection 

 (4.5شکل)

 (Procedure)طریقہ عمل  4.4

i.  جیسا کہ دستیاب خاکہ یا انجیر میں دکھایا گیا جو، بریڈ بورڈ پر تمام اجزاء کو مناسب طریقے سے مربوط  :لگایں بریڈ بورڈ پر سرکٹ

 کریں۔

ii.  نامعلوم مزاحمت 
1

Rسرکٹ میں وہ ریزسٹر جو معلوم نہیں جو، :کو سرکٹ میں شامل کریں
1

Rمناسب جگہ پر نصب کریں۔ ، 

iii. ملٹی میٹر کی کاے  سیسے کو COM  ملٹی میٹر کا کاے  رنگ کا پروب:جوڑیںٹر پرومینل سے (lead) COM پورٹ میں لگایں ۔ 
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iv.  ملٹی میٹر کی سرخ سیسے کوΩ سرخ پروب کو اوہم کی علامت واے  پورٹ میں لگایں  تاکہ مزاحمت کی :)اوہم( ٹر پرومینل سے جوڑیں

 پیمائش کی جا سکے۔

v. ملٹی میٹر کا پاور لن کریں۔ ڈسپلے پر :ملٹی میٹر کو لن کریں
0

L اوپن سرکٹ" کا اشارہ دکھائی دے گا۔ یا" 

vi. ر پر سیٹ کریں

 

ر
خ 
 
ب

 

لت

 متغیر وولٹیج سپلائی کی مدد سے سرکٹ میں وولٹیج کی مختلف مقداریں دیں۔:وولٹیج سپلائی کو مختلف وو

vii. ۔ہر وولٹیج پر ملٹی میٹر سے وولٹیج اور کرنٹ کی قدریں نوٹ کریں:ملٹی میٹر سے وولٹیج اور کرنٹ کے پڑھنے ریکارڈ کریں 

viii.  حاصل شدہ وولٹیج اور کرنٹ کی مدد سے مزاحمت کی قیمت نکالیں:سے مزاحمت کا حساب لگایں  کلیہاوہم کےR=VI  

ix. ر پر حاصل کردہ مزاحمت کی قیمتوں کا اوسط نکالیں تاکہ زیادہ درست نتیجہ ملے۔:مزاحمت کی اوسط قیمت معلوم کریں

 

ر
خ 
 
ب

 

لت

 مختلف وو

x.  نامعلوم مزاحمتR2 دہرایں  9سے  6کے لیے مراحل 
2

R کو سرکٹ میں شامل کریں اور وولٹیج، کرنٹ کی پیمائش کر کے اس کی

 مزاحمت معلوم کریں۔

xi.  دو مزاحمت 
1

R اور 
2

Rدونوں ریزسٹرز کو ایک کے بعد ایک لگا کر سیریز سرکٹ بنایں ۔:کو سیریز میں جوڑیں 

xii.  لٹیج اور کرنٹ ناپیں، اور مزاحمت کا حساب کریں۔سیریز سرکٹ میں وو:کو دہرا کر سیریز مزاحمت معلوم کریں 9سے  6مراحل 

xiii.  سیریز میں مزاحمتوں کا مجموعہ یوں ہوتا جو:نظریاتی طور پر سیریز مزاحمت کا حساب لگایں  
2

+R
1

=R
total

R 

xiv.  دو مزاحمت 
1

R اور 
2

Rدونوں ریزسٹرز کو متوازی سرکٹ میں نصب کریں۔:کو متوازی میں جوڑیں 

xv.  وولٹیج اور کرنٹ کی پیمائش کریں اور مزاحمت نکالیں۔:متوازی مزاحمت معلوم کریںدہرایں  اور  9سے  6مراحل 

xvi.  متوازی مزاحمت کا فاروثلا جو:نظریاتی طور پر متوازی مزاحمت کا حساب لگایں 
2

R 
1

R \
2

+R
1

=R
total

R1/ 

ست ٹ    4.5
خ

 

ت

 (Observations and Analysis) مشاہدہ اور 

 مشاہدات:

 (4.4جدول)

Sr. Voltage Current Voltage Current Voltage Current Voltage Current 

No. across flowing across flowing across R1 flowing across R1 flowing 

 Resistor with R1 in Resistor with R2 in and R2 in with R1 and R2 in with R1 

 R1 circuit R2 circuit series and R2 in parallel and R2 in 

      series  parallel 
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i. R1 قیمت اوسط کی = R2 قیمت اوسط کی……………………………………………………. 

ii. جب قیمت اوسط کی مزاحمت ات وی R1 اور R2 ہیں میں سیریز  =…………………………………….. 

iii. جب قیمت اوسط کی مزاحمت ات وی R1 اور R2 ہوں میں متوازی =………………………………………… 

 (Precautions) احتیاطی تدایرو 4.6

 ل کے شناخت کہ بنایں  یقینی کو بات اس taken ۔جائے دیا ڈال پر جگہ صحیح جزو فعال غیر بھی کوئی 

 ۔رکھیں برقرار ستھرا صاف پر ٹیبل ورکنگ 

 ۔سنبھالیں سے طریقے صحیح کو اجزاء 

 ۔چاہئے ہونا مطابق کے اپ سیٹ تجرباتی رابطے کہ بنایں  یقینی کو بات اس 

 ۔کریں منتخب فنکشن مناسب کا میٹر ملٹی وقت کرتے تجربہ 

 سرکٹ لپ کہ تک جب کریں نہ سوئچ پر میٹر ملٹی  

 

ن

 

س
ی ک

 

کت

 ۔کریں نہ جانچ کی 

 ۔کریں درست کو امیٹر اور میٹر وولٹ میں قطعات درست کہ جو گیا دکھایا میں ڈایاگرام سرکٹ 

 ہونا منسلک پر طور متوازی ساتھ کے اس و  جو ہوتا استعمال لئے کے پیمائش کی وولٹیج پار کے ریزٹر پرو جب میٹر ملٹی 

 ۔چاہئے

 (Significant of Experiment in Domestic Life) اہمیتوزمرہ زندگی میں اس تجربے کی ر 4.7

 والی کاٹنے تاکہ ہیں ہوتے سوئچ دو میں سیریز ساتھ کے دوسرے ایک میں والوں کاٹنے لان اکثر پر، طور کے مثال 

 پر طور متوازی لیمپ تمام میں سرکٹ لائٹنگ۔ ہو ضرورت کی دبانے کو سوئچ دونوں پہلے سے ہونے لن کے مشین

 ۔جو سکتا جا کیا لف اور لن پر طور لزادانہ کو لائٹس کی کمرے ہر کہ جو مطلب کا اس۔ ہیں ہوئے جڑے



 

 

131 

 

 نہیں کرنٹ کوئی و  جائے جل یا ہو غائب بلب کوئی اگر۔ جو تار ایک کی لائٹس کرسمس مثال ایک کی سرکٹ سیریز 

 ایک جو ہیں ہوتے طرح کی نالیوں چھوٹی کی خون سرکٹس متوازی۔ گی سکے چل نہیں لائٹ بھی کوئی اور گا چلے

 ۔ہیں جاتی جڑ سے رگ لیے کے پہنچانے تک دل کو خون پھر اور ہیں بنتی شاخیں سے شریان

 (Experimental Results) تجربی نتائج 4.8

 نتائج:

 

 

 4.5)جدول)

 

Value of R1 

 

Value of R2 

Equivalent resistance of 

series combination of 

resistances, Rs 

Equivalent resistance of 

parallel combination of 

resistances, Rp 

Experimentally Experimentally Theoretically Experimentally Theoretically Experimentally 

    

 

 

  

    

 

 

 

 
 

 

  (Key Words) کلیدی الفاظ 4.9

 Resistor یہ وہ جزو جو جو برقی رو:مزاحمت / ریزسٹر (Current)  کے ہاؤؤ میں رکاوٹ پیدا کرتا جو۔یہ حرارت کی صورت

 (Ohm, Ω) اوہم :میں و انائی کو ضاع  کرتا جو۔اکائی

 V=IRV = IRV=IR کلیہاوہم کا  :کلیہ

 رر

 

 سٹ
 ی ت
کت

کی صورت میں ذخیرہ کرتا جو۔یہ سرکٹس میں چارج  (Electric Field) یہ جزو برقی و انائی کو برقی میدان:سمعیہ / 

 Q=CV فاروثلا(Farad, F), فیراڈ :اور وولٹیج کی تبدیلی کو کنٹرول کرتا جو۔اکائی
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 یہ جزو برقی و انائی کو مقناطیسی میدان:محرک / انڈکٹر (Magnetic Field)  میں ذخیرہ کرتا جو۔یہ کرنٹ میں تبدیلی کی

 (Henry, H) ہنری :مخالفت کرتا جو۔اکائی

 سفا رمر

 

ن
 Magnetic) یہ جزو برقی و انائی کو ایک سرکٹ سے دوسرے سرکٹ میں مقناطیسی القا:منتقل کنندہ / ٹر پروا

Induction)  لیے استعمال ہوتا جو۔کے ذریعے منتقل کرتا جو۔یہ وولٹیج بڑھانے یا گھٹانے کے 

 ل جزو جو، بعض اوقات اسے:ڈایوڈ 
ّ

 

میں شامل کیا جاتا جو۔یہ برقی رو کو صرف  Passive Components اگرچہ یہ نیم ف

 کوئی نہیں :ایک سمت میں بہنے دیتا جو۔اکائی

 (Unidirectional Conductor) یک طرفہ وثصل :کارکردگی

 ل سرکٹ 
ّ

 

عنصرجیسے   Activeپر مشتمل ہو،یعنی اس میں کوئی e Components Passivایسا سرکٹ جو صرف:غیر ف

 ٹر پروانزسٹر یا
C

I وثجود نہ ہو۔ 

  (Check your Information Questions)اپنی معلومات کی جانچ کیجئے

 جو؟  کیا سرکٹ کا سیریز .1

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جو؟  کیا سرکٹ متوازی .2

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  ہیں؟ کیا قسمیں دو کی کنکشن سرکٹ .3

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 جڑی میں سیریز ساتھ کے دوسرے ایک مزاحمت 4kΩ اور 2kΩ، 3kΩ میں جس جو، کیا مزاحمت کل کی سرکٹ ایک .4

 جو؟  ہوئی

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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         Calculation 
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MAULANA AZAD NATIONAL URDU UNIVERSITY 

B.Sc. (Physics) II Semester Examination  

Practical Model Paper 

Paper: BNPH250DEP 

 10: (Total Marks)کل نمبرات      Hours 2: گھنٹے (Time)وقت

معلوم  (Quality Factor) کی مدد سے سرکٹ کا کیفی جز (Parallel LCR Circuit) ہم متوازی ایل۔سی۔لر سرکٹ .1

 پر و انائی کے معیار کو ظاہر کرتا جو۔ (Resonance) کرتے ہیں، جو سرکٹ کی ریزونینس

 استعمال کرتے ہوئے، کسی پیچیدہ برقی سرکٹ کو ایک سادہ ات وی نیٹ ورک (Thevenin’s Theorem) تھیونن کا نظریہ .2

(Equivalent Circuit) میں تبدیل کریں تاکہ تجزیہ لسان ہو جائے۔ 

کسی بھی پیچیدہ سرکٹ کو ایک کرنٹ سورس اور متوازی مزاحمت کے تحت،  (Norton’s Theorem) نارٹن کے نظریہ .3

 میں تبدیل کر کے اس کا تجزیہ کریں۔ (Equivalent Circuit) واے  ات وی نیٹ ورک

کے مطابق، اگر کسی سرکٹ میں ایک سے زیادہ ذراع  ہوں و  کل  (Superposition Theorem) سپرپوزیشن تھیورم .4

 کے مجموعے کے برابر ہوتا جو۔ اس اصول کو تجرباتی طور پر ثابت کریں۔کرنٹ ہر ذریعہ کے علیحدہ ار ات 

 ثابت کریں، (Maximum Power Transfer Theorem) اعظم رتین و انائی منتقلی کا اصول .5

 ہو۔جو بتاتا جو کہ لوڈ کو زیادہ سے زیادہ طاقت اُس وقت منتقل ہوتی جو جب لوڈ کی مزاحمت، منبع کی اندرونی مزاحمت کے برابر 

 

 ٭٭٭
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 Notes /اہم نکات 
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 Notes /اہم نکات 

 

 

 

 

 

 

 


