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 پیغام
 

۔  چار کاتتی ینڈیٹس  یہ یںکے سا۔ قائم کی گئی یکٹ کے تحتاوطنِ عزیز کی پارلیمنٹ کے  میں 1998 مولانا آزاد نیشنل ارُدو یونیورسٹی

(روایتی اور فاصلاتی تدریس سے تعلیم کی فراہمی 2(اردو میڈیم میں پیشہ ورانہ اور تکنیکی تعلیم کی فراہمی)3(اردو زباؿ کی ترویج و ترقی)1)

 اور ممتازبناتے یں۔جو اسِ مرکزی یونیورسٹی کو دیگر مرکزی جامعات سے منفرد یں تیہ وہ بنیادی کات (تعلیم نسواں پر خصوصی توجہ۔4اور)

 میں بھی مادری اور علاقائی زبانوں میں تعلیم کی فراہمی پر کافی زور دیا گیا ہے۔ 3131قومی تعلیمی پالیسی 

اں طبقے تک عصری علوؾ کو پہنچانا ہے۔ ایک طویل عرصے سے ارُدو ارُدو کے ذریعے علوؾ کو فروغ دینے کاواحد مقصد و منشا ارُدو د 

تصدیق کردیتا ہے کہ  اس بات کیہے۔ کسی بھی کتب خانے یا کتب فروش کی الماریوں کا سرسری جائزہ رہا کادامن علمی مواد سے لگ بھگ خالی 

سائل و اخبارات میں دیکھنے کو ملتی ہے۔ارُدو قاری اور ارُدو سماج راکثراصناػ تک محدود رہ گئی ہے۔ یہی کیفیت ‘‘ ادبی’’ارُدو زباؿ سمٹ کر چند 

سے،یا مشینی یا معاشی اور تجارتی نظاؾ  ںکی صحت و بقا سےمتعلق ہو اؿ خود یہ  چاہے سے نابلد یں۔ کے اہم ترین علمی موضوعات حاضردور

علوؾ عصری  جات سےمتعلق اردو میں مواد کی دمؾ دتیاببی نے عوامی سطح پر اؿِ شعبہ، کے گرد و پیش ماحوؽ کے مسائل ہوںؿ یا ا آلات ہوں

یں جن سے ارُدو یونیورسٹی کو نبرد آزما ہونا ہے۔ نصابی مواد کی صورت حاؽ بھی چیلنجزیہی وہ ۔کے تئیں ایک دمؾ دلچسپی کی فضا پیدا کردی ہے 

ہر تعلیمی ساؽ کے شروع میں زیر بحث آتے یں۔ چوں کہ ارُدو ارُدو کتب کی دمؾ دتیاببی کے چرچے  پرکچھ مختلف نہیں ہے۔ اسِکولی سطح 

علوؾ کے تقریباً سبھی اہم شعبہ جات کے کورسز موجود یں لہٰذا اؿِ تماؾ علوؾ کے لیے نصابی عصری  ذریعہ تعلیم  ارُدو ہے اور اس میں  کایونیورسٹی 

 داری ہے۔  کتابوں کی تیاری اسِ یونیورسٹی کی اہم ترین ذمہ

کے بھرپور تعاوؿ ماہرین علم داراؿ بشموؽ اساتذہ کراؾ کی انتھک محنت اور  کے ذمہ یونیورسٹیاسِ بات کی بے حد خوشی ہے کہ  مجھے

ویں سالگرہ 35ایک ایسے وقت میں جب کہ ہماری یونیورسٹی اپنی تاسیس کی  ہے۔ چکاشروع ہو بڑےپیمانے پر کتب کی اشاعت کا سلسلہ  بنا پرکی

 کے منارہی ہے، مجھے اس بات کا انکشاػ کرتے ہوئے بہت خوشی محسوس ہورہی ہے کہ یونیورسٹی کا نظامتِ فاصلاتی تعلیم از سر نو اپنی کارکردگی

 جاب  سے کتابوں کی اشاعت اور ترویج میں بھی یزیی پیدا ہوئی ہے۔ یز نئے سنگِ میل کی طرػ رواں دواں ہے اور نظامتِ فاصلاتی تعلیم کی

ملک کے کونے کونے میں موجود تشنگاؿِ علم فاصلاتی تعلیم کے مختلف پروگراموں سے فیضیاب ہورہے یں۔ گرچہ گزشتہ  برسوں کے دوراؿ 

ال  بھی کافی دواار کن رہے تاہم یونیورسٹی نے اپنی تی  امقدوور ابلاغ کے مر و کووڈ کی تباہ کن صورتِ حاؽ کے باعث انتظامی امور اور ترسیل

ؾ کوششوں کو بروئے کار لاتے ہوئے نظامتِ فاصلاتی تعلیم کے پروگراموں کو کامیابی کے ساتھ روبہ عمل کیا ہے۔ میں یونیورسٹی سے وابستہ تما

تے ہوئے اس قین  کا اہارر کرتا ہوں کہ اؿ کی علمی شنگی  کو پورا طلبا کو یونیورسٹی سے جڑنے کے لیے صمیم قلب کے ساتھ مبارک باد پیش کر

 کرنے کے لیے مولانا آزاد اردو یونیورسٹی کا تعلیمی مشن ہر لمحہ اؿ کے لیے راستے ہموار کرےگا۔ 

 سید عین الحسنپروفیسر

 وائس چانسلر



 پیغام
طریقۂ تعلیم کی حیثیت سے تسلیم کیا جاچکا ہے اور اس طریقۂ تعلیم سے بڑی  فاصلاتی طریقۂ  تعلیم پوری دنیا میں ایک انتہائی کارگر اور مفید

ہی سے اردو آبادی کی تعلیمی صورت حاؽ کو  ہورہے یں ۔ مولانا آزاد نیشنل اُردو یونیورسٹی نے بھی اپنے قیاؾ کے ابتدائی دنوں تعداد میں لوگ مستفید

 ڈِویژؿ سے  میں 1998 ۔ مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کا آازمحسوس کرتے ہوئے اسِ طرزِ تعلیم کو اختیار کیا

 

ن

 

 ش
سلی

 

ن

نظامتِ فاصلاتی تعلیم اور ٹرا

عڈ د روایتی تدریس کے شعبہ جات قائم کیے گئے ۔ نو قائم کردہ شعبہ اور بعد ازاں میں باقادمہ روایتی طرز تعلیم کا آاز ہوا3114 اوراس کے بعدہوا 

 

مت

 

 

ن

 

 ش
سلی

 

ن

ڈِویژؿ میں تقرریاں عمل میں آئیں۔ اس وقت کے ارباب مِجازکے بھر پور تعاوؿ سے مناسب تعداد میں خود مطالعاتی مواد تحریر و  جات اور ٹرا

 ترجمے کے ذریعے تیار کرائے گئے۔

 تعلیم کے نصابات اورUGC-DEB بیگز شتہ کئی برسوں سے یو جی سی۔ ڈی ای 
ِ
نظامات کو  اس بات پر زور دیتارہا ہے کہ فاصلاتی نظاؾ

کہ مولانا آزاد  ہم آہنگ کر کے نظامتِ فاصلاتی تعلیم کے طلبا کے معیار کو بلند کیاجائے۔ چوں روایتی نظاؾ تِعلیم کے نصابات اور نظامات سے کما حقہ

ای بی کے رہنمایانہ اصولوں کے مطابق  نیشنل اردو یونیورسٹی فاصلاتی اور روایتی طرزِ تعلیم کی جامعہ ہے ،لہٰذا اس مقصد کے حصوؽ کے لیے یوجی سی ۔ڈی

 تعلیم کے نصابات کو ہم آہنگ اور معیار بلند
ِ
از سرِ نوبالترتیب یو جی اور پی جی طلبا کے SLM کر کے خود اسابیبی موادنظامتِ فاصلاتی تعلیم اور روایتی نظاؾ

 ساخت پرتیار کرائے جارہے یں۔لیے چھ بلاک چوبیس اکائیوں اور چار بلاک سولہ اکائیوں پر مشتمل نئے طرز کی 

ڈپلوما اور سر  ٹیفکیٹ کورسز پر مشتمل جملہ پندرہ کورسز چلارہا ہے ۔ بہت جلد تکنیکی ہنر پر مبنی ‘بی ایڈ‘پی جی‘نظامت ِ فاصلاتی تعلیم یوجی

اور ، کوکاتتا، مبئی،، ٹنہ،، راچی  اور سری گرعلاقائی مراکزبنگلورو، بھوپاؽ، دربھنگہ، دہلی9کورسزبھی شروع کیے جائیں گے۔ متعلمین کی سہولت کے لیے

م   161 اور امراوتی کاایک بہت بڑا نیٹ ورک تیار کیا ہے ۔اؿ مراکز کے تحت سرِ دست،وارانسی ذیلی علاقائی مراکزحیدرآباد، لکھنؤ، جموں ، نوح 6

عل

 

مت

کاؾ کر رہے یں، جو طلبا کو تعلیمی اور  (Programme Centres)پروگراؾ سنٹرس  31یز  (Learner Support Centres) امدادی مراکز

نے اپنی تعلیمی اور انتظامی سرگرمیوں میں آئی سی ٹی کا استعماؽ شروع کردیا ہے،یز اپنے تماؾ  نظامت فاصلاتی تعلیمانتظامی مدد فراہم کرتے یں۔

 پروگراموں میں داخلے صرػ آؿ لائن طریقے ہی سے دے رہا ہے۔

، یزجلد ہی آڈیو ۔ویڈیو تی تعلیم کی ویب سائٹ پر متعلمین کو خود اسابیبی مواد کی سافٹ کاپیاں بھی فراہم کی جا رہی یںنظامتِ فاصلا      

 بھی ویب سائٹ پر فراہم کیا جائے گا۔ اس کے علاوہ متعلمین کے درمیاؿ رابطے کے لیے ایس ایم ایس کی سہولت فراہم کی جا

 

ِ
 رہی ہے،ریکارڈنگ کالِ

وں جیسے کورس کے رجسٹریشن، مفوضاتجس کے 

 

گ ،امتحانات وغیرہ کے بارے میں مطلع کیا ،ذریعے متعلمین کو پروگراؾ کے مختلف پہلوئ

 

ن
سل

 

ن
کو

 جاتاہے۔ 

   روؽامید ہے کہ ملک کی تعلیمی اورمعاشی حیثیت سے پچھڑی اردو آبادی کو مرکزی دھارے میں لانے میں نظامت ِ فاصلاتی تعلیم کا بھی نمایاں     

   ہو گا۔ 

 محمد رضاء  اللہ خاؿپروفیسر 

 ڈائرکٹر،  نظامت فاصلاتی تعلیم



 کورس کا تعارػ

کے موضوعات سے متعلق ہے اور یہ مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کے بی  (Linear Algebra) خطی الجبرازیر نظر کتاب  

ڈاٹا کی ریاضی ہے جس میں  جو حقیقت میں  ریاضی کا ایک ایسا حصہ ہے خطی الجبراے سمسٹر کے نصاب پر مشتمل ہے۔ پانچوایس سی کورس کے 

کے بارے میں  (Linear Combinationsخطی الجبرا ، خطی اجتماع) ڈاٹا کی زباؿ یں۔ (Vectors)اور بردار  (Matrices)ماترس 

اس  (  کی مدد سے خطی تحویلات پر کاؾ کیا جا سکتا ہے۔Mappingsہے۔ یہ  ایسا مطالعہ ہے جس کے ذریعے برداری فضاؤں اور نقشوں)

 ذریعہ مجھاییا گیا ہے، تاکہ طلباء اپنے  طریقے سے آساؿ زباؿ میں الولوں کےسہلکتاب کی نمایاں خصوصیت یہ ہے کہ اس میں مواد کو 

 مضموؿ کو ازخود سمجھ سکیں۔

ل )تجربوں( پر منحصر ہے۔ اس  
ک

 

ن کت

کتاب کو دو حصوں میں تقسیم کیا گیا ہے۔ جس میں پہلا حصہ تھیوری پر مبنی ہے اور دوسرا حصہ پر

کے بارے میں جاکاتری دی گئی برداری فضا، تحت فضا اور اؿ کی خصوصیات میں  2اور  3، 1( اکائیوں پر مشتمل ہے۔ اکائی 16پہلا حصہ سولہ )

خطی تحویل کی بنیادی جاکاتری کو تفصیل کے ساتھ مجھاییا گیا  میں  8تا  5سے متعلق معلومات درج ہے۔ اکائی اساس اور البعد میں   4ہے۔ اکائی 

ماترس کے خصوصی قدریں اور خصوصی اکائی میں اور دسویں  یں نو۔ ت( کے بوتت پیش کیے گئے یںنظریا ہے، یز اس کے متعلق قضیوں )یا

 کے -کیلے اور  بردار

 

ن

 

 ملی
ھٹ

  13اور  11۔ اکائی الولات کو ل  کیا گیا ہےکئی  کے متعلق اس پر تفصیلی بحث کی گئی ہے یز نظریہ اور اطلاقات  

پر کئی نظریات اور اندرونی ضربی فضا میں 16-12 ہے۔ اکائی اؿ کے بہت سے مسائل پر مشتمل مشابہ ماترس ، ماترس کی عمودی شکل اور 

 مسائل دیے گئے یں۔ 

تک تجرباتی حصہ  34سے اکائی  17میں اکائی  (مینوؽ کتاب کے دوسرے حصہ)لیب صلایت  کو ہتر  بنانے کے لیے ل طلباکی مسئلہ 

طلبا سے توقع کی جاتی ہے کہ وہ عملی کلاسوں میں  دیا گیا ہے۔ طلباکی طرػ سے کیے گئے کاؾ کا ریکارڈ وہ عملی امتحاؿ کے وقت جمع کریں۔

 صل  کریں۔شرکت کریں اور کونسلر کی رہنمائی میں تجرباتی مینوؽ میں دیے گئے مسائل کو ل  کرنے کی مہارت حا

اور  اس کتاب کی تدوین میں مصنفین ، مترجمین ، تدریسی و غیرہ   تدریسی و انتظامی  عملے کے تعاوؿ کا شکریہ ادا کرتا ہوں۔کتاب کو معیاری 

ؾ ، ماہرین  طلبا کی آراو قابل عمل و فہم بنانے کی ممکن کوشش کی گئی ہے، تاہم کوئی بھی کوشش اپنے آپ میں مکمل نہیں ہوتی۔ اس ضمن میں اساتزہ  اکرا

 مشوروں کا خیر مقدؾ کیا جائے گا۔

 ڈاکٹر خواجہ معین الدین

 کورس کو آرڈی نیٹر

 



 

 

 

  

 

 خطی الجبرا

(Linear Algebra) 
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 فضا اور بنیادی خصوصیات برداری۔1اکائی 

(Vector Space and Basic Properties) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   1.1

 مقاصد   1.1

 سمتی فضا )برداری فضا(   1.1

 مثالیںکی  فضا برداری  1.1.1 

  فضا کی خصوصیات برداری  1.1.1 

 اکتسابی نتائج    1.1

 کلیدی الفاظ   1.1

 نی سوالاتنمونہ امتحا   1.1

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  1.1.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  1.1.1 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  1.1.1 

 تجویز کردہ اکتسابی مواد   1.6 
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 (Introduction)تمہید1.1

رکٹ 

ٹ

س
ب

 Giuseppeلوی ریاضی داں بار ااکی تعریف پہلی برداری فضا کے طور پر (Abstract Algebra)وںئی کے اہم جزالجبرا ای

Peano  ام کے برداری جمعکیوں کہ  کہا خطی نظال  کو برداری فضا میں کی تھی۔ پیانو نے اپنے  1888نے(Vector Addition) اور میزانی

 ۔ حاصل کر سکتے ہیں فضا میں سے( Linear Combination)اجماع کے خطی (Scalar Multiplication)ضرب

           

نظال کے حل کے سیٹ متجانس کی وضاحت  فضا  یا  خطی  مساوات کے  (Scalar Multiplication)جس طرح سے جمع  اور  میزانی ضرب 

بھی کہا خطی فضا جسے برداری فضا کی تعریف کی جاتی ہے۔ ایک  ںعاملو مشابہکو ایک سیٹ سمجھا جاتا ہے جس پر  فضا  برداریپر کی جاتی ہے، ایک 

اصوك کی تعریف کی  جمع کےپر  Vکہتے ہیں۔  بردارپر مشتمل ہوتا ہے جسے زیادہ تر  Vاور اشیاکے ایک سیٹ  Fمیدامکے ایک  میزامجاتا ہے 

سرردار Vکہا جاتا ہے جو برداری جمع گئی ہے، جسے 
یبب
س
ک

یبں
کا   اور   ویکٹر کو     ہے۔ یہاں      جب کہ کو تفویض کرتا ہے    م

  اور   جس کو تفویض کرتا ہے      بردار  کو    برادر اور    میزام ضرب نامی ایک اور قاعدہ ہر  میزانیہے۔ مجموعہ کہا جاتا 

 کہا جاتا ہے۔ ضرب کی 

 (Objectives)مقاصد 1.1

 اس قابل ہو جائیں گے کہ: آپ  کے عد اس اکائی کی تکمیل

  ۔سکیں  سمتی فضا کی تعریف بیام 

  سکیں۔جام  کی مثالوں کو سمتی فضا 

  سکیں۔ سمتی فضا کی خصوصیات کے بارے میں جانکاری حاصل 

 (Vector Space))یا برداری فضا(سمتی فضا 1.1

)جس کے عناصر کو   ایک غیر خالی سٹ۔( کہتے ہیںScalarsایک میدام ہے جس کے عناصر کو میزانیں) (     )فرض کیجیے کہ تعریف:  

 اگر  فضا( کہا جاتا ہےبردار کہتے ہیں(کو برداری فضا )یا خطی

(I)    ی گروپ ہو جس کے تحت   جسے برداری جمع )(( کہتے ہیںئےجا ایک عمل کو متعارف کیامیں س
بب قلی

 

ت

 (   )۔ عنیایک 

 گروپ 

 

ن
ب
بلی سی
ب

 ہو۔ایک آ

i)              

ii) (   )      (   )          
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iii)   ̅       ̅   ̅  ہیں( کا صفر بردار کہتے  کو  ̅ )یہاں           

iv)  کو      یہاں )      عنی  ̅         اس طرح سے کہ     کے لیے     ہر ایک

 (ہیں کا جمع کے تحت معکوس کہتے    بردار

v)                

II.  میدامF  پر برداری فضاV  جسے عددیہ ضرب  ’ ‘میں ایک بیرونی عمل(Scalar Multiplication کہتے ہیں )اس طرح وجود 

 رکھتا ہے کہ 

                 

III.  درجہ ذیل خصوصیات کو مطمئن کرتے ہیں:  ،  دونوں عمل 

i)    (   )                   

ii) (   )                   

iii)  (  )  (  )  

iv)            ،۔میں اکائی ہے میدام1 جہاں 

̅ صفر  ہیں۔لا وجود رکھتےداری فضا میں دو طرح کے صفر عناصر کسی برنوٹ: ر  
س ب
  یدارجو جمع کے عمل کے تحت ای

ب

 

ب
 ے اکا
ہ

صفر اور دوسرا 

 ۔ایک میزام ہے    

 Null فضا)نلہو تو اسے صفر بردار فضا یا +̅ *  موجود ہو عنی  پر ایسی برداری فضا جس میں صرف صفر بردار  میدام تعریف:

Spaceکہتے ہیں۔) 

 سے ظاہر کرتے ہیں۔  پھر صرفیا   یا  ( ) ایک برداری فضا ہے تب اس کو  پر   اگر کسی میدام نوٹ:

 (of Vector Space Examples) فضا کی مثالیں برداری 1.1.1

عنی ہے۔برداری فضا ایک پر Kتحت میدامکے خود اس Fمیدامجا سکتا ہے یا ہر  برداری فضا مانا ایک کو خود اس پر Fمیدامہر  .1

 سبھی برداری فضا ہیں۔ ( ) اور  ( ) ،  ( ) 

( ) سٹ برداروں کا (Three Dimensional)سبھی سہ ابعادی .1 عمل  با +           (        )*    

 ہیں: درجہ ذیل طریق سے متعارف    ،   عمل ایک برداری فضا ہے جب کہ پر   میدام    ،   

    (                 )    (        )   (        )    
 

    (              )    (        )          

 دیا گیا سٹ ہے  حل۔

     *(        )           + 
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کہ

بد ام ہمیں ثابت کرنا ہے  ی
 ۔ایک برداری فضا ہے  پر   م

I.  ی گروپ ہے۔ (   )ہم ثابت کریں گے کہ پہلے س
بب قلی

 

ت

 اس لیے 

i)  فرض کیجیے کہ  (        )   (        )    

                                      چوں کہ 

     (                 )    

              

 ۔بندشی خاصیت رکھتا ہےبا عمل (  لیے  اس

ii)   (        )   (        )   (        )  کے لیے ہمیں حاصل ہے   

(   )    (                 )  (        ) 

 ((     )     (     )     (     )    ) 

 تا ہے۔کو پوری کرمی خاصیت چوں کہ حقیقی اعداد کا اجماع تلازاور                     چوں کہ 

 اس لیے

(   )    (   (     )        (     )    (     )) 

 (        )  (                 ) 

   (   ) 

 (   )      (   )          

 تا ہے۔کو پوری کر خاصیت میزتلابا عمل (   اس لیے 

iii) ایک بردار کے لیے (        )   تمال ̅  (         )  اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   

   ̅  (              )  (        )    

 ̅    (              )  (        )    

    ̅   ̅           

̅ صفر بردار اس لیے  (         )  جمع کے عمل کے تحت ایک اکائی ہے۔   

iv)  ہر ایک   (        ) (           )   کے لیے ایک بردار     اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   

  (  )        ̅ 

(           )   اس لیے  (        )  بردار   کے تحت ایک معکوس کے لیے جمع کے عمل   

 ہے۔
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v)   (        )   (        )  کے لیے ہمیں حاصل ہے   

(   )  (                 ) 

 (                 ) 

 (        )  (        ) 

ی ہوتا ہے[  عمل کے تحت جمع کے  ]چوں کہ  س
بب قلی

 

ت

     

 اس لیے 

               

ی گروپ ہے۔ (   )اس لیے س
بب قلی

 

ت

 

II.  ۔کرتا ہے  مطمئنمیزانی ضرب کے تحت بندشی خاصیت کو   ہم ثابت کریں گے کہ اب 

(        )  اور     فرض کیجیے کہ   تب   

    (              )                    

 اس لیے

                

 میزانی ضرب کے تحت بندشی خاصیت کو مطمئن کرتا ہے ۔  اس لیے 

III.  فرض کیجیے کہ  (        )   (        )  ہیں۔       اور    

i) اب 

  (   )    (                 ) 

 (  (     )   (     )   (     )) 

 (                             ) 

 (           )  (           ) 

       

ii)  پھر 

(   )  (   )(        ) 

 ((   )   (   )   (   )  ) 

 (                       ) 

 (           )  (           ) 
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 اس لیے 

(   )        

iii)  (  )   (           ) 

 ( (   )  (   )  (   )) 

 ((  )   (  )   (  )  ) 

 (  )(        )  (  )  

iv)     (              )  (        )    

( ) اس لیے بردری فضا کی تعریف میں عد کی سبھی چار شرائط پوری ہوئیں۔ اس لیے     
 ری فضا ہے۔ ایک بردا 

 سے بھی ظاہر کر تے ہیں۔ ( )  اس برداری فضا کو  نوٹ:

 ( میں متعارف حقیقی قدر کے مسلسل تفاعلات کا سٹ برداری جمع اور میزانی ضرب کے عمل کے تحت0,1ثابت کیجیے کہ  کھلے وقفے ) .1

( )(   )اس طرح سے ہیں کہ   کے لیے   اور (   )   جو   ( ) ( )(  )اور ( )    

 حقیقی اعداد کے میدام پر ایک برداری فضا ہوتا ہے۔ ، (( ) ) 

(   )  *  فرض کیجیے کہ  حل۔ ایک  ( ) میں مسلسل تفاعل ہے۔ ہمیں ثابت کرنا ہے کہ  (   )وقفہ  جہاں+  

 برداری فضا ہے۔

I. (   )ی گروپ ہوتا ہے ثابت کرنا س
بب قلی

 

ت

 ایک 

i)  فرض کیجیے کہ      

 (  میں مسلسل ہیں۔1,1وقفہ )   اس لیے

 ۔ گا( میں مسلسل ہو1,1بھی وقفہ )    تب  

             اس لیے 

(ii         کے  لیے (   )  اور 

,(   )   -( )  (   )( )   ( ) 

 , ( )   ( )-   ( ) 

  ( )  , ( )   ( )-,  ( )  ( )  ( )   - 

  ( )  (   )( ) 

 ,  (   )-( ) 

 ,(   )   -( )  ,  (   )-( )    (   ) 

         (   )      (   )          

 پر تلازمی ہے۔   ( برداری فضا اس لیے

(iii  فرض کیجیے کہ  (   )  اس طرح سے ہے   

 ( )       (   ) 
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ہے۔ اس طرح تمال      ہے۔ اس لیے  میں مسلسل (   )ایک مسلسل تفاعل ہونے کی وجہ سے وقفہ   

 کے لیے ہمیں حاصل ہے    

(   )( )   ( )   ( )     ( )   ( ) 

 اور

(   )( )   ( )   ( )   ( )     ( ) 

 اس لیے 

          

 برداری فضا میں جمع کے عمل کے تحت ایک  اکائی ہے۔  اس  لیے 

(iv  کے لیے     ہر ایک(  )( ) میں مسلسل ہے۔  (   )بھی وقفہ    سے متعارف تفاعل  (( ) )  

–اس لیے  –)اس طرح ہے کہ       )      (  )     

 میں اپنا ایک جمع کے عمل کے تحت معکوس ہوتا ہے۔  کا       اس لیے ہر ایک 

(V  کے لیے (   )  اور       سبھی   ساتھ ہی 

(   )( )   ( )   ( )   ( )   ( ) 

 (   )( )     ,  ( )  ( )   - 

 گروپ ہے۔ (   )اس لیے

 

ن
ب
بلی سی
ب

 ایک ا

II.   برداری فضاV :میزانی ضرب کے تحت بندشی خاصیت کو مطمئن کرتا ہے 

 کے لیے (   )  اس لیے       اور      فرض کیجیے کہ 

(  )( )   ( ( ))    

 مسلسل ہے۔ میں (   )وقفہ      اور 

(   )   اس لیے   مسلسل ہے۔   

              اس لیے 

 میزانی ضرب کے تحت بندشی خاصیت کو مطمئن کرتا ہے۔ Vاس لیے 

III.   فرض کیجیے کہ                 

i)  خاصیت پہلے 

( (   ))( )   (   )( ) 

  ( ( )   ( )) 

   ( )    ( ) 

 (  )( )  (  )( ) 

 (     )( ) 

               (   )        

ii) دوسری خاصیت 
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((   ) )( )  (   ) ( ) 

   ( )    ( ) 

 (  )( )  (  )( ) 

 (     )( ) 

              (   )        

iii) تیسری خاصیت 

( (  ))( )   ((  )( )) 

  (  ( )) 

 (  ) ( ) 

 ((  ) )( ) 

               (  )  (  )  

iv)      کے لیے 

(   )( )    ( ( ))   ( ) 

                             

 میں اکائی عنصر ہے۔  سٹ  1جہاں 

 ایک برداری فضا ہے۔ ( ) لہٰذا  پوری ہوتی ہیں۔میں  ( )  چار شرائط آخری   ذکر کی گئی  اس طرح برداری فضا کی تعریف میں

و .1

 

وں کا سٹ یلحقیقی ضریب کے ساتھ ایک غیر متعین مت ب

 

وں کے جمع اور عددیہ ضرب، ،میں تمال کثیر رک ب

 

میدام  بہ لحاظ کثیر رک

 ایک برداری فضا ہوتی ہے۔ ،پر  

( ) *  دیا گیا ہے کہ حل۔             
کثیر رکنیاں اور   +                        

 ( )            
        

 ، ( )            
        

کے   برداری فضا  

 ہے۔    اور     ، جہاں عناصر ہیں

 ( )   ( )  (     )  (     )    (     )          
          

 

  ( )               
         

 

 ایک برداری فضا ہے۔ ( )  ہمیں ثابت کرنا ہے کہ

I. (   )ی گروپ ہے س
بب قلی

 

ت

 :ایک 

i)  کثیر رکنیاں فرض کیجیے کہ ( )               
 ، ( )               

برداری  

 ہے۔                   اور     کے عناصر ہیں، جہاں   فضا 

 ( )   ( )  (          
        )  (          

        ) 

 (     )  (     )    (     )          
   

 

                                                                  ,                - 
  ( )   ( )      ( )  ( )    

ii)  فرض کیجیے کہ ( )            
        

 ، ( )            
        

 

( ) اور             
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 تب

, ( )   ( )-   ( )  ,(     )  (     )  (     ) 
   - 

           
       

 
 

 ,(     )    -  ,(     )    -  ,(     )    - 
    

 ,   (     )-  ,   (     )-  ,   (     )- 
    

 (          
   )  ,(     )  (     )   - 

  ( )  , ( )   ( )- 

 اس لیے

, ( )   ( )-   ( )   ( )  , ( )   ( )- 

iii)             
       

 کے لیے ( ) کے تمال   اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     

 ( )       ( )   ( ) 

 کی جمعی اکائی ہے۔  ،  اس لیے 

iv)  ہر ( )            
( )  کے لیے        اس طرح سے       (   )     

 ہے کہ 

 ( )  (   ( ))  (   ( ))   ( )    

( )   اس لیے      (   )  (   ) 
( ) کثیر رکنی                 

کا جمعی     

 معکوس ہے۔

v) فرض کیجیے کہ  ( )               
( )  اور                

کے   برداری فضا  

 ۔ تبعناصر ہیں

 ( )   ( )  (          
        )  (          

        ) 

 (     )  (     )    (     )          
   

 

       
 

 (     )  (     )  (     ) 
               ,            - 

 (          
        )  (          

        ) 

  ( )   ( ) 

 اس لیے

 ( )   ( )   ( )   ( )   ( )  ( )    

ی گروپ ہے۔(   )لہٰذا  س
بب قلی

 

ت

 ایک 

II.   ضرب بندشی خاصیت کو پورا کرتا ہے: بہ لحاظ عددیہ 

( ) فرض کیجیے کہ             
 ہے۔ اس لیے    اور       

   ( )    (          
   ) 

 (   )  (   )  (   ) 
            ,                 - 

 اس لیے

   ( )      ( )            
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 بہ لحاظ عددیہ ضرب بندشی خاصیت کو پورا کرتا ہے۔  اس لیے 

III.  اور       فرض کیجیے کہ ( ) ( )  اور           کے عناصر   برداری فضا           

 ۔ تبہیں

i)   , ( )   ( )-    ((     )  (     )  (     ) 
   ) 

  (     )   (     )   (     ) 
    

 (       )  (       )  (       ) 
    

 ,(   )  (   )  (   ) 
   - 

 ,(   )  (   )  (   ) 
   - 

    ( )     ( ) 

 اس لیے

  , ( )   ( )-     ( )     ( ) 

ii) اور 

(   )   ( )  (   )  (          
   ) 

 (   )   (   )    (   )   
     

 ,(       )  (       )  (       ) 
   - 

 ,(   )  (   )  (   ) 
   -

 ,(   )  (   )  (   ) 
   - 

   (          
   )    (          

   ) 

    ( )     ( ) 

 اس لیے

(   )   ( )     ( )     ( )   ( )              

iii)  اور 

 (   ( ))   *  (          
   )+ 

  *(   )  (   )  (   ) 
   + 

  (   )   (   )   (   ) 
    

 (  )   (  )    (  )   
    

 (  )(          
   ) 

 (  )   ( ) 

 اس لیے

 (   ( ))  (  )   ( )   ( )              

iv)  
   ( )    (          

   ) 

 (    )  (    )  (    ) 
    

           
    

  ( ) 

 ایک برداری فضا ہے۔ ( ) اس طرح برداری فضا کی آخری  چار شرائط پوری ہوتی ہیں۔ لہٰذا 

 (Properties of Vector Space)برداری فضا کی خصوصیات   1.1.1
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 کے لیے       اور      تب  ۔پر ایک برداری فضا ہے  میدام   نظریہ: فرض کیجیے کہ 

i)    ̅   ̅         

ii)      ̅      

iii)  (  )  (  )   (  )             

iv)   (   )        

v)     ̅         

vi)                  

vii)               ̅ کا صفر عنصر    کی جمعی اکائی ہے یا   ،     کی جمعی اکائی ہے اور  ، ̅ ، جہاں    

 ہے۔

      اور        دیا گیا ہے کہ  ثبوت:

i) ہمیں معلول ہے کہ  

   ̅    ( ̅   ̅)    ,  ̅   ̅   ̅- 

    ̅     ̅     ̅                         ,   (   )       - 

    ̅   ̅     ̅     ̅                         ,    ̅     ̅   ̅- 

ی کلیہ(

بم
سب
ق

 

ت

̅        )بایاں    ̅ 

 اس لیے

   ̅   ̅         

ii)           کے لیے 

    (   )                                           ,          - 

          

  ̅                                                      ,  ̅         - 

ی کلیہ(دا)

بم
سب
ق

 

ت

̅      یاں      

 اس لیے

     ̅             

iii)  ہمیں معلول ہے کہ   ̅   ̅ [i میں ثابت ہے)] 

 ̅      چوں کہ 

   (    )   ̅ 
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(  )       )برداری فضا کی تعریف سے ظاہر ہے(    ( )   ̅ 

   (  )   (  ) 

 کا ثابوت بھی دے سکتے ہیں۔ (  )   (  )اسی طرح ہم 

iv)        کے لیے    اور 

  (   )    ,  (  )- 

 (  )      [  برداری فضا کی تعریف سے ظاہر ہے[

[iii میں ثابت ہے)]       (   ) 

       

 اس لیے

  (   )                      

v)  ہے اور  ( )  ̅    فرض کیجیے کہ      

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ       میدام ہے۔    چوں کہ

            

    (  )       ̅   سے( ) ̅  

 (    )   ̅ 

              ̅      ̅ 

 ثابت ہوا۔         ̅    اس طرح 

vi)   کے لیے      اور       فرض کیجیے کہ 

    ̅  (  ) 

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ      میدام ہے۔ ایک   اور        چوں کہ

            

    (  )   سے(  ) (  )    

 (    )  (    )  

       

     

 ثابت ہوا۔                 اس طرح 
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vii)  اور      فرض کیجیے کہ    ̅   اس طرح سے ہیں کہ    

      

        ̅ 

 (   )   ̅ 

(   )     (ہے ̅   چوں کہ )    

     

̅   اور       اس طرح   ثابت ہوا۔            کے لیے   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 1.1

ں کے بارے میں جانکاری حاصل کی یز  ایک نظریہ کی ددد سے برداری مثالوداری فضا( کی تعریف اور چند سمتی فضا )یا بر اس اکائی میں ہم نے

 ۔فضا کی کئی خصوصیات کو جانا

 (Keywords)کلیدی الفاظ 1.1

بہ)یا بردار(، برداری فضا ی

 

می
س

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 1.1

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 1.1.1

 ہوگا۔      تب ہو    اور      اگر .1

1.    ̅        اس طرح ہیں کہ      اور    

(a)    ̅ (b)     (c)      (d) کوئی نہیں 

 ہے   کی جمعی اکائی  ( )   .1

 ۔ہےپر ایک برداری فضا   ،         (     )*    .1

 : کا کوسا  بیام درت  ہےذیل .1

(a)  ( ) ۔ہےایک برداری فضا (b)  ( ) ۔ہےایک برداری فضا (c)  ( ) ۔ہےایک برداری فضا (d) کوئی نہیں 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 1.1.1

 ہے۔ برداری فضا ہوتی ایک ( )  ثابت کرو کہ .1
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20  ثابت کیجیے کہ  .2
  
  

1  ۔ہےایک برداری فضا پر   میدام  3          

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 1.1.1

 ۔ہےایک برداری فضا پر   میدام  +            (         )  *   ثابت کیجیے کہ  .1

 ۔ہےایک برداری فضا پر   میدام  +            (         )  *   ثابت کیجیے کہ  .1

   [   ]  2  اگر  .1
 ایک برداری فضا ہے۔ ( ) ہو تب ثابت کیجیے کہ  3       

 

 (Suggested Books for further  Readings) تجویز کردہ اکتسابی مواد 1.6

1. First Course in Linear Algebra,  P. B. Bhattacharya, S. K. Jain, S.R. Nagpaul, New Age International 

Publications (Second Edition) 

2. Linear Algebra: A Geometric Approach, S. Kumar, PHI Learning Private Limited, Delhi,  2021 
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 ۔  تحت فضائیں2اکائی

(Sub Spaces) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید  2.0

 مقاصد  2.1

  فضاتحت  2.2

 تحت فضاؤں کے مسائل   2.2.1

 تحت فضا کی ضروری اور کافی شرط   2.2.2

 اکتسابی نتائج  2.3

 کلیدی الفاظ  2.4

 نمونہ امتحانی سوالات  2.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 1.1.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 1.1.1 

 طویل جوابات کے حامل سوالات 1.1.1 

 بی موادتجویز کردہ اکتسا  2.6
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 (Introduction)تمہید 2.0

برداری فضاء کا وہ تحت سٹ ہے جو خود میں ‘ پہلی اکائی میں ہم نے برداری فضاء )سمتی فضاء( کے بارے میں جانکاری حاصل کی ہے۔ تحت فضاء

ری اور کافی شرط کی ددد سے ہم کے۔ اس اکائی میں تحت فضاء کے ضرو‘ .’اور عددیہ عرب ‘ +’ایک برداری فضاء ہوگا۔ بحوالے ثنائی عمل 

 تحت فضاء کے بہت سے مسائل حل کریں گے۔ 

 (Objectives)مقاصد 2.1

 اس اکائی کے مکمل ہونے کے عد آپاس قابل ہوجائیں گے کہ 

  تحت فضاء کی تعریف کرسکیں گے اور تحت فضاء کے مسئلے حل کرسکیں گے۔ 

  تحت فضاء کی ضروری اور کافی شرط کو جام لیں گے۔ 

  تحت فضاء سے متعلق نظریات سے واقف ہوجائیں گے۔ 

 (Subspace)تحت فضا  2.2

پر ایک سمتی تحت فضاء  Fکو  Wکا غیر خالی تحت سٹ ہے۔ تب  W ‘Vپر ایک سمتی فضاء )برداری فضاء( ہے اور  F میدام  Vفرض کرو کہ 

(Vector Subspace یا تحت فضاء کہتے ہیں۔اگر )W (F)  میں ایک سمتی فضاء ہے، عنی خود مختارانہ انداز 

(i) (W,+) ‘(V,+) ( کا تحت گروہی ہےa-b  W   a,b  W) 

(ii) W ( عددیہ ضرب کے تحت بندشی خاصیت رکھتا ہے۔a.α   W   a   α   Wاور ) 

(iii) a. (α+β) = aα+aβ 

(a+b). α = aα + bα 

a (bα) = (ab) α 

1 . α = α 

  α, β   W 

a, b   F 

سٹ جس میں صرف صفر بردار +̅ *کی تحت فضاء ہوگی۔ اسی طرح  Vپر خود  V ‘Fہے۔  V   Vنکہ اک سمتی فضاء ہو چو V(F)نوٹ: اگر 

 کی تحت فضاء ہوگی۔  Vشامل ہے 

 کی تحت فضاء ہے۔  ℝ (ℝ) ‘ℂ(ℝ)مثاك: 
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 تحت فضاء کی ضروری اور کافی شرط 2.2.2

 ہے اگر اور صرف اگر کی تحت فضاء  W ‘Vتب  W Vایک برداری فضاء ہے اور  V(F)۔ فرض کرو کہ 1نظریہ 

(i) α - β   W   α    W 

(ii) a.α    W   α  W  &  a F 

 کی تحت فضاء ہونے کی ضروری اور کافی شرائط ہیں۔  Vکو  W)یا( )

(i) α  β   W    α, β   W 

(ii) a. α   W,    a   F, α   W 

 ں گے۔ ( صحیح ہوii( اور )iکی تحت فضاء ہے۔ ہمیں بتلانا ہےکہ ) W ‘Vفرض کرو کہ  -ضروری شرط: ثبوت:

 کی تحت فضاء ہے۔  W ‘Vچونکہ 

(W,+( ‘)V,+ کا تحت گروپ ہوگا۔ ) 

α-    W    α,   W   

 ( پوری ہوتی ہے۔ iاس طرح سے شرط )

 برداری فضاء ہونے پر عددیہ ضرب کے تحت بندشی خاصیت رکھتا ہے۔  W(Fیز  )

a.α   W     α   W,   a   F    

 ( پوری ہوتی ہے۔ iiاس طرح شرط )

 α-    W    α,   W( i) تحت فضاء ہے۔  W(Fسے )اس طرح 

(ii )a.α   W     α   W,   a   F 

a.α   W     α( iiاور  ) α-    W    α,   W( iاور   ) W   Vشرط کافی ہے: فرض کرو کہ    W,   a   F  صحیح

 ہیں۔ 

 کی تحت فضاء ہے۔  W ‘Vہمیں بتلانا ہےکہ 

(I) (W,+(  )V,+ کا تحت کروپ ہوگا۔ ) 

 ( کے استعماك سے(i)) α-α =  ̅   Wکےلیے  a  Wغیر خالی ہے۔  Wنکہ چو

  ̅   W 

  W  غیر خالی سٹ ہوگا۔ 

(i کی ددد سے حاصل ہے )0-α= -α   W   0   W, α   W 
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  β   W     -β   W 

α, β   W  کےلیے 

(i )  α - β   W 

  α+β   W   α, β W 

ی  W‘ +’ہے۔  W Vچونکہ  س
قلب

 

ت

 کلیوں کو پیدا کرتا ہے۔ میں تلازمی اور 

  (W,+( ‘)V,+ ی تحت گروپ ہے۔ س
قلب

 

ت

 ( کا ایک 

(II )W  :عددیہ ضرب کے تحت بندشی خاصیت رکھتا ہے 

 a Fاور  α Wفرض کرو کہ

 a.α W   α F   α F( کی ددد سے یہ واضح ہےکہ iiشرط )

   W  عددیہ ضرب کے تحت بندشی خاصیت کو پورا کرتا ہے۔ 

(III چونکہ )W V  شرائط ہے 

i)    (α   )     α        α     

ii) (   )  α    α    α        

iii)  ( α)  (  )α 

iv)   α  α  α  α,β   W,   a, b   F   میں اکائی ہے میدام1 جہاں،   

W (F)  میں پورے ہوں گے۔ 

 خود ایک سمتی فضاء ہے۔  W(F)اس طرح 

 فضا بننے میں۔ کی تحت  V(F)کو  W(F)( کافی ہے ii( اور )iشرائط )  

 کی تحت فضاء ہوگی۔ اگر اور صرف اگر  W ‘Vکا ایک غیر خالی تحت سٹ  Vایک برداری فضاء ہے۔  V(F)فرض کرو کہ    ۔2نظریہ

aα+bβ   W   α, β   W    a, b   F 

 کی تحت فضاء ہے۔  W ‘V(F)ضروری شرط: فرض کرو کہ 

  (W,+( ‘)V,+ کا تحت گروپ ہے۔ اور )W  تحت بندشی خاصیت رکھتا ہے۔ عددیہ ضرب کے 

    a, b   F  اورα, β W aα, bβ W 

 ( کی تحت گروپ ہے۔ +,W,+( ‘)Vچونکہ )

aα+bβ W    aα, bβ W 

  aα+bβ W   α, β W,   a, b F 
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 اور ایک غیر خالی تحت سٹ ہےکا  W  ،Vشرط کافی ہے: فرض کرو کہ 

   α, β W    a,b F  ،aα+bβ W  (1۔۔۔۔۔) 

 کی تحت فضا ہوگی۔  W(F) ‘V(F)ہےکہ ہمیں بتلانا 

(I( )W,+( ی تحت گروپ ہے س
قلب

 

ت

 )V,+ :کا ) 

(i اگر ہم )a=b=1  1ہیں تب.α+1.β W 

  α+β W    α, β ,W 

  W  جمع کے عمل سے بندشی خاصیت رکھتا ہے۔ 

(ii )   چونکہW V  ہے۔ 

(α   )      α  (   )   α        صحیح ہوگا۔ 

 ہے( α,β,    V)چونکہ 

(iii)  اگر ہمa-b-0 F  0  لیں تب.α+0.β= ̅ W  ہوگا۔ 

(iv اگر )a=-1, b=0   F  (1-)  لیں تبα+0.β W 

  -α W    α W 

(v چونکہ )W V  ہے۔’+ ‘W  ی خاصیت کو رکھتا ہے اس لیے کہ وہ س
بب قلی

 

ت

 میں یہ خاصیت رکھتا ہے۔  Vمیں 

  (W,+( ‘)V,+ ی تحت گروپ ہے۔ س
بب قلی

 

ت

 ( کی ایک 

(II )W  کے تحت بندشی خاصیتعددیہ ضرب 

 a.α+0.β W    α W    a Fلیں تب ہمیں حاصل ہوگا    b=0میں *○اگر ہم 

  a.α W    α W   a F 

  W  عددیہ ضرب کے تحت بندشی خاصیت رکھتا ہے۔ 

(III یز  تمال )a,b F  اورα,β W  کےلیے۔ 

a.(α+β)  = aα+aβ 

(a+b)α = aα+bα 

a(bα) =(ab) α 

1.α=α   α,β W    a, b F 

W  میں درت  ہوں گے چونکہ یہV(F)  میں صحیح ہیں۔ اس طرح سےW(F)  ایک سمتی فضاء بناتا ہے۔ 

  W(F) ‘V(F)  کی تحت فضاء ہوگی۔ 
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 کی تحت فضاء ہوگی۔  α, β W    a,b F  ،aα+bβ W      W(F) ‘V(F)  اس طرح سے 

W(F) ‘V(F)  کی تحت فضاء ہے۔    aα+β W    a,b F, α,β W 

Vہوں  p,q F( جہاں p,q,oمثاك: بتلاؤ کہ آرڈر ڈٹرایاڈ )
3
(F)  کی ایک تحت فضاء ہے۔ 

 ایک میدام ہے۔  Fحل: دیا گیا ہےکہ 

V ایک
3
(F) = *(     )        ⁄ + 

(     )* = Wسمتی فضاء ہے اور       ⁄ + 

Vہمیں بتلانا ہےکہ 
3
(F) W  کی تحت فضاء ہے۔ 

 کےلیے  a,b Fہیں اور  p,q,r,s Fجہاں  x = (p,q,o), y = (r,s,o)  Wفرض کرو کہ 

  ax+by = a(p,q,o)+(b(r,s,o) 

    = (ap,aq,o)+(br,bs,o) 

    = (ap+br, aq+bs,0) W 

(  a,b F, p,q,r,s F   ap+br, aq+bs F) 

  ax+by W    x,y W &   a,b F 

  W(F) ‘V
3
(F)  کی ایک تحت فضاء ہے۔ 

(        )*=Wحقیقی اعداد کا میدام ہے اور  ℝ : اگر1مسئلہ           ⁄ کی تحت فضاء  W ‘V3(ℝ)ہو تب کیا +

 ہوگی؟ 

(        )*=Wحل: دیا گیا ہے کہ            ⁄ + 

⁄   ,α=(2اور     √=aاگر ہم   ,5) W لیں 

⁄   ,aα = √  (2تب    ,5) 

= (2√ ,  √ ⁄ , 5√ )∉W 

  a.α∉W, α=(2,   ⁄     √=a اور( 5 ,

  W  عددیہ ضرب کے تحت بندشی خاصیت کو پورا نہیں کرتا ہے۔ 

  W(ℝ)  تحت فضاء نہیں ہوگی۔ 

}=Wاور  F=ℝ:  اگر 1مسئلہ
(       ) 

       ⁄ W ‘Vتب بتلاؤ کہ {
3
(ℝ)  کی تحت فضاء ہوگی۔ 

}=W گیا ہےکہ حل: دیا
(       ) 

       ⁄ } 
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α=(xاور   a,b ℝتمال 
1
, 2y, 3z

1
), β=(x

2
, 2y

2
, 3z

2
) W 

  a.α+bβ = a(x
1
, 2y, 3z

1
)+b(x

2
, 2y

2
, 3z

2
) 

    = (ax
1
, 2ay

1
, 3az

1
)+(bx

2
, 2by

2
, 3bz

2
) 

    = (ax
1
+bx

2
, 2ay

1
+2by

2
, 3az

1
+3bz

2
) 

    = (ax
1
+bx

2
, 2(ay

1
+by

2
), 3(az

1
+bz

2
) 

= (x
3
, 2y

2
, 3z

3
) W 

xچونکہ 
3
=ax

1
+bx

2
, y

3
=ay

1
+by

2
, z

3
=az

1
+bz

2
∈  

∴ a.α b     ∀ α        ∀ a b   

  W ‘V3( )  کی تحت فضاء ہوگی۔ 

}=W:  بتلاؤ کہ 3مسئلہ
(     )

   ⁄ }   ‘V
3
(ℝ) کی تحت فضاء ہے۔ 

}=V3(ℝ)ہمیں معلول ہےکہ حل: 
(     )

       ⁄ } 

  ہے۔ فضاء برداری ایک پر ℝمیدام 

}=Wدیا گیا ہے ہمیں بتلانا ہےکہ 
(     )

   ⁄ }  ‘V3(ℝ) ۔ کی تحت فضاء ہوگی 

 تب    ℷاور    x=(a,a,a), y=(b,b,b)∈Wفرض کرو کہ 

𝜆      (𝜆  𝜆  𝜆 )  (     ) 
      = (𝜆a+b, 𝜆a+b, 𝜆a b )   
      (  a  bc   𝜆     𝜆a b  ) 

  𝜆x+y    ∀ x  y    𝜆   

   ( ) ‘V3( )  کی تحت فضاء ہے۔ 

  =V:  اگر 1مسئلہ
(     )}=Wاور 

        
         

⁄  کی تحت فضاء ہے۔  W ‘Vہو تب بتلاؤ کہ {

  =Vحل: ہمیں معلول ہےکہ 
(     )}=Wایک سمتی فضاء ہے۔ اور دیا گیا ہےکہ  

        
         

⁄ } 

    aα bکےلیے   ∋a, bر اوα, β Wکی تحت فضاء بتلانے کےلیے ہر  Vکو  Wپر  ℝہے۔ میدام  W Vیہ واضح ہےکہ 

 ہے۔ 

α=(xفرض کرو کہ 
1
,y

1
,z

1
), β=(x2, y2, z2)∈W  ہیں اورa b    جہاںx

1
,y

1
,z

1
,x

2
,y

2
,z

2
اس طرح ہیں     

xکہ 
1
-3y

1
+4z

1
xاور  0=

2
-3y

2
+4z

2
=0 
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  aα b         تب 

  = a(x
1
, y

1
, z

1
) + b(x

2
, y

2
, z

2
) 

  = (ax
1
, ay

1
, az

1
) + (bx

2
, by

2
, bz

2
) 

  = (ax
1
+bx

2
, ay

1
+by

2
, az

1
+bz

2
) 

  (ax
1
+bx

2
) – 3(ay

1
+by

2
) + 4(az

1
+bz

2
 یہاں (

  = ax
1
+bx

2
 – 3ay

1
-3by

2
 + 4az

1
+4bz

2
 

  = (ax
1
-3ay

1
+4az

1
) + (bx

2
-3by

2
+4bz

2
) 

  = a(x
1
-3y

1
+4z

1
) + b(x

2
-3y

2
+4z

2
)=a.0+b.0=0 

∴ aα b     ∀ α         ∀ a b   

  W ‘V  کی ایک تحت فضاء ہے۔ 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 2.3

اس اکائی میں ہم نے برداری فضاء کی تحت فضاء کی تعریف اس کے چند مثالوں کے بارے میں جانکاری حاصل کرکے تحت فضاء کی ضروری اور 

 ہے۔ اس نظریے کی ددد سے چند مسئلوں کا حل بھی دریافت کیا ہے۔  کافی شرط کے نظریے کو بھی ثابت کیا

 (Keywords)کلیدی الفاظ 2.4

 تحت فضاء‘ برداری فضاء

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 2.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 2.5.1

 تحت فضاء کی تعریف کرو۔  ۔1

 غلط( /)صحیح  کی تحت فضاء ہے۔  W=* ̅+ ‘Vایک برداری فضاء ہے تب  V(F)اگر  ۔1

 کی تحت فضاء ہوگی اگر  W V ‘Vایک برداری فضاء ہے تب  V(F) ۔1

(a )α+β∈W ∀α,β∈W   (b )α-β∈W ∀α,β∈W 

(c )aα+bβ∈W ∀α, β∈W a∈F  (dام میں سے کوئی بھی نہیں ) 
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 مختصر جوابات کے حامل سوالات 2.5.2

⁄        *=Wکیا  ۔1 + ‘V
3
(ℝ)ہے؟ وضاحت کریں۔  کی تحت فضاء 

 تحت فضاء کی دو مثالوں کے ذریعے تعریف کریں۔  ۔1

 کہ  ۔1

 

⁄            *=Wبتلایب +‘V
3
(ℝ) کی تحت فضاء نہیں ہے۔ 

 طویل جوابات کے حامل سوالات 2.5.3

 تحت فضاء کےلیے ضروری اور کافی شرط کو بیام اور ثابت کریں۔  ۔1

  ذیل کے کونسے سٹس  ۔1
 ؟ کے تحت فضائیں ہیں 

(i )W=*              ⁄ + (ii )W=*             ⁄      + 

(iii )W=*           ⁄     + (iv )W=*              ⁄       + 

 (Suggested Learning Resources)تجویز کردہ اکتسابی مواد  2.6

 First Course in Linear Algebra by P. B. Bhattacharya, S. K. Jain, S. R. Nagpaul, New Age ۔1

International Publishers (Second Edition). 

 .University Algebra, N. S. Gopala Krishnan, New Age International Publishers ۔2

 Linear Algebra: A Geometric Approach by S. Kumaran, PHI Learning Private Limited ۔3

Delhi (2021). 
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 II -۔  تحت فضائیں 3اکائی

(Subspaces-II) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   3.0

 مقاصد   3.1

 تحت فضاؤں کا الجبرا   3.2

 خطی اجتماع اور خطی اسپام   3.3

 اکتسابی نتائج  3.4

 کلیدی الفاظ  3.5

 نمونہ امتحانی سوالات  3.6

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 1.6.1

 مل سوالاتمختصر جوابات کے حا 1.6.1

 طویل جوابات کے حامل سوالات 1.6.1

 تجویز کردہ اکتسابی مواد  3.7
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 (Introduction)تمہید 3.0

ق مثالات کو پیش کریں گے یز  خطی اجتماع 

طعل
م

اور خطی (Linear Combinations)اس اکائی میں ہم  تحت فضاؤں کے نظریات اور ام کے 

 کے نظریات  کے بارے میں تفصیلی معلومات حاصل کریں گے۔ کی تعریفات اور ام   (Linear Span)اسپین 

 (Objectives)مقاصد 3.1

 اس اکائی کے مطالعے کے عد طلبااس قابل ہو جائیں گے کہ

 تحت فضاؤں کے الجبرا  کے نظریات سے واقف ہو کر ام کا استعماك کرنا سیکھیں گے۔ 

  سے واقف ہوں گے۔   کی تعریفات اور ام کے نظریات خطی اجتماع اور خطی اسپین 

 (Algebra of Subspaces)تحت فضاؤں کا الجبرا  3.2

 ( پھر سے تحت فضاء ہے۔ Intersectionدو تحت فضاؤں کا تقاطع ):  نظریہ

 کے دو تحت فضائیں ہیں۔         ( ) ایک برداری فضاء ہے اور  Vپر  Fفرض کرو کہ میدام   ثبوت:

 ہیں۔ ∅    اور ∅   کی تحت فضاء ہوگی۔ چونکہ  ( ) بھی       ہمیں بتلانا ہےکہ 

 ہے۔ ∅      بھی غیر خالی ہوگا عنی         

a bاور          α تحت فضاء کی ضروری اور کافی شرط کے استعماك سے ہمیں بتلانا ہےکہ      aα  b  

 ہے۔        

a bر او         αفرض کرو کہ   ہے۔      α اور     αہے۔ تب    

aαتحت فضائیں ہیں۔    اور  چونکہ   b     اور aα  b     ہوگا۔ 

aα  b         

 aα  b          α         a b    

 کی تحت فضاء ہے۔         ،( ) 

    ہونا ضروری نہیں ہیں۔  ( تحت فضاءunionدو تحت فضاؤں کا اجماع ) نوٹ:

( )  برداری فضا۔ 1 مثاك    *(        )           ⁄ + 

(     )*    کے    ⁄ (     )*   اور +    ⁄  دو تحت فضائیں ہیں +

(     ) (     )*      اور       ⁄ + 
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αنہیں ہے چونکہ کی تحت فضاء        ( )    (     )    (     )         

 لیکن  

α      (     )  (     ) 
  (     ) ∉        

 ( تحت فضاء ہونا ضروری نہیں ہے۔ Unionکی تحت فضاء نہیں ہے اس لیے دو تحت فضاؤں کا اجماع )           ( )  

20       ۔2مثاك
a b
c d

1 a b c d   ⁄ 20    برداری فضاء ہے اور ایک3
  
  1    ⁄ 3 

      20
  
  1    ⁄ کی تحت فضاء نہیں ہے اس لیے کہ          کے دو تحت فضائیں ہیں لیکن 3

  0
  
  

1    0
  
  

1 0    لیکن        
  
  

1 ∉       

ہوسکتی۔ اس سے ایک اور بار یہ واضح ہوگیا کہ کسی دو تحت فضاؤں کا اجماع تحت فضاء ہونا کی تحت فضاء نہیں         ( )  

 ضروری نہیں ہے۔ 

 کے تحت فضاؤں کے فیملی کا تقاطع بھی تحت فضاء ہے۔  V(F)برداری فضاء نظریہ:  

بھی         بھی( ) ہےکہ کے تحت فضاؤں کی فیملی ہے۔ ہمیں بتلانا  V(F)برداری فضاء  +  * فرض کرو کہ    ثبوت:

 کی تحت فضاء ہے۔ 

x yفرض کرو کہ           

   x y          x y       α 

x y  تحت فضاء ہے۔    کےلیے  αچوں کہ ہر        a b     ax  by     

   ax  by       x y       a b    

   ax  by           x y      a b    

 کی تحت فضاء ہے۔              ( ) 

 ( Linear Sum of Two Sub Spaces)دو تحت فضاؤں کا خطی جمع 

کی تعریف اس طرح کی گئی       کے دو تحت فضائیں ہیں، تب ام کا خطی جمع  V(F)برداری فضاء     اور  فرض کرو کہ 

 ہے۔ 

      *α  α α     ⁄ α    + 
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کی تحت فضاءہوگی۔ اور        بھی( ) ( iکے دو تحت فضائیں ہیں تب ) V(F)برداری فضاء     اور   اگر  نظریہ:

(ii )                    

       ہےکہ کے دو تحت فضائیں ہیں۔ ہمیں ثابت کرنا V(F)برداری فضاء     اور   دیا گیا ہےکہ  :ثبوت

*α  α α     α    ⁄  کی تحت فضاء ہوگی۔  V(F)بھی  +

a bفرض کرو کہ  α اور     α  α                 ہے جہاںα     

    α          تب        aα  b  

 a(α  α )  b(     ) 

 aα  aα  b   b   

 (aα  b  )  (aα  b  ) 

  α           

 ( تحت فضائیں ہیں۔    اور   )چونکہ       aα  b   اور       α  aα  bجہاں 

 aα  b           α         a b    

 ء ہے۔ کی تحت فضا          ( ) 

(ii ہمیں معلول ہےکہ ) ̅ ̅  اور       α  αکےلیے      α اور     αہے اس لیے ہر     

 ̅ ̅   αاور          α        

              اور         

 ایک تحت فضاء دوسرے تحت فضاء کا حصہ ہو۔ یا  (=دو تحت فضاؤں کا اجماع ایک تحت فضاء ہوگی )  نظریہ:

   ( =کی تحت فضاء ہے )       بھی ( ) کے دو تحت فضائیں ہوں تب     اور   ( ) اگر 

       یا   

    یا       کے دو تحت فضائیں ہیں یز  فرض کرو کہ     اور    فضاء برداری( ) فرض کرو کہ  ثبوت:

 ہے۔  ( )   

      تحت فضاء ہے۔ اگر       ہمیں بتلانا ہےکہ 

 یہ بھی تحت فضاء ہے۔           ہو تب       جو تحت فضاء ہے۔ اگر            

کی        یا              ( ) کی تحت فضاء ہے۔ اس طرح           ( ) 

 تحت فضاء ہے۔ 

 ہے۔        یا      کی تحت فضاء ہے۔ ہمیں بتلانا ہےکہ         ( ) فرض کرو کہ 
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xہے۔ تب       اور     مام لوکہ  xاس طرح وجود رکھتا ہےکہ      ∉ yاور      اس طرح    

yہےکہ  ∉    

   x        x        

   y        y        

   اور

   x y        

xچونکہ تحت فضاء ہے       اور   y  ہے۔        

  x    y x یا      y     

xاگر   y x ہے اور   ہو اور چونکہ      xتحت فضاء ہے، اس لیے        y  x yہے۔          

 جو کہ ایک تضاد ہے۔ 

xاسی طرح اگر   y xہو تب      کو تحت فضاء مام لیں تب       ہوگا۔ یہ بھی تضاد ہے، اس لیے اگر ہم     

 ہوگا۔        یا      

 ہے۔       یا      (=کی تحت فضاء ہوگی )             ( ) 

 (Linear Combination and Linear Span)خطی اجتماع اور خطی اسپام  3.3

.   α  αایک برداری فضاء ہے اور  Vپر  Fفرض کرو کہ میدام   تعریف:  α     عددیوںa  a   . a    

.  a α  a αکےلیے  . . a α   کوα  α   . α  ( کا خطی اجتماعLinear Combination of 

α  α   . α  کہتے ہیں۔ ) 

(     )  α  (     ) αاگر   مثاك۔    
 کےلیے       a    aہو تب  

 α   α   (     )   (     )  

   (     )  (     ) 

  = (8,3,11) 

(      )    α  αاور     
 کی خطی اجتماع ہے۔  

α کو (      )  α  (     ) α  (     ) αبردار  مثاك۔ کے خطی اجتماع میں  (      ) 

 ظاہر کرو۔ 

αدیا گیا ہےکہ  حل:  (      )    
 (      )  α  (     ) α  (     ) αہےاور  

αفرض کرو کہ   aα  bα  cα   ہے۔ 
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  α  (      )  a(     )  b(     )  c(      )  

 (      )  (a  b   c a   b  c a   b  c)  

 a   b    c     

a    b –  c      

a    b   c    
 

 کی شکل میں تشکیل دینے پر حاصل ہے۔  Echelonام مساواتوں کو 

 a     b    c      
  α  (      )     α   α   α   

ام  ب
پ
ام جسے ہم  کی Sکا ایک غیر خالی سٹ  ہے تب  V(F)برداری فضاء  Sفرض کرو کہ  (:Linear Span)خطی اس ب

پ
خطی اس

 سے ظاہر کرتے ہیں کی تعریف اس طرح ہے  - ,  یا - ,

 , -  8
a α  a α  . . . .  a α 

α  α  . . . .  α      a  a  . . . . a   ⁄ 9 

 نوٹ:

 لا متناہی ہوگا۔  L[Sمتناہی ہوسکتا ہے لیکن ] S ۔1

 - ,    ۔1

ام  S سٹ کے تحت V(F)برداری فضاء  نظریہ: ب
پ
 کی تحت فضاء ہے۔  - ,   ( ) کا خطی اس

 ایک تحت سٹ ہے۔ ہمیں معلول ہےکہ Sبرداری فضاء کا  V(F)دیا گیا ہےکہ  ثبوت:

 , -  8
a α  a α  . . . .  a α 

α  α . . . . α   a  a  . . . . a   ⁄ 9 

 ہے۔  کی تحت فضاء - ,   ( ) ہمیں بتلانا ہےکہ 

αفرض کرو کہ   a α  a α  . . . .  a α   اور 

    b    b    . . . .  b     , - a b جہاں    

α  α  . . . . α        . . . . .  a  aاور       . . . a  b  b  . . . . b      تب  

    aα  b  

 a(a α  a α  . . . .  a α )  b(b    b    . . . .  b   )  

 (aa )α  (aa )α  . . . .  (aa )α  (bb )   
(bb )   . . . .  (bb )    , -  

.  α  α)چونکہ  . . . α        . . . .  اور     

 aa  aa  . . . . aa  bb  bb  . . . . bb   ) 

  aα  b   , -    α    , -    a b     
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 ( )   , -  کی تحت فضاء ہے۔     

 ایک تحت فضاء ہو تب ثابت کرو کہ ( )   اگر   نظریہ:

(i)  , -    

(ii)  [ , -]   , - 

αکی ایک تحت فضاء ہے اور ہر  V(F) ‘Sدیا گیا ہےکہ  ثبوت: αکو ہم  - ,    a α  a α  . . . .  a α   سے

. α  αظاہر کرسکتے ہیں جہاں  . . . α     اورa  a  . . . . a     ہیں۔ 

. α  αایک تحت فضاء ہے  Sچونکہ  . . . α     اورa  a  . . . . a     کےلیےα  a α  

a α  . . . .  a α     ہوگا۔ 

  α   , -     α     

  , -         ( )  

- ,   ہمیں معلول ہےکہ   ہے۔  ( )      

- , ( 2( اور )1)            

(ii پچھلے نظریہ میں ہم نے ثابت کیا تھا کہ ) ( )   , -  کی تحت فضاء ہے، تب اس نظریے کے پہلے حصے میں اگر ہمS  کی جگہ

[ , -]  حاصل ہوگا۔  - ,  لیں تب - ,  

 تب  ہیں ( )     فرض کرو کہ  نظریہ:

(i)      , -   , - 

(ii)  ,   -   , -   , - 

αفرض کرو کہ  ( )     ( دیا گیا ہےکہ i) ثبوت:  a α  a α  . . . .  a α   , -  

. α  αجہاں  . . . α     اورα  α . . . . α     چونکہα  α . . . . α    ہے     

    a α  a α  . . . .  a α   , -  

    α   , -  

   α   , -      α   , -  

    , -   , -  

(ii فرض کرو کہ )α   ,   - 

     α  a α  a α  . . . .  a α  b    b    . . . .  b    

. α  αجہاں  . . . α            . . . . . a  aاور         . . . a  b  b . . . . b     لیکن

a α  a α  . . . .  a α   , -  اورb    b    . . . .  b     , - 

   α - ,  کا عنصر    - ,  کا عنصر 
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    α   , -   , -  

   α   ,   -      α   , -   , -  
    ,   -  α   , -   , -    ( )  

xفرض کرو کہ   y  z   , - yجہاں  - ,     , - z  ہے۔  - ,  

     y  a α  a α  . . . .  a α  

          z  b    b    . . . .  b    

.      جہاں  . . .        α  α . . . . α      اورa  a . . . . a  b  b . . . . b    

     x  (a α  a α  . . . .  a α )  b    b    . . . .  b    

. α  αچونکہ  . . . α        . . . .        x   ,   - 

     x   , -   , -      x   ,   - 

     , -   , -   ,   -     ( ) 

(A(     اور    )B)  ,َ   -            

   , -   , - 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 3.4

اس اکائی میں ہم نے تحت فضاؤں کے کئی نظریات کے بارے میں جانکاری حاصل کی ہے، یز  خطی اجتماع اور خطی اسپام کے تعریفات کی ددد 

 سے چند نظریات کے ثبوت دےکر ام سے متعلق مثالوں کو پیش کیا گیا ہے۔  

 (Keywords)کلیدی الفاظ 3.5

 اسپینتحت فضاء، خطی اجتماع، خطی 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 3.6

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 3.6.1

 - ,            کا تحت سٹ ہے تب  +(     ) (     ) (     )*     ( )  اگر  .1

(a   b)*   ہو تب       اگر  .1 a b   ⁄  غلط( /)صحیح  کی تحت فضاء ہوگی۔  +

 ہے۔                  کے تحت فضائیں ہیں تب  V(F)برداری فضاء     اور   اگر  .1

 ہے۔ - ,            کی تحت فضاء ہو تب  V(F)  ‘Sاگر  .1
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(a )S  (b ) , -  (c)V  (dکوئی نہیں ) 

 غلط( /)صحیح     دو تحت فضائیں ہیں۔  Vاور  +̅ *کے  V(F)برداری فضاء  .1

 الاتمختصر جوابات کے حامل سو 3.6.2

 کہ  .1

 

 کرتا ہے۔  spanکو  +(     ) (     ) (     )*       بتلایب

ام کا  (         )   +(        ) (         ) (        )*  کیا  .1 ب
پ
کے خطی اس

 عنصر ہے؟ وضاحت کریں۔ 

(      )کیا  .1  ؟ وضاحت کریں۔ -(      ) (       ) (      ),  

 تقاطع بھی ایک تحت فضاء ہے۔ ثابت کریں کہ دو تحت فضاؤں کا  .1

 کیا دو تحت فضاؤں کا اجماع تحت فضاء ہوگی؟ وضاحت کریں۔  .1

 طویل جوابات کے حامل سوالات 3.6.3

کی تحت فضاء ہوگی          ( ) کے دو تحت فضائیں ہیں، تب ثابت کریں کہ  V(F)برداری فضاء    اور   اگر  ۔1

 ۔       یا      (=)

 کے دو تحت سٹس ہوں تب ثابت کریں کہ          ( ) اگر  ۔1

(i)        ,  -   ,  - 

(ii)  ,     -   ,  -   ,  - 

  ذیل کے کونسے سٹس  ۔1
 کے تحت فضائیں ہیں۔ 

(i)    *(a b c) a   b   c   ⁄ + 

(ii)    *(a b c) a  b  c   ⁄ + 

(        )فرض کریں کہ  ۔6    
  ‘ذیل کے کونسے تحت سٹس 

 کی تحت فضائیں ہیں۔ 
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(i)  تمال بردار کا سٹ جس میں     

(ii) تمال بردار کا سٹ جس میں         

(iii) تمال بردار کا سٹ جس میں         

20   فرض کریں کہ  ۔7
  
  

1          ⁄ 3  کہ ایک برداری فضاء    پر 

 

 ہے، تب بتلایب

   20
  
  

1        ⁄ 3     20
  
  

1      ⁄ 3 

 معلول کرو۔            کے تحت فضائیں ہیں، یز     

 (Suggested Learning Resources)تجویز کردہ اکتسابی مواد  3.7

 First Course in Linear Algebra by P. B. Bhattacharya, S. K. Jain, S. R. Nagpaul, New ۔1

Age International Publishers (Second Edition). 

 .University Algebra, N. S. Gopala Krishna, New Age International Publishers ۔2

 Linear Algebra: A Geometric Approach by S. Kumaran, PHI Learning Private Limited ۔3

Delhi (2021). 

 .A Text Book of B.Sc Mathematics Volume III by V. Venkateswara rao and Other, S ۔4

Chand & Company Ltd., New Delhi. 
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 ۔  اساس اور البعد4اکائی

(Basis and Dimension) 

 اکائی کے اجزاء

 تمہید   4.0

 مقاصد   4.1

 خطی غیر تابع اور خطی تابع   4.2

 اساس اور البعد   4.3

 اکتسابی نتائج  4.4

 کلیدی الفاظ  4.5

 نمونہ امتحانی سوالات  4.6

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 1.6.1 

 کے حامل سوالاتمختصر جوابات  1.6.1 

 طویل جوابات کے حامل سوالات 1.6.1 

 تجویز کردہ اکتسابی مواد  4.7
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 (Introduction)تمہید  4.0

 اس اکائی میں ہم خطی طور پر غیر تابع اور خطی طور پر تابع بردار کے تعریفات اور ام کی ددد سے چند مسائل کے حل پیش کریں گے۔ عد میں

 ور اس کی البعد کے بارے میں جانکاری حاصل کرکے چندمسئلوں کا حل معلول کریں گے۔  ہم برداری فضاء کی اساس ا

 (Objectives)مقاصد  4.1

 اس اکائی کے مطالعہ کے عد طلبہ اس قابل ہوجائیں گے کہ 

 ( خطی طور پر غیر تابعLinearly Independentبردار اور خطی طور پر تابع بردار کے تصورات کو سمجھ سکیں گے۔ )  

  اساس اور البعد کے چند نظریات کو جام کر اس سے متعلق مسئلوں کو حل کرسکیں گے۔ 

 (Linear Independence and Linear Dependence)خطی غیر تابع اور خطی تابع بردار  4.2

 تعریف: 

کے ایک سٹ  Vپر ایک برداری فضاء ہے۔  Fمیدام  Vفرض کرو کہ  1 2, ,... nS   ر پر غیر تابع )کو خطی طوLinear 

Independent 1کےلیے              ( کہتے ہیں۔ اگر 1 2 2 ... 0n na a a      1ہو تب 2 ... 0na a a   

1بردار  ________ 2, ,... n   کو خطی طور پر تابع(Linear Independentکہتےہیں۔ اگر کم از کم ایک غیر صفر )    

( 1,2,3,,... )i n 1اس طرح ہوکہ 1 2 2 ... 0n na a a     ۔ 

: واحد سٹ 1نوٹ  0  کسی بھی برداری فضاء( )V F میں ہمیشہ خطی طور پر غیر تابع ہے۔ 

): برداری فضاء 1نوٹ )V F موجود ہو خطی طور پر تابع ہے۔  ̅  کا ہر سٹ جس میں 

 کہ 

 

مثاك: بتلایب      1,1,1 , 1,0,1 , 0,1,0S  کا خطی طور پر تابع سٹ ہے۔ 

حل: دیا گیا ہےکہ       1,1,1 , 1,0,1 , 0,1,0S  اور

3S  R ہے۔ ہمیں بتلانا ہےکہS  خطی طور پر تابع ہے۔ فرض کرو کہ

1 2 2, ,a a a R کےلیے       1 2 31,1,1 1,0,1 0,1,0 0 0,0,0a a a    ہے۔ 

   1 2 1 3 1 2, , 0,0,0a a a a a a      

1 2 0a a    

1 3 1 20a a a a     

2 3a a   

1اگر  1a   2اور 31 a a  1تب 2 0a a  ‘1 3 0a a  2اور 3a a ہے۔ 
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 خطی طور پر تابع ہے۔  Sصفر نہیں سٹ    چونکہ 

مثاك: اگر       1,2,1 , 3,1,5 , 3, 4,7S   کہ 

 

S‘ہو تب بتلایب 3V R کا خطی طور پر تابع سٹ ہے۔ 

حل: دیا گیا ہےکہ        31,2,1 , 3,1,5 , 3, 4,7S    R ہے۔ 

 خطی طور پر تابع ہے۔  Sنا ہےکہ ہمیں بتلا

,فرض کرو کہ  ,a b cR کےلیے       1,2,1 3,1,5 3, 4,7 0 0,0,0a b c     ہے۔ 

       , 2 , 3 , ,5 3 , 4 ,7 0,0,0a a a b b b c c c      

   3 3 , 2 4 , 5 7 0,0,0a b c a b c a b c         

3 3 0

2 4 0 ( )

5 7 0

a b c

a b c I

a b c

   


    
   

 

(Iو

 

س مساواتوں کا نظال ہے جسے ماتر a,b,c یل( تین مت

ب ی

 

بی
ی جس

 س کے شکل میں اس طرح کھ  سکتے ہیں۔ میں ایک خطی ہومو

1 3 3 0

2 1 4 0

1 5 7 0

a

b

c

    
    

     
    
    

 

A X O  

جہاں 

1 3 3

2 1 4

1 5 7

A

 
 

  
 
 

اور 

a

X b

c

 
 

  
 
 

 ‘  [
 
 
 
)detچونکہ     ہے۔ [ )A A 

1(7 20) 3(14 4) 3(10 1)       

             

 (Iکے مسا ) واتوں کا غیر صفر حل ہوگا۔ 

  S  خطی طور پر تابع سٹ ہے۔ 

+(      ) (      ) (     )*  مثاك: کیا     
 خطی طور پر غیر تابع ہے؟ وضاحت کریں۔ ‘ 

 ہے۔ +(      ) (      ) (     )*  حل: دیا گیا ہےکہ 

a b cفرض کرو کہ  (     )aکےلیے      b(      )  c(      )  ہے۔ ̅  

 ( a  b   c a  b  c  a   b   c)  (     ) 

 
a  b   c   
a  b  c   

 a   b   c   
 

 اس کی ماترس شکل ہے۔ 
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[
   
    
    

] 6
a
b
c
7  [

 
 
 
] ]  جہاں  ( )    

   
    
    

 ہے اور  [

de   | |   (   )   (    )   (   )  
              

 صفر قیمتیں ہوں گے جس کےلیے کے  a,b,cکا صفری حل ہوگا عنی  Iنظال   

a(     )  b(      )  c(      )  ہے۔  ̅  

  S  ایک خطی طور پر غیر تابع سٹ ہے۔ 

 (Basis and Dimension)اساس اور البعد  4.3

 : (Finite Dimensional Vector Space)متناہی البعد کی برداری فضاء 

- , اس طرح ہو کہ     کہلاتی ہے۔ اگر ایک متناہی سٹ متناہی البعد کی برداری فضاء  ( ) ایک برداری فضاء   ۔   

    مثاك: اگر 
 لیے کے+ (     )  e  (     )    e  (     ) e*  ہے تب

 , -    
 ہے۔  

 ایک متناہی البعد کی برداری فضاء ہے۔         

 ( کہلاتا ہے، اگر Basisکی اساس ) S ‘Vکا ایک تحت سٹ  Vایک برداری فضاء ہے۔  ( ) فرض کرو کہ  -(:Basisتعریف: اساس )

(i ) , -  خطی طور پر غیر تابع ہے۔  S( ii)  ہو، اور    

 کی اساس ہے۔ ( )  ‘ + (     ) (     ) (     )*  مثاك: 

( کہتے ہیں، جسے Dimension)کا البعد  Vکی اساس میں موجود عناصر کی تعداد کو  Vایک برداری فضاء  -(:Dimension)تعریف: البعد 

 ۔      dہے، عنی  nکی البعد  Vعناصر ہوں تو  nسے ظاہر کرتے ہیں۔ اگر اساس میں     dہم 

 ( برداری فضاء کہتے ہیں۔ Infinite Diminsionکو لامتناہی البعد ) Vاگر اساس میں عناصر کی تعداد متناہی نہ ہو تب 

.   α  α*  اور  ایک برداری فضاء ہے V: فرض کرو کہ 1نوٹ α  + میںn  برداریں ہیں۔ اگرα برداروں کا خطی  nام    

.   α α  α*اجماع ہے تب  α  + ایک خطی طور پر تابع سٹ ہوگا۔ 

 غیر تابع nمیں  S ‘V( کیا گیا ہے۔ اگر spannedبرداروں سے تکوین ) mایک ایسی برداری فضاء ہے، جس کو  V: فرض کرو کہ 1نوٹ

 لہٰذا ایک متناہی طور پر تکوم برداری فضاء کے دو اساسوں میں عناصر کی تعداد مساوی ہوگی۔     برداروں کا سٹ ہے تب 

 (۔ Basis Existence Theoremکا ایک اساس وجود رکھتا ہے ) V(F): ہر متناہی البعد کی برداری فضاء 1نوٹ
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خطی طور پر غیر تابع بردار ہیں، تب  nکا تحت سٹ ہے، جس میں  S  ‘Vء ہے، یز  البعد کی ایک برداری فضا ( )    نظریہ: فرض کرو کہ 

S  ‘V  کی اساس ہوگی۔ 

.   α  α*      ایک برداری فضاء ہے اور فرض کرو کہ  ( ) ثبوت: دیا گیا ہےکہ  α  +  کا تحت سٹ ہے، جس میںn 

 بردار ہیں۔ 

xفرض کرو کہ  ∉ xاور    ∉ .   α  α*ہے۔       dچونکہ    α  x +  خطی طور پر تابع ہوگا۔ 

 

 

.   a  a*اس لیے عددیب a  b  اس طرح وجود رکھتے ہیں کہ  +   

a α  a α   . a α  bx   ̅      ( )  

bاگر  .   α  αہوگا۔ چونکہ  ̅   a α  a α   . a αہو تب     α  تابع ہیں۔ غیر 

a  a    a    ہوں گے جو ناممکن ہے کیونکہa  a   . a  b میں سب صفر نہیں ہوتے، لہٰذا   

b        

  x  ( b  a )α  ( b  a )α   . ( b  a )α ……(I) 

 ( ہے۔ basisکی اساس ) S  ‘Vکی تکوم کرتا ہے، لہٰذا  Vایک خطی طور پر تابع سٹ ہے جو  Sعنی 

 Basis Extensionنظریہ: متناہی البعد کے برداری فضاء کے کسی بھی خطی طور پر غیر تابع تحت سٹ کو اساس پر توسیع دی جاسکتی ہے۔ )

Theorem) 

.   α  α*  بردار ہوں گے۔ فرض کرو کہ ‘ n’کی اساس میں  Vہے، تب  dim V=nثبوت: فرض کرو کہ  α  +ر خطی طو

 کی اساس ہوگی۔ S ‘Vہو تو     ہے۔ اگر  - ,   ہوگا۔ فرض کرو کہ    پر غیر تابع عناصر کا سٹ ہے، تب 

- ,   اگر  ∌   αاس طرح ہوگا کہ       αہو تب      ۔  

.   α  αفرض کروکہ  α     عددیوں کا سٹ اس طرح ہےکہa α  a α   . a α  

a   α     ̅ 

   α    ( aتب      aاگر 
  a )α   . . ( a   

  a )α   ہے۔ 

 اس کا مطلب ہےکہ        aجو مفروضہ کے متضاد ہے لہٰذا       aاس کا مطلب ہےکہ 

a α  a α   . a α  a   α     ̅ 

  a  a  . . . .  a  a      

.  α  α*   لہٰذا  . . . α  α   +  ہو تب      کےلیے  -  ,    خطی طور پر غیر تابع ہے۔ اگرV 

‘S’  کی اساس ہے جس میںS  شامل ہے۔ اس طرحS  کو اساس  
 میں توسیع دی گئی۔  

        αتب     اگر 
∌   αاس طرح ہوگا کہ    

لائی عمل کو دبادا کرکے ہم اساس اور با 

    *α  α  . . . . α    α   +  بناسکتے ہیں جوS  کی توسیع ہوگی۔ 
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   اگر 
. α  α  α*پار کرنے پر ہم حاصل کرتے ہیں کہ  n-mاساس نہ ہوتو اس عمل کو   . . . α  +  ایک غیر تابع سٹ ہے جس

.  α  α*عناصر ہیں تب  nکے  . . . α + V  کی اساس ہوگی چونکہdimV=n  ہے۔ اس طرح ہر خطی طور پر غیر تابع سٹS  کو

 اساس میں توسیع دے سکتے ہیں۔ 

 ۔    d    dاس کی تحت فضاء تب  Wایک متناہی البعد کی برداری فضاء ہے اور  Vنوٹ: اگر 

(     )  dکے دو تحت فضائیں ہوں تب  V(F)متناہی البعد کی برداری فضاء     اور   نظریہ:اگر   

d     d     d  (     ) 

 متناہی البعد کی برداری فضاء ہے۔  Vکی تحت فضائیں ہیں اور     اور     ( ) ثبوت: دیا گیا ہےکہ 

 کی ہے۔  بھی متناہی البعد      کی تحت فضاء ہے اور  V بھی       ہمیں معلول ہےکہ 

.       *     فرض کروکہ  (     )  dکی اساس ہے عنی  +     ۔   

کی اساس پر توسیع    کی اساس اور    کی اساس کو       ہے۔          اور          چونکہ 

 دی جاسکتی ہے۔ 

کی اساس اور  +             .       *     لہٰذا مام لیں کہ 

     *       . (  )  dکی اساس ہے تب +              (  )  dاور        

 ہے۔     

(     )  d   تب   d     d     d  (     ) 

           

          ( ) 

(     )  d بتلانا ہےکہ اس لیے ثبوت مکمل کرنے کےلیے ہمیں   ہے۔ اس کےلیے ہم        

کی اساس       بردار ہیں       جس میں  +                       .       *

(     )  dبتلائیں گے تب  - , ہوگا۔          ہوگا۔        

xفرض کروکہ   y  z yجہاں         zاور          

  
x  (a    a     . a    b    b     b   )  

(c    c     . c    d    d     d   )
 

y  جہاں   a    a     . a    b    b     b    

z  c    c     . c    d    d     d    

کی اساس ہے اور  +             .       *    چونکہ 

 کی اساس ہے۔  +             .       *    
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 x  (a  c )    . . (a  c )   b     b    d    
 d     , -  
  , -         

 اس طرح ہمارا دعویٰ درت  ہوا۔ 

 ( ہے: l.iخطی طور پر غیر تابع ) Aدعویٰ: 

.       مام لو کہ عددیہ   کےلیے                           

                                     ̅    ( ) 

              (                       ) 

 کا ہے۔   میں ہے اور بایاں بردار    بالا مساوات کا دایاں بردار 

                      

                        

(            ) 

             (   )     (   )    ̅ 

                            

 خطی طور پر غیر تابع ہے۔  +             .       *چونکہ 

( )                           ̅  

. چونکہ    *      . . . .           .  ہے۔  +  

                            
                                      ̅  
                                           

  A  خطی طور پر غیر تابع سٹ ہے۔ 

(     )  dکی اساس ہوئی۔ تب       ‘ Aاس طرح             (  )  

 ( )(  )    

d  (     )  d     d     d  (     )  

 (Quotient Space)خارج قسمت فضاء 

کی تحت فضاء ہے تب سٹ  V(F) برداری فضاء Wاگر 
 

 ⁄    *  x  x   + 

(x  )جس کی تعریف ہے ‘ .’اور ‘ +بحوالے   (  y)    (x  y) 

a(  x)    ax 

 a         x   y   
 ⁄    

 اسے ہم خارج قسمت فضاء کہتے ہیں۔ 
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⁄  )  dاس کی تحت فضاء تب  Wایک متناہی البعد کی برداری فضاء ہے اور  V(F)رزلٹ: اگر  )  d    d    

 ہے۔ 

a b c d (a b c d)*     مسئلہ: اگر   اور  +  

   *(a b c d)      b   c  d   + 

   *(a b c d)      a  d b   c+ 

V  کی اساس اور البعد معلول کرو یز        اور   ‘  کےدو تحت فضائیں ہوں تبd   (     )  معلول کرو۔ 

(a b c d) حل: فرض کرو کہ  ہے تب     

(a b c d)  a(       )  c(       )  d(        ) 

(a b c d)تب  کا خطی اجماع ہے۔  +(        ) (       ) (       )*    

 *(       ) (       ) (        )+ 

       d کی اساس ہے۔   

x فرض کرو کہ   (a b c d)     

              

  x  (a b c d)  (d  c c d)  d(       )  c(       ) 

  *(       ) (       )+        dکی اساس ہے اور      

 ہمیں معلول ہےکہ 

      

{
 
 

 
 
(       )

        
        

⁄

}
 
 

 
 

 

                     b   c a    d    

 (       )  (        )   (       ) 

      *       + (     )  dکی اساس ہے اور         

  d  (     )  d     d     d  (     ) 

         

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 4.4

رریفات کی ددد سے کئی مسائل کا حل اس اکائی میں ہم نے خطی طور پر غیر تابع اور خطی طور پر تابع برداروں کی معلومات حاصل کی۔ یز 
ع

 

ت

 

ب
ا

ررکے ام کی ددد سےچند مسئلوں کے حل دریافت کیے ہیں۔ 
ک

 

بش
پپی

 معلول کیے ہیں۔آخر میں اساس اور البعد کے کئی نظریات کو 
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 (Keywords)کلیدی الفاظ 4.5

 البعد ۔   ،خطی طور پر غیر تابع سٹ، خطی طور پر تابع سٹ، اساس 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 4.6

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 4.6.1

 خطی طور پر غیر تابع برداروں کی تعریف کرو۔  ۔1

 خطی طور پر تابع برداروں کی تعریف کرو۔  ۔1

 غلط(/)صحیح     خطی طور پر تابع ہے۔  +(     ) (     )*   ۔1

 غلط(/صحیح)    خطی طور پر تابع ہے۔  +(     ) (     ) (     )*   ۔1

 میں  (ℝ)  ‘ +(      ) (     ) (      )*   ۔1

(a خطی طور پر تابع سٹ ہے )    (b خطی طور پر غیر تابع سٹ ہے ) 

(c )    کوspan کرتا ہے    (bکوئی بھی نہیں ) 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 4.6.2

 تعریف کرو۔  ۔1

(i) خطی طور پر غیر تابع برداروں کا سٹ 

(ii)  تابع برداروں کا سٹخطی طور پر 

(iii) اساس 

 موجود ہے ایک خطی طور پر تابع سٹ ہوگا۔  ̅ کا جس میں  V(F)برداری فضاء ‘ Sبتلاؤ کہ ایسا تحت سٹ  ۔1

 بتلاؤ کہ اکیلا غیر صفر بردار کسی بھی برداری فضاء میں خطی طور پر غیر تابع ہوگا۔  ۔1

 تابع برداروں کے سٹ کو اساس میں توسیع دی جاسکتی ہے۔ ثابت کرو کہ متناہی البعد کی برداری فضاء پر خطی طور پر غیر  ۔1

 کی اساس ہے۔  +(      ) (      ) (      )*   ( )  بتلاؤ کہ  ۔1
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 کی اساس ہے؟ وضاحت کرو۔ +(      ) (     ) (     )*    ( )  کیا  ۔6

 طویل جوابات کے حامل سوالات 4.6.3

 اساس کے توسیع نظریہ کو بیام اور ثابت کرو۔   ۔1

 ذیل کےکونسے سٹس اساس ہیں؟  ۔1

(i)   *(       ) (      ) (         )+ 

(ii)   *(    ) (     ) (      )+ 

(iii)   *(      ) (      ) (      )+ 

 کے تحت فضائیں ہوں تب ثابت کرو کہ ‘ جو متناہی البعد کی ہے V(F)برداری فضاء ‘     اگر  ۔1

d  (     )              d   (     )  

 (Suggested Learning Resources)تجویز کردہ اکتسابی مواد  4.7

  First Course in Linear Algebra by P. B. Bhattacharya, S. K. Jain, S. R. Nagpaul, New ۔1

 Age International Publishers (Second Edition). 

 .University Algebra, N. S. Gopala Krishna, New Age International Publishers ۔2

  Linear Algebra: A Geometric Approach by S. Kumaran, PHI Learning Private Limited ۔3

 Delhi (2021). 

  .A Text Book of B.Sc Mathematics Volume III by V. Venkateswara rao and Other, S ۔4

 Chand & Company Ltd., New Delhi. 
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 تتحویلاخطی ۔ 5کائیا

(Linear Transformations) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید  5.0

 مقاصد  5.1

 تتحویلاخطی   5.2

 ت کا الجبراتحویلاخطی   1.1.1 

 اکتسابی نتائج  5.3

 کلیدی الفاظ  5.4

 نمونہ امتحانی سوالات  5.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 1.1.1

  تمختصر جوابات کے حامل سوالا 1.1.1

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 1.1.1

 تجویزکردہ اکتسابی مواد  1.6
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 (Introduction)تمہید  5.0

ت  اور اس کے الجبرا کے  تصور پر حث  کریں گے اور اس کی ددد سے چند مثالات کا حل پیش کریں گے۔ تحویلااس اکائی میں ہم خطی  

 عمل برداری جمع اور میزانی ضرب ایک برداری فضا ہوتا ہے ۔ت کا سٹ بہ تحویلاخطی  سبھیہم پزھیں گے کہ یز  

 (Objectives)مقاصد 5.1

 اس اکائی  کے مطالعہ کے عد طلبہ کو  اس قابل ہوجانا چاہیے  کہ: 

  سکیں۔ ت کے تصور کو سمجھ تحویلاخطی 

  ت  کی الجبراک  خصوصیات کو سمجھ سکیں۔تحویلاخطی 

  کا حل حاصل کر سکیں۔ ں ت کے استعماك سے چھ  مثالوتحویلاخطی 

 (Linear Transformations)تخطی تحویلا 5.2

جس کی تعریف اس طرح سے  کی       ( Mappingبرداری  فضائیں  ہیں۔ تب نقش) ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ   تعریف:

 جاتی ہے

i)  (   )   ( )   ( )         

ii)  (  )    ( )             

 کہتے ہیں۔ (Homomorphism) ہم مارککو

کو یک   ایک تا ایک اور بر تفاعل ہو تو   کہتے ہیں۔ اگر  (Homomorphic Image)کی ہم مارفی شبیہ  کو   ایک بر تفاعل ہو تو   اگر 

سے ظاہر کرتے ہیں۔     کو  کے یک مارفی ہے اور اس  برداری فضا   کہتے ہیں۔ اس طرح ہم کہہ سکتے ہیں کہ  (Isomorphism)مارفیت

 کی تعریف کو سمجھیں گے۔ تحویلاب ہم خطی 

ایک تفاعل ہے جس کی تعریف اس طرح  تحویلخطی        برداری  فضائیں  ہیں۔ تب  ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ     تعریف:

 سے  کی جاتی ہے

 (     )    ( )    ( )                

 ( بھی کہتے ہیں۔ یہ شرط درجہ ذیل شرط کے معادك ہوتی ہےLinearity Propertyشرط کو خطی خاصیت)اس 

 (    )    ( )   ( )              

 پر اس طرح سے متعارف ہوتا ہے    سے  ( جو  Identity Transformation)تحویلکوئی برداری فضا ہے، تب اکائی   اگر  ۔1مثاك
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 ( )         

 ہے۔ تحویلایک خطی 

 پر اس طرح سے متعارف ہوتا ہے    سے   تحویلصفر 

 ( )   ̅      

 ہے۔ تحویلایک خطی 

 (Negative of Linear Transformationکی منفی اثرات) تحویلخطی 

کو اس طرح سے  ظاہر کیا  کی منفی قدر تحویلخطی ہے تب  تحویلخطی        برداری  فضائیں  ہیں اور  ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ 

 جاتا  ہے

(  )( )    ( )      

( )    دکھائیے کہ نقش  ۔1مثاك  ایک میدام ہے، جو اس طرح سے متعارف ہوتا ہے،   ، جہاں   ( )   

 (        )  (           ) 

 ہے۔ تحویلایک خطی 

(        )   (        )  فرض کرو کہ  حل۔  ہو تب      دو بردار ہیں۔ اگر  ( )   

 (     )   , (        )   (        )- 

  (                       ) 

 (                               ) 

 ( (     )   (     )  (     )   (     )) 

  ((     ) (     ))   ((     ) (     )) 

   (        )   (        ) 

   ( )    ( ) 

 ہے۔ تحویلایک خطی   اس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ دی گئی نقش 

 ، جو اس طرح سے متعارف ہوتا ہے،         دکھائیے کہ نقش  ۔1مثاك

 (        )  (|  |  ) 

 نہیں ہے۔ تحویلخطی 

 ، جو اس طرح سے متعارف ہے،         نقش  دیا گیاحل۔

 (        )  (|  |  ) 
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(        )   (        )  فرض کرو کہ    ہو تب      دو بردار ہیں۔ اگر  ( )   

 (     )   , (        )   (        )- 

  (                       ) 

 (         )                             ( ) 

 اور

  ( )    ( )    (        )    (        ) 

  (|  |  )   (|  |  ) 

 ( |  |   |  |  )                      ( ) 

 ( سے1( اور )1مساوات )

 (     )    ( )    ( ) 

 نہیں  ہے۔ تحویلخطی    اس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ دی گیا نقش 

  کا متعین ماترس ہے اور   پر رتبہ   میدام   سوں کی برداری فضا ہے۔ مام یجیے  کہ ماتر    ام سبھی  ( ) فرض کیجیے کہ ۔1مثاك

 کا متعین ماترس ہے۔ تب دکھائیے کہ    رتبہ 

 ( )          ( ) 

 ہے۔ تحویلایک خطی 

 عل ہے۔ ایک تفا  کا ماترس ہوگا۔ اس لیے     بھی ماپ     کا ماترس ہے تب     ماپ  Pاگر  حل۔

 ہو،  تب      اور  ( )     اب فرض کرو کہ 

 (     )   (     )  

 (       )  

 (         ) 

   ( )    ( ) 

 ہے۔ تحویلایک خطی   اس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ 

 ، جو اس طرح سے متعارف ہو        اگر نقش  ۔1مثاك

 (     )     (      )     (     )     

 حاصل کرو۔ (     ) تب 
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خطی طور پر غیر تابع ہے۔  اس کے لیے   ہے۔ اب ہم ثابت کریں گے کہ  +(     ) (      ) (     )*  فرض کرو کہ   حل۔

 مام یجیے  کہ

 (     )    (      )   (     )   ̅ 

                    (              )  (     ) 

                                  

                                                        

 خطی طور پر غیر تابع ہے۔  اس لیے 

(     ) دوبارہ مام یجیے  کہ    
 

(     )   (     )    (      )   (     ) 

 (              ) 

                                  

                                                       

           اس لیے 

 اب

 (     )   ( (     )    (      )   (     )) 

  ( (     )  (   ) (      )  (       )(     )) 

   (     )  (   )  (      )  (       ) (     ) 

  ( )  (   )( )  (       )(  ) 

                 

          

 اس لیے مطلوبہ خطی تفاعلہ درجہ ذیل ہوگا

 (     )           

 کے طور پر کھیے۔۔ اگر کے عناصر  کو (      )کے عناصر ہیں۔  بردار   اساس  (     )اور (     )،  (     )فرض کرو کہ ۔6مثاك

 ، جو اس طرح سے متعارف ہو         نقش 

 ,(     )-  (   )  ,(     )-  (    )  (     )  (   ) 

 حاصل کرو۔ (      ) تب 

 اساس ہے۔   اس کے لیے مام یجیے  کہ  +(     ) (     ) (     )*  فرض کرو کہ   حل۔
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(      )   (     )    (     )   (     ) 

 (           ) 

                                

                                                    

 اب

 (      )   . (     )    (     )   (     )/ 

  . (     )    (     )   (     )/ 

   (     )     (     )    (     ) 

  (   )   (    )   (   ) 

 (              ) 

 (    ) 

 اس لیے

 (      )  (    ) 

 ، جو اس طرح سے متعارف ہوتا ہے          ثابت کیجیے  کہ نقش  ۔7مثاك

 (     )  (  
    

 ) 

 نہیں ہے۔  تحویلخطی 

       دیا گیا نقش  حل۔
(     ) متعارف بہ    (  

    
 )  

(     )   (     )  فرض کرو کہ     
 ہو تب      دو بردار ہیں۔ اگر  

 (     )   , (     )   (     )- 

  (               ) 

 ((       )
  (       )

 ) 

 اور

  ( )    ( )  (  (     )    (     )) 

  (  
    

 )   (  
    

 ) 

 (   
     

     
     

 ) 

 اس لیے

 (     )    ( )    ( ) 
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 نہیں ہے۔  تحویلایک خطی   اس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ دی گئی نقش 

وں کی برداری فضا ہے۔ اگر اس پر کوئی عامل   پر سبھی   کسی میدام    فرض کیجیے کہ ۔8مثاك ب

 

 اس طرح متعارف ہو کہ    درجہ کی کثیر رک

 ( ( ))   (   )   ( )     

 تب ثابت کیجیے کہ 

    
 

  
 

  

  
   

  

  
 

   جہاں
 

  
 ہے۔ 

( ) و کہ فرض کرحل۔             
        

 ہے،  تب     جہاں  

6  
 

  
 

  

  
   

  

  
7  ( ) 

 (          
        )  

 

  
(          

        )

 
  

  
(          

        )   

 
  

  
(          

        ) 

 (          
        )  (                 )

 
 

 
(           (   )      )   

 
 

  
( (   )            ) 

 (          
        )  (                 )

 4         
 (   )

 
      5    

 

  
(        ) 

      (   )    (   )      (   ) 
 

  (   )   ( ( )) 

 ہے۔ تحویلایک خطی   اس سے ظاہر ہوتا ہے کہ 

 اس طرح سے متعارف ہو          نقش   کہ جبحاصل کرو  تحویلخطی  ۔9مثاك

 ,(    )-  (      )  ,(   )-  (     ) 

 ہے۔  اس کے لیے مام یجیے  کہخطی طور پر غیر تابع   ہے۔ اب ہم ثابت کریں گے کہ  +(   ) (    )*  فرض کرو کہ   حل۔

 (    )    (   )   ̅ 

                    (            )  (   ) 
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 خطی طور پر غیر تابع ہے۔  اس لیے 

(   ) دوبارہ مام یجیے  کہ    
 

(   )   (    )    (   ) 

 (            ) 

                                        

                 
 

 
(  

 

  
 )             

 

  
  

           اس لیے 

 اب

 (   )   ( (    )    (   )) 

  ( (    )    (   )) 

 
 

 
(  

 

  
 ) (    )  

 

  
   (   ) 

 
 

 
(  

 

  
 ) (      )  

 

  
 (     ) 

 4 
 

 
(  

 

  
 )    

 

  
  

 

 
(  

 

  
 )5  (  

 

  
  

 

  
 ) 

 ( 
 

 
(  

 

  
 )    

 

  
  

 

  
  

 

 
(  

 

  
 )  

 

  
 ) 

 4 
 

 
(  

 

  
 )    

 

  
  (

 

 
  

 

  
 )5 

 اس لیے مطلوبہ خطی تفاعلہ درجہ ذیل ہوگا

 (   )  4 
 

 
(  

 

  
 )    

 

  
  (

 

 
  

 

  
 )5 

( )    نقش   کہ جبحاصل کرو  تحویلخطی  ۔11مثاك  اس طرح سے متعارف ہو   ( )   

 ,(     )-  (     )  ,(     )-  (     ) 

 خطی طور پر غیر تابع ہے۔  اس کے لیے مام یجیے  کہ  ہے۔ اب ہم ثابت کریں گے کہ  +(   ) (     )*  فرض کرو کہ   حل۔

 (     )    (     )   ̅ 

                    (          )  (     ) 
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 خطی طور پر غیر تابع ہے۔  اس لیے 

(     ) دوبارہ مام یجیے  کہ    ( ) 

(     )   (     )    (     ) 

 (          ) 

                                   

                                  

( )  اس لیے           

 اب

 (     )   ( (     )    (     )) 

  ((   )(     )    (     )) 

 (   ) (     )     (     ) 

 (   )(     )   (     ) 

 ( (   ) (   )  (   ))  (        ) 

 (           ) 

 اس لیے مطلوبہ خطی تفاعلہ درجہ ذیل ہوگا

 (     )  (           ) 

 (Algebra of Linear Transformations)ت کا الجبراتحویلاخطی 1.1.1

  پر   سے    برداری  فضائیں  ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ     تعریف:
   اور  

ت ہیں۔ تب ام کی اجماع تحویلادو خطی  

      
 اس طرح کی جاتی ہے کہ کی تعریف  

(      )( )    ( )     ( )      

  پر   سے    دو برداری  فضائیں  ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ  ۔1قضیہ 
   اور  

ت ہیں۔ تب ام کا اجماع تحویلادو خطی  

      
 ہے۔ تحویلخطی  

  پر   سے    دو برداری  فضائیں  ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ  ثبوت۔
   اور  

ت ہیں۔ تب ام کے اجماع کی تحویلادو خطی  

 سے کرتے ہیںہم اس طرح  تعریف

(      )( )    ( )     ( )      

 ت کے اجماع کی تعریف سے تحویلاہیں، تب دو       اور       اس کو خطی ثابت کر نے کے لیے مام یجیے  کہ 

(      )(     )    (     )     (     ) 



63 
 

    ( )     ( )      ( )      ( )  7چوں کہ     اور     خطی تحویلات ہیں6         

  ,  ( )     ( )-   ,  ( )     ( )- 
  (      )( )   (      )( ) 

      اجماع ت کا تحویلااس لیے دو 
 ہے۔ تحویلایک خطی  

خطی    ہو، تب تفاعل     ہے۔ اگر  تحویلخطی  پر   سے    دو برداری  فضائیں  ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ  ۔1قضیہ 

 ہوتا ہے۔ تحویل

اور       ہے۔ اب مام یجیے  کہ  تحویلخطی  پر   سے    دو برداری  فضائیں  ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ  ثبوت۔

 ہیں، تب        

(  )(     )   , (     )- 

  ,  ( )  7چوں کہ    خطی تحویل ہے6                       -( )   

    ( )     ( ) 

  (  )( )   (  )( ) 

 ہے۔ تحویلایک خطی    اس لیے تفاعل 

اور میزانی  (Vector Addition)بہ عمل برداری جمع (   ) ت کا سٹ تحویلاخطی  سبھیپر   سے برداری فضا   برداری فضا  ۔1 قضیہ

 ایک برداری فضا ہوتا ہے ۔ (Scalar Multiplication)ضرب

 ہے ت کا سٹ یلاتحوخطی  سبھی  (   )  دو برداری  فضائیں  ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ  ثبوت۔

 ہوتا ہے، عنی  تحویلخطی ت  کا اجماع  بھی ایک تحویلاہم جانتے ہیں کہ دو خطی  بندشی خاصیت:

         (   )   (      )   (   ) 

  بندشی خاصیت کی تکمیل کرتا ہے۔ (   ) اس لیے 

 تب              فرض کیجیے کہ  تلازمی خاصیت:

,   (        )-( )    ( )  (        )( ) 

 ,  ( )     ( )-      ( ) 

 ,(      )      -( ) 

 اس لیے

   (        )  (      )      
 

 تلازمی خاصیت کی تکمیل کرتا ہے۔ (   ) اس لیے 

 ہے ، عنی تحویلپر صفر   سے برداری فضا   برداری فضا   فرض کیجیے  کہد: اکائی کا وجو

 ( )   ̅       ̅    

 ہوتا ہے۔ اب تحویلایک خطی  تحویلصفر ہم جانتے ہیں کہ  اور

(    )( )   ( )    ( ) 

  ̅    ( ) 
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   ( ) ی اکائی  ہے 6                            
 

سمعب
ج

  7̅  ایک 

ی اکائی ہے۔ (   )    اس لیے 

 

سمعب
ج

 ایک 

ی معکوس:

 

سمعب
ج

 اس طرح سےواضح ہے کہ  (   )      تحویلاور اس کے لیے خطی  (   )    فرض کیجیے کہ  

(   )( )     ( )      

 اب

,   (   )-( )    ( )  (   )( ) 

   ( )    ( )   ̅ 

 اس لیے 

   (   )                (   ) 

ی خاصیت: س
بب قلی

 

ت

 تب  (   )        فرض کیجیے کہ  : 

(      )( )    ( )     ( ) 

    ( ) ی ہے6             ( )    ببس قلی
 

  7چوں کہ    جمع کے عمل تحت ت

 اس لیے 

             
 

ی خاصیت کی تکمیل کرتا ہے۔ (   ) اس لیے  س
بب قلی

 

ت

 

 گروپ  ہے۔ (   ) اس لیے 

 

ن
ب
بلی سی
ب

ی گروپ یا ا س
بب قلی

 

ت

 جمع کے عمل کے تحت ایک 

   ہے، تب     اور  (   )    اب فرض کیجیے کہ 
ہوتا ہے اور اس طرح  یلتحوخطی  پر  سے برداری فضا   برداری فضا   

 ہے۔ (   )     

ی خاصیت

بم
سب
ق

 

ت

: (i) ہے، تب   (   )        اور         ،فرض کیجیے کہ 

, (      )-( )   (      )( )   ,  ( )     ( )- 

    ( )      ( )   
 (   )( )  (    )( )   
 (        )( ) 

  (      )          
 

(ii) ہے، تب   (   )    اور           ،فرض کیجیے کہ 

,(   )  -( )  (   )  ( ) 

    ( )     ( )   
 (   )( )  (   )( )   
 (       )( ) 

   (   )          
 

(iii) ہے، تب   (   )    اور           ،فرض کیجیے کہ 

,(  )  -( )  (  )  ( ) 

  ,   ( )-   
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  ,(   )( )-   
 , (   )( )- 

          (  )    (   ) 

 (iv) ہے، تب   (   )    اور         ،فرض کیجیے کہ 

(    )( )      ( ) 

                   
 

 پر ایک برداری فضا ہے۔  میدام  (   ) اس لیے 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 5.3 

کی الجبراک  خصوصیات کو ثابت کیا  تحویلکو حل کیا  یز   خطی  کی تعریف پیش کی اور اس کی ددد سے چند مثالوں تحویلاس اکائی میں ہم  نے خطی 

  ت کا سٹ بہ عمل برداری جمع اور میزانی ضرب ایک برداری فضا ہوتا ہے ۔تحویلاخطی  سبھی۔ ساتھ ہی ہم نے دیکھا کہ 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 1.1

 ،  الجبراک  خصوصیاتتحویلخطی 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 5.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  1.1.1

 کی تعریف کیجیے۔ تحویلخطی  .1

 خطی طور پر غیر تابع ہے۔    ہے۔ ثابت کریں کہ  +(   ) (     )*  فرض کرو کہ  .1

 تابع ہے۔   خطی طور پر غیر  ہے۔ ثابت کریں کہ  +(   ) (    )*  فرض کرو کہ  .1

 )صحیح یا غلط(     ہوتا ہے۔ تحویلایک خطی  تحویلاکائی   .1

 )صحیح یا غلط(    ہوتا ہے۔ تحویلایک غیر خطی  تحویلصفر  .1

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  1.1.1

( )    دکھائیے کہ نقش  .1  سے متعارف ہوتا ہے، ایک میدام ہے، جو اس طرح   ، جہاں   ( )   

 (        )    
    

    
 

 

 ہے۔ تحویلایک خطی 

 جو اس طرح سے متعارف ہوتا ہے،        دکھائیے کہ نقش  .1
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  ( )  ∫  ( )  
 

 

 

   ہے۔ تحویلایک خطی 

خطی طور پر غیر تابع ہیں اگر              کریں کہ ثابت  ہے۔ تحویلایک خطی        فرض کیجیے کہ  .1

 (  )  (  )    (  )    خطی طور پر غیر تابع ہوں۔     

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات  1.1.1

  ی فضا ہوتا ہے ۔ت کا سٹ بہ عمل برداری جمع اور میزانی ضرب ایک بردارتحویلاخطی  سبھیثابت کیجیے کہ  .1

  کا متعین ماترس ہے اور   پر رتبہ   میدام   ماترسوں کی برداری فضا ہے۔ مام یجیے  کہ     ام سبھی  ( ) فرض کیجیے کہ  .1

 کا متعین ماترس ہے۔ تب دکھائیے کہ    رتبہ 

 ( )          ( ) 

 ہے۔ تحویلایک خطی 

 (Suggested Books for further  Readings)تجویز کردہ اکتسابی مواد 5.6

1. Linear Algebra, A. R. Vasishtha and J. N. Sharma,  44

th

  Edition , 2011 

2. Linear Algebra, K. N. Hoffman and Ray Kunze, 2

nd

 Edition, PHI Learning Private Limited, New Delhi, 2012 

3. Topics in Algebra, I. N. Herstein, 2

nd

 Edition, Wiley India Private Limited, New Delhi, 2012 

4. Linear Algebra and its Applications, David C. Lay, 3

rd

 Edition, Pearson Education Inc., New Delhi, 2007 

  



67 
 

 -IIخطی تحویلات۔ 6اکائی

(Linear Transformations-II) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   6.0

 مقاصد   6.1

 کی خصوصیات خطی تحویلات   6.2

 اکتسابی نتائج   6.3

 کلیدی الفاظ   6.4

 نمونہ امتحانی سوالات   6.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  6.1.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  6.1.1

 طویل  جوابات کے حامل سوالات  6.1.1

 تجویزکردہ اکتسابی مواد   6.6
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 (Introduction)تمہید  6.0

ہم اس اکائی میں ہم خطی تحویلات  کی خصوصیات  پر حث  کریں گے اور اس کی ددد سے چند مثالات کا حل پیش کریں گے۔ یز   

 ر میزانی ضرب ایک برداری فضا ہوتا ہے ۔خطی تحویلات کا سٹ بہ عمل برداری جمع او سبھیپزھیں گے کہ 

 (Objectives)مقاصد 6.1

 اس اکائی  کے مطالعہ کے البعد طلبہ کو  اس قابل ہوجانا چاہیے  کہ: 

 خطی تحویلات کے تصور کو سمجھ  سکیں۔ 

 خطی تحویلات  کی الجبراک  خصوصیات کو سمجھ سکیں۔ 

  کر سکیں۔خطی تحویلات کے استعماك سے چھ  مثالوں  کا حل حاصل 

 (Properties of Linear Transformations)خطی تحویلات کی خصوصیات 6.2

متناہی  (   )  ابعادی برداری فضائیں ہیں۔ تب تمال خطی تحویلات کے سٹ  n، ( ) ابعادی اور  ، ( ) فرض کیجیے کہ  : 1قضیہ

 ہوتی ہے۔ (Dimension)   ابعادی ہوتا ہے جس کی البعد 

کے مرتب  Vاور  Uبالترتیب برداری فضاؤں  (             )    اور  (             )  فرض کرو کہ  :ثبوت 

کے لیے ہم ایک تحویل  (   ) کے جوڑے (Integers)کے ساتھ اور صحیح اعداد       اور       اساس ہیں۔ 

 کی اس طرح سے تعریف کرتے ہیں کہ        

   (  )  {
     
                                    ( ) 

کے لیے ایک اساس کی  (   )  خطی تحویلات موجود ہیں۔ اس لیے یہ دعویٰ کرتے ہیں کہ یہ تحویلات    طرح کے     ظاہر ہے کہ 

 تشکیل کرتے ہیں۔

(i )ہمیں حاصل ہے 

∑ میزام ہیں۔    جہاں  ] صفرتحویل [ ∑          
   

 
     

 ∑ ∑       (  )

 

   

 

   

  (  )           |     
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 ∑ ∑       (  )                              ,  (  )   -

 

   

 

   

 

 ∑ ∑       (  )   

 

   

 

   

 

 ∑[      (  )        (  )          (  )]   

 

   

 

 ∑(      (  )  ∑       (  )

 

   

 

   

   ∑       (  )   

 

   

 

       (  )        (  )          (  )        (  )        (  ) 

         (  )          (  )        (  )          (  )    

 سے  (i)مساوات  

                                 . .              

                 

 اس لیے خطی طور پر غیر تابع ہیں۔ اس لیےکا ایک اساس ہے اور   برداری فضا  +          *   چوں 

                

                

---------------------------- 

---------------------------- 

                

 خطی طور پر غیر تابع ہے۔    اس لیے 

(i)  ایک اختیاریخطی تحویل ہے       کو اسپین کرتا ہے۔ اس لیے مام لو کہ  (   )  برداری فضا     اب ہم ثابت کریں گے کہ

 کی اساس ہے۔ اس لیے   بردار فضا  +          *   ہے۔  (   )    اور 

 (  )                            (  )          
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            جہاں  
  اساس  

صکے   (  ) میں بردار  

 

ت

 

خ
م

 ہیں۔ (Coordinates) اات

  (  )  ∑       

 

   

∑ ∑       (  

 

   

 

   

 

            ∑       

 

   

 

*               +  کو اسپین کرتا ہے۔ (   ) برداری فضا   

*               +  کا ایک اساس ہے۔ (   ) برداری فضا   

-(   ) ,  dمتناہی ہے اور  (   ) اس لیے      

( )    فرض کرو کہ :  3قضیہ ( )    اور ( )      یاComposed Function یلات ہیں۔ تبخطی تحو ( )  

ٹ

 
 کمپوس

( )(    )تفاعل   پر ایک خطی تحویل ہوتا ہے۔  سے   برداری فضا       -( )  ,   

( )    ہے۔ اور       اور       مام لو کہ  ثبوت : ( )    اور  ( )    خطی تحویلات ہیں تب ( )  

(    )(     )    ,  (     )- 

   ,   ( )     ( )-                ,        .  . - 

      ( )       ( )                ,       .  . - 

  بھی      پر خطی عامل کہلاتے ہیں اور   برداری فضا    اور    جائے تو لیا  کو کی جگہ       ( اوپر دکھائےگئے قضیہ میں اگر 1 نوٹ :

ررف کیا جاتا ہے۔ یہاں  (   ) پر خطی عامل ہوتا ہے۔ اس طرح 
ع

 

مت
 ہے، لیکن(Defined) متعارف    میں ضرب کو کمپوز شن سے 

 پر خطی عامل ہے تب    برداری فضا   ی ہوتے ہیں۔ اس لیے، اگر غیرمساو    اور      عال طور پر 

      

       

    

                  

  تب     اگر  (1
 ایک اکائی تحویل ہوتا ہے۔ 
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      عنی 

( )   دو  برداری فضا ہیں اور    ( ) اور   ( )   ۔ فرض کیجیے کہ1قضیہ   خطی تحویل ہے۔ تب ( )  

i)  ( )   ̂    ( )  ̂   ( ) 

ii)  (  )    ( )     ( ) 

iii)  (   )   ( )   ( )       ( ) 

iv)  (                   )     (  )     (  )       (  )  

                                ( ) 

( )  ( ) تب ، ( )     مام یجیے  کہ  (i) ثبوت۔   ہیں۔ ( )  

 تب ہمیں حاصل ہوگا

 ( )   ̂   ( ) 

  (   ) 

( )         ]خطی تحویل کی تعریف سے[    ( ) 

 اب چوں کہ

 ( )   ̂   ( )   ( ) 

V سوخی ک کے قاعدےمیں بائیں (Left Cancellation Law) سے ہم حاصل کرتے ہیں 

 ( )   ̂ 

(iiخطی تحویل کی تعریف سے ہمیں )  حاصل ہے 

 (  )   (    )    ( ) 

(iiiہمیں  حاصل ہے ) 

 (   )   (  (  )) 

  ( )   (  ) 

  ( )   ( ) 

(ivاس حصہ کو ہم  ریاضیاتی استقرا کے قاعد )ے سے ثابت کریں گے۔ 

 ،تبہے تحویلایک خطی   چوں کہ    کے لیے     پہلے  

 (    )     (  ) 

 ہے تحویلایک خطی   کے لیے چوں کہ      

 (          )     (  )     (  ) 

 ، عنیکے لیے درت  ہے   فرض کیجیے دیا گیا رشتہ   اب

 (                   )     (  )     (  )       (  ) 

 صحیح ہے۔
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 کے لیے بھی درت  ہوگی۔ اس لیے ہم دی گئی شرط کو اس طرح کھ  سکتے ہیں      اب ہم ثابت کریں گے کہ دی گئی شرط 

 (                             )
  ,(                   )  (         )- 

  (                   )   (         ) 

    (  )     (  )       (  )       (     ) 

 کے لیے درت  ہوا۔      اس لیے یہ رشتہ 

 کی  تمال   قیمتوں کے لیےدرت  ہے۔ عنی   ریاضیاتی استقرا کے قاعدے سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ دیا گیا رشتہ

 (                   )     (  )     (  )       (  ) 

 صحیح ہے۔

 دو خطی تحویلات ہیں جو اس طرح سے دیے گئے ہیں         اور          فرض کیجیے کہ  ۔1مثاك

   (  )        ،  (  ) (  )  اور             

  (  )     ،  (  ) (  )  اور             

( بناتے ہیں۔ حاصل Standard Basisکا معیاری اساس)    ہیں  جو(     )   اور  (     )     ،(     )   جہاں

 کیجیے

(i)       

(ii)     

 کے لیے اساس ہے۔ اب     برداری فضا +        *دو خطی تحویلات ہیں اور         اور          دیا ہے  کہ  حل۔

  (  )        

 (     )  (     ) 

 (     ) 

  (  )     

 (     ) 

  (  )        

 (     )  (     ) 

 (      ) 

 اسی طرح

  (  )     (     ) 

  (  )          

  (     )  (     ) 

 (     )  (     ) 

 (      ) 

  (  )   ̅  (     ) 

(i) اب 

(     )(  )    (  )    (  ) 

 (     )     



73 
 

 (     )  (     ) 

 (     ) 

(     )(  )    (  )    (  ) 

    (      ) 

     

  (     ) 

 (     ) 

(     )(  )    (  )    (  ) 

 (     )   ̅ 

 (      )  (     ) 

 (      ) 

(ii)  

   (  )      

  (     ) 

 (     ) 

  (  )   (      ) 

  (      ) 

 (      ) 

   (  )   (     )  (     ) 

    فرض کیجیے کہ  ۔2مثاك
    

    اور  
    

 دو خطی تحویلات ہیں جو اس طرح سے دیے گئے ہیں 

  (     )  (      ) 

  (     )  (      ) 

 حاصل کیجیے

(i)       

(ii)         

 دیا ہے  کہ  حل۔

  (     )  (      ) 

  (     )  (      ) 

(i) تب 

(     )(     )    (     )    (     ) 

 (      )  (      ) 

 (         ) 

(ii)  

(       )(     )     (     )     (     ) 

  (      )   (      ) 

 (         )  (         ) 

 (           ) 
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    فرض کیجیے کہ  ۔3مثاك
    

    اور  
    

 دو خطی تحویلات ہیں جو اس طرح سے دیے گئے ہیں 

  (     )  (            ) 

  (     )  (             ) 

 حاصل کیجیے

(i)      

(ii)      

 ہے۔          اور ام سے دکھایے کہ  

    دیا ہے کہ  حل۔
    

    اور  
    

 دو خطی تحویلات ہیں اس طرح سے کہ 

  (     )  (            ) 

  (     )  (             ) 

کا دامنہ  بھی ایک     کی رینج اور   درت  طریقہ سے متعارف ہے جب کہ       کا دامنہ ایک جیسا ہے اس لیے    کی رینج اور   چوں کہ 

 درت  طریقہ سے متعارف ہے، تب     جیسا ہے اس لیے 

(    )(     )    ,  (     )- 

   (             ) 

 (    (    )   (     )       (     )) 

 (                           ) 

 (               ) 

(ii) اسی طرح 

(    )(     )    ,  (     )- 

   (            ) 

 ( (       )  (       )

 (    )  (       )   (    )) 

 (                             
          ) 

 (                            ) 

 ہے۔          ہم دیکھتے ہیں کہ  

( )    فرض کیجیے کہ  ۔1مثاك  جو اس طرح سے دیا گیا ہے ہے خطی تحویل  ( )   

 (     )  (             ) 

(    )(    )کیجیے  تب ثابت    ̅ 

( )    دیا ہے کہ  حل۔  خطی تحویل ہے اس طرح سے کہ( )   

 (     )  (             ) 

 اب

(    )(     )   (     )    (     ) 

 (             )   (     ) 
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 (             )  (        ) 

 (              ) 

 اور

(    )(    )(     )  (    ),(    )(     )- 

 (    )(              ) 

   (              )
  (              ) 

  , (              )-
 (              ) 

  (                    )
 (              ) 

  (                )
 (              ) 

 (              )
 (              ) 

 (     ) 

       (    )(    )   ̅ 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 6.3 

چند قضیوں کا ثبوت پیش کیا  اور اس کے متعلق چھ  مثالات کا حل حاصل کرنا  اس اکائی میں ہم  نے خطی تحویل کی خصوصیات پر مبنی

 سیکھا۔ 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 6.1

 خطی تحویل،  خصوصیات

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 6.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  6.1.1

( )      کہفرض کیجیے .1 (  )  خطی تحویل ہے۔ تب ( )                 

( )     فرض کیجیے کہ .1 (   )  کے لیے  ( )      خطی تحویل ہے۔ تب ( )    

 ۔ہے            

( )    فرض کیجیے کہ  .1  جو اس طرح سے دیا گیا ہے ہے خطی تحویل  ( )   

 (     )  (             ) 
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 مساوی ہے (     )(    )تب 

.A 
(              ) 

.B 
(              ) 

.C 
(              ) 

.D کوئی نہیں 

    فرض کیجیے کہ  .1
    

    اور  
    

 )صحیح یا غلط(نہیں ہے۔  کے کمپوسڈ  تفاعل مکن   اور    ۔   تب  دو خطی تحویلات ہیں  

  تب     اگر  .1
 )صحیح یا غلط(      ۔ایک اکائی تحویل ہوتا ہے 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  6.1.1

( )    فرض کرو کہ  .1 ( )    اور ( )    ثابت کیجیےام کا   خطی تحویلات ہیں۔ تب ( )  

ٹ

 
عل  تفاکمپوس

 خطی تحویل ہوتا ہے۔

    فرض کیجیے کہ  .1
    

    اور  
    

 دو خطی تحویلات ہیں جو اس طرح سے دیے گئے ہیں 

  (     )  (            ) 

  (     )  (             ) 

  ہے۔          دکھائیے کہ 

 (Long Answer Type Questions)ابات کے حامل سوالاتطویل جو  6.1.1

( )     فرض کیجیے کہ .1  ثابت کرو کہ خطی تحویل ہے۔ تب ( )  

   (                   )     (  )     (  )       (  )             ( ) 

 

 دو خطی تحویلات ہیں جو اس طرح سے دیے گئے ہیں         اور          کہ فرض کیجیے  .1

  (  )        ،  (  ) (  )  اور             

  (  )     ،  (  ) (  )  اور             

( بناتے ہیں۔ حاصل Standard Basisکا معیاری اساس)    ہیں  جو(     )   اور  (     )     ،(     )   جہاں

 کیجیے

a)         

b)     

 (Suggested Books for further  Readings)تجویز کردہ اکتسابی مواد 6.6

1. Linear Algebra, A. R. Vasishtha and J. N. Sharma,  44

th

  Edition , 2011 
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2. Linear Algebra, K. N. Hoffman and Ray Kunze, 2

nd

 Edition, PHI Learning Private Limited, New Delhi, 2012 

3. Topics in Algebra, I. N. Herstein, 2

nd

 Edition, Wiley India Private Limited, New Delhi, 2012 

4. Linear Algebra and its Applications, David C. Lay, 3

rd

 Edition, Pearson Education Inc., New Delhi, 2007 
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ی تحویل۔رینج، رینک اور خطی 7اکائی 

ٹ

بب لی

 

پ

 کی 

(Range, Rank and Nullity of Linear Transformation) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید  7.1

 مقاصد  7.1

ی تحویلخطی   7.1

ٹ

بب لی

 

پ

 کی رینج، رینک اور 

 اکتسابی نتائج  7.1

 کلیدی الفاظ  7.1

 نمونہ امتحانی سوالات  7.1 

 حامل سوالاتمعروضی جوابات کے  7.1.1  

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 7.1.1  

 طویل جوابات کے حامل سوالات 7.1.1  

 مزید مطالعہ کے لیے تجویز کردہ اکتسابی مواد  7.6 
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 (Introduction)تمہید 7.1

بارے میں تفصیل کے کے  (Null Space)یا صفر آسا فضا( Kernel)، کرنیل (Rank)، رتبہ(Range)اس اکائی میں ہم خطی تحویل کی سعت

ساتھ جانکاری حاصل کریں گے، یز  ام کے استعماك سے چھ  مثالوں کا حل حاصل کرنا سیکھیں گے۔ آخر میں سعت اور کرنیل کی 

  کی تعریف سمجھ کر چھ  قضیوں کا ثبوت پیش کریں گے۔( Dimension)البعد

 (Objectives)مقاصد 7.1

 ہوجانا چاہیے  کہ:  اس اکائی  کے مطالعہ کے عد طلبہ کو  اس قابل

 خطی تحویل کی سعت(Range)رتبہ ،(Rank) کرنیل ،(Kernel )یا صفر آسا فضا(Null Space )کو سمجھ سکیں۔ 

 خطی تحویل کی کرنیل(Kernel )اور البعد پر مبنی قضیوں کو ثابت کر  سکیں اور چھ  مثالوں کا حل حاصل کر سکیں۔ 

  (Range Space and Null Space)اور نل فضا   کی رینج فضا تحویلخطی  7.1

( )   دو برداری فضائیں ہیں اور  ( ) اور  ( ) تعریف : مام یجیے  کہ   کی رینج    تحویلہے۔ تب خطی  تحویلایک خطی  ( )  

ررف کیا جاتا  ہے۔
ع

 

مت
 کو اس طرح سے 

   *     ( )       + 

 سٹ ہے۔ کا تحت ( ) برداری فضا    ظاہر ہے کہ 

( )   دو برداری فضائیں ہیں اور مام لو کہ ( ) اور  ( ) فرض کرو کہ  قضیہ : برداری    ہے۔ تب  تحویلایک خطی ( )  

 کی تحت فضا ہوتی ہے۔ ( ) فضا 

 ایک غیر خالی سٹ ہے اس کے لیے ہم جانتے ہیں کہ   سب سے پہلے ہم دکھائیں گے  ثبوت :

     ( )       

     ایک غیرخالی سٹ ہے اور    اس لیے 

(  ) اب مام لو کہ   (  ) اور               اور         جہاں     

(       ) ہے۔ تب           ایک برداری فضا ہے۔ اس لیے  ( ) اور چوں کہ            

  (       )    (  )    (  ) 

                                                   ,       .  . - 

 کے لیے         اور       اس سے ہم کہ سکتے ہیں کہ 
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 کو رینج فضا کہتے ہیں۔   کی تحت فضا ہے۔ اس طرح  ( ) داری فضا بر   اس لیے 

( )   دو برداری فضائیں اور  ( ) اور  ( ) مام یجیے  کہ  :(Kernel)یا کرنل  (Null Spcae)نل فضا  ایک خطی  ( )  

 کا سٹ ہوتا ہے جن کے لیے  ام سبھی برداروں کے  سے ظاہر کرتے ہیں اور یہ    کی نل فضا کو    تحویلہے۔ خطی  تحویل

 ( )        

 عنی

   *     ( )       + 

 کا کرنل بھی کہتے ہیں۔   تحویلکو خطی    کے نل فضا    تحویلخطی 

( )   دو برداری فضائیں ہیں اور  ( ) اور  ( ) مام لو کہ  قضیہ : کی تحت فضا ہوتی  ( ) ہے۔ تب فضا  یلتحوایک خطی  ( )  

 ہے۔

 کہ فرض کیجیے ۔ اس کے لیے یک غیرخالی تحت سٹ ہےا کا  برداری فضا    سب سے پہلے ہم ثابت کریں گے کہ  ثبوت :

    *     ( ) ( )  ہے اور چوں کہ +         ̂      ̂ ̂ تب          ہوگا اور اس لیے   

 ایک غیرخالی تحت سٹ ہے ۔ کا  برداری فضا 

 کے لیے           اب 

 (  )   ̂ 

 (  )   ̂ 

 کے لیے       اس لیے 

 (       )    (  )  1 چوں کہ   خطی تحویل ہے0             (  )   

    ̂     ̂ 

  ̂ 

      (       )   ̂ 

           تعریف سے 

∌   اس طرح   اس لیے         اور   

           

 کی تحت فضا ہے۔ ( ) برداری فضا    اس لیے نل فضا 
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( )   فرض کرو کہ  :(Rank of Linear Transform)خطی تحویل کی رینک  متناہی  ( ) ہے اور  تحویلایک خطی  ( )  

 سے ظاہر کرتے ہیں عنی   ہوتی ہے۔ اس کو  (Dimension)کی عد    کی رینک   ابعاد کی برداری فضا ہے۔ تب 

          

T  

ل 

 

پ
 کی 

ٹ

ب

( )   ئیں ہیں اور دو برداری فضا ( ) اور  ( ) فرض کرو کہ  : (Nullity of Linear Transform)ی   ( ) 

ی کو   ایک نل فضا ہے۔ تب    ہے۔ مام لو کہ  تحویلایک خطی 

ٹ

ل ب

 

پ
کے مساوی  (Dimension)کی عد    سے ظاہر کرتے ہیں اور یہ    کی 

 ہوتی ہے، عنی

      (  ) 

( )   ئیں ہیں اور دو برداری فضا ( ) اور  ( ) فرض کرو کہ  قضیہ : متناہی ابعادی   ہے۔ مام لو کہ  تحویلایک خطی  ( )  

 برداری فضا ہے۔ تب

         ( ) 

   متناہی ابعادی برداری فضا ہے اس لیے   کی تحت فضا ہے۔ اب چوں کہ   برداری فضا    نل فضا ہے۔ اس لیے   فرض کرو کہ  ثبوت :

(  )   بھی متناہی ابعادی ہوگا۔ مام لو کہ   اس لیے ہے۔س کے لیے ایک اسا     نل فضا +         *اور       

 (  )   (  )     (  )    

سکتے ہیں۔ مام لو کہ  کے اساس کی شکل کہہ  لیے اس کو کا غیرتابع تحت سٹ ہے اور اس   ایک خطی طور پر  +         *چوں کہ 

کا ایک اساس ہے۔ اب   برداری فضا  +                  *اور        

 کی رینج ہے۔ T تحویلخطی  (  )   (    )  (  )   (  )  (  ) 

(i ) اس طرح سے وجود رکھتا ہے کہ    تب ایک بردار      فرض کرو کہ 

 ( )    

 اس طرح سے کہ             اور     اب مام لو کہ 

                   

 اس سے

 ( )   (                ) 

                   (  )     (  )       (  ) 

                   (  )     (  )       (  )       (    )       (  ) 

(  ) چوں کہ     (  )     (  )  ہے۔    

                     (    )       (    )       (  ) 
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 ۔ ہیںکو اسپین کرتے   رینج  (  )    (      (    ) اس لیے بردار 

(iiا ) خطی طور پر غیرتابع ہیں۔ (  )    (    )  (    ) ب ہم دکھائیں گے کہ بردار 

 اس طرح سے وجود رکھتے ہیں کہ                مام لو کہ  

     (    )       (    )       (  )    

        (                        )    

                                      
 

 کے لیے                

                                          

 کے طور پر ظاہر کیا جاسکتا ہے۔ اس لیے اجماعخطی  کی           کے ہر ایک بردار کو برداروں    چوں کہ 

                                           

ر  برداری فضا                  چوں کہ 
س
س
 ہیں۔ دار کے خطی طور پر غیرتاب

                      اس لیے 

کے اساس کی تشکیل    خطی طور پر غیرتابع ہیں اور اس لیے  (  )   (    )  (    ) ار اس لیے برد

  کرتے ہیں۔ (  )    (    )  (    ) 

 اس لیے

      (  )      

         

  
 

       ( ) 

 دو برداری فضائیں ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کرو کہ  :(Invertible Linear Transform) تحویل مقلوبی خطی

    ( )  ایک تا ایک اور بر ہو۔ Tکہتے ہیں اگر  تحویلکو مقلوبی خطی  Tہے۔ تب  تحویلایک خطی  ( )  

( )   دو برداری فضائیں ہیں اور  ( ) اور  ( ) فرض کرو کہ  قضیہ : ایک تا ایک اور بر ہو   ہے۔ اگر  تحویلایک خطی  ( )  

( )     تو معکوس تفاعل  پر۔ ( ) سے  ( ) ہے  تحویلایک خطی  ( )  

اس طرح       میں یکتا بردار  ( ) ایک تا ایک اور بر ہے، اس لیے   اور چوں کہ       اور         فرض کرو کہ  ثبوت :

 وجود رکھتے ہیں کہ

 (  )      (  )     

 مقلوبی ہے اس لیے  اور چوں کہ 
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   (  )      
  (  )     

 اب

         ( ) 

 کی تعریف سے تحویلخطی 

 (       )    (  )    (  ) 

           

 اس لیے

   (       )          

     (  )      (  ) 

   جس سے ثابت ہوا کہ 
 ہے۔ تحویلایک خطی  

مقلوبی     تب  پر ، ( ) سے  ( ) پر  اور ( )  سے ( ) ت ہیں تحویلابالترتیب دو مقلوبی خطی     اور    فرض کرو کہ  قضیہ :

 ہے اور

(    )
     

    
  

 

اس         کو مقلوبی ثابت کرنے کے لیے ہم ثابت کریں گے کہ یہ ایک تا ایک اور بر ہوتا ہے۔ اس کے لیے مام لو کہ       ثبوت :

 طرح سے وجود رکھتے ہیں کہ

(    )(  )  (    )(  ) 

 تب

  ,  (  )-    ,  (  )- 

                    (  )  1    ایک  تا  ایک0                                           (  )   

 1    ایک  تا  ایک0                                                                                  

 ایک تا ایک ہے۔     اس لیے 

 اس طرح سے وجود رکھتا ہے کہ    کے لیے ایک      ثابت کرنے کے لیے مام لو کہ برکو      اب 

  ( )  1    بر ہے0                                                                 

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ    کے لیے ایک یکتا     اسی طرح ہر ایک 

  ( )    

 اس طرح
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 اس طرح سے کہ

  ( )    

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   اس لیے 

    ,  ( )-                                     ,   ( )   - 

 یا

  (    )( ) 

 مقلوبی ہوا۔    اور اس لیے   بر ہے     اس لیے 

 اب

(    )(  
    

  )    (    
  )  

  
 

 (    )  
  

 

     
  

 

   

 اسی طرح

(  
    

  )(    )    
  (  

    )   

 (  
    )   

   
     

   

 (    )
       

    
  

 

  کا معکوس      اس لیے  
    

  
 ہے۔

 (Singular and Non-singular Transform)ت تحویلانادر اور غیرنادر 

( )   و کہ فرض کر   کو غیرنادر کہا جاتا ہے اگر   برداری فضائیں ہیں۔ تب  ( ) اور  ( ) ہے، جہاں  تحویلایک خطی  ( )  

 ہو۔ + * نل فضا کی

 غیرنادر ہے تبTاس طرح اگر 

 ( )        

( ) اس طرح سے کہ       اگر   تب        نادر ہوتا ہے اور غیر  کو نادر کہتے ہیں۔ ساتھ ہی جب  Tہو تب    

 (  )   (  ) 
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         (  )   (  )    

                (     )  -   خطی ہے,                                                     

 -   غیرنادر ہے,                                                                             

                                      

 ایک تا ایک ہوتا ہے۔  غیرنادر ہوتا ہے تب   عنی جب 

 ہے جو اس طرح سے متعارف ہے (Linear Operator) ایک خطی عامل  پر  ( )  کوئی میدام ہے اور  Fفرض کرو کہ :  1مثاك 

 (   )  (     )       ( ) 

   مقلوبی ہے اور اس سے  Tدکھائیے کہ 
 حاصل کرو۔ 

  ایک تا ایک اور بر ہے یا نہیں۔ اس کے لیے مام لو کہ  سب سے پہلے ہم جانچ کریں گے کہ  حل :

  (     )   (     )    ( ) 

 تب

 ( )   ( ) 

                (     )   (     ) 

        (        )  (        ) 

                          

                              

                   (     )  (     ) 

                                   

 ایک تا ایک ہے۔ Tاس لیے 

 اگرا یک تا ایک اور بر ہے تو وہ مقلوبی ہوتا ہے۔ Tایک تا ایک ہے اس لیے یہ بر بھی ہوگا۔ اور ہم جانتے ہیں کہ  Tچوں کہ 

(   )   اب اگر   (   )   (   )  (   ) 

 (   )  (   ) 

 (     )  (   ) 

           

           

(   )   اس لیے   (     ) 

( )    م لو کہ ما  : 1مثاك   عامل ہے جو اس طرح سے متعارف ہے خطی  ایک( )   
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 (     )  (         ) 

و کہ 

 

   مقلوبی ہے اور اس سے  Tدکھائ
 حاصل کرو۔ 

 تا ایک اور بر ہے یا نہیں۔ اس کے لیے مام لو کہ ایک Tحل : سب سے پہلے ہم دیکھیں گے کہ 

  (        )   (        )     ( )  

 تب

 ( )   ( ) 

 (        )   (        ) 

     (              )  (              ) 

                                      

                                                                   

                     (        )  (        ) 

 مقلوبی ہے۔ Tبر ضرور ہوگا اور اس لیے  Tایک ہے، اس لیے  ایک تا Tچوں کہ 

(     ) اگر  (     )   تب  (     )   (     ) 

 اب

 (      )  (     ) 

 (         )  (     ) 

                 

   
   

 
       

   

 
 

 اسی لیے

   (     )  (
   

 
   

   

 
) 

   جوکہ مطلوبہ 
 ہے۔ (Rule)ضابطہ  

( )    کہ  فرض کیجیے   : 3مثاك  سے متعارف  یقہطردرجہ ذیل  خطی تحویل           اور   ہے خطی تحویل ایک ( )   

 ہے

 (       )  (                        ) 

و کہ 

 

 (  )         دکھائ

 دی گئی تحویل ہےحل : 
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 (       )  (                        ) 

اساس ہے ۔ اس لیے اساس کے لیے خطی  کا  ( )   برداری فضا   +(       ) (       ) (       ) (       )* مام لو کہ

 درج ذیل ہوگی Tتحویل 

 (       )  (     ) 

 (       )  (      ) 

 (       )  (     ) 

 (       )  (       ) 

 ہے ۔ اب  تحت سٹکا    فضا  رینج ہے۔ ظاہر ہے کہ یہ   +(       ) (     ) (      ) (     )*   فرض کیجیے کہ 

  <

   
    
   

     

= 

 کو لاگو کرنے پر ہمیں حاصل ہے                   اس ماترس کے لیے عاملات

  <

   
   
   

     

= 

 کو لاگو کرنے پر ہمیں حاصل ہے               دوبارہ اس ماترس کے لیے عاملات

  <

   
   
   
   

= 

۔ اساس بنانے والے خطی طور پر غیر  تابع سٹ کی تشکیل کرتے ہیںکا    ،  {(     ) (     )} Rowsاس لیے برداروں کی  غیر صفری 

 ظاہر ہے کہ 

d       

( )   تب      کے لیے مام یجیے  کہ     نل فضا     ̅  ̅  (     )  اس لیے ہوتا ہے۔ ( )   

 (       )   ̅ 

     (                        )  (     ) 

                                       

 بناتے ہیں اس طرح    کا ایک ماترس(Coefficients)کے ضریبوں          ام کو حل کرنے کے لیے ہم 

  [
    
   
   

 
  
  

] 

 کو لاگو کرنے پر ہمیں حاصل ہے             اس ماترس کے لیے عاملات
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  [
    
   
   

 
  
  

] 

 فارل  کو لاگو کرنے پر ہمیں         دوبارہ اس ماترس کے لیے عاملات

 

ن

بکل ت

 حاصل ہے (Echelon Form)ا

  [
    
   
   

 
  
 

] 

 ۔ہوگانظال  درجہ ذیل  معادلیمساوات کا اس لیے 

         
        

3 

               

و     آذاد متاغیر  1یہاں 

 

ی  ام کے تابع ہیں اور اس لیے      یلہیں اور اس کے ساتھ ہی مت

ٹ

لب

 

پ
 کی  

   d        

 ہمیں حاصل ہے منتخب کرنے پر         اب   

          

 اس لیے

(       )  (         ) 

 ہمیں حاصل ہے منتخب کرنے پر         اسی طرح  

        

 اس لیے

(       )  (       ) 

 اس لیے   کے لیے اساس بناتا ہے۔     نل فضا  +(       ) (         )*اس لیے 

               (  ) 

       کہ  فرض کیجیے   : 4مثاك 
 سے متعارف ہے یقہطردرجہ ذیل  خطی تحویل       اور   ہے خطی تحویل ایک 

 (   )  (         ) 

ی حاصل کیجیے۔

ٹ

ل ب

 

پ
  خطی تحویل کی رینج، رینک ، نل فضا اور 

 دی گئی تحویل ہےحل : 

 (   )  (         ) 

(   )  مام یجیے  کہ     
( )   تب      تب      ̅  ̅  (     )    

 اس لیے ہوتا ہے۔ 

 (   )  (     ) 
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     (         )  (     ) 

                        

                

 موجود ہوں گے  اور  اس لیے (Zero Vector)اس لیے  اس میں  صرف صفر بردار 

   d        

( )      *   اب ہمیں  کا رینج فضا حاصل ہے +       

 رینج فضا اس لیے 

   *(         ) (   )    + 

 اس لیے   

         (  ) 

          

                

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  7.1

  اس قابل ہوگئے ہوں گے کہاس اکائی کو مکمل پزھنے کے عد طلبہ

 خطی تحویل کی رینج، رینک، نل فضا اور کرنیل کو سمجھ سکیں۔ 

 چند بنیادی قضیوں کو ثابت کرسکیں گے۔ 

 ی اور کرنیل معلول کر سکیں۔

ٹ

ل ب

 

پ
 دی گئے  مسئلوں سے رینج، رینک، 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 7.1

 

ل 

 

پ
ی، کرنیلرینج، رینک، 

ٹ

ب

 ،رینج فضا، نل فضا

 (Model Examination Questions) سوالاتنمونہ امتحانی 7.1

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 7.1.1

 خطی تحویل کی رینج سے آپ کیا سمجھتے ہیں؟ 1

 خطی تحویل کی رینک کی تعریف کیجیے۔ 1
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 رینج فضا کی تعریف کیجے۔ 1

ی کا تعارف پیش کیجیے۔ 1

ٹ

ل ب

 

پ
 نل فضا اور 

ی میں کیا رشتہ ہے؟خطی تحویل کی رینج ، ر 1

ٹ

ل ب

 

پ
 ینک اور 

ی ہو، تب     اس کی ینک  اور    اور ایک خطی  تحویل ہے       اگر  6

ٹ

ل ب

 

پ
 خالی جگہ پُر کیجیے۔اس کی 

 ـــــــــــــــــــ        

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 7.1.1

       خطی تحویل  .1
 ہو۔ (Spanکے ذریعے اسپام) (         ) (       )حاصل کیجیے    جس کی رینج برداروں 

 خطی عامل ہے تب ثابت کیجیے کہ درجہ ذیل بیام درت  ہیں:      ایک برداری فضا ہےاور       مام یجیے  کہ .1

a)      * ̅+ 

b)   اگر , ( )- ( )  ،تب̅     ̅ 

        خطی تحویل .1
(     ) جو اس طرح سے ہے کہ   حاصل کیجیے۔  اور     ، تب (       ) 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 7.1.1

 اور خطی تحویل  کے اساس ہیں   اور     بالترتیب برداری فضاؤں +        *اور  +        *فرض کیجیے کہ .1

          

 جو اس طرح سے ہے کہ

 (  )           

 (  )           

 (  )     

 (  )        

ی قضیہ کی جانچ کیجیے۔   اور     تب

ٹ

ل ب

 

پ
 حاصل کیجیے اور پھر رینک 

       تحویل خطی  .1
(     ) جو اس طرح سے ہے کہ  ، تب رینک    (                 ) 

ی حاصل کیجیے اور خطی تحویل 

ٹ

ل ب

 

پ
 کے رینج اور نل فضا کے  لیے ایک اساس حاصل کیجیے۔ Tاور  

       خطی تحویل  .1
(     ) جو اس طرح سے ہے کہ  ، تب رینک   اور   (                   ) 

ی حاصل کیجیے۔

ٹ

ل ب

 

پ
 

 (Suggested Books for further  Readings) تجویز کردہ اکتسابی مواد 7.6

1. Linear Algebra, A. R. Vasishtha and J. N. Sharma,  44

th

  Edition , 2011 

2. Linear Algebra, K. N. Hoffman and Ray Kunze, 2

nd

 Edition, PHI Learning Private Limited, New Delhi, 2012 

3. Topics in Algebra, I. N. Herstein, 2

nd

 Edition, Wiley India Private Limited, New Delhi, 2012 
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4. Linear Algebra and its Applications, David C. Lay, 3

rd

 Edition, Pearson Education Inc., New Delhi, 2007 
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  ماترس فارلخطی تحویل کی۔8اکائی 

(Matrix Representation of Linear Transformation) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید  8.1

 مقاصد  8.1

 خطی تحویل کی ماترس فارل   8.1

 اکتسابی نتائج  8.1

 کلیدی الفاظ  8.1 

 نمونہ امتحانی سوالات  8.1 

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 8.1.1  

  سوالاتمختصر جوابات کے حامل 8.1.1  

 طویل جوابات کے حامل سوالات 8.1.1  

 مزید مطالعہ کے لیے تجویز کردہ اکتسابی مواد  8.6 

  



93 
 

 (Introduction)تمہید 8.1

اس اکائی میں ہم خطی تحویل کی ماترس فارل کی تفصیلی جانکاری حاصل کریں گے۔ یز  چند قضیوں اور مثالوں کو اس کے ذریعہ ثابت اور  

 حل کریں گے۔

 (Objectives)صدمقا 8.1

اس اکائی کے مکمل ہونے کے عد طلبہ کو اس قابل ہوجانا چاہیے کہ وہ کسی خطی تحویل کو ماترس شکل ظاہر کرسکیں۔ یز  ام کی ددد سے 

  قضیوں کو ثابت کرسیں اور مثالوں کو حل کرسکیں۔

 (Matrix Representation of Linear Transformation)خطی تحویل کی ماترس نمائندی 8.1

اور  +          *   پر دو برداری فضائیں ہیں۔ مام لو کہ   کی میدام   اور   ابعاد  ( )  کرو کہ فرض  

( )   کے دو اسا ہیں۔ فرض کرو کہ  ( )  اور  ( )  بالترتیب  +          *    ایک خطی تحویل ہے۔ تب  ( )  

کا ایک اساس ہے۔ اس لیے   بردار فضا  +          *   چوں کہ  (  )    (  )  (  ) ار برد

طور پر لکھا جاسکتا کے  (Linear Combination)کے عناصر کی خطی تکوین    میں سے ہر ایک بردار کو  (  )    (  )  (  ) 

 ہے۔ اس لیے

 (  )                      

 (  )                      

                 

                 

 (  )                       

  اس طرح سے ظاہر کرسکتے ہیں۔درجہ بالا خطی تکوین کو ہم ماترس کی شکل میںمیں 

[
 
 
 
 
 (  )

 (  )
 
 

 (  )]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 

            

            

            
            

            ]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
  

  

 
 
  ]

 
 
 
 

 

  - ,کو، جس کو  (Transpose)تب مستقل ضریب کے ماترس کے ٹرانس پوز 
کی  تحویلخطی    مرتب اساس بہ حوالہ سے ظاہر کرتے ہیں،  

 کہا جاتا ہے۔ اس طرح فارلماترس 



94 
 

, -  
 

[
 
 
 
 
            

            

            
            
            ]

 
 
 
 

   

 

( )   ض کرو کہ فر نوٹ : کی ماترس فارل ظاہر کرنے   تب ہے۔  تحویلپر خطی  ( ) سے  ( ) ابعادی بردار فضا   ایک  ( )  

 لیتے ہیں۔      کے لیے ہم ایک ہی مرطب اساس عنی 

طرح سے کی ماترس فارل کو اس    لیے کے  ہو، تو مرطب اساس  +          *  کا ایک مرطب اساس  ( ) اس طرح اگر 

 ظاہر کیا جاتا ہے۔

, -  

[
 
 
 
 

            

            

            
            

            ]
 
 
 
 

   

 

 ح سے کہہے اس طر تحویلپر ایک خطی  ( )  کسی برداری فضا   فرض کرو کہ  :1مثاك 

 (   )  (   ) 

 کا ماترس لکھو۔  کے معیاری مرطب اساس کے لیے  ( )  

 کے لیے معیاری مرطب اساس ہے۔ تب ( )  برداری فضا  +(   )    (   )   *  فرض کرو کہ  حل :

 ,(   )-  (   ) 

 کے طور پر دکھاتے ہیں۔ اس لیے (Linear Combination)کے عناصر کی خطی تکوین   کو اساس  -(   ), اب ہم 

 ,(   )-  (   )   (   )   (   ) 

  .     .    

 ,(   )-  (   )   . (   )   (   ) 

  .     .    

 طرحاس 

, -  0
  
  

1 

 ہے۔ فارلکی ماترس   کے لیے   معیاری مرطب اساس 

 ( ) بالترتیب    اور    ابعادی برداری فضا ہے۔ فرض کرو کہ   ایک  ( ) داری فضا ہے اور ابعادی بر  ایک  ( ) مام لو کہ  قضیہ :

( )   کے مرطب اساس ہیں اور  ( ) اور   کے لیے ( )   ایک خطی تحویل ہے۔ تب  ( )  

, -  
, -  

 , ( )-  
 



95 
 

اور   ہیںکے مرطب اساس  ( ) اور  ( ) بالترتیب  +          *   اور  +          *   مام لو کہ  ثبوت :

   ( )  ہے۔ تب تحویلایک خطی  ( )  

 (  )                            

 (  )                            

                     

                     

 (  )                            

 یا

 (  )  ∑                 

 

   

 

صااد ہیں۔   کے مترب اساس  (  ) ت تحویلاخطی              جہاں 

 

ت

 

خ
م

 میں 

 ہو تو    اگر 

                   

, -  
 

[
 
 
 
 
  

  

 
 
  ]

 
 
 
 

 

 اب

 ( )   (                ) 

    (  )     (  )       (  ) 

   ∑        ∑          ∑     

 

   

 

   

 

   

 

 ∑        ∑          ∑       
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 , ( )-  
 

[
 
 
 
 
                   

                   

           
           

                   ]
 
 
 
 

   

 

 

[
 
 
 
 
            

            

      
      
            ]

 
 
 
 

   
[
 
 
 
 
  

  

 
 
  ]

 
 
 
 

   

 

, ( )-  
 , -  

, -  
 

برداری    اور    کا مرطب اساس ہے۔ اگر  ( ) برداری فضا   ابعادی برداری فضا ہے اور   پر   میدام  ( ) فرض کرو کہ  قضیہ :

 پر خطی تحویلات ہوں تو ( )  سے ( ) فضا 

,     -  ,  -  ,  -      ( ) 

,    -   ,  -                (  ) 

           کا مرطب اساس ہے اور  ( ) برداری فضا  +          *  فرض کرو کہ  (i) ثبوت :

 تب            جہاں 

  (  )                            

  (  )                            

                     

                     

  (  )                            

 اس طرح

  (  )                            

  (  )                            

                     

                     

  (  )                            

 کی ماترس فارل کو اس طرح سے لکھا جاسکتا ہے۔   اور    اس لیے 
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,  -  

[
 
 
 
 
            

            

     
     

            ]
 
 
 
 

 

 اور

,  -  

[
 
 
 
 
            

            

     
     

            ]
 
 
 
 

 

 اب

(     )(  )    (  )    (  ) 

 (       )   (       )     (       )   

(     )(  )    (  )    (  ) 

 (       )   (       )     (       )   

                     

                     

(     )(  )    (  )    (  ) 

 (       )   (       )     (       )   

 اس طرح ہوگی فارلکی ماترس        تحویلخطی اب 

,     -  

[
 
 
 
 
                        

                        

             
             

                        ]
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
            

            

     
     

            ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
            

            

     
     

            ]
 
 
 
 

 

 ,  -  ,  -  

(ii) 

(    )(  )     (  )                            

(    )(  )     (  )                            
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(    )(  )     (  )                         

 اب

,    -  

[
 
 
 
 
                 

                 

        
        
                 ]

 
 
 
 

 

  

[
 
 
 
 
            

            

           
           
            ]

 
 
 
 

 

  ,  -  

       فرض کرو کہ  : 1مثاك 
 ایک خطی تحویل ہے جو اس طرح سے ہے۔ 

 (     )  (           ) 

 کے لیے ماترس فارل دکھائیے۔ +(     ) (      ) (     )*ساس تب مرطب ا 

  ، +(     ) (      ) (     )*  مام لو کہ   حل :
 کا اساس ہے۔ 

(      ) دیا ہے کہ   ہے۔ تب (           ) 

 (     )  (           )  (     )

 (      )  (            )  (     )

 (     )  (           )  (     )
=     ( ) 

(     )اور         اب     
 تب ہمیں حاصل ہے۔ 

(     )   (     )   (      )   (     ) 

 (                 ) 

                         

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے۔ام مساوات کو حل 

  
 

 
(        ) 

  
 

 
(      ) 

  
 

 
(        ) 

 اب
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(     )  
 

 
(        )(     )  

 

 
(      )(      )

 
 

 
(        )(     ) 

 ۔کے استعماك سے ہمیں حاصل ہے (A)رکھنے پر اور مساوات           یہاں

 (     )  (     )  
 

 
(     )  

 

 
(      )   . (     ) 

 کے استعماك سے ہمیں حاصل ہے۔ (A)رکھنے پر اور مساوات         ،   اور  

 (      )  (     )   . (     )   . (      )   . (     ) 

 سے ہمیں حاصل ہے۔ کے استعماك (A)رکھنے پر اور مساوات         ،   اسی طرح  

 (     )  (     )  
  

 
(     )  

 

 
(      )  

 

 
(     ) 

 اس طرح ،ام تینوں مساوات کے ضریبوں کے ماترس کو اس طرح سے کھ  سکتے ہیں

[
 
 
 
 
 

 

 

 
 

   
  

 

 

 
 

 

 ]
 
 
 
 

 

 س فارل  درجہ ذیل ہےکے لیے ماتر B  ،Tبہ حوالے  اس طرح اس ماترس کا ٹرانسپوز، 

, -  

[
 
 
 
 
 
 

 
 

  

 
 

 
 

 

 

   
 

 ]
 
 
 
 
 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 8.1

ق  قضیوں کو اس کے ذریعہ ثابت کرنا   

طعل
م

اس اکائی میں طلبا خطی تحویل کی ماترس فارل سے واقف ہو گئے ہوں گے۔ یز اس کے 

  اس کے ذریعہ س  طرح حل کرتے ہیں یہ بھی سیکھ گئے ہوں گے۔انہوں نے سیکھ لیا ہوگا اور مثالوں کو

 (Keywords)کلیدی الفاظ 8.1

 ماترس، خطی تحویل کی ماترس فارل

 (Mo del Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 8.1

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 8.1.1
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       فرض کرو کہ  .1
 کے  ماترس کا رتبہ ہے T تحویل ہے ، تب خطی تحویل ایک خطی 

.A     .B     .C     .D     

       فرض کرو کہ  .1
 ہے۔ __________کے ماترس کا رتبہ Tایک خطی تحویل ہے ، تب خطی تحویل  

       فرض کرو کہ  .1
(   ) ایک خطی تحویل ہے جو اس طرح سے کہ   ہے(   )  ، تب  (   ) 

.A (   ) .B   .C (    ) .D (     ) 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 8.1.1

       فرض کرو کہ  .1
 ایک خطی تحویل ہے جو اس طرح سے ہے 

 (   )  (   
 

 
 ) 

 کے لیے ماترس فارل کھیے۔۔Tخطی تحویل  +(    ) (   )*تب بہ حوالہ مرطب اساس 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 8.1.1

       فرض کرو کہ  .1
 ایک خطی تحویل ہے جو اس طرح سے ہے 

 (     )  (                    ) 

 کے لیے ماترس فارل دکھائیے۔ +(     ) (      ) (     )*تب مرطب اساس 

       فرض کرو کہ  .1
 ایک خطی تحویل ہے جو اس طرح سے ہے 

 (   )  (       ) 

 ۔کھیے۔ماترس فارل  لیے کےTخطی تحویل  +(    ) (   )*مرطب اساس بہ حوالہ تب 

       فرض کرو کہ  .1
 ایک خطی تحویل ہے جو اس طرح سے ہے 

 (     )  (                 ) 

 ۔کھیے۔کے لیے ماترس فارل Tخطی تحویل  +(      )(      ) (     )*مرطب اساس بہ حوالہ تب 

 (Suggested Books for further  Readings) تجویز کردہ اکتسابی مواد 8.8

1. Linear Algebra, A. R. Vasishtha and J. N. Sharma,  44

th

  Edition , 2011 

2. Linear Algebra, K. N. Hoffman and Ray Kunze, 2

nd

 Edition, PHI Learning Private Limited, New Delhi, 2012 

3. Topics in Algebra, I. N. Herstein, 2

nd

 Edition, Wiley India Private Limited, New Delhi, 2012 

4. Linear Algebra and its Applications, David C. Lay, 3

rd

 Edition, Pearson Education Inc., New Delhi, 2007 
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 خطی تحویل اور ماترس کے خصوصی قدریں اور خصوصی بردار ۔ 9اکائی

(Eigenvalues and Eigenvectors of Linear Transformation and Matrices) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید  9.0

 مقاصد  9.1

 ماترس کے خصوصی قدریں اور خصوصی بردار  9.2

 خصوصی قدریں اور خصوصی بردارکی  خطی تحویل   9.1

 اکتسابی نتائج  9.1

 کلیدی الفاظ  9.1

 نمونہ امتحانی سوالات  9.6

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 9.6.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 9.6.1

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 9.6.1

 تجویزکردہ اکتسابی مواد  9.7
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 (Introduction)تمہید  9.0

 ۔ کرنا سیکھیں گے خصوصی قدریں اور خصوصی بردار حاصل کرنا   کی   ماترس اور خطی  تحویل اس اکائی میں ہم 

 (Objectives)مقاصد 9.1

 اس اکائی  کے مطالعہ کے عد طلبہ کو  اس قابل ہوجانا چاہیے  کہ: 

  ۔سکیںکرخصوصی قدریں اور خصوصی بردار کی تعریفات سے واقف ہو کر ام کے استعماك سے مسائل حل  ماترس کی 

   ۔سکیںکرخصوصی قدریں اور خصوصی بردار کے کئی  مسئلوں کا  حل معلول  کی  خطی تحویل 

 ماترس کی  خصوصی قدریں اور خصوصی بردارمربع  9.2

 (Eigenvalues and Eigenvectors of Square Matrices) 

 کوئی عددیہ ہے۔ 𝜆 ماترس کہتے ہیں، جہاں  کو ممیز  𝜆  اسی رتبہ کا وحدہ ماترس ہو تب    مربع ماترس ہے اور     ایک    اگر  تعریف:

|  𝜆 |                          ( ) 

خصوصی قیمتیں   کہتے کی  A کو   𝜆  𝜆   𝜆(  کے حل کی قیمتوں 1( کہتے ہیں۔ یز  )Characteristics Equationکو ممیز مساوات )

   ہیں اور کوئی بردار  

(

 
 

  

  

 
 
  )

 
 

 کا خصوصی بردار کہتے ہیں۔     𝜆کو  Xتب   𝜆    اس طرح ہو کہ   

0   ماترس  ۔1 مثاك
    
  

 کی خصوصی قیمتیں اور خصوصی بردار معلول کرو۔ 1

0   دیا گیا ماترس ہے  حل۔
    
  

1  

 اس کی ممیز مساوات ہے

|  𝜆 |    

 |
   𝜆   

   𝜆
|    

 (𝜆   )(𝜆   )      
 𝜆   𝜆      
 (𝜆   )(𝜆   )    
 𝜆       

 ۔ہیں      کی خصوصی قیمتیں  Aلیے  اس

.  فرض کیجیے کہ 
 
 /  ،𝜆  ۔ہوگا        خصوصی بردار ہے، تبکی   

 (𝜆    )    

 0
      

    
1 0

 
 1  0

 
 
1 

 0
    
  

1 0
 
 1  0

 
 
1 
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   0
 
 1  0

 
  

1 

𝜆 𝜆)کے لیے      ہے۔    (  

 0
      

    
1 0

 
 1  0

 
 
1 

 0
    
  

1 0
 
 1  0

 
 
1 

 {
      
        

 

       

 
 

 
 

 

  
 

   0
 
 1  0

 
  

1 

0   اور خصوصی بردار  ہیں      اس طرح دی گئی ماترس کی مخصوص قیمتیں 
 

  
0   اور 1

 
  

 ہیں۔ 1

]   ماترس  ۔1 مثاك
   
    
   

 کی خصوصی قیمتیں معلول کرو۔ [

]   دیا گیا ماترس ہے  حل۔
   
    
   

]  

 اس کی ممیز مساوات ہے

|  𝜆 |    

 |
  𝜆   

    𝜆  
    𝜆

|    

 (  𝜆)(   𝜆)(  𝜆)    
 𝜆         

 ۔ہیں        کی خصوصی قیمتیں   لیے دیے گئے ماترس   اس

]   ماترس  ۔1 مثاك
    

     
    

 کی خصوصی قیمتیں اور خصوصی بردار  معلول کرو۔ [

]   دیا گیا ماترس ہے  حل۔
    

     
    

]  

 اس کی ممیز مساوات ہے

|  𝜆 |    

 |
  𝜆    
    𝜆   
     𝜆

|    

 (  𝜆),(  𝜆)(  𝜆)    -   ,  (  𝜆)   -   ,    (  𝜆)-
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 𝜆    𝜆    𝜆    
 𝜆(𝜆    𝜆    )    
 𝜆(𝜆   )(𝜆    )    
 𝜆         

 ۔ہیں        کی خصوصی قیمتیں   لیے دیے گئے ماترس   اس

(i ) 4  فرض کیجیے کہ
  

  
  

5  ،𝜆          خصوصی بردار ہے، تبکی   

 (    ))    

 [
    

     
    

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

      

 [
    

     
    

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

                        

 [
    
    
      

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

             

 [
    
    
   

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

 گا۔غیر صفری حل ہو      ہے۔ تب اس سے    (Rank)کا رتبہ  Aاس طرح ماترس 

 اس لیے

             
          

 

   ،      ہے تب       کہ مام یجیے 
 

 
 ۔ہوگا 

𝜆 دی گئی ماترس کی مخصوص قیمت لیے اس  >   خصوصی بردار کے لیے     

 

 

 
 

 ۔ہے =

(ii ) 4  فرض کیجیے کہ
  

  
  

5  ،𝜆   خصوصی بردار ہے، تبکی   

(    )    

 [
      
       
      

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

 [
    

     
    

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

      

 [
    

     
    

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 
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 [
    

     
    

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

                        

 [
    
     
   

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

      
 

 
   

 [
    
     
   

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

 ۔ اس لیےگاغیر صفری حل ہو      ہے۔ تب اس سے    (Rank)کا رتبہ  Aاس طرح ماترس 

        
          

 

     ہے تب      مام یجیے  کہ 
 

 
 ۔ہوگا      ، 

𝜆 دی گئی ماترس کی مخصوص قیمت لیے اس  >   خصوصی بردار کے لیے     

  

 
 

 

 

 ۔ہے =

(ii ) 4  فرض کیجیے کہ
  

  
  

5  ،𝜆  بردار ہے، تب خصوصی کی    

       
 (     ))    

 [
     
      
      

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

      

 [
      

      
     

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

   
 

 
   

 [
     

      
     

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

                        

 [
     
       
       

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

 

   
       

 

   
   

 [
     
   
   

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 
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 [
     
   
   

] [

  

  

  

]  [
 
 
 
] 

گا اور  ایک حل ہو غیر تابع  غیر صفری      ہے۔ تب اس سے    (Rank)کا رتبہ  Aاس طرح ماترس 

و

 

 ۔ اس لیےہے       کہ ۔ فرض کیجیے لیں گے  مامکی قیمت      یلمت
            

        
 

                 

   [

  

  

  

]  [
 

  
 

] 

𝜆 دی گئی ماترس کی مخصوص قیمت لیے اس  ]   خصوصی بردار کے لیے      
 

  
 

 ۔ہے [

 خطی تحویل کے خصوصی قدریں اور خصوصی بردار 9.1

(Eigenvalues and Eigenvectors of Linear Transformations) 

̅   پر ایک خطی عامل ہے تب ایک غیر صفری بردار   T  ،Vایک متناہی البعاد کی برداری فضا ہے اور  ( ) کہ   تعریف: فٖرض کیجیے    

 طرح سے ہے کہ اس     ( Scalarکا خصوصی بردار کہتے ہیں اگر ایک عددیہ) T کو

      

 دار کہلاتا ہے۔کا خصوصی بر cکو پیدا کرتا ہو عددیہ       جو       ہر  یساا

 مختلف خصوصی قدروں کے غیر صفری خصوصی برداروں کا سٹ خطی طور پر غیر تابع ہوگا۔ نظریہ:

  𝜆  𝜆   𝜆غیر صفری خصوصی بردار ہیں خصوصی قدروں            ایک خطی عامل ہے اور       ثبوت: فرض کیجیے کہ

 کے لیے۔

 خطی طور پر غیر تابع ہیں۔ اس کو ہم ریاضیاتی استقرا کی ددد سے کریں گے۔          کہہمیں ثابت کرنا ہے 

 ایک واحدہ سٹ ہے جو غیر تابع ہوگا۔+    *ہو تب     اگر 

 خطی طور پر غیر تابع ہے۔   +           *مام یجیے  کہ

    کے لیے             اگر  

           . .        ̅        . ( ) 
  (           . .      )   ( ̅) 
    (  )     (  )  . .     (  )   ̅ 
   𝜆      𝜆     . .    𝜆     ̅        . ( ) 

 سے ضرب دینے پر ہمیں حاصل ہے  𝜆( 1مساوات )

  𝜆      𝜆     . .    𝜆     ̅              . ( ) 

 ( کا فرق حاصل کرنے پر1( اور )1مساوات)
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  (𝜆  𝜆 )     (𝜆  𝜆 )    . .      (𝜆    𝜆 )      ̅ 

 ہوں گے۔                 غیر تابع ہیں اس لیے             چوں کہ 

 ( سے1مساوات )

      ̅ 
                                                ,     - 
            . .        ̅ 
               

 خطی طور پر غیر تابع ہیں۔  +         * اس لیے

 کی خصوصی قیمت ہوگی۔ ( ) ، (𝜆) کے لیے   - ,  ( ) کی خصوصی قدر ہے تب کسی بھی کثیر رکنی ، 𝜆اگر  نظریہ:

 اس طرح ہوگا کہ        ̅   دار ،   ایک  بر کی خصوصی قدر ہے  ، 𝜆ثبوت: چوں کہ

   𝜆  
  ( )   (  )   (𝜆 )  𝜆 ( )  𝜆. 𝜆  𝜆   

( )   مرطبہ  کرتے ہیں تو   -اس سلسلہ کو اگر ہم    𝜆   ہوگا۔ 

( ) فرض کیجیے کہ              
   . .                ، جہاں  ہے       

  ( )             
   . .        

 , ( )-( )  ,           
   . .      -( ) 

    ( )     ( )     
 ( )  . .      ( ) 

 ,     𝜆    𝜆
   . .    𝜆 -( ) 

  (𝜆)( ) 
 , (𝜆)   ( )-( )    
 | (𝜆)   ( )|    

 کی خصوصی قیمت ہے۔ ( ) ، (𝜆) اس لیے  

  تحویل ہے۔  (Singular) نادر   ہوگی   1کی خصوصی قدر   پر خطی عامل ہو تب  ( ) ،   ۔ اگر  1مثاك

̅   خصوصی قدر  ہوگی        ،    ہے۔   خطی عامل      حل۔  دیا گیا ہے کہ   اس طرح ہوگا کہ    

      
     ̅ 

 نادرتحویل ہے۔    

 ایک نادرتحویل ہے۔     کی خصوصی قدر  ہوگی     ،     اس طرح  

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 9.1

یں اور خصوصی بردار کے تعریفات  اور اس سے متعلق کئی مسئلوں کے اس اکائی میں ہم نے مربع ماترس اور خطی تحویل کے خصوصی قدر

 بارے میں جانکاری حاصل کی ہے یز  بہت سے مسئلوں کا حل بھی پیش کیا ہے۔
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 (Keywords)کلیدی الفاظ 9.1

 مربع ماترس ، خطی تحویل ، خصوصی قدریں، خصوصی بردار 

 (Model Examination Questions)سوالاتامتحانی نمونہ  9.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  9.6.1

𝜆ایک عددیہ .1  کی تعریف کیجیے۔ تحویلخطی    

 خطی طور پر غیر تابع ہے۔    ہے۔ ثابت کریں کہ  +(   ) (     )*  فرض کرو کہ  .1

  تابع ہے۔  خطی طور پر غیر  ہے۔ ثابت کریں کہ  +(   ) (    )*  فرض کرو کہ  .1

 )صحیح یا غلط(     ہوتا ہے۔ تحویلایک خطی  تحویلاکائی   .1

 )صحیح یا غلط(    ہوتا ہے۔ تحویلایک غیر خطی  تحویلصفر  .1

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  9.6.1

( )    دکھائیے کہ نقش  .1  سے متعارف ہوتا ہے،  ایک میدام ہے، جو اس طرح  ، جہاں   ( )   

 (        )    
    

    
 

 

 ہے۔ تحویلایک خطی 

 جو اس طرح سے متعارف ہوتا ہے،        دکھائیے کہ نقش  .1

  ( )  ∫  ( )  
 

 

 

   ہے۔ تحویلایک خطی 

خطی طور پر غیر تابع ہیں اگر              کریں کہ ثابت  ہے۔ تحویلایک خطی        فرض کیجیے کہ  .1

 (  )  (  )    (  )    خطی طور پر غیر تابع ہوں۔     

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات  9.6.1

  ری فضا ہوتا ہے ۔ت کا سٹ بہ عمل برداری جمع اور میزانی ضرب ایک برداتحویلاخطی  سبھیثابت کیجیے کہ  .1

کا متعین ماترس ہے اور   پر رتبہ   میدام   ماترسوں کی برداری فضا ہے۔ مام یجیے  کہ     ام سبھی  ( )  فرض کیجیے کہ .1

 کا متعین ماترس ہے۔ تب دکھائیے کہ    رتبہ   

 ( )          ( ) 

 ہے۔ تحویلایک خطی 
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1. Linear Algebra, A. R. Vasishtha and J. N. Sharma,  44

th

  Edition , 2011 

2. Linear Algebra, K. N. Hoffman and Ray Kunze, 2

nd

 Edition, PHI Learning Private Limited, New Delhi, 2012 

3. Topics in Algebra, I. N. Herstein, 2
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 کا نظریہ اور اطلاقات -۔کیلے 10اکائی 

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 

(Caley – Hamilton Theorem and Applications) 

 ااکائی کے اجز

 تمہید    11.1

 مقاصد    11.1

 کا نظریہ    11.1

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 کیلے 

11.1     

بمل
ھب

 کیلے 

ٹ

ی

 نظریہ کے اطلاقات

 

 ن

 اکتسابی نتائج    11.1

 کلیدی الفاظ    11.1

 نمونہ امتحانی سوالات    11.6 

 معروضی جوابات کے حامل سوالات     

 مختصر جوابات کے حامل سوالات     

 مل سوالاتطویل جوابات کے حا     

 مزید مطالعہ کے لیے تجویز کردہ اکتسابی مواد    11.7 
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 (Introduction)تمہید  11.1

 کے نظریہ کے بارے میں معلومات حاصل کریں  (Matrix Polynomial)اس اکائی میں ہم ماترس کی کثیر رکنی 

 

ن

 

بملی
ھب

کیلے 

 کے نظریہ کو مربع ماترس کے لیے اور متناہی البعد

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 کی برداری فضاء پر ایک خطی عامل کے لیے ثابت کریں گے۔ یز  اس گے۔ کیلے 

ن گے۔
ب
ھی

سک

 نظریہ کی ددد سے کسی ماترس کا معکوس اور اعلی قوت کی ماترس معلول کرنے کے طریقے کو بھی 

 (Objectives)مقاصد  10.1

 اس اکائی کے مطالعہ کے عد طلبہ اس قابل ہوجائیں گے کہ:

 کے نظریہ –کیلے  (1)

 

ن

ٹ

بملی
ھب

  کو بیام اور ثابت کرسکیں گے۔

 عد میں اس نظریہ کی ددد سے مربع ماترس کے معکوس معلول کرنے کے بہت سے مسئلوں کا حل کریں گے۔ (1)

 کا نظریہ : –کیلے   10.2

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 

 : (Matrix Polymomial)تعریف : ماترس کی کثیر رکنی 

( )  ایک عبارت            
  جہاں                

          . والی کہلاتی ہے۔ دو ماترس کے کثیر  mماترس ہیں۔ ماترس کی کثیر رکنی درجہ  nxnپر  Fمیدام    

 کے مساوی قوت والے ارکام کے ضریب مساوی ہوں۔ xرکنیاں مساوی ہونگے اگر 

وں کا حاصل جمع اور حاصل ضرب : ب

 

 ماترس کے کثیر رک

( ) فرض کرو کہ            
        

 اور 

 ( )            
       

 
ہو تب حاصل جمع اور حاصل  m>kدو ماترس کے کثیر رکنیاں ہیں اگر  

 ضرب کی تعریف اس طرح کی گئی ہے۔

 ( )   ( )  (     )  (     )    (     ) 
  

     
     .     

  

 اور 

 ( ).  ( )  (    )  (         )         
   

  

 کا نظریہ :  –کیلے 

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 

ر مساوات  A (Square Matrix)مربع ماترس 

 

رّ
ب مب
ھ

 کو پورا کرتا ہے۔ عنی (Characteristic Equation)اپنی 

|  𝜆 |  (  ) ,𝜆    𝜆
      𝜆

       -  کو پورا کرتا ہے۔ تب   

      
       

           |  𝜆 |     
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| 𝜆  |   ماترس ہے تب nxnایک  Aثبوت : فرض کرو کہ  ر مساوات ہے   

 

رّ
م
م

 اور فرض کرو کہ وہکی 

|  𝜆 |  (  ) ,𝜆    𝜆
      𝜆

       - کا ہر  𝜆  ہے۔ چوں کہ ماترس   

یا کم درجہ کے کثیر رکنیاں ہونگے اور اسے n-1میں𝜆 کے تمال عناصر( 𝜆  )    میں زیادہ سے زیادہ پہلے درجہ کا ہوگا۔ 𝜆 عنصر

 ات سے ظاہر کرسکتے ہیں۔ہم ذیل کی مساو

   (  𝜆 )    𝜆
      𝜆

       𝜆                 جہاں     

nxnماترس ہیں۔ ہمیں معلول ہے کہ(  𝜆 )   (  𝜆 )۔ ہے 

 |  𝜆 |   
 (  𝜆 )(  𝜆

      𝜆
       𝜆      )  

 (  ) ,𝜆    𝜆
      𝜆

        -  

 ۔ کے ضریب کو تقابل کرنے پر حاصل ہے .       𝜆  𝜆    𝜆دونوں جانب

    (  )  

       (  )    

       (  )        .
      (  )    

  

 سے ضرب دے کر جمع کرنے پر حاصل ہوگا۔           ام مساواتوں کو اسی ترتیب میں

  (  )    (  )    
    (  )    

     . (  )      

 (  ) ,      
       

     .    -    

       
       

     .       

 اس طرح اس نظریہ کا ثبوت مکمل ہوا۔

 نظریہ کے اطلاقات  10.3

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 کیلے 

 نظریہ کے دو بڑے اطلاقات ہیں۔ –کیلے 

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 

   کا معکوس  Aکسی ماترس  (1
 معلول کرنا۔ 

  قوت والی ماترس معلول کرنا۔کے لیے اعلی Aدی گئی ماترس  (1

]  : ماترس1مثاك 
   
   

     
 کے نظریہ کی جانچ کرو، یز  -لیے کیلےکے [

 

ن

ٹ

بملی
ھب

   
 معلول کرو۔ 

]  حل : دیا گیا ماترس ہے
   
   

     
] 

ر مساوات ہے

 

ّ
ب

 

| 𝜆  |اس کی ت    
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 |
  𝜆   

   𝜆  
      𝜆

|     

 (  𝜆),    𝜆   𝜆  𝜆 -   ,   𝜆-   ,     𝜆-     
 (  𝜆),𝜆  𝜆   -      𝜆     𝜆     
  𝜆   𝜆     𝜆  𝜆   𝜆      𝜆     
  𝜆   𝜆   𝜆       
 𝜆   𝜆   𝜆       

ر مساوات  Aماترس 

 

ّ
ب

 

 کے نظریہ کی جانچ-ہے۔ کیلے (Characteristic Equation)کی ت

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 کے لیے ہمیں ثابت کرنا 

 ہوگا۔               کو پورا کرتا ہے۔ عنی (I)مساوات  Aہے کہ 

  [
   
   

     
]   

   [
   
   

     
] . [

   
   

     
]  [

   
      
    

]  

     .   [
   
      
    

] [
   
   

     
]  [

      
       
      

]  

                

 [
      
       
      

]   [
   
      
    

]   [
   
   

     
]  [

   
   
   

]  

 [
   
   
   

]     

ر مساوات کو پورا کیا اور کیلے Aترس ہوا اور ما ( )                  اس طرح

 

ی
ب
-نے اپنی م

 کی جانچ مکمل ہوئی۔ 

 

ن

 

بملی
ھب

   
   معلول کرنے کے لیے بالائی مساوات کو  

 ۔ سے ضرب دیں تب حاصل ہے 

   (           )     .    
                 
               

 [
   
      
    

]   [
   
   

     
]  [

   
   
   

]  

 [
     
    
    

]  
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]  : ماترس 1مثاك 
    
   
   

 کے نظریہ کے استعماك سے۔-معلول کرو۔ کیلے (inverse)کا معکوس  [

 

ن

 

بملی
ھب

 

]  حل : دیا گیا ماترس ہے
    
   
   

]  

| 𝜆  |وات ہےاس کی ممیّز مسا     

 |
  𝜆    

   𝜆  
    𝜆

|    

 (  𝜆),(  𝜆)(  𝜆)   -     (    )    

 (  𝜆),𝜆   𝜆   -      

 𝜆   𝜆    𝜆   𝜆  𝜆      

  𝜆   𝜆   𝜆      

 𝜆   𝜆   𝜆      

 کی ممیّز مساوات ہے۔ Aدی گئی ماترس 

𝜆   𝜆   𝜆  کے نظریہ کے حوالے سے -اور کیلے     

 

ن

ٹ

بملی
ھب

A ۔ اس کو پر کرتا ہے۔ تب حاصل ہوگا 

                  
    ,           -     .    
                 
               

    .   [
    
   
   

] [
    
   
   

]  

 [
     
   
   

]  

 تب

     [
    
   
   

]  [
     
   
   

]  [
   
   
   

]  

 [
      
     
    

]  

]  اس طرح دی گئی ماترس
    
   
   

] (inverse)کا معکوس [
      
     
    

 ہے۔ [
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 کا دوسرا-کیلے

 

ن

 

بملی
ھب

 بیام اور ثبوت : 

اپنے ممیّز مساوات  Tہے۔ تب  (Linear Operator)پر ایک خطی تحویل  V(F)البعد کی برداری فضاء  T –nفرض کرو کہ 

(Characteristic Equation)  کو پورا کرتا ہے۔ عنی اگرf(x) ‘T  کی ممیّز کثیر رکنی ہو تب ( )  ہے۔  

کی اساس ہے  B ،Vپر۔ فرض کرو کہ  Fالبعد کی برداری فضا ہے میدام  T ،-nیل ہے اور ایک خطی تحو     ثبوت : دیا گیا ہے کہ 

   [   ]  اور مام لو کہ   - ,   کی ماترس عنی A ،Tاور 
 تب 

 ( )     (    )  |

               

               

          
               

|  

A کی ممیّز مساوات ہے۔ فرض کرو کہ وہ ( )            
 ۔ ہے           

-nمیں  𝜆کے تمال عناصر (    )   میں زیادہ سے زیادہ پہلے درجہ کا ہوگا۔ 𝜆 کا ہر عنصر     چوں کہ ماترس 

 اور اسے ہم ذیل کی مساوات سے ظاہر کرسکتے ہیں۔ہوں گے  رکنیاں یا کم درجہ کے کثیر 1

   (    )            
         

   
  

 پر چوں کہ Fکے مربع ماترس ہیں                   جہاں 

 (  𝜆 )    (  𝜆 )  (  𝜆 )   ۔ ہے 

(    ),                      -    

 ,          
        -    

‘x’کے مساوی قوتوں کے ارکام کے ضریب تقابل کرنے حاصل ہے۔ 

       
        a  
        a  

    
      a  

 

.       کو اسی ترتیب میں ام مساواتوں  . . .   
 ۔ سے ضرب دے کر جمع کرنے پر حاصل ہے 

  ( )     

 ( )             
  . . . .     

  اب  

  , ( )-  ,           
  . . . .     -   

   , -    , -    ,  -  . . . .    ,  -   

--------------------------------------- 

  , ( )-     

  ( )    
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 اس طرح اس نظریہ کا ثبوت مکمل ہوا۔

 کے نظریہ کے استعماك سے ماترس -مثاك : کیلے

 

ن

 

بملی
ھب

  0
  
   

  کے لیے  1
 معلول کرو۔ 

0  گیا ماترس ہے حل : دیا 
  
   

| 𝜆  |اور اس کی ممیّز مساوات ہے 1     

 |
  𝜆  

    𝜆
|    

  (  𝜆)(  𝜆)      

   𝜆      

 𝜆      

            [  نظریہ کی ددد سے-کیلے

 

ن

 

بملی
ھب

] 

      .   
 

   .    

      ,  .   - 

  ,  .   - 

        ,  .   - 

   ,  .   - 

      

]  مثاك : ماترس 
    
    
    

  کے لیے  [
   اور  

 کے نظریہ کے جانچ کے عد۔-معلول کرو۔ کیلے 

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 

]  حل : دیا گیا ماترس ہے 
    
    
    

| 𝜆  |اور اس کی ممیّز مساوات ہے [     

|
  𝜆    

   𝜆   
     𝜆

|     

𝜆   𝜆   𝜆       

 کے نظریہ کی جانچ کے لیے ہمیں بتلانا ہے کہ -کیلے

 

ن

 

بملی
ھب

 ۔ ہوگا              

     .   [
    
    
    

] [
    
    
    

]  

 [
    
    
   

]  

    .    [
    
    
    

] [
    
    
   

]  [
      
      
    

]  
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 [
      
      
    

]   [
    
    
   

]   [
    
    
    

]   [
   
   
   

] 

 [
   
   
   

]    

 کی جانچ مکمل ہوئی۔-اس طرح کیلے

 

ن

 

بملی
ھب

 

                 مساوات

   ,            -     .   

                

    
 

 
,        - 

 
 

 
[
   
    
    

]    

[
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 

 

  

 
 

 

 

  

 

 

 ]
 
 
 
 

 

 ,            -   . ورا          

                 

               

  [
      
      
    

]   [
    
    
   

]   [
    
    
    

] 

=[
      
      
   

] 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج   10.4

 کے نظریہ اور -اس اکائی میں ہم نے کیلے

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 کے -اس کے اطلاقات کے بارے میں معلومات حاصل کی۔ کیلے

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 اور اس ماترس کی اعلی قوت والی ماترس معلول کی۔ (inverse)نظریہ کی ددد سے بہت سے ماترس کے معکوس 

 (Keywords)کلیدی الفاظ  10.5

 نظریہ-ماترس، ماترس کا معکوس، کیلے

 

ن

 

بملی
ھب
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  10.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 11.6.1

1.   0
  
  

 کی ممیّز مساوات 1

(a)  𝜆   𝜆      

(b)  𝜆   𝜆      

(c)  𝜆   𝜆      

(d)  𝜆   𝜆      

]  اگر  .1
    
   
    

  ہو تب  [
 ہیں۔ (Eigen Values)کے خصوصی قدریں  

(a) -1, 9, 4             (b) 1, 9, 4           (c) -1, -3, 2      (d) 1, 3, -2 

]  ماترس  .1
    
    
    

 ہے۔ ______ (Characteristic Equation)کی ممیّز مساوات  [

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 11.6.1

]  ماترس  .1
    

     
    

 نظریہ کی جانچ کرو۔-کے لیے کیلے [

 

ن

ٹ

بملی
ھب

 

]  ماترس  .1
   
   
   

                          ہو تب  [

 معلول کرو۔     

 کے نظریہ کی جانچ کرو ماترس  .1

 

ن

 

بملی
ھب

]  کیلے 
   
   
   

 کے لیے۔ [

 (Long Answer Type Questions)ابات کے حامل سوالاتطویل جو 11.6.1

]  ماترس  .1
   
   
   

 کے نظریہ کی جانچ کرو یز  -کے لیے کیلے [

 

ن

ٹ

بملی
ھب

   
 معلول کرو۔ 

1.   [
   
    

      
 کے نظریہ کی جانچ کرو اور -کے لیے کیلے [

 

ن

 

بملی
ھب

   
 معلول کرو۔ 
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1.   [
   
   
   

 کے نظریہ کی جانچ کرو اور -کے لیے کیلے  [

 

ن

ٹ

بملی
ھب

   
 معلول کرو۔ 

1.   [
    

     
    

 کے نظریہ کی جانچ کرکے -کے لیے کیلے [

 

ن

ٹ

بملی
ھب

   
  اور  

 معلول کرو۔ 

 (Suggested Books for further Readings) موادتجویز کردہ اکتسابی   10.7

1. Engineering Mathematics, S. Chand & Company PVT Ltd. Volume I. 
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 ماترس کی وتری شکلمشابہ ماترس اور ۔ 11اکائی

(Similar Matrices and Diagonalization of Matrices) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   11.0

 مقاصد   11.1

 ماترس کی وتری شکل   11.2

 اکتسابی نتائج   11.3

 کلیدی الفاظ   11.4

 امتحانی سوالات نمونہ   11.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 11.1.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 11.1.1

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 11.1.1

 تجویزکردہ اکتسابی مواد   11.6
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 (Introduction)تمہید  11.0

صل کریں گے اور اس کے متعلق چند مثالات کا اس اکائی میں ہم مشابہ ماترس کی تعریف اور اس کی خصوصیات کی تفصیلی جانکاری حا 

کے بارے میں پزھیں گے اور مثالوں کے ذریعہ ماترس کو وتری شکل میں  (Diagonal Form)ماترس کی وتری شکلحل پیش کریں گے۔ یز  

 ۔ تبدیل کرنا سیکھیں گے

 (Objectives)مقاصد 11.1

 ہیے  کہ: اس اکائی  کے مطالعہ کے عد طلبہ کو  اس قابل ہوجانا چا

 مشابہ ماترس کی تعریف اور اس کی خصوصیات کی تفصیلی جانکاری حاصل کرسکیں۔ 

 ماترس کی وتری شکل کے بارے میں سمجھ سکیں۔ 

 دیے گئے ماترس کو وتری شکل میں تبدیل کر سکیں۔ 

 (Similar Matrices)مشابہ ماترس 11.2

یا مقلوبی ماترس ( Non Singular)کو مشابہ ماترس کہا جاتا ہے اگر ایک غیر نادر  اور   دو ماترس   ہیں۔ تب   اور   فرض کیجیے کہ   تعریف:

(Invertible)    اس طرح وجود رکھتا ہو کہ 

        

 (Properties of Similar Matrices)مشابہ ماترس کی خصوصیات

 :مشابہ ماترس ہوں۔ تب درجہ ذیل خصوصیات مطمئن ہوتی ہیں  اور   اگر 

1.  ( )  ماترس کی رینک کو ظاہر کرتا ہے۔  جہاں ، ( )  

1.   ( )  کو ظاہر کرتا ہے۔( Trace)ماترس کی ٹریس   جہاں ، ( )   

(عال Eigenvactors( مساوی ہوتی ہیں لیکن ام کے خصوصی بردار )Eigenvaluesمشابہ ماترس کی خصوصی قدریں) دو .1

 طور پر مختلف ہو سکتے ہیں۔

    کے مشابہ ہوتا ہے، عنی ( Transpose)ترس اپنے ٹرانس پوزکوئی ما .1
  

 دو مشابہ ماترس میں ایک جیسی خصوصی کثیر رکنی وجود رکھتی ہیں۔ .1
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6.  | |  | | 

7.      
 

  کے مشابہ ہوگا۔  ماترس   کے مشابہ ہے تو    ماترس   ۔ ثابت کیجیے کہ اگر 1مثاك

 اس طرح وجود رکھتا ہو کہ    (Invertible)مشابہ ہے تو ایک مقلوبی ماترس کے   ماترس   حل۔ اگر 

        

     مام یجیے  کہ 
 

 تب ہمیں حاصل ہے ۔ہوگا بھی مقلوبی ماترس  ہے تو   (Invertible)مقلوبی ماترس   چوں کہ 

      (   )      
 

      
 

  (     )   
 

          
 

       

 کے مشابہ ہوگا۔  ماترس   کے مشابہ ہے تو    ماترس   اس لیے ثابت ہوا کہ اگر 

  کے مشابہ گا۔  ماترس   کے مشابہ ہو تو   ماترس   کے مشابہ ہے اور   ماترس    ۔ ثابت کیجیے کہ اگر1مثاك

 حل۔ طلبہ کے لیے مشق

 (Diagonalization of Matrices)س کی وتری شکلماتر 11.1

 D ( Diagonal Matrix)کہا جاتا ہے اگر ایک وتری ماترس (Diagonalizable Matrix)کو وتری شکل پذیر ماترس  Aتعریف: کسی مربع ماترس 

 مشابہ ہوں اور  Dاور  Aاس طرح وجود رکھتا ہے کہ  Pاور ایک غیر نادر ماترس 

        

ہوگا  وتری شکل پذیر Aاس لیے ماترس  وتری شکل پذیر کہلائگا اگر وہ کسی وتری ماترس کے مشابہ ہو۔ A ے الفاظ میں کوئی مربع ماترسدوسر

 اس طرح وجود رکھتا ہو کہ  Pاگر کوئی مقلوبی ماترس 

        

 ی شکل میں بدك دیتا ہے۔ کو وتر Aماترس  Pایک وتری ماترس ہے۔ تب ہم کہہ سکتے ہیں کہ ماترس  Dجہاں 

خصوصی بردار وجود  nہے وتری شکل پذیر ہوگا اگر اور صرف اگر اس میں خطی طور پر غیر تابع  nجس کا رتبہ  کوئی مربع ماترس( 1نوٹ:)

 رکھتے ہوں۔

 ( اگر کسی مربع ماترس کی خصوصی قدریں مختلف ہوں تو یہ ہمیشہ کسی وتری ماترس کے مشابہ ہوگا۔1)
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0  س ماتر ۔1مثاك
  
   

  کو وتری شکل میں تبدیل کیجیے۔ 1

 حل۔ دیا گیا ماترس ہے

  0
  
   

1 

 اس کے لیے خصوصی مساوات درجہ ذیل ہوگی

|  𝜆  |    

 |
  𝜆  

    𝜆
|    

 (  𝜆)(   𝜆)    

 𝜆       

 ۔ہیں   ،  کی خصوصی قدریں  Aاس لیے 

0    خصوصی بردارکا  Aکے لیے مام یجیے  کہ  1خصوصی قدر 
  

  
 ہے۔ تب 1

0
    

     
1 0

  

  
1  0

 
 
1 

            0
  
   

1 0
  

  
1  0

 
 
1 

                          

 (مام یجیے )                            

0    لینے پر    
 
 
1 

0    کا خصوصی بردار Aکے لیے مام یجیے  کہ     خصوصی قدر
  

  
 ہے۔ تب 1

0
    

     
1 0

  

  
1  0

 
 
1 

               0
  
  

1 0
  

  
1  0

 
 
1 

                         

مما یجیے )                                        ) 

0    لینے پر    
 
 
1 

 ہوں۔ اس لیے ( Eigenvalues)خصوصی قدریں( Diagonal Elements)اب وتری ماترس عنی وہ ماترس جس کے وتری عناصر

  0
   
  

1 

 میں ہوں۔  (Column)اور وہ ماترس جو وتری شکل دیتا ہے عنی خصوصی بردار جس کے کالم

  0
  
  

1 

 اب

    
 

 
0
   
  

1
 
 0

   
  

1 

 اس لیے
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]  دکھائیے کہ ماترس  ۔1مثاك
     
     
    

  کو وتری شکل میں تبدیل کیا جا سکتا ہے۔ [

 دیا گیا ماترس ہے حل۔

  [
     
     
    

] 

 اس کے لیے خصوصی مساوات درجہ ذیل ہوگی

|  𝜆  |    

          |
  𝜆     

    𝜆   
     𝜆

|    

 (  𝜆),(   𝜆)(  𝜆)   -   , (  𝜆)   -   ,       𝜆-    

 (  𝜆)(    𝜆  𝜆   )   (    𝜆)   , 𝜆   -    

 (  𝜆)(𝜆   𝜆    )       𝜆  𝜆       

  𝜆    𝜆     𝜆   𝜆    𝜆    𝜆       

  𝜆   𝜆    𝜆      

 (𝜆   )(𝜆   )(𝜆   )    

 𝜆        

 ۔ہیں  اور   ،  کی خصوصی قدریں  Aاس لیے 

6    کا خصوصی بردار Aکے لیے مام یجیے  کہ  1خصوصی قدر 
  

  
  

 ہے۔ تب 7

[
       

       
      

] 6
  

  
  

7  6
 
 
 
7 

                [
     
     
    

] 6
  

  
  

7  6
 
 
 
7 

 اس سے مساوات کا درجہ ذیل نظال حاصل ہوتا ہے

             
             
              

} 

 پہلی دو مساوات کی ددد سے ہم حاصل کرتے ہیں

  

 
 

  

 
 

  

 
 

 
  

 
 

  

 
 

  

 
 

6     کے لیے خصوصی بردار    خصوصی قدر  اس لیے
 
 
 
 ہے۔ 7

6    کا خصوصی بردار Aکے لیے مام یجیے  کہ     خصوصی قدر 
  

  
  

 ہے۔ تب 7
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[
       

       
      

] 6
  

  
  

7  6
 
 
 
7 

                [
     
     
     

] 6
  

  
  

7  6
 
 
 
7 

 اس سے مساوات کا درجہ ذیل نظال حاصل ہوتا ہے

             
             
            

} 

 پہلی دو مساوات کی ددد سے ہم حاصل کرتے ہیں

  

 
 

  

 
 

  

 
 

 
  

 
 

  

 
 

  

 
 

6     کے لیے خصوصی بردار    خصوصی قدر  اس لیے
 
 
 
 ہے۔ 7

6    کا خصوصی بردار Aکے لیے مام یجیے  کہ     خصوصی قدر 
  

  
  

 ہے۔ تب 7

[
       

       
      

] 6
  

  
  

7  6
 
 
 
7 

                [
     
     
     

] 6
  

  
  

7  6
 
 
 
7 

 اس سے مساوات کا درجہ ذیل نظال حاصل ہوتا ہے

             
             
             

} 

 کی ددد سے ہم حاصل کرتے ہیں پہلی دو مساوات

  

 
 

  

 
 

  

 
 

 
  

 
 

  

 
 

  

 
 

6     کے لیے خصوصی بردار    خصوصی قدر  اس لیے
 
 
 
 ہے۔ 7

ہوں۔ ( Eigenvalues)خصوصی قدریں( Diagonal Elements)اب وتری ماترس حاصل کرتے ہیں عنی وہ ماترس جس کے وتری عناصر

 اس لیے 

  [
   
   
   

] 
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 میں ہوں۔  (Column)اور وہ ماترس  حاصل کرتے ہیں جو وتری شکل دیتا ہے عنی خصوصی بردار جس کے کالم

  [
   
   
   

] 

 اب

    
 

  
[

     
    
     

]

 

 [
    
    
    

] 

 اس لیے 

[
   
   
   

]        

کی خصوصی  Tمیں  Vکے ذریعہ ظاہر کیا جا سکتا ہے اگر اور صرف اگر برداری فضا  Aکو وتری ماترس       کسی بھی خطی عامل  قضیہ:

 ( خصوصی قدریں ہوتی ہیں۔ Correspondingکے وتری عناصر متناظر ) Aبرداروں کا کوئی اساس وجود رکھتا ہو۔ اس طرح 

کا ایک اساس ہوتا ہے۔  Vبرداری فضا کا  +          *  ابعادی برداری فضا ہے۔ مام یجیے  کہ  nایک  Vض کیجیے کہ فر ثبوت:

 کی خصوصی قدریں ہوں تو Tخطی عامل   𝜆  𝜆   𝜆تب اگر 

 (  )  𝜆    𝜆                

 (  )  𝜆         𝜆            

                                                                               

 (  )  𝜆                𝜆    

 رجہ ذیل ہوگید( Matrix Representation)کی ماترس نمائندگی Tخطی عامل  Bاس لیے بہ حوالہ 

  , -   [

𝜆               
 𝜆            
              

                          𝜆   

] 

 کے متناظر قدریں ہیں۔   کے ذریعے ظاہر کیا جا سکتا ہے جس کے عناصر   کو وتری ماترس   اس لیے

 کے ذریعے ظاہر کیا جا سکتا ہے جو درجہ ذیل ہے   تری ماترسکو و   اس کے بالعکس، مام یجیے  کہ

  [

𝜆               
 𝜆            
              

                          𝜆   

] 

 د رکھتا ہے جس کے لیےوجو +          *  کا ایک اساس    ابعادی برداری فضا ہے، تب   ایک   اب چوں کہ 

 (  )  𝜆    

 (  )  𝜆    

                      

 (  )  𝜆    
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  𝜆خصوصی قدروں               میں ہر ایک   جس سے ظاہر ہوتا ہے کہ اساس 
کا ایک خصوصی بردار   کے متناظر خطی عامل  

 ہے۔

مختلف خصوصی قدریں   میں   ابعادی برداری فضا ہے۔ اب اگر   ایک   ایک خطی عامل ہے، جہاں       فرض کیجیے کہ  نظریہ:

 ہوتا ہے۔ (Diagonalizable)وتری شکل پذیر  وجود رکھتی ہوں تو 

میں ایک وتری ماترس نمائندگی وجود    ابعادی برداری فضا ہے۔ تب  ایک   ایک خطی عامل ہے، جہاں       فرض کیجیے کہ  نظریہ:

وں کی ضرب کی شکل میں ہو، (Minimal Polynomial)رکھتی ہے اگر اور صرف اگر اس کی کم تر کثیر رکنی ب

 

 عنی مختلف خطی کثیر رک

 ( )  (  𝜆 )(  𝜆 ) (  𝜆 ) 

 مختلف میزام ہیں۔  𝜆  𝜆    𝜆جہاں 

       اگر  ۔1مثاك
 ایک خطی عامل ہے جس کو درجہ ذیل معیاری مرطب اساس میں ظاہر کیا جا سکتا ہے 

  [
     

    
     

] 

 وتری شکل پذیر ہے۔  دکھائیے کہ 

 کی خصوصی کثیر رکنی درجہ ذیل ہے   حل۔

 ( )  |    |  |
     

      
      

| 

 (   )*        +   (     )   (       ) 

 (   )(    )   (   )   (    ) 

                           

             

 (   )(   ) 
 

 کی کم تر کثیر رکنی حاصل کریں گے۔  اب ہم 

وں کی ممکنہ شکلیں    ب

 

( )  کی کم تر کثیر رک  (   )(   ) 
( )   یا   ہیں۔ (   )(   ) 

( )  چوں کہ  ( )  کی کم تر کثیر رکنی ہو لیکن اس کے لیے ضروری ہے کہ  Tخطی عامل  ( )  ہے، اس لیے ممکن ہے کہ      

( )  ہو۔ لیکن اگر     ( )  کم تر کثیر رکنی ہوگی نہ کہ  ( )  ہو، تو    

 چوں کہ

  ( )  (   )(    ) 

     [
     

    
     

]  [
   
   
   

] 

 [
     

    
     

] 

 اور
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     [
     

    
     

]  [
   
   
   

] 

 [
     

    
     

] 

 اب

(   )(    )  [
     

    
     

] [
     

    
     

] 

 [
   
   
   

]    

 اس لیے

  ( )    

 اس طرح کم تر کثیر رکنی درجہ ذیل ہوگی

  ( )  (   )(   ) 

وں کی ضرب کی شکل میں ہے، اس لیے  ب

 

 وتری شکل پذیر ہے۔ Tجو کہ خطی کثیر رک

       اگر  ۔6مثاك
 ہر کیا جا سکتا ہےایک خطی عامل ہے جس کو درجہ ذیل معیاری مرطب اساس میں ظا 

  0
  
  

1 

طف اعداد کے میدام پر وتری شکل پذیر  نہیں ہے۔   دکھائیے کہ 
مل

 

 کی خصوصی کثیر رکنی درجہ ذیل ہے   حل۔

 ( )  |    |  |
     

    
| 

 (   )(   )    

 (   )(   ) 

 کی کم تر کثیر رکنی حاصل کریں گے۔  اب ہم 

وں کی ممکنہ شکلیں کی کم تر کثیر   ب

 

( )   رک ( )   یا (   )(   )   ہیں۔ (   ) 

 چوں کہ

  ( )  (   ) 

     0
  
  

1  0
  
  

1 

 0
  
  

1    

 اس لیے

  ( )    

 چوں کہ

  ( )  (   )(   ) 
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 (   )(   )  0
  
  

1 0
  
  

1 

 0
  
  

1    

 اس لیے

  ( )    

وں کی ضربی شکل موجود نہیں  ہے، اس لیے  ب

 

 وتری شکل پذیر نہیں  ہے۔ Tچوں کہ خطی کثیر رک

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 11.4 

 خصوصیات کو کی الجبراک  تحویلکی تعریف پیش کی اور اس کی ددد سے چند مثالوں کو حل کیا  یز   خطی  تحویلاس اکائی میں ہم  نے خطی 

  ت کا سٹ بہ عمل برداری جمع اور میزانی ضرب ایک برداری فضا ہوتا ہے ۔تحویلاخطی  سبھیثابت کیا ۔ ساتھ ہی ہم نے دیکھا کہ 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 11.1

 ،  الجبراک  خصوصیاتتحویلخطی 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 11.6

 (Objective Answer Type Questions)ابات کے حامل سوالاتمعروضی جو 11.6.1

 وتری شکل پذیر ماترس  کی تعریف کیجیے۔ .6

 مشابہ ماترس کی تعریف کیجیے۔ .7

 مشابہ ماترس ہوں۔ تب  اور   اگر 

8.  ( )  )صحیح یا غلط(    ماترس کی رینک کو ظاہر کرتا ہے۔  جہاں ، ( )  

9.   ( )  )صحیح یا غلط(   کو ظاہر کرتا ہے۔( Trace)س کی ٹریسماتر   جہاں ، ( )   

 )صحیح یا غلط(    ( مساوی ہوتی ہیں ۔Eigenvaluesمشابہ ماترس کی خصوصی قدریں) دو .11

    کے مشابہ ہوتا ہے، عنی ( Transpose)کوئی ماترس اپنے ٹرانس پوز .11
 )صحیح یا غلط(    

 )صحیح یا غلط(      وجود رکھتی ہیں۔خصوصی کثیر رکنی مختلف دو مشابہ ماترس میں  .11

11.  | |  )صحیح یا غلط(         | | 
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11.      
 )صحیح یا غلط(         

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  11.6.2

 کے مشابہ ہوگا۔  ماترس   کے مشابہ ہے تو    ماترس    ثابت کیجیے کہ اگر .1

 کہ اکائی  ماترس کے مشابہ ماترس خود  اکائی ماترس ہوتا ہے۔ثابت کیجیے  .1

 ( ماترس حاصل کیجیے:Diagonalizingدرجہ  ذیل ماترس کے لیے  وتری شکل دینے والا)

1. 0
    

      
1 

1. 0
  

   
1 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 11.6.3

       اگر  .1
  ہے جس کو درجہ ذیل معیاری مرطب اساس میں ظاہر کیا جا سکتا ہےایک خطی عامل 

  0
  
  

1 

طف اعداد کے میدام پر وتری شکل پذیر  نہیں ہے۔   دکھائیے کہ 
مل

  

       اگر  .1
 ایک خطی عامل ہے جس کو درجہ ذیل معیاری مرطب اساس میں ظاہر کیا گیا ہے 

  [
    
    
     

] 

 وتری شکل پذیر  ہے۔   کھائیے کہ د

       اگر  .1
 ایک خطی عامل ہے جس کو درجہ ذیل معیاری مرطب اساس میں ظاہر کیا گیا ہے 

  [
     

    
     

] 

 وتری شکل پذیر  ہے۔   دکھائیے کہ 

 (Suggested Books for further  Readings)تجویز کردہ اکتسابی مواد 11.7

1. Linear Algebra, A. R. Vasishtha and J. N. Sharma,  44

th

  Edition , 2011 

2. Linear Algebra, K. N. Hoffman and Ray Kunze, 2

nd

 Edition, PHI Learning Private Limited, New Delhi, 2012 

3. Topics in Algebra, I. N. Herstein, 2

nd

 Edition, Wiley India Private Limited, New Delhi, 2012 

4. Linear Algebra and its Applications, David C. Lay, 3

rd

 Edition, Pearson Education Inc., New Delhi, 2007 
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 کواڈریٹک فارمس۔ 11اکائی

(Quadratic Forms) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   12.0

 مقاصد   12.1

 ماترس کی کواڈریٹک فرال   12.2

 اکتسابی نتائج   12.3

 کلیدی الفاظ   12.4

 نمونہ امتحانی سوالات   12.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 12.5.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 12.5.2

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 12.5.3

 تجویزکردہ اکتسابی مواد   12.6
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 (Introduction)تمہید  12.0

ایک میدام    سے اچھی طرح واقف ہوں گے۔ یہاں                    طلبا کواڈریٹک  مساوات  

و         تک محدود رہیں گے ۔  بائیں ہاتھ کی طرف عنی      اکائی میں ہم ہے۔اس 

 

پر ایک کواڈریٹک  تفاعل  یلایک مت

   ہے۔ دوسرے درجے کی رکن 
و 

 

 ۔ہے( یلکو پہلے رتبہ کی درجی  شکل کہتے ہیں)چوں کہ اس میں صرف ایک مت

و

 

 مساوات درجہ ذیل مساوات کے ذریعہ دی گئی ہے کواڈریٹک پر  مشتمل عمومی   اور   ت یلادو مت

(            )                          

 میں سے کم از کم ایک غیر صفر ہو۔   یا    جہاں  

            ے رتبہ کی کواڈریٹک  کثیر رکنی ہے۔ عبارت  بئیں طرف کی عبارت ایک کواڈریٹک  تفاعل یا دوسر
کو دوسرے  

وکہتے ہیں کواڈریٹک فارلرتبے کی 

 

 ۔ت موجود ہیں(یلا)چوں کہ اس میں دو مت

 (Objectives)مقاصد 12.1

 اس اکائی  کے مطالعہ کے عد طلبہ کو  اس قابل ہوجانا چاہیے  کہ: 

 ۔سمجھ سکیں ماترس کی کواڈریٹک فارل کو 

   و
 

 ۔ت میں کواڈریٹک فارل کو سمجھ سکیںیلامت

 کواڈریٹک فارل کی رینک حاصل کر سکیں۔ 

 (Quadratic Form of Matrix) کواڈریٹک فارلماترس کی   12.2

و  تعریف:

 

تبہ کہتے ت کی تعداد کو اس کا ریلادوسرے درجے کی کسی متجانس عبارت کو کواڈریٹک فارل کہتے ہیں۔ اس میں موجود مت

و   ہیں۔دوسرے درجہ کی کسی متجانس عبارت میں ہر ایک رکن دوسرے درجہ کی ہونا ضروری ہے۔
 

درجہ  ت میں کواڈریٹک   عال شکلیلامت

 ذیل ہوتی ہے

       ∑∑       

 

   

 

   

 

 تب عبارت حقیقی کواڈریٹک فارل کہلاتی ہے۔ ابحقیقی اعداد ہوں      مستقلات ہیں۔ اگر     جہاں

       ∑∑       

 

   

 

   

 

      
                    

                  
              

                            
 

 

      
  (       )      

 (       )     
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  (       )      

 (       )            
 

 

  ہوگیاس کی ماترس نمائندگی درجہ ذیل

  ∑∑       

 

   

 

   

 

 [

  

  

 
  

] [

      
    

          

                
          

] ,    
   - 

      

]  یہاں

      
    

          

                
          

]  ایک توازنی ماترس ہے اور     [

  

  

 
  

 ہے۔[

     اگر    نوٹ:
                

 
 یٹک فارل ہو تب اس کو درجہ ذیل طریقہ سے  بھی لکھا جا سکتا ہےایک کواڈر 

     
  (       )          

          

 جس کو  ماترس کی شکل میں اس طرح لکھا جاتا ہے

0
  

  
1 0

      

      
1 ,    - 

و اسی

 

 ت موجود ہوں( کا ماترس کی شکل  درجہ ذیل ہوگییلاطرح تیسرے رتبہ کی کواڈریٹک فارل )عنی وہ عبارت جس میں تین مت

[

  

  

  

] [

         

         

         

] ,      - 

]  یہاں

         

         

         

]  ایک توازنی ماترس ہے اور     [

  

  

  

 ہے۔[

کسی ماترس کی کواڈریٹک فارل حاصل کرنے کے لیے یہ ضروری ہے کہ اس کو توازنی بنایا جائے)اگر ماترس توازنی نہ ہو( جس کا طریقہ  نوٹ: 

 درجہ ذیل ہے:

  

[
 
 
 
 
 
                              

 

 
(       )        

 

 
(       )

 

 
(       )                                       

 

 
(       )

                                                                                    
 

 
(       )        

 

 
(       )                               

]
 
 
 
 
 
 

 

 کواڈریٹک فارل کی رینک اس کی توازنی ماترس کی رینک کے برابر ہوتی ہے۔ نوٹ: 

 اس کی توازنی ماترس نوٹ: 

ٹ
 
 

 کے برابر ہوتی ہے۔ کواڈریٹک فارل کا ڈٹرم

ٹ
 
 

 کے ڈٹرم

اب ہم چھ  مثالات کی ددد سے دی گئی کواڈریٹک فارل کے لیے توازنی ماترس اور اسی طرح دیے گئے توازنی ماترس کے لیے 

 کواڈریٹک فارل حاصل کرم اسیکھیں گے۔
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            کواڈریٹک فارل ۔1 مثاك
 معلول کرو۔ کے لیے توازنی ماترس 

           عبارت  ہے  کواڈریٹک  گئیدی  حل۔
 

 اس کو درجہ ذیل طریقہ سے لکھا جا سکتا  ہے

               

0  فرض کیجیے کہ 
 
0اور ماترس   -  ,   ۔ تب ہے1 

  
  

 ہے۔ 1

 اب

     ,  - 0
  
  

1 0
 
 1 

                
 

0ماترس  اس لیے  
  
  

 کے لیے توازنی ماترس ہے۔ کواڈریٹک فارلدی گئی  1

    کواڈریٹک فارل ۔1 مثاك
     

     
 معلول کرو۔ کے لیے توازنی ماترس                    

 ہے  کواڈریٹک فارلگئی دی  حل۔

  
     

     
                    

 اس کو درجہ ذیل طریقہ سے لکھا جا سکتا  ہے

                             
 

 
     

 

 
                 

]  فرض کیجیے کہ 

  

  

  

  ,   ۔ تب ہے[
]اور ماترس   -    

   

  
 

 

 
 

 
 

 ہے۔ [

  اس لیے دی گئی کواڈریٹک فارل کا اس طرح کھ  سکتے ہیں

     ,  
    -

[
 
 
 
 
   

  
 

 

 
 

 
 ]
 
 
 
 

[

  

  

  

] 

        
     

     
                    

    کواڈریٹک فارلاس لیے  
     

     
   کے لیے توازنی ماترس                    

[

   

  
 

 

 
 

 
 

 ہے۔[

  فارل   معلول کروکے لیے کواڈریٹک درجہ ذیل توازنی ماترس  ۔1 مثاك

  [
   
    
    

] 
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]   دیا گیا ماترس ہے  حل۔
   
    
    

]  

]  فرض کیجیے کہ 

  

  

  

  ,   ۔ تب ہے[
    - 

 کے لیے کواڈریٹک فارل اس طرح حاصل ہوتی ہے توازنی ماترس 

     ,  
    - [

   
    
    

] [

  

  

  

] 

 ,  
    - [

          

          

           

] 

   (          )    (          )    (           ) 

    
                     

                       
 

 

    
     

     
                     

   اس لیے دیے گئے توازنی ماترس کے لیے کواڈریٹک فارل 
     

     
 ۔ہے                    

] دیے گئے توازنی ماترس  ۔1 مثاك
   
   
   

 کے لیے کواڈریٹک فارل   معلول کرو۔[

]   دیا گیا ماترس ہے  حل۔
   
   
   

]  

]  فرض کیجیے کہ 

  

  

  

  ,   ۔ تب ہے[
    - 

 کے لیے کواڈریٹک فارل اس طرح حاصل ہوتی ہے توازنی ماترس 

     ,  
    - [

   
   
   

] [

  

  

  

] 

 ,  
    - [

          

           

           

] 

   (          )    (           )    (           ) 

   
                                         

 
 

   
     

                     

  اس لیے دیے گئے توازنی ماترس کے لیے کواڈریٹک فارل 
     

 ۔ہے                    

 (Normal Form or Canonical Form)نارمل شکل یا کینونکل شکل

کو ذیل میں دی گئی شکل میں       جود رکھتی ہے  جوغیر نادر خطی تحویل اس طرح و ایک     تو ہو کواڈریٹک فارلحقیقی        اگر

  بدك سکے۔

  
    

    
      

      
      

     
 

 

 ۔کے لیے نارمل شکل یا کینونکل شکل کہتے ہیں کواڈریٹک فارلاس شکل کو دی گئی 
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 (Rank of Quadratic Forms)کی رینک کواڈریٹک فارل

کی رینک اس کے   (کو  اس کی کواڈریٹک فارل کی رینک کہتے ہیں۔ اگر ماترس  کی رینک )مام یجیے      ہو تو  کواڈریٹک فارلحقیقی        اگر

| |(  یا     رتبہ سے کم ہو) ڈریٹک فارل غیر نادر نادر ہو تو اب کواڈریٹک فارل کو نادر کہتے ہیں، اگر ایسا نہیں ہے تو کوا  یا  ماترس     

 کہلاتی ہے۔

 (Index of Quadratic Forms)انڈیکسکی  کواڈریٹک فارل

  مام یجیے  کہ  
    

    
      

      
      

     
 

کے لیے نارمل شکل        کواڈریٹک فارل والی   رینک   

میں مثبت  کے لیے نارمل شکل یا کینونکل شکل     منفی ارکام ہیں۔      مثبت ارکام ہیں جب کہ    ۔ اس میںہے  یا کینونکل شکل

فارل کے لیے ارکام کی تعداد کو کواڈریٹک فارل کے لیے انڈیکس کہتے ہیں اور  منفی ارکام کی تعداد پر مثبت ارکا کی تعداد کی زیادتی  کو کواڈریٹک 

رر)
خپ
ب
ب

 

سگی

Signatureرر  (کہا جا
خپ
ب
ب

 

سگی

 ہوگا ۔ (   )    تا ہے۔ عنی کواڈریٹک فارل کا 

 (Nature of Quadratic Formsکا نیچر) کواڈریٹک فارل

a.  کا رتبہ   کی  سبھی  خصوصی قدریں مثبت ہوں یا اس کی رینک اور ماترس   مثبت یقینی کہلاتی ہے اگر       کواڈریٹک فارلکوئی

رر کے برابر ہو۔ فارل کواڈریٹکمساواری ہو  اور 
خپ
ب
ب

 

سگی

 کے 

b.  کا رتبہ   ہوں یا اس کی رینک اور ماترس  کی  سبھی  خصوصی قدریں منفی  یقینی کہلاتی ہے اگر  منفی       کواڈریٹک فارلکوئی

رر اور کواڈریٹک فارل کا مساواری ہو 
خپ
ب
ب

 

سگی

 ہو۔ صفر 

c.  اور کم از کم ایک صفر ہو  یا اس کی  کی  سبھی  خصوصی قدریں مثبت ہوں   اگر یقینی کہلاتی ہےادھا مثبت       کواڈریٹک فارلکوئی

رر اور کواڈریٹک فارل کا  ہو  سے چھوٹی رتبہ  کے  ماترس رینک ، 
خپ
ب
ب

 

سگی

 کے برابر ہو۔اس کی رینک 

d.  اور کم از کم ایک صفر ہو  یا اس کی  ںہو کی  سبھی  خصوصی قدریں منفی  یقینی کہلاتی ہے اگر ادھا  منفی      کواڈریٹک فارلکوئی

رر اور کواڈریٹک فارل کا  ہو  سے چھوٹی رتبہ  کے  ماترس رینک،  
خپ
ب
ب

 

سگی

 ہو۔صفر 

e. باقی دوسری شکلوں میں دودرجی شکل غیر یقینی کہلاتی ہے۔ 

 خطی تحویل کے خصوصی قدریں اور خصوصی بردار 11.1

(Eigenvalues and Eigenvectors of Linear Transformations) 

̅   پر ایک خطی عامل ہے تب ایک غیر صفری بردار   T  ،Vایک متناہی البعاد کی برداری فضا ہے اور  ( ) تعریف: فرض کیجیے کہ      

 طرح سے ہے کہ اس     ( Scalarکا خصوصی بردار کہتے ہیں اگر ایک عددیہ) T کو
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 کا خصوصی بردار کہلاتا ہے۔ cکرتا ہو عددیہ کو پیدا       جو       ہر  یساا

 مختلف خصوصی قدروں کے غیر صفری خصوصی برداروں کا سٹ خطی طور پر غیر تابع ہوگا۔ نظریہ:

  𝜆  𝜆   𝜆غیر صفری خصوصی بردار ہیں خصوصی قدروں            ایک خطی عامل ہے اور       ثبوت: فرض کیجیے کہ

 کے لیے۔

 خطی طور پر غیر تابع ہیں۔ اس کو ہم ریاضیاتی استقرا کی ددد سے کریں گے۔          ہمیں ثابت کرنا ہے کہ

 ایک واحدہ سٹ ہے جو غیر تابع ہوگا۔+    *ہو تب     اگر 

 خطی طور پر غیر تابع ہے۔   +           *مام یجیے  کہ

  کے لیے               اگر  

           . .        ̅        . ( ) 
  (           . .      )   ( ̅) 
    (  )     (  )  . .     (  )   ̅ 
   𝜆      𝜆     . .    𝜆     ̅        . ( ) 

 سے ضرب دینے پر ہمیں حاصل ہے  𝜆( 1مساوات )

  𝜆      𝜆     . .    𝜆     ̅              . ( ) 

 ( کا فرق حاصل کرنے پر1( اور )1مساوات)

  (𝜆  𝜆 )     (𝜆  𝜆 )    . .      (𝜆    𝜆 )      ̅ 

 ہوں گے۔                 غیر تابع ہیں اس لیے             چوں کہ 

 ( سے1مساوات )

      ̅ 
                                                ,     - 
            . .        ̅ 
               

 خطی طور پر غیر تابع ہیں۔  +         * اس لیے

 کی خصوصی قیمت ہوگی۔ ( ) ، (𝜆) کے لیے   - ,  ( ) کی خصوصی قدر ہے تب کسی بھی کثیر رکنی ، 𝜆اگر  نظریہ:

 اس طرح ہوگا کہ        ̅   ،   ایک  بردار   خصوصی قدر ہے کی ، 𝜆ثبوت: چوں کہ

   𝜆  
  ( )   (  )   (𝜆 )  𝜆 ( )  𝜆. 𝜆  𝜆   

( )   مرطبہ  کرتے ہیں تو   -اس سلسلہ کو اگر ہم    𝜆   ہوگا۔ 

( ) فرض کیجیے کہ              
   . .                ، جہاں  ہے       

  ( )             
   . .        

 , ( )-( )  ,           
   . .      -( ) 

    ( )     ( )     
 ( )  . .      ( ) 

 ,     𝜆    𝜆
   . .    𝜆 -( ) 
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  (𝜆)( ) 
 , (𝜆)   ( )-( )    
 | (𝜆)   ( )|    

 کی خصوصی قیمت ہے۔ ( ) ، (𝜆) اس لیے  

  تحویل ہے۔  (Singular) نادر   ہوگی   1کی خصوصی قدر   پر خطی عامل ہو تب  ( ) ،   ۔ اگر  1مثاك

̅   خصوصی قدر  ہوگی        ،    خطی عامل ہے۔         ہے کہ حل۔  دیا گیا  اس طرح ہوگا کہ    

      
     ̅ 

 نادرتحویل ہے۔    

 ایک نادرتحویل ہے۔     کی خصوصی قدر  ہوگی     ،     اس طرح  

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 11.1

رمس کی تعریف  اور اس سے متعلق کئی مسئلوں کے بارے میں جانکاری حاصل کی ہے یز  بہت سے مسئلوں کا اس اکائی میں ہم نے کواڈریٹک فا

 حل بھی پیش کیا ہے۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 11.1

 مربع ماترس ، کواڈریٹک فارل ، خصوصی قدریں، خصوصی بردار 

 (Model Examination Questions)سوالاتامتحانی نمونہ  11.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  11.6.1

𝜆ایک عددیہ .1  کی تعریف کیجیے۔ تحویلخطی    

 خطی طور پر غیر تابع ہے۔    ہے۔ ثابت کریں کہ  +(   ) (     )*  فرض کرو کہ  .1

   خطی طور پر غیر تابع ہے۔  ہے۔ ثابت کریں کہ  +(   ) (    )*  فرض کرو کہ  .1

 )صحیح یا غلط(     ہوتا ہے۔ تحویلایک خطی  تحویلاکائی   .1

 )صحیح یا غلط(     ہوتا ہے۔ تحویلایک غیر خطی  تحویلصفر  .1

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  11.6.1

( )    دکھائیے کہ نقش  .1  رف ہوتا ہے، ایک میدام ہے، جو اس طرح سے متعا  ، جہاں   ( )   

 (        )    
    

    
 

 

 ہے۔ تحویلایک خطی 

 جو اس طرح سے متعارف ہوتا ہے،        دکھائیے کہ نقش  .1
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  ( )  ∫  ( )  
 

 

 

   ہے۔ تحویلایک خطی 

خطی طور پر غیر تابع ہیں اگر              کریں کہ ثابت  ہے۔ تحویلایک خطی        فرض کیجیے کہ  .1

 (  )  (  )    (  )    خطی طور پر غیر تابع ہوں۔     

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات  11.6.1

  ہوتا ہے ۔ت کا سٹ بہ عمل برداری جمع اور میزانی ضرب ایک برداری فضا تحویلاخطی  سبھیثابت کیجیے کہ  .1

کا متعین ماترس ہے اور   پر رتبہ   میدام   ماترسوں کی برداری فضا ہے۔ مام یجیے  کہ     ام سبھی  ( )  فرض کیجیے کہ .1

 کا متعین ماترس ہے۔ تب دکھائیے کہ    رتبہ   

 ( )          ( ) 

 ہے۔ تحویلایک خطی 

 (Suggested Books for further  Readings)اکتسابی موادتجویز کردہ  11.7

1. Linear Algebra, A. R. Vasishtha and J. N. Sharma,  44

th

  Edition , 2011 

2. Linear Algebra, K. N. Hoffman and Ray Kunze, 2

nd

 Edition, PHI Learning Private Limited, New Delhi, 2012 

3. Topics in Algebra, I. N. Herstein, 2

nd

 Edition, Wiley India Private Limited, New Delhi, 2012 

4. Linear Algebra and its Applications, David C. Lay, 3

rd

 Edition, Pearson Education Inc., New Delhi, 2007 
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 -Iاندرونی ضربی  فضائیں۔ 13اکائی

(Inner Product Spaces-I) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   13.0

 مقاصد   13.1

 فضائیں رونی ضرباند   13.2

 اندرونی ضرب   11.1.1 

 چند مثالیں 11.1.1 

 دو برداروں کا درمیانی ذاویہ: عمودیت 11.1.1 

 اکتسابی نتائج   13.3

 کلیدی الفاظ   13.4

 نمونہ امتحانی سوالات   13.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  11.1.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  11.1.1

 جوابات کے حامل سوالات طویل   11.1.1

 تجویزکردہ اکتسابی مواد   11.6
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 (Introduction)تمہید  13.0

میں، یہ  برداری فضا ہے۔  حصوك ہوتا کا( Inner Product)ضرباندرونی کی عمومیت سے ( Scalar Product)ضرب میزانی  

ایک سے ظاہر کیا جاتا ہے۔  اس ضرب کا نتیجہ  〈   〉 یکٹساویہ برذضرب کرنے کا ایک طریقہ ہے، جسے اکثر  دوسرے سے کو ایک برداروں 

کی  برداروں ، جیسے لمبائی، زاویہ، اور  ہےملتیبدیہی ہندسی تصورات کی رسمی تعریف کی اجازت  ۔ اس سے ہے ہوتا(Scalar)اسکیلر میزام یا  

  ۔(Zero Inner Product)ضربصفر اندرونی یا  (Orthogonality of Vectors)عمودیت
م

طف 
ل

کو  فضا  ضرب اعداد کے میدام پر اندرونی 

ضرب اندرونی  کی (Infinite Dimensional)ہی ابعادجاتا ہے۔ لامتنا نا جا کے طور پر بھی (Unitary Spaces)فضاؤںبعض اوقات وحدانی 

طف برداری فضاؤں کا ہی اس پوری اکائی میں ہم صرف حقیقی بردا   ۔ہے تجزیہ میں وسیع پیمانے پر استعماك ہوتا علیتفا فضا کا
مل
ری فضاؤں یا 

طف اعداد کے میدام کی برداری فضاؤں کا مطالعہ کریں گے۔
مل
 مطالعہ کریں گے، عنی حقیقی اعداد یا 

 (Objectives)مقاصد 13.1

 اور اس اس اکائی  کے مطالعہ کے عد طلبا کو اس قابل ہوجانا چاہیے کہ وہ اندرونی ضرب، اندرونی ضرب فضا سے متعارف ہو سکیں 

 سے کسی بردار کی لمبائی اور دو برداروں کا درمیانی ذاویہ حاصل کر سکیں۔

 (Inner Product Spaces)اندرونی ضرب فضائیں 13.2

طف اعداد کی درجہ ذیل خصوصیات کو ذہن نشیں کر لینا چاہیے۔ 
مل
 اندرونی ضرب اور اندرونی ضرب فضاؤں کی تعریف سمجھنے سے پہلے ہمیں 

طف نمبر ہے، جہاں                   کہ فرض کیجیے
مل
طف نمبر       ایک 

مل
کے دو اجزا ہیں، حقیقی جزو   ہے۔ یہاں 

 سے ظاہر کرتے ہیں۔  ( )   اور  (  )  ، جنہیں بالترتیب  اور خیالی جزو   

طف نمبر ہے۔ تب        مام یجیے  تعریف: 
مل
کی تعریف  (Modulus)یا اس کے مقیاس( Absolute Value)کی مطلق قدر  ایک 

 اس طرح کی جاتی ہے

| |  √     
 

| | یاد  رکھیں کہ: 1نوٹ              .  .      

طف عدد کی مطلق قدر یا اس کا مقیاس اس کے حقیقی جزو کے مساوی یا اس سے بڑا ہوتا ہے، عنی : 1نوٹ
مل
| |کسی     (  ) 

طف نمبر ہیں، تب    اور    اگر  :1نوٹ
مل
 دو 

|     |  |  |  |  | 
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طف نمبر ہے۔ تب        مام یجیے  : (Conjugate)مزدوج
مل
سے ظاہر کرتے ہیں اور اس کی  ̅ کو ( Conjugate)کے مزدوج  ایک 

 تعریف اس طرح سے ہے

 ̅       

طف عدد اپنے مزد
مل
( )   وج کے مساوی ہے تو  اس کا معنی یہ  ہوا کہ اگر کوئی   ایک حقیقی نمبر ہوگا۔   ہو تو  ̅   ، عنی اگر     

طف عدد کی چھ  خصوصیات درجہ ذیل ہیں:
مل
 مزدوج 

i)    ̅ ̅    اور ( )           ( ) 

ii)   ̅        | |  

iii) ( ̅)̅̅ ̅̅    

iv) | ̅|  | | 

طف نمبر ہیں، تب   اور     مام یجیے  کہ
مل
  دو 

v)      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅    ̅ 

vi)      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅    ̅ 

vii)     ̅̅ ̅̅ ̅̅    ̅  ̅ 

  (Inner Product)اندرونی ضرب   11.1.1

   کسی برداری فضا پر اندرونی ضرب، 
عل ہے اور دو برداروں کا درمیانی  ذاویہ اور کسی میں میزانی ضرب کی خصوصیات کے ساتھ ایک تفا 

دو  بردار کی لمبائی کو  اندرونی ضرب کی ددد سے متعارف  کرایا جا سکتا ہے۔ سب سے پہلے ہم اندرونی ضرب کو سمجھیں گے اور پھر لمبائی اور

 برداروں کی عمودیت پر حث  کریں گے۔

طف اعد   فرض کیجیے کہ تعریف:
مل
، کارتیسی ضرب 〈   〉ایک تفاعل  اس پر ایک برداری فضا ہے۔    اد کا میدام ہے، اور ایک حقیقی یا 

  پر اندرونی ضرب کہلاتا ہے اگر یہ درجہ ذیل شرائط کو مطمئن کرے:  سے میدام     

i)  

 

بت فت

 

مت
〈   〉(: Non-negativity)غیر  〈   〉اور                  

ii) مزدوج توازم(Conjugate Symmetry) ہو تب     : اگر〈   〉  〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
〈   〉ہونے پر     اور    〈   〉 

iii) بااتی خصوصیت ی
ط

 

خ
Linearity Property)): 〈       〉   〈   〉  d〈   〉 جہاں ،        

طف( برداری فضا کو حقیقی〈   〉اندرونی ضرب  :(Inner Product Space)اندرونی ضرب فضا
مل
طف( اندرونی ضرب کے ساتھ حقیقی )یا 

مل
 )یا 

  یا  فضا  کہتے ہیں۔
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 ین ( ) حقیقی اعداد کا سٹ ہے تو   کوئی اندرونی ضرب فضا ہے اور  ( ) اگر 

ٹ

بد ی
کل
طف اعداد کا   فضا کہتے ہیں۔ اگر  (Euclidean)کو یو

مل

 فضا کہتے ہیں۔  (Unitary)کو وہدیتی ( ) سٹ ہو تو 

 (Some Examples)چند مثالیں  11.1.1

کے عناصر ہیں، تب ثابت کیجیے کہ  ( )  کی برداری فضا   ابعاد              اور              اگر  ۔1مثاك

 پر متعارف اندرونی ضرب درجہ ذیل ہوگا: ( )  

〈   〉                     

 بت کرنے کے لیے ہم اندرونی ضرب کی تینوں شرائط پر غور کریں گے۔یہ ثا حل۔

i)  

 

بت فت

 

مت
 (Non-negativity)غیر 

〈   〉                     

   
     

       
    

 اس کے ساتھ ہی

〈   〉    

   
     

       
    

  اس لیے ہر ایک 
 ہے۔ اس لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ     ہوگا اور اس وجہ سے     

〈   〉 اگر اور صرف اگر     〈   〉 اور      

ii) توازم(Symmetry)  

 دیا ہے

〈   〉                     

ی ہے(  )چوں کہ  س
بب قلی

 

ت

                       

 〈   〉 

iii) بااتی خصوصیت ی
ط

 

خ
Linearity Property))  

کی برداری فضا   ابعاد              اور              ،             اور       فرض کیجیے کہ 

 کے عناصر ہیں، تب ( )  

       (          )   (          ) 

 (                          ) 

 اب

〈       〉  (       )   (       )     (       )   
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 (       )   (       )     (       )   

 (           )  (           )    (           ) 

 (                   )  (                   ) 

  〈   〉  d〈   〉 

 اس لیے

〈       〉   〈   〉  d〈   〉 

 اس لیے دیا گیا ضابطہ اندرونی ضرب کو ظاہر کرتا ہے۔

کے عناصر ہیں، تب ثابت کیجیے کہ  ( )  کی برداری فضا  (Two Dimensional)  ابعاد         اور         اگر  ۔1مثاك

〈   〉ضابطہ   پر  اندرونی ضرب  متعارف ہوتا ہے۔ ( )  سے                        

 فرض کیجیے کہ  حل۔

〈   〉                        

کی جانچ اس ضابطہ کے لیے  کریں یہ ثابت کرنے کے لیے کہ دیا گیا ضابطہ اندرونی ضرب کو ظاہر کرتا ہے،  ہم اندرونی ضرب  کی تینوں شرائط  

 گے۔ اس لیے

i)  

 

بت فت

 

مت
 (Non-negativity)غیر 

〈   〉                        

   
     

            
 

 

(     ) ]چوں کہ دو حقیقی نمبروں کا مربع مثبت ہوتا ہے[
      

                   

 اس لیے

〈   〉    

 اس کے ساتھ ہی

〈   〉    

   (     )
      

    

  (     )
         

                            

 اس لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ

〈   〉 اگر اور صرف اگر        

ii) توازم(Symmetry)  

 دیا ہے

〈   〉                        
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ی ہے[  ]چوں کہ  س
بب قلی

 

ت

                          

 〈   〉 

iii) بااتی خصوصیت ی
ط

 

خ
Linearity Property))  

 کے عناصر ہیں، تب ( )  کی برداری فضا   ابعاد         اور         ،        اور       فرض کیجیے کہ 

       (     )   (     ) 

 (                ) 

 اب

〈       〉  (       )   (       )   

 (       )   (       )   

 (           )  (           ) 

 (           )  (           ) 

  〈   〉  d〈   〉 

 اس لیے

〈       〉   〈   〉  d〈   〉 

 اس لیے دیا گیا ضابطہ اندرونی ضرب کو ظاہر کرتا ہے۔

 کے عناصر ہیں، تب ثابت کیجیے کہ  ( )  کی برداری فضا   ابعاد  (          )  اور  (          )  اگر  ۔1مثاك

〈   〉      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅ 

 اندرونی ضرب ہے۔

 ائط پر حث   کریں گے۔اس  کے لیے ہم اندرونی ضرب کی تمال  شر حل۔

i)  

 

بت فت

 

مت
 (Non-negativity)غیر 

〈   〉      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅ 

 |  |
   |  |

     |  |    

 اس کے ساتھ ہی اگر 

〈   〉    

 |  |
   |  |

     |  |    

 ہوں۔ اس لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ     یہ تبھی ممکن ہے جب تمال 

〈   〉 اگر اور صرف اگر        

ii) توازم(Symmetry)  

 دیا ہے
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〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅̅     ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅ ̅       ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅ ̅ 

   ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅    

     ̅̅ ̅      ̅̅ ̅          ̅̅ ̅ 

 〈   〉 

iii) بااتی خصوصیت ی
ط

 

خ
Linearity Property))  

 تب       ( )   اور      فرض کیجیے کہ 

       (          )   (          ) 

 (                          ) 

 اب

〈       〉  (       )  ̅̅̅̅  (       )  ̅̅̅̅    (       )  ̅̅ ̅̅  

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅ )  (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅ )   

 (     ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅ ) 

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ )

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ ) 

  〈   〉  d〈   〉 

 اس لیے

〈       〉   〈   〉  d〈   〉 

〈   〉 اس طرح        ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅  اندرونی ضرب ہے۔̅

طف قدری تفاعلات  ( ) اگر  ۔1مثاك
مل
 کے عناصر ہیں، تب ثابت کیجیے کہ  ( )  کی برداری فضا   ابعاد سبھی مسلسل 

〈   〉      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅ 

 اندرونی ضرب ہے۔

 حث   کریں گے۔اس  کے لیے ہم اندرونی ضرب کی تمال  شرائط پر  حل۔

i)  

 

بت فت

 

مت
 (Non-negativity)غیر 

〈   〉      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅ 

 |  |
   |  |

     |  |    

 اس کے ساتھ ہی اگر 

〈   〉    

 |  |
   |  |

     |  |    

 ہوں۔ اس لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ     یہ تبھی ممکن ہے جب تمال 

〈   〉 اگر اور صرف اگر        
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ii) توازم(Symmetry)  

 دیا ہے

〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅̅     ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅ ̅       ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅ ̅ 

   ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅    

     ̅̅ ̅      ̅̅ ̅          ̅̅ ̅ 

 〈   〉 

iii) بااتی خصوصیت ی
ط

 

خ
Linearity Property))  

 تب       ( )   اور      فرض کیجیے کہ 

       (          )   (          ) 

 (                          ) 

 اب

〈       〉  (       )  ̅̅̅̅  (       )  ̅̅̅̅    (       )  ̅̅ ̅̅  

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅ )  (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅ )   

 (     ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅ ) 

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ )

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ ) 

  〈   〉  d〈   〉 

 اس لیے

〈       〉   〈   〉  d〈   〉 

〈   〉 اس طرح        ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅  رونی ضرب ہے۔اند̅

 کے عناصر ہیں، تب ثابت کیجیے کہ  ( )  کی برداری فضا   ابعاد              اور              اگر  ۔1مثاك

〈   〉      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅ 

 اندرونی ضرب ہے۔

ی جانچ کرنے پر۔اندرونی ضرب کی تمال  شرا حل۔

طک

 

ت

 

i)  

 

بت فت

 

مت
 (Non-negativity)غیر 

〈   〉      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅ 

 |  |
   |  |

     |  |    

 اس کے ساتھ ہی اگر 

〈   〉    

 |  |
   |  |

     |  |    
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 ہوں۔ اس لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ     یہ تبھی ممکن ہے جب تمال 

〈   〉 اگر اور صرف اگر        

ii) توازم(Symmetry)  

 دیا ہے

〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅̅     ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅ ̅       ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅ ̅ 

   ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅    

     ̅̅ ̅      ̅̅ ̅          ̅̅ ̅ 

 〈   〉 

iii) بااتی خصوصیت ی
ط

 

خ
Linearity Property))  

 تب       ( )   اور      فرض کیجیے کہ 

       (          )   (          ) 

 (                          ) 

 اب

〈       〉  (       )  ̅̅̅̅  (       )  ̅̅̅̅    (       )  ̅̅ ̅̅  

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅ )  (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅ )   

 (     ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅ ) 

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ )

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ ) 

  〈   〉  d〈   〉 

 اس لیے

〈       〉   〈   〉  d〈   〉 

〈   〉 اس طرح        ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅  اندرونی ضرب ہے۔̅

 فرض کیجیے کہ ایک اندرونی ضرب فضا ہے، تب ثابت کیجیے کہ ۔6مثاك 

i) (   )         

ii)  اگر(   )     تب         

 ہمیں حاصل ہے کہ  i) حل۔

(    )  (    )      

  (   )    

(ii   فرض کیجیے کہ(   )          
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 ہوتا ہے لے کر ہمیں حاصل    تب 

(   )        

 کے لیے ثابت کیجیے کہ    ہو، تب ہر ایک       کوئی برداری فضا ہے اور   اگر  ۔7مثاك

〈   〉اگر اور صرف اگر       〈   〉 

 کے لیے ظاہر ہے کہ     تب ہر ایک     فرض کیجیے کہ  حل۔

〈   〉  〈   〉 

 ہوگا۔

〈   〉اس کے بالعکس مام یجیے  کہ  تب،      〈   〉 

〈   〉  〈   〉    

        〈     〉    

〈       〉  لے کر[     ]    

                       

                             

 (Angle between Two Vectors: Orthogonality)دو برداروں کا درمیانی ذاویہ: عمودیت  11.1.1

ایک دوسرے پر عمودی  کہلاتے   اور   کسی اندرونی ضرب فضا کے دو بردار ہیں۔ بردار   اور   فرض کیجیے کہ  :(Orthogonality)عمودیت

 پر عمودی   ہوگا اگر  بردار   ہیں اگر  ام کا اندرونی ضرب صفر کے برابر ہو۔ عنی بردار 

〈   〉    

〈   〉پر عمودی   ہے عنی   بردار   رکھتا ہے۔ بردار  (Symmetric)عمودیت کا  رشتہ اندرونی ضرب فضا میں توازم  〈   〉    

پر عمودی ہوتا ہے اگر وہ سٹ کے ہر ایک بردار پر عمودی ہو۔ اسی طرح دو تحت فضائیں عمودی ہوں گی اگر   کوئی بردار کسی سٹ  تعریف:

 ایک سٹ کا ہر ایک بردار دوسرے سٹ کے ہر بردار پر عمودی ہو۔

سٹ کہا جاتا ہے  عمودی کو  S میں برداروں کا ایک سٹ ہے۔ تب  کسی اندرونی ضرب فضا   فرض کیجیے کہ  :(Orthogonal Set)عمودی سٹ

 ہوں۔ بردار عمودی میں کوئی بھی دو   بشرطیکہ 

 :(Orthonormal Set)مستقیم عمود سٹ یا آرتھونارمل سٹ

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 13.3 

طف اعداد کی بنیادی جانکاری کے عد مختلف مثالات کے ذریعہ اندرونی ضرب اور اندرونی ضرب فضا پر عبور حاصل کیا اس 
مل
اکائی میں ہم نے
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 یز  اندرونی ضرب کی ددد سے دو برداروں کا درمیانی ذاویہ اور پھر ام کی عمودیت کے تصور کو سمجھا اور کئی مثالات کو حل کیا۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ

طف اعداد، مزدوج، اندرونی ضرب،  اندرونی ضرب فضا  
مل

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 13.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  11.1.1

 اندرونی ضرب کی تعریف کیجیے۔ .1

 اندرونی ضرب فضا کی تعریف مثاك کے ساتھ دیجیے۔ .1

 عمودیت کی تعریف کیجیے۔ .1

 عمودی سٹ کی تعریف کیجیے۔ .1

 سٹ کی تعریف کیجیے۔ (Orthonormal)آرتھونارمل .1

〈   〉کسی برداری فضا کے دو بردار ہیں، تب وہ ایک دوسرے پر عمودی ہوں گے اگر    اگر .6             

 (a 1  (b 

 

 
 (c 1  (d   None 

‖ ‖تقسیم ہے اور تب   فرض کرو .7            

 (a 0.3  (b  1 (c  1  (d 0.8 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  11.1.1

 بتایے کہ درضہ ذیل میں سے کوم اندرونی ضرب ہے (     )   (     )  مام یجیے  کہ 

1. 〈   〉                         

1. 〈   〉    
                

 
 

1. 〈   〉              

1. 〈   〉                         

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات  11.1.1
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 کے عناصر ہیں، تب ثابت کیجیے کہ  ( )  کی برداری فضا   ابعاد               اور             اگر  .1

〈   〉      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅ 

 اندرونی ضرب ہے۔

کے عناصر ہیں، تب ثابت کیجیے کہ  ( )  کی برداری فضا  (Two Dimensional)  ابعاد         اور         اگر  .1

〈   〉ضابطہ   ۔پر  اندرونی ضرب  متعارف ہوتا ہے ( )  سے                        

کے عناصر ہیں، تب ثابت کیجیے کہ  ( )  کی برداری فضا   ابعاد              اور              اگر  .1

 پر متعارف اندرونی ضرب درجہ ذیل ہوگا: ( )  

〈   〉                     

 (Suggested Books for further  Readings)تجویز کردہ اکتسابی مواد 13.6

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 

6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006  

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2

nd

 Edition, 2014 
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 -II۔ اندرونی ضربی فضائیں14اکائی

(Inner Product Spaces -II) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   14.0

 مقاصد   14.1

 عدل مساواتیں   14.2

 شوارز کی عدل مساوات   11.1.1 

ل کی عدل مساوات 11.1.1 
بش
پسی

 

 پارسیواك کا ضابطہ 11.1.1 

 اکتسابی نتائج   14.3

 کلیدی الفاظ   14.4

 نمونہ امتحانی سوالات   14.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 11.1.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 11.1.1

 طویل  جوابات کے حامل سوالات 11.1.1

 تجویزکردہ اکتسابی مواد   11.6
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 (Introduction)تمہید  14.0

کے بارے میں تفصیل کے ساتھ سمجھا اور چھ   اور اندرونی ضرب فضا( Inner Product)ضرباندرونی گزشتہ اکائی میں ہم نے  

ل کی عدل مساوات اور پارسیو (Inequalities)ہم چھ  اہم عدل مساواتوں میں مثالات کا حل پیش کیا۔ اس اکائی 
بش
پسی

اك کے جیسے شوارز اور 

 ضابطے کو ثابت کریں گے۔ 

 (Objectives)مقاصد 14.1

 اس اکائی  کے مطالعہ کے عد طلبا کو اس قابل ہوجانا چاہیے کہ

 عدل مساواتوں کو سمجھ سکیں۔ 

 شوارز کی عدل مساوات کو ثابت کر سکیں اور اس کی ددد سے چند مثالوں کو حل کر سکیں۔ 

  ل کی عدل مساوات کو سمجھ اور ثابت
بش
پسی

 کر سکیں۔

 اور پارسیواك کے ضابطے کو ثابت کر سکیں۔ 

 (Inequalities)عدل مساواتیں 14.2

 (Norm or Length of a Vector)نارل یا بردار کی لمبائی

کا اس  (         )  کے ساتھ برداری فضا ہے۔ اگر (  Standard Inner Product)ایک معیاری اندرونی ضرب  فرض کیجیے کہ 

 کوئی بردار ہو تب

〈   〉     
     

      
 

 

  √ لمبائی کی بردار اس اور
     

      
 

 ہوگی۔ 

 (Norm)نارل

(         )  ہے اور (  Inner Product Space)ایک اندرونی ضرب فضا  فرض کیجیے کہ  کی ایک بردار ہو تب اس بردار    

 کو نارل کہتے ہیں، عنی (Square Root)سے ظاہر کرتے ہیں اور اندرونی ضرب کے مثبت جزرالمربع ‖ ‖نارل کو 

‖ ‖  √〈   〉   √  
     

      
 

 

 (Unit Vector)اکائی بردار

ہو عنی  1 کوئی بردار اس طرح سے ہو کہ اس کی لمبائی اس کا (         )  ایک اندرونی ضرب فضا ہے۔ اگر   مام یجیے  کہ 

‖ ‖  ہو۔ 1کو اکائی بردار کہتے ہیں۔ اس طرح کسی اندرونی ضرب فضا میں کوئی بردار اکائی بردار کہلاتا ہے اگر  اس کی لمبائی   تب    

‖ ‖  (i)میں ثابت کیجیے کہ   اندرونی ضرب فضا ۔ 1قضیہ  ‖ ‖ اور        ف اگر اگر اور صر   
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(ii) ‖  ‖  | |  ‖ ‖ 

 ہمیں حاصل ہے (iثبوت۔  )

‖ ‖  √〈   〉 
 ‖ ‖  〈   〉    

   ‖ ‖    

 ساتھ ہی 

〈   〉     اگر اور صرف اگر    

 اس لیے 

 ، عنی   اگر اور صرف اگر     ‖ ‖

‖ ‖     اگر اور صرف اگر    

 اس طرح

‖ ‖     اگر اور صرف اگر    

(ii) نارل کی تعریف سے ہمیں معلول ہے کہ 

‖  ‖  〈     〉  
  〈    〉 

   ̅〈   〉 

 | |  ‖ ‖ 
 

 اس لیے

‖  ‖  | |  ‖ ‖ 

  (Schwarz’s Inequality)شوارز کی عدل مساوات   11.1.1

 تب      اندرونی ضرب فضا  ہے۔ اگر    فرض کیجیے کہ  )شوارز کی عدل مساوات(۔ 1قضیہ 

|〈   〉|  ‖ ‖  ‖ ‖ 

‖ ‖تب  ̅   ہم جانتے ہیں کہ اگر ثبوت:     

 اور ساتھ ہی

〈   〉  〈 ̅  〉 

 〈   ̅  〉 

  〈 ̅  〉 

   

〈   〉چوں کہ   ایک صفر بردار ہو، تو  عنی  ̅   ہے۔ اس لیے اگر    

|〈   〉|    

 اور

‖ ‖  ‖ ‖    
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|〈   〉|اس لیے عدل مساوات   ‖ ‖  درت  ہے۔  ‖ ‖ 

 مثبت ہوگا۔، عنی ‖ ‖ہے۔ تب     ایک غیر صفری بردار ہے عنی   اب مام یجیے  کہ 

‖ ‖    

اس لیے 

 

‖ ‖ 
 بھی مثبت ہوگا۔ 

    اب مام یجیے  کہ 
〈   〉

 ایک بردار ہے۔ اس لیے    ‖ ‖

〈   〉  〈  
〈   〉

‖ ‖ 
     

〈   〉

‖ ‖ 
  〉 

 خطی خصوصیت کا استعماك کرنے پر

〈   〉  〈    
〈   〉

‖ ‖ 
  〉  

〈   〉

‖ ‖ 
〈    

〈   〉

‖ ‖ 
  〉 

 〈   〉  
〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

‖ ‖ 
〈   〉  

〈   〉

‖ ‖ 
〈   〉  

〈   〉〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

‖ ‖ ‖ ‖ 
〈   〉 

 ‖ ‖  
〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〈   〉

‖ ‖ 
 

〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〈   〉

‖ ‖ 
 

〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〈   〉

‖ ‖ ‖ ‖ 
‖ ‖ 

 

 ‖ ‖  
〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〈   〉

‖ ‖ 
 

 ‖ ‖  
|〈   〉| 

‖ ‖ 
                  ,   ̅  | |       - 

〈   〉لیکن   ‖ ‖ 
 ہے۔ اس لیے 

‖ ‖  
|〈   〉| 

‖ ‖ 
   

                     ‖ ‖  
|〈   〉| 

‖ ‖ 
 

         ‖ ‖  ‖ ‖  |〈   〉|  

             ‖ ‖  ‖ ‖  |〈   〉| 

 شوارز کی عدل مساوات کا ریاضی کی مختلف شاخوں میں استعماك کیا جاتا ہے۔ چند اطلاق آگے دیے گئے ہیں۔

 (Theorem on Triangle Inequality)کے لیے قضیہ مثلث عدل مساوات

 کے لیے ثابت کیجیے کہ     اندرونی ضرب فضا کے تمال عناصر 

‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 نارل کی تعریف سے ہم جانتے ہیں کہ ثبوت۔

‖   ‖  〈       〉 

 〈     〉  خطی خاصیت سے                                                  〈     〉 

 〈   〉  〈   〉  〈   〉  〈   〉 

 ‖ ‖  〈   〉  〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ‖ ‖                        [ 〈   〉  〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 

 ‖ ‖     〈   〉  ‖ ‖                            ,    ̅      ( )- 

 ‖ ‖   |〈   〉|  ‖ ‖                                     , | |     ( )- 
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 ‖ ‖   ‖ ‖  ‖ ‖  شوارز کی عدل مساوات سے                        ‖ ‖ 

 (‖ ‖  ‖ ‖) 
 

 اس لیے

‖   ‖  (‖ ‖  ‖ ‖) 
 

 ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 (Cauchy’s  Inequality)کوشی کی عدل مساوات

کی برداری فضا  (Standard Inner Product)معیاری اندرونی ضرب (         )  اور  (         )  فرض کیجیے کہ 

طف اعداد ہیں۔ تب   اور    کے دو عناصر ہیں، جہاں تمال  ( )  
مل

 

〈   〉      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅        ̅̅ ̅ 

 |〈   〉|  |    ̅̅ ̅       ̅̅ ̅        ̅̅ ̅|  

 ہم جانتے ہیں کہ 

‖ ‖  〈   〉       ̅̅ ̅      ̅̅ ̅        ̅̅ ̅ 

 |  |
  |  |

    |  |  

 اسی طرح

‖ ‖  〈   〉       ̅̅ ̅      ̅̅ ̅        ̅̅ ̅ 

 |  |
  |  |

    |  |  

 شوارز کی عدل مساوات سے

‖ ‖  ‖ ‖  |〈   〉|  

طف اعداد ہوں، تو          اور           اس لیے اگر 
مل

 

|    ̅̅ ̅       ̅̅ ̅        ̅̅ ̅|  (|  |
  |  |

    |  | )(|  |
  |  |

    |  | ) 

 اس مساوات کو کوشی کی عدل مساوات کہتے ہیں۔

 حقیقی اعداد ہوں تو اس عدل مساوات کو درجہ ذیل طریق سے لکھا جا سکتا ہے:   اور    نوٹ: اگر 

|                 |  (  
     

      
 )(  

     
      

 ) 

طف قدر والے تفاعلات کی برداری فضا ہے اور  -   ,اکائی وقفہ   اگر مام لیا جائے کہ  ۔Iصورت 
مل
  اور       پر تمال مسلسل 

 کے لیے اندرونی ضرب فضا اس طرح سے دی گئی ہے: -   ,

〈   〉  ∫  ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   
 

 

 

 اب

〈   〉  ‖ ( )‖  ∫  ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   
 

 

 

 ∫ | ( )|   
 

 

 

 اسی طرح ہم حاصل کرتے ہیں
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‖ ( )‖  ∫  ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   
 

 

 

 ∫ | ( )|   
 

 

 

 اور پھر

|〈 ( )  ( )〉|  |∫  ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   
 

 

|

 

 

  ہیں کہشوارز عدل مساوات سے ہم جانتے

|〈 ( )  ( )〉|  ‖ ( )‖  ‖ ( )‖ 
 

 اس لیے

|∫  ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   
 

 

|

 

 4∫ | ( )|   
 

 

5

 

 4∫ | ( )|   
 

 

5

 

 

 ویہ ہے، تبام کا درمیانی ذا θکے بردار ہیں اور  ( )  کسی سہ ابعادی برداری فضا   اور   فرض کیجیے کہ  ۔IIصورت 

(c   )  
               

(  
     

    
 )  (  

     
    

 )
 

 
|〈   〉| 

〈   〉  〈   〉
 

 
|〈   〉| 

‖ ‖  ‖ ‖ 
 

 سے   |〈   〉|  ‖ ‖  ‖ ‖شوارز کی عدل مساوات

(c   )  
‖ ‖  ‖ ‖ 

‖ ‖  ‖ ‖ 
   

 (c   )    

 سے زیادہ نہیں ہو سکتی۔  قدر  (Absolute)اس لیے حقیقی ذاویہ کے کوسائن کی مطلق

 (Parallelogram Law)متواضی الاضلاع قانوم

 ، تب( )     ایک اندرونی ضرب فضا ہے اور  ( ) مام یجیے  کہ  بیام:

‖   ‖  ‖   ‖   (‖ ‖  ‖ ‖ ) 

 ہمیں حاصل ہےثبوت: 

‖   ‖  〈       〉 

 〈     〉  〈     〉  
 〈   〉  〈   〉  〈   〉  〈   〉 

 ‖ ‖  〈   〉  〈   〉  ‖ ‖ 
 

 اسی طرح

‖   ‖  〈       〉 

 〈     〉  〈     〉 

 〈   〉  〈   〉  〈   〉  〈   〉 
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 ‖ ‖  〈   〉  〈   〉  ‖ ‖ 
 

 ام کی ددد سے ہم حاصل کر سکتے ہیں

‖   ‖  ‖   ‖   (‖ ‖  ‖ ‖ ) 

 کے دو بردار ہیں۔ ثابت کیجیے کہ (Unitary Space)کسی اکائی فضا    فرض کیجیے کہ  ۔1مثاك

‖   ‖  ‖   ‖   ‖    ‖   ‖    ‖   〈   〉 

 ہم جانتے ہیں کہ حل۔

‖   ‖  ‖ ‖  〈   〉  〈   〉  ‖ ‖ 
 

 اور

‖   ‖  ‖ ‖  〈   〉  〈   〉  ‖ ‖ 
 

 ام کی ددد سے ہم حاصل کر سکتے ہیں

‖   ‖  ‖   ‖   (〈   〉  〈   〉)                     ( ) 

 اسی طرح

‖    ‖  ‖ ‖   〈   〉   〈   〉  ‖ ‖ 
 

 اور

‖    ‖  ‖ ‖   〈   〉   〈   〉  ‖ ‖ 
 

 ام دونوں کی ددد سے ہم حاصل کر تے ہیں

 ‖    ‖   ‖    ‖   (〈   〉  〈   〉)               ( ) 

 ( کی ددد سے 1( اور )1مساوات )

‖   ‖  ‖   ‖   ‖    ‖   ‖    ‖   〈   〉 

ل کی عدل مساوات  11.1.1
بش
پسی

(Bessel’s Inequality) 

 ہو تو  (Orthonormal Set)کا کوئی مستقیم عمودی سٹ  اندرونی ضرب فضا  +          *  اگر 

∑|〈    〉|
 

 

   

 ‖ ‖       

 ساتھ ہی

∑|〈    〉|
 

 

   

 ‖ ‖            ( ) 

∑    کے لیے فرض کیجیے کہ     ثبوت: تمال  〈    〉  
 
 ایک بردار ہے۔ اس لیے    

‖  ∑〈    〉  

 

   

‖

 

 〈  ∑〈    〉  

 

   

   ∑〈    〉  

 

   

〉 
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 〈   〉  〈  ∑〈    〉  

 

   

〉  〈∑〈    〉  

 

   

  〉

 〈∑〈    〉  

 

   

 ∑〈    〉  

 

   

〉 

 ‖ ‖  ∑〈    〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

   

〈    〉  ∑〈    〉  

 

   

〈    〉

 ∑∑〈    〉〈    〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

   

 

   

〈     〉 

 ‖ ‖  ∑|〈    〉|
 

 

   

 ∑|〈    〉|
 

 

   

 ∑|〈    〉|
 

 

   

 

 ‖ ‖  ∑|〈    〉|
 

 

   

 

∑  ‖چوں کہ  |〈    〉|
  

 ہوتا ہے، اس لیے    ‖   

‖ ‖  ∑|〈    〉|
 

 

   

   

 عنی

‖ ‖  ∑|〈    〉|
 

 

   

                     ( ) 

 کے لیے ہمیں حاصل ہے +          *  ہو، تو مستقیم عمودی سٹ  ( )      اب اگر 

  ∑〈    〉  

 

   

 

   ∑〈    〉  

 

   

   

 ( سے1وات )اس لیے مسا

‖ ‖  ∑|〈    〉|
 

 

   

 

 (Parseval’s Identity)پارسیواك کا ضابطہ  11.1.1

کے ساتھ ایک اندرونی ضرب فضا  ہے۔ تب سبھی میزانوں +          *  مستقیم عمودی اساس   فرض کیجیے کہ بیام۔ 

 کے لیے            

‖                ‖
  |  |

  |  |
    |  |

 
 

 ۔ کی ددد سے ثابت کریں گے (Mathematical Induction)ہم اس کو ریاضیاتی استقراثبوت۔ 
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‖ ‖کے لیے دیا گیا مفروضہ درت  ہے کیوں کہ برداروں کی خالی جمع صفر ہے     ظاہر ہے کہ  نوں کی خالی جمع صفر ہوتا اور میزا   

 ہے۔

مستقیم عمودی سٹ ہے۔ اندرونی ضرب فضا  کی خصوصیت سے ہم جانتے  +          *  ہے اور چوں کہ     مام یجیے  کہ  

 ۔ اس سےصفر بردار خود پر عمودی ہوتا ہے اور ساتھہیں کہ صفر بردار ہر ایک بردار پر عمودی ہوتا ہے 

〈                     〉    〈                   〉 

     ̅〈     〉      ̅〈     〉   
     ̅̅̅〈     〉 

     ̅( )      ̅( )        ̅̅̅( )    

اگورس قضیہ کے                  اور      اس لیے  

  

ایک دوسرے پر عمودی ہیں۔ اب استقرا کے اصوك اور پائ

 استعماك سے ہمیں حاصل ہے

‖                ‖  ‖    ‖
  ‖                ‖ 

 

 |  |
 ‖  ‖

  |  |
  |  |

    |  |  

 |  |
  |  |

    |  |  

 برداروں کا کوئی بھی مستقیم عمودی سٹ خطی طور پر غیر تابع ہوتا ہے۔ قضیہ۔

  میں مستقیم عمودی برداروں کا سٹ ہے۔  ضرب فضا   اندرونی  +          *فرض کیجیے کہ  ثبوت۔

 اس طرح سے ہیں کہ            مام یجیے  کہ میزام 

                   

 پارسیواك کے ضابطے سے

‖                ‖  |  |
  |  |

    |  |    

|  |کے لیے  -   ,  اب سبھی 
 ہے۔ اس لیے ہم حاصل کرتے ہیں    

|  |  |  |    |  |    

              

 خطی طور پر غیر تابع ہیں۔           اس لیے بردار 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 14.3 

ل کی عدل مساوات کو سمجھا اور ام کا ثبوت پیش کیا اور پارسیواك کے ضابطے کے بارے میں جانکاری حاصل اس اکائی میں
بش
پسی

 ہم  نے شوارز اور 

 کی، یز  عدل مساوات کے استعماك سے متواضی الاضلاع کے قانوم کو ثابت کیا اور چند مثالیں اس کی ددد سے حل کیں۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 11.1

طف اعد
مل

 اد، مزدوج، اندرونی ضرب،  اندرونی ضرب فضا  

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 14.5
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 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  11.1.1

 کسی بردار کی نارل کی تعریف کیجیے۔ .1

 اکائی برادار کسے کہتے ہیں؟  مثاك دیجیے۔ .1

 مساوات کھیے۔ ۔ کوشی کی عدل  .1

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  11.1.1

 برداروں کا کوئی بھی مستقیم عمودی سٹ خطی طور پر غیر تابع ہوتا ہے۔ثابت کیجیے کہ  .1

 پارسیواك کے ضابطے کو بیام اور ثابت کیجیے۔ .1

‖ ‖  (i)میں ثابت کیجیے کہ   اندرونی ضرب فضا  .1 ‖ ‖ اور        اگر اور صرف اگر    

(ii) ‖  ‖  | |  ‖ ‖ 

 کو بیام اور ثابت کیجیے۔ متواضی الاضلاع قانوم .1

‖   ‖کے لیے ثابت کیجیے کہ      اندرونی ضرب فضا کے تمال عناصر  .1  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات  11.1.1

|〈   〉|تب ثابت کیجیے کہ عدل مساوات درت  ہے         ضرب فضا  ہے۔ اگر اندرونی   فرض کیجیے کہ  .1  ‖ ‖  

‖ ‖ 

ل کی عدل مساوات کیا ہے؟ ثابت بھی کیجیے۔ .1
بش
پسی

 

کے ساتھ ایک اندرونی ضرب فضا  ہے۔ تب سبھی میزانوں +          *  مستقیم عمودی اساس   فرض کیجیے کہ  .1

 کے لیے            

‖                ‖  |  |
  |  |

    |  |  

 

 (Suggested Books for further  Readings)تجویز کردہ اکتسابی مواد 14.6

1. Introduction to Real Analysis, Donald R. Sherbert Robert G. Bartle  4

th

  Edition , 2014 

2. Elements Of Real Anyalsis, Narayan Shanti and Raisinghania M.D.,  2003 

3. Real Analysis, Halsey Royden and Patrick Fitzpatrick, 4

th

 Edition, 2017 

4. Real Analysis, J.N. Sharma and A.R. Vasishtha, 2014 

5. Real Analysis, V. Karunakaran, 2011 
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6. Real Analysis, N.L. Carothers, 2006  

7. Basic Real Analysis, Houshang H. Sohrab, 2
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 Edition, 2014 
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 (Introduction)تمہید  15.0

ل کی عدل مساوات اور پارسیواك کے ضابطے  کے بارے میں پزھ چکے ہیں یز  اس کے استعماك سے  ہم  گزشتہ اکائی میں 
بش
پسی

شوارز اور 

-Gram)الگورتھمگرال شمٹ  یا (Gram-Schmidt Process)عملچند مثالات کا حل حاصل کرنا سیکھا۔ اس اکائی میں ہم گرال شمٹ 

Schmidt Algorithm) ہی برداروں کی جانکاری حاصل کریں گے۔ کی ددد سے متناہی یا لامتنا 

 (Objectives)مقاصد 15.1

 اس اکائی  کے مطالعہ کے عد آپ  اس قابل ہوجائیں گے کہ

 دو  برداروں کے لیے عمودی شرط حاصل کر سکیں۔ 

  عملگرال شمٹ(Gram-Schmidt Process) کو سمجھ سکیں۔ الگورتھمگرال شمٹ  یا 

   بنا سکیں۔ (آرتھونارملائز مستقیم عمودی )یا  روں کے سٹ کواکی ددد سے برد عملگرال شمٹ 

 (Basic Definitions)بنیادی تعریفات 15.2

-Gram)الگورتھمگرال شمٹ  یا (Gram-Schmidt Process)عملگرال شمٹ ، میں  الجبرا اور عددی تجزیہخطیریاضی میں، خاص طور پر 

Schmidt Algorithm)  فضا ضرباندرونی(Inner Product Space)  ،ین معیاری اندرونی  عال طور پر)میں 

ٹ

بد ی
کل
ضرب کے ساتھ یو

   Euclidean space)فضا
کا  برداروں  اس میںکرنے کا ایک طریقہ ہے۔  (آرتھونارملائز مستقیم عمودی )یا  روں کے سٹ کوبردا (میں  (

.      *      سٹ غیر تابع طور پر خطی، ہیایک متنا . . ہے اور اس طریقہ سے ایک عمودی سٹ        ، جہاںہےجاتا لیا  +   

     *      . . .   حاصل ہوتا ہے جو  +   
حالانکہ ہم  ۔ہے S( کرتا ہو جیسا کہ Spanابعادی والی تحت فضا کو اسپین)-k کی

رہے ہیں لیکن یہ لامتناہی ابعاد کی اندرونی ضرب فضا کے لیے بھی اچھا کال کرتا یہاں اس کا استعماك متناہی ابعاد کی اندرونی ضرب فضا کے لیے کر 

 کے بارے میں پزھنے سے پہلے ہم چھ  بنیادی تعریفات پر غور کرتے ہیں۔ عملگرال شمٹ  ہے۔

 (Orthogonal Vectorsعمودی بردار)

 پر عمودی کہا جاتا ہے اگر   کو   کے دو بردار ہیں۔ تب    کسی اندرونی ضرب فضا  اور   فرض کیجیے کہ 

〈   〉    

عنی اندرونی ضرب  دونوں عمودی بردار ہیں۔   اور   پر عمود ہے اس لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ   بھی   چوں کہ اس سے یہ حاصل ہوتا ہے کہ 

 (Scalar Multiple)کا ہر ایک میزام ضریب  ، تو پر عمودی  ہے  بردار   میں عمودیت کا رشتہ توازم کی خاصیت کو پورا کرتا ہے۔ اگر  فضا

 پر عمودی  ہوگا۔ صفر بردار ہر ایک بردار پر عمودی ہوتا ہے اور یہی ایک ایسا بردار ہے جو خود پر عمودی ہوتا ہے۔  بھی بردار 

 (Orthogonal Setعمودی سٹ)
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عمودی سٹ کہلاتا ہے بشرطے کہ اس کے کوئی بھی دو بردار عمودی    میں برداروں کا ایک  سٹ  ہے۔ تب  ، اندرونی ضرب فضا  مام یجیے  کہ

 ہوں۔

 (Orthonormal Setمستقیم عمودی سٹ)

.      *  میں برداروں کا سٹ   اندرونی ضرب فضا  . .  مستقیم عمودی سٹ کہلاتا ہے اگر: +   

i)  ہو، عنی  1کی لمبائی    ہر ایک〈     〉  ہو اور   

ii)      کے لیے〈     〉  ہو۔   

〈   〉ظاہر ہے کہ کسی بھی مستقیم عمودی سٹ میں صفر بردار نہیں ہوسکتا، کیوں کہ  ایک صفر بردار ہے اور ہر ایک اندرونی   ، جہاں    

 صفر برداری فضا نہ ہو۔   ، میں مستقیم عمودی سٹ وجود رکھتا ہے اگر چہ کہ   ضرب فضا 

 (Linear Combination) تریبخطی

.      ایک میدام ہے۔ تب اگر   ہے اور  ایک برداری فضا  اگر  . . .           ہو تو        . . کو برداروں       

      . . .  پر خطی تریب کہتے ہیں۔   کی میدام     

.           خطی تریب  نوٹ: . . .      کہا جاتا ہے اگر سبھی ضریب  (Trivial)کو غیر اہم       . . صفر ہوں اور اگر ام     

.           میں سے کوئی ایک ضریب بھی غیر صفر ہو تو خطی تریب  . .  ۔کہتے ہیں (trivial-Non)کو اہم      

 (Linear Spanخطی تکوین)

کے عناصر کے    کی خطی تکوین   کی ایک غیر خالی تحت فضا ہے۔ تب  اس  ہے اور( Vector Space)ایک برداری فضا  فرض کیجیے کہ 

 کا سٹ ہوتا ہے۔ (Linear Combinations)متناہی سٹوں کی سبھی خطی ترکیبوں

 (Vectors Linearly Dependent and Independent)خطی طور پر تابع اور غیر تابع بردار

.      ایک میدام ہے۔ تب اگر   ہے اور  ایک برداری فضا  اگر  . . .      ہو تو ہم کہتے ہیں کہ        . .   خطی طور پر     

.      کے عناصر   کے تابع ہیں اگر  . . .           ں کہ وہ تمال صفر نہ ہوں اور   اس طرح وجود رکھتے ہو     . .         

 ہو۔

.      اگر بردار  . . کہتے  (Vectors Linearly Independent)کے تابع نہیں ہیں تو ام کو خطی طور پر غیر تابع بردار  خطی طور پر     

 ہیں۔

تابع  (     )اور  (     )، (     )غیر تابع بردار ہیں جب کہ میں  (     )اور  (     )، (     )مثاك کے لیے سہ ابعادی فضا میں 

 بردار ہیں۔
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.           خطی تریب  نوٹ: . . .      کہا جاتا ہے اگر سبھی ضریب  (Trivial)کو غیر اہم       . . صفر ہوں اور اگر ام     

.           میں سے کوئی ایک ضریب بھی غیر صفر ہو تو خطی تریب  . .  کہتے ہیں۔ (trivial-Non)کو اہم      

کا اساس کہتے ہیں   کو   کی ایک تحت فضا ہے۔ تب  اس  ہے اور( Vector Space)ایک برداری فضا  فرض کیجیے کہ  (:Basisاساس)

 بردار اس طرح وجود رکھتے ہوں کہ  (Linearly Independent) طور پر غیر تابعمیں خطی  اگر 

         

 (Orthonormal Basisمستقیم عمودی اساس)

اکائی بردار ہیں اور ایک  سبھی بردار ایک اساس ہے جس کے بردار مستقیم عمودی ہیں، عنی  ،مستقیم عمودی اساس میںاندرونی ضرب فضا  کسی

  عمودی ہیں۔ کےدوسرے 

 (Gram-Schmidt Orthogonalization Process)عمل گرال شمٹ عمودیت کے لیے طریقہ 11.1.1

 ہر ایک متناہی ابعاد والی اندرونی ضرب فضا میں ایک مستقیم عمودی اساس ہوتا ہے۔  ۔1قضیہ

 اس کا ایک اساس ہے۔ +          *  یجیے  کہ کی ایک اندرونی ضرب فضا ہے اور مام   متناہی ابعاد  ( ) فرض کیجیے کہ   ثبوت۔

  کے عناصر کی ددد سے کریں گے۔ مام یجیے  کہ   کی تشکیل  (Orthonormal Set)کے لیےمستقیم عمودی سٹ  اب ہم 

میں   ہر ایک عناصر کو اساس  ہے۔ ہم جانتے ہیں کہ مستقیم عمودی سٹ کے (Orthogonal Set)ایک عمودی سٹ +          *

 موجود عناصر کی خطی تریب کے طور پر ظاہر کیا جا سکتا ہے۔

 خطی طور پر غیر تابع ہے، اس لیے   چوں کہ 

                

 اس طرح سے مام یجیے  کہ    ہے اور        فرض کیجیے کہ

      
〈     〉

‖  ‖ 
   

     مام یجیے  کہ

   
〈     〉

‖  ‖ 
   

     جو کہ ہمارے مفروضہ کے خلاف ہے۔ اس لیے  خطی طور پر  تابع ہے +     *کا میزانی ضریب ہے۔ اس لیے سٹ    بردار     

 ہے۔ اب

〈     〉  〈   
〈     〉

‖  ‖ 
     〉 

 〈   
〈     〉

‖  ‖ 
     〉                                     ,      - 

 〈     〉  
〈     〉

‖  ‖ 
〈     〉 
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 〈     〉  
〈     〉

‖  ‖ 
‖  ‖

 
 

 〈     〉  〈     〉 

 〈     〉    

ایک عمودی سٹ ہے۔ اب تیسرے بردار کی تعریف درجہ ذیل طریقہ سے  +     *پر عمودی  ہے۔ اس لیے سٹ    بردار     اس لیے 

 کرتے ہیں

      
〈     〉

‖  ‖ 
   

〈     〉

‖  ‖ 
   

    ∑ 8
〈     〉

‖  ‖ 
  9

 

   

 

 خطی طور پر  تابع ہے۔ تب +        *ہے، تب سٹ      ہے۔ لیکن اگر ہم مام لیں کہ      اس لیے 

〈     〉  〈   
〈     〉

‖  ‖ 
   

〈     〉

‖  ‖ 
     〉 

 〈     〉  
〈     〉

‖  ‖ 
〈     〉  

〈     〉

‖  ‖ 
〈     〉 

 〈     〉  
〈     〉

‖  ‖ 
‖  ‖

                         , 〈     〉   - 

 〈     〉    

 کے لیے        پر عمودی  ہے۔ اسی طرح ہم دکھا سکتے ہیں کہ    بردار     اس لیے 

〈     〉        

 کی تشکیل کی ہے۔ +          *  برداروں کے عمودی  سٹ   اس طرح ہم نے 

  تقسیم دے کر مستقیم عمودی سٹ حاصل کریں گے۔ فرض کیجیے کہسے (Norm)اب اس کے ہر ایک عنصر کو اس کی نارل

   
  

‖  ‖
 

اور چوں کہ کسی اندرونی ضرب فضا میں مستقیم عمودی برداروں کا سٹ خطی  مستقیم عمودی سٹ ہے +          *  لیے  اس

اندرونی ضرب فضا   خطی طور پر غیر تابع ہے۔ اس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ  +          *  طور پر غیر تابع ہوتا ہے، اس لیے 

 کے لیے ایک مستقیم عمودی اساس کی تشکیل کرتا ہے۔

 اب ہم چھ  مثالوں کے ذریعے گرال شمٹ کے طریقہ کار کو سمجھیں گے۔

کے لیے معیاری اندرونی  +(     ) (     ) (     )*  گرال شمٹ کے طریقہ عمل کی ددد سے اساس  ۔1مثاك 

 کے ساتھ مستقیم عمودی اساس حاصل کیجیے۔   (Standard Inner Product)ضرب

دیے گئے بردار ہیں جن پر گرال شمٹ کے طریقہ عمل کو لاگو  (     )   اور  (     )   ، (     )   مام یجیے  کہ  حل۔

 اس لیے ۔کرکے مستقیم عمودی اساس حاصل کرنا ہے

      (     ) 
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〈     〉

‖  ‖ 
   

 (     )  
〈(     ) (     )〉

‖(     )‖ 
(     ) 

 (     )  
           

(√        )
 

(     ) 

 (     )  
 

 
(     ) 

 ( 
 

 
 
 

 
  ) 

 اور

      
〈     〉

‖  ‖ 
   

〈     〉

‖  ‖ 
   

 (     )  
〈(     ) (     )〉

‖(     )‖ 
(     )

 
〈(     ) . 

 

 
 
 

 
  /〉

‖. 
 

 
 
 

 
  /‖

 ( 
 

 
 
 

 
  ) 

 (     )  
           

(√        )
 

(     )

 
  . 

 

 
/    .

 

 
/     

4√. 
 

 
/
 

 .
 

 
/
 

   5

 ( 
 

 
 
 

 
  ) 

 (     )  
 

 
(     )  

 

 
 

 

( 
 

 
 
 

 
  ) 

 (     )  (
 

 
 
 

 
  )  ( 

 

 
 
 

 
  ) 

 (     ) 

 عمودی اساس ہے۔ +        *  اس طرح سٹ 

 سے تقسیم دیتے ہیں۔ (Norm)یک عنصر کو اسی کی نارلاس کو مستقیم بنانے کے لیے اس کے ہر ا

   
  

‖  ‖
 

 
(     )

√ 
 (

 

√ 
 
 

√ 
  ) 

   
  

‖  ‖
 

 
. 

 

 
 
 

 
  /

 

√ 

 (
  

√ 
 
 

√ 
  ) 
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 اور

   
  

‖  ‖
 

 
(     )

 
 (     ) 

.2اس لیے سٹ 
 

√ 
 

 

√ 
  /  .

  

√ 
 

 

√ 
  /  دیے گئے سٹ کے لے مستقیم عمودی اساس ہے۔ 3(     ) 

کے لیے، گرال شمٹ کے طریقہ عمل کا استعماك کرکے معیاری اندرونی  +(       ) (       ) (       )*  سٹ  ۔1مثاك 

 ۔  کے ساتھ مستقیم عمودی اساس کی تشکیل کیجیے (Standard Inner Product)ضرب

دیے گئے بردار ہیں جن پر گرال شمٹ کے طریقہ  (       )   اور  (       )   ، (       )   فرض کیجیے کہ  حل۔

 اس لیے ۔عمل کو لاگو کرکے مستقیم عمودی اساس حاصل کرنا ہے

      (       ) 

      
〈     〉

‖  ‖ 
   

 (       )  
〈(       ) (       )〉

‖(       )‖ 
(       ) 

 (       )  
               

(√           )
 

(       ) 

 (       )  
 

 
(       ) 

 ( 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
) 

 اور

      
〈     〉

‖  ‖ 
   

〈     〉

‖  ‖ 
   

 (       )  
〈(       ) (       )〉

‖(       )‖ 
(       )

 
〈(       ) . 

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
/〉

‖. 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
/‖

 ( 
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 (       )  
               

(√           )
 

(       )
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/    .
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/    .

 

 
/
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 عمودی اساس ہے۔ +        *  اس طرح سٹ 

 سے تقسیم دیتے ہیں۔ (Norm)اس کو مستقیم بنانے کے لیے اس کے ہر ایک عنصر کو اسی کی نارل
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√ 
دیے گئے سٹ کے لے مستقیم عمودی اساس  59

 ہے۔

ہیں۔ گرال شمٹ کے طریقہ عمل کا استعماك  (     )   اور  (     )   جہاں  +     *      فرض کیجیے کہ  ۔1مثاك 

 ۔  کے ساتھ عمودی اساس کی تشکیل کیجیے (Standard Inner Product)کرکے معیاری اندرونی ضرب

اس  ۔جن پر گرال شمٹ کے طریقہ عمل کو لاگو کرکے عمودی اساس حاصل کرنا ہے (     )   اور  (     )   دیا ہے  حل۔

 لیے
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      (     ) 

      
〈     〉

‖  ‖ 
   

 (     )  
〈(     ) (     )〉

‖(     )‖ 
(     ) 

 (     )  
           

(√        )
 

(     ) 

 (     )  
  

  
(     ) 

 (     )  
 

 
(     ) 

 (     ) 

 دیے گئے سٹ عمودی اساس ہے۔  +(     ) (     )*  اس طرح سٹ 

ہیں۔ گرال شمٹ  (     )   ر او (     )   ،  (      )   جہاں  +        *      فرض کیجیے کہ  ۔1مثاك 

 کے ساتھ عمودی اساس کی تشکیل کیجیے۔   (Standard Inner Product)کے طریقہ عمل کا استعماك کرکے معیاری اندرونی ضرب

جن پر گرال شمٹ کے طریقہ عمل کو لاگو کرکے عمودی اساس  (     )   اور  (     )   ،  (      )   دیا ہے  حل۔

 اس لیے ۔صل کرنا ہےحا

      (      ) 

      
〈     〉

‖  ‖ 
   

 (     )  
〈(     ) (      )〉

‖(      )‖ 
(      ) 
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 دیے گئے سٹ عمودی اساس ہے۔  3/

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 15.3 

کے  اس اکائی میں ہم  نے چھ  بنیادی تعریفات اور چند قضیوں کا ثبوت پیش کیا اور گرال شمٹ کا عمودیت کے لیے طریقہ عمل کو سمجھا اور اس

 استعماك سے چند مثالیں حل کیں۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 11.1

عمودی بردار، عمودی سٹ، مستقیم عمودی بردار، مستقیم عمودی سٹ، خطی تریب، خطی تکوین، خطی طور پر تابع بردار،  خطی طور پر غیرتابع 

 بردار،  اساس، مستقیم عمودی اساس، گرال شٹ عمودیت کا طریقہ عمل 

 (Model Examination Questions)نہ امتحانی سوالاتنمو 15.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات  11.1.1

 عمودی بردار کی تعریف کیجیے۔ .1

 مستقیم عمودی سٹ کی تعریف مثاك کے ساتھ دیجیے۔ .1

 خطی طور پر تابع اور غیر تابع بردار کی تعریف کیجیے۔  .1

 کیجیے۔ اساس کی تعریف .1

 مستقیم عمودی اساس کی تعریف کیجیے۔ .1

〈   〉 اگر .6  تب   
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 (a    ۔کے متوازی کہا جاتا ہے  کو   (b    پر عمودی کہا جاتا ہے۔  کو 

 (c    کومستقیم عمودی کہا جاتا ہے۔  اور  (d    ام میں سے کوئی نہیں۔ 

‖ ‖تب .7            

 (a 0.3  (b  1 (c  1  (d 0.8 

 ( غلط\)صحیح    ۔تابع بردار ہیں (     )اور  (     )، (     )فضا میں  سہ ابعادی .8

.           خطی تریب  .9 . . .      کہا جاتا ہے اگر سبھی ضریب  (Trivial)کو غیر اہم       . .   صفر ہوں ۔    

 (غلط\)صحیح          

.           خطی تریب  .11 . . .      کہتے ہیں اگر  (trivial-Non)کو اہم       . . میں سے کوئی ایک ضریب بھی     

  (غلط\)صحیح        ہو تو ۔( Non Zero)غیر صفر

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  11.1.1

 کے لیے، گرال شمٹ کے طریقہ عمل کا استعماك کیجیے۔   (       )اور  (       )، (       )خطی طور پر غیر تابع برادروں  .1

کے لیے، گرال شمٹ کے طریقہ عمل کی  (       )اور  (       )، (       )، (       )خطی طور پر غیر تابع برادروں  .1

 ددد سے عمودی اساس حاصل کیجیے۔  

 (Long Answer Type Questions)الاتطویل جوابات کے حامل سو  11.1.1

  ثابت کیجیے کہ  ہر ایک متناہی ابعاد والی اندرونی ضرب فضا میں ایک مستقیم عمودی اساس ہوتا ہے۔ .1

کے لیے گرال شمٹ عمل کو نافذ کیجیے اور مستقیم عمودی اساس معیاری اندرونی  (     ) (      ) (     )برداروں  .1

 کے لیے حاصل کیجیے۔ ( )  کے ساتھ  (Standard Inner Product)ضرب

کے لیے گرال شمٹ عمل کی ددد سے مستقیم عمودی اساس معیاری اندرونی  (      ) (      ) (     )برداروں  .1

 کے ساتھ حاصل کیجیے۔ (Standard Inner Product)ضرب

 (Suggested Books for further  Readings)تجویز کردہ اکتسابی مواد 15.6

1. Linear Algebra, A. R. Vasishtha and J. N. Sharma  44

th

  Edition , 2011 

2. Linear Algebra, K. N. Hoffman and Ray Kunze, 2

nd

 Edition, PHI Learning Private Limited, New Delhi, 2012 

3. Topics in Algebra, I. N. Herstein, 2

nd

 Edition, Wiley India Private Limited, New Delhi, 2012 
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4. Linear Algebra and its Applications, David C. Lay, 3

rd

 Edition, Pearson Education Inc., New Delhi, 2007 
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 ایڈجوئنٹ اور دوسرے عاملات۔ 16اکائی

(Adjoint and other Operators) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   16.0

 مقاصد   16.1

 عاملات   16.2

 ملایڈجوئنٹ عا   16.1.1 

 خطی عامل 16.1.1 

 اسکیو توازنی اور  اسکیو ہرمٹی عاملات 16.1.1 

 عامل 16.1.1 

 عامل 16.1.1 

 اکتسابی نتائج   16.3

 کلیدی الفاظ   16.4

 نمونہ امتحانی سوالات   16.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات 16.1.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 16.1.1

  سوالاتطویل  جوابات کے حامل 16.1.1

 تجویزکردہ اکتسابی مواد   16.6
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 (Introduction)تمہید  16.0

اس اکائی میں ہم متناہی ابعاد کے حقیقی اعداد پر اندرونی ضرب فضا میں چند عاملات کے بارے میں پزھیں گے۔ برداری فضا میں ام  

طف زوجی کے اضافہ سے ایک نئی خصوصیت شامل ہو گئی ہے جس کو ایڈجوئنٹ کہتے ہیں۔ یہ
مل
طف اعداد کے 

مل
(Complex Conjugate)  کی

 طرح ہوتا ہے۔ 

 (Objectives)مقاصد 16.1

 اس اکائی  کے مطالعہ کے عد طلبہ کو  اس قابل ہوجانا چاہیے  کہ: 

 اندرونی ضرب فضا میں مختلف عاملات کو سمجھ کر چند قضیوں  کو ثابت کر سکیں۔ 

 حاصل کر سکیں۔ عاملات کے استعماك سے چھ  مثالوم کا حل 

 (Operators)عاملات 16.2

 ایک تفاعل ہے اس طرح سے کہ       اندرونی ضرب فضا ہے۔ تب خطی عامل  ( ) فرض کیجیے کہ   تعریف:

 (     )    ( )    ( )              

( ہے۔ تب ایک یکتا Linear Functionalایک خطی تفاعلہ)  متناہی ابعاد کی اندرونی ضرب فضا ہے اور  ( ) مام یجیے  کہ ۔ 1قضیہ 

 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ     بردار 

 ( )  〈   〉      

 ایک خطی تفاعلہ ہے۔ فرض کیجیے کہ   اور ایک مستقیم عمودی اساس ہے  +          *  کا   مام یجیے  کہ  ثبوت۔

   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅     (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅       (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    

   ∑  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 

   

                           ( ) 

     

 اس طرح سے ہے کہ      مام یجیے  کہ 

 ( )  〈   〉                              ( ) 

 ہمیں حاصل ہوتا ہے( سے 1کے لیے مساوات )        اور       اب 

 (       )  〈         〉                

 〈     〉  〈     〉 

   (   )  b (   ) 

  ایک خطی تفاعلہ ہے۔  پر   اس لیے 

 ہے۔ اس لیے     ہو، تب ہم دکھائیں گے کہ      اب اگر 

 (  )  〈    〉 
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 〈   ∑  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 

   

〉 

 ∑[ (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

   

〈     〉 

 ∑  (  )

 

   

〈     〉 

  (  )〈     〉   (  )〈     〉     (  )〈     〉
  (    )〈       〉    

〈     〉ہم جانتے ہیں کہ   {
     
     

 ہوتا ہے۔ اس لیے 

 (  )   (  )( )   (  )( )     (  )( )   (    )( )    

  (  ) 

 ہے۔    اس لیے ثابت ہوا کہ 

 مام یجیے   کہ ( ہےUniqueیکتا)  اب یہ دکھانے کے لیے کہ 

 ( )  〈   〉      

 اس لیے 

〈   〉  〈   〉 

 〈   〉  〈   〉    

         〈     〉    

〈       〉        لے کر                                               

                       

                              

 یکتا ہے۔  اس لیے 

 قضیہ ثابت ہوا۔

پر ایک خطی   کا ایڈجوئنٹ   میں  ایک خطی عامل ہے۔ تب   کسی متناہی ابعاد کی اندرونی ضرب فضا   فرض کیجیے کہ  (:Adjointئنٹ)ایڈجو

  عامل ہوتا ہے جس کو 
 سے ظاہر کرتے ہیں اگر درجہ ذیل شرط مطمئن ہو 

〈 ( )  〉  〈    ( )〉        

  کہ آیا ا س طرح کے یہاں ہم یہ نہیں کہہ سکتے 
وجود رکھتے ہیں یا نہیں اور اگر ام کا وجود ہے تو یہ واضح نہیں ہے کہ آیا یہ منفرد طور   

  کے ذریعے حاصل کیا گیا ہے۔ ہمیں    (Uniquely)پر
کے لیے دی گئی شرط کو مطمئن کرنے والے عامل کے وجود اور انفرادیت  

(Existence and Uniqueness)  کے لیے جواز قائم کرنا ہوگا۔ 

  یہاں ایڈجوئنٹ کی تعریف غیر معمولی ہے۔ یہ بتانے کے بجائے کہ آخر 
کیا ہے۔ یہ اس کی مطلوبہ ترین خصوصیت کو ظاہر کرتا ہے۔ ہم   

کرنے کے لیے ہم درجہ ذیل اس کو ترجیحی تعریف کہہ سکتے ہیں۔ کیوں کہ یہ مطلوبہ خصوصیت ہر ایک پر ترجیح رکھتی ہے۔ اس کا جواز پیش 

 بیام کو ثابت کریں گے:
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  کے لیے  پر ایک یکتا خطی عامل   پر ایک خطی عامل  ( ) کسی متناہی ابعاد کے اندرونی ضرب فضا  ۔ 1قضیہ 
 اس طرح وجود رکھتا ہے کہ 

〈 ( )  〉  〈    ( )〉        

ایک میدام ہے۔ فرض کیجیے کہ   میں ایک خطی عامل ہے، جہاں  ( ) رونی ضرب فضا متناہی ابعاد کی اند  مام یجیے  کہ  ثبوت۔

 ایک تفاعل ہے اس طرح سے کہ      اور  ( )   

 ( )  〈 ( )  〉     ( )                     ( ) 

 سے ہمیں حاصل ہے    (1)تب مساوات       اور         مام یجیے  کہ 

 (       )  〈 (       )  〉 

 〈  (  )  7چوں کہ   خطی ہے6               〈  (  )   

  〈 (  )  〉  b〈 (  )  〉 

   (  )  b (  )                             مساوات ( ) سے 

 خطی تفاعل  ہے۔ میں  ( ) اندرونی ضرب فضا   اس طرح 

  اب ایک یکتا بردار 
 اس طرح سے ہے کہ 

 ( )  〈    〉     ( )                     ( ) 

 ( سے ہمیں حاصل ہے1( اور )1مساوات )

〈 ( )  〉  〈    〉     ( ) 

 اس طرح سے ہے کہ       مام یجیے  کہ تفاعل 

  ( )    
 

 تب

〈 ( )  〉  〈    ( )〉     ( )             ( ) 

  
 سے (1)ہیں تب مساوات         اور       کو خطی دکھانے کے لیے مام یجیے  کہ  

〈    (       )〉  〈 ( )        〉     ( ) 

  ̅〈 ( )   〉   ̅〈 ( )   〉 

  ̅〈    (  )〉   ̅〈    (  )〉 
 〈     (  )〉  〈     (  )〉 

  〈    (       )〉  〈     (  )     (  )〉 

 اس لیے ہمیں حاصل ہوتا ہے

  (       )     (  )     (  ) 

  ہم کہہ سکتے ہیں کہ اس سے 
 عامل ہے۔ اس لیے خطی 

〈 ( )  〉  〈    ( )〉       ( ) 

  اب ہم دکھائیں گے کہ 
 میں ایک خطی عامل ہے اس طرح سے کہ ( ) اندرونی ضرب فضا   ہے۔ مام یجیے  کہ   یکتا  

〈 ( )  〉  〈   ( )〉       ( ) 

 〈    ( )〉  〈   ( )〉 

           ( )   ( ) 



179 
 

  اس لیے 
 ہے۔ یکتا  

 قضیہ ثابت ہوا۔

        مام یجیے  کہ عامل۔ 1مثاك
 اس طرح سے ہے کہ 

 (        )  (          ) 

 کا ایڈجوئنٹ حاصل کیجیے۔  

(        )فرض کیجیے کہ حل۔     
(     )اور      

 تب 

〈 (        ) (     )〉  〈(          ) (     )〉 

                  

                  

 〈(        ) (          )〉 

  کی تعریف سے ایڈجوئنٹ

  (     )  (          ) 

اس کا ایک مرتب مستقیم عمودی اساس ہے۔  (          )  متناہی ابعاد کی اندرونی ضرب فضا ہے اور   فرض کیجیے کہ  ۔1قضیہ 

   〈   (  ) 〉    کے ایک ماترس ہے۔ تب    اس کا بہ لحاظ اساس  ایک خطی عامل ہے اور   پر،   مام یجیے  کہ 

                

 اس کا ایک مرتب مستقیم عمودی اساس ہے، اس لیے ہمیں حاصل ہے (          )  چوں کہ  ثبوت۔

  ∑〈    〉  

 

   

 

 کی تعریف اس طرح کی جاتی ہے   اور ماترس 

 (  )  ∑      

 

   

 

 اور چوں کہ 

 (  )  ∑〈 (  )   〉  

 

   

 

 ہمیں حاصل ہوتا ہے 

    〈 (  )   〉 

 (Properties of Adjointایڈجوئنٹ کی خصوصیات)

کے ایڈجوئنٹ وجود رکھتے ہوں، تو عاملات    اور    ہے۔ اگر     ہیں اور  پر خطی عامل  کسی اندرونی ضرب فضا    اور    مام یجیے  کہ   

  اور      ،     ،       
 
 کے بھی ایڈجوئنٹ کا وجود ہوگا۔ ساتھ ہی درجہ ذیل بھی درت  ہیں: 

i) (     )
    

    
 

 

ii) (   )
   ̅  
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iii) (    )
    

   
 

 )معکوس ساخت(  

iv) (  
 )     

v)      ، پر  اکائی عامل ہے۔  اندرونی ضرب فضا    جہاں  

vi) مقلوبی    اگر(Invertible)  ہے، تب  
 
  )مقلوبی ہوگا اور  

 )   (  
  ) 

 

 پر خطی عامل ہے۔ مام یجیے  کہ   بھی       پر خطی عامل ہیں اس لیے   اندرونی ضرب فضا    اور    فرض کیجیے کہ   (iثبوت۔ 

 ہیں، تب        

〈(     )   〉  〈     〉  〈     〉 

 〈    
  〉  〈    

  〉 

 〈    
     

  〉 
 〈  (  

    
 ) 〉 

 اس لیے  

(     )
    

    
 
 

ii)  اور       فرض کیجیے کہ     

〈(   )( )  〉     〈  ( )  〉  
   〈    

 ( )〉  
  〈   ̅  

 ( )〉  
 〈   ( ̅  

 )( )〉 

 اس لیے

(   )
   ̅  

 
 

iii)  اور       فرض کیجیے کہ    

〈(    )   〉  〈      
  〉 

 〈    
 (  

  )〉 
 〈  (  

   
 ) 〉 

 اس لیے 

(    )
    

   
 
 

iv)  کا ایڈجوئنٹ     اگر  
 
 کے لیے      پر خطی عامل ہے۔ تب ہر ایک   اندرونی ضرب فضا  

〈(  
 )( )  〉  〈  (  

 )( )〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                [ 〈   〉  〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]  

 〈  ( )  〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ جوئنٹایڈ کی تعریف سے6             ̅ 7 

  〈    ( )〉                  [ 〈   〉  〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 
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 اس لیے 

(  
 )    

 
 

v)  ہیں، تب      مام یجیے  کہ 

〈 ( )  〉  〈   〉 

 اس لیے  

  ( )    

vi) مقلوب ہے، تب    مام یجیے  کہ 

  
       

 دونو طرف کا ایڈجوئنٹ لینے پر 

(  
    )

 
   

 

  
 (  

  )
 
   

  طرحاسی 

    
     

 دونو طرف کا ایڈجوئنٹ لینے پر 

(    
  )

 
   

 

(  
  )

 
  

    

  اس لیے  
 
  )کا مقلوب  

  )
 

 ہے۔  

  اس لیے  
 
  )مقلوبی ہوگا اور  

 )   (  
  ) 

 

 ایڈجوئنٹ کہا جاتا ہے اگرکو خود   پر خطی عامل ہے۔ تب   کسی اندرونی ضرب فضا   مام یجیے  کہ  (:Self Adjointخود ایڈجوئنٹ)

     

 نوٹ:

طف اندرونی ضرب فضا ہو   ( کہتے ہیں اور اگر Symmetricحقیقی اندرونی ضرب فضا ہے تب خود ایڈجوئنٹ کو توازنی)  اگر  .1
مل

 ( کہتے ہیں۔Hermitianکو ہرمٹی)  تو 

 کے لیے      ئنٹ ہوتے ہیں، عنی ہر ایک کسی بھی اندرونی ضرب فضا پر خود ایڈجو  اور اکائی عامل  ̂ صفر عامل  .1

〈 ̂( )  〉  〈   〉    

 اور 

〈   ̂( )〉  〈   〉    

 اس لیے 



182 
 

 ̂   ̂ 

 کے لیے      ہر ایک  اسی طرح، 

〈 ( )  〉  〈   〉  〈   ( )〉 

 اس لیے 

     

 (Skew Symmetric and Skew Hermitian Operators)اسکیو توازنی اور  اسکیو ہرمٹی عاملات

 پر خطی عامل اس طرح سے ہے کہ  کسی اندرونی ضرب فضا   مام یجیے  کہ 

      

طف اندرونی ضرب فضا ہے تو اسکیو ہرمٹی    اور اگر  (Skew Symmetric)کو اسکیو توازنی   حقیقی اندرونی ضرب فضا ہے تو   تب اگر 
مل

(Skew 

Hermitian)عامل کہا جاتا ہے۔ 

طف  اندرونی ضرب فضا   فرض کیجیے کہ  ۔1قضیہ
مل
اسی اندرونی ضرب فضا  پر خود ایڈجوئنٹ    ،    پر خطی عامل  ہے اور   کسی متناہی ابعاد کی 

 کو ایک ہی واہد طریقہ سے اس طرح ظاہر کیا جاسکتا ہے  خطی عامل ہیں۔ تب 

         

   مام یجیے  کہ  ثبوت۔
 

 
   اور  (    )

 

  
 تب (    )

  
  [

 

 
(    )]

 

 

 
 

 
(    ) 

 

 
 

 
(   (  ) ) 

 
 

 
(    ) 

 
 

 
(    ) 

   
     

 خود ایڈجوئنٹ ہے۔ اور   اس لیے 

  
  [

 

  
(    )]

 

 

 (
 

  
)

̅̅ ̅̅ ̅̅
(    ) 

 

 
 

   
(   (  ) ) 

 
 

   
(    ) 

 
 

  
(    ) 

   
     

 خود ایڈجوئنٹ ہے۔   اس لیے 
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 اب

       
 

 
(    )   [

 

  
(    )]    

  ہے۔کو اوپر دکھائے طریقہ سے ظاہر کیا جا سکتا  اس طرح 

 ہے۔ اب         کے لیے مام یجیے  کہ    اور    اب ہم دکھائیں گے کہ یہ طریقہ یکتا ہے۔ خود ایڈجوئنٹس 

   (      )
 
 

   
  (   )

 
 

   
    ̅ 

 
 

   
     

 
 

  7چوں کہ    اور    خود ایڈجوئنٹ ہیں6                      

 اس لیے 

                       

             
 

 
(    )     

 اسی طرح

                        

             
 

  
(    )     

  سکتے ہیں کہ دیا گیا طریقہ یکتا ہے۔اس سے ہم کہہ

ہونے کے لیے ضروری اور  ̂  (Self Adjoint Linear Operator)  میں خود ایڈجوئنٹ خطی عامل   کسی حقیقی اندرونی ضرب فضا  ۔1قضیہ

〈  ( ) 〉کافی شرط یہ ہے کہ          

       ہے، تب میں خود ایڈجوئنٹ خطی عامل  اندرونی ضرب فضا   اگر ثبوت۔ 

 کے لیے    ہے، تب سبھی  ̂   مام یجیے  کہ 

〈 ( )  〉  〈 ̂( )  〉  〈 ̂  〉    

 اس لیے یہ درت  ہے۔

〈  ( ) 〉اس کے برعکس فرض کیجیے کہ   کے لیے ہمیں حاصل ہے    کے ہر ایک عناصر   ہے۔ تب         

〈 (   )    〉    

                                             〈 ( )   ( )    〉    

 〈 ( )  〉  〈 ( )  〉  〈 ( )  〉  〈 ( )  〉    

                                              〈 ( )  〉  〈 ( )  〉                            , 〈 ( )  〉   - 

                                            〈 ( )  〉  〈    ( )〉            , 〈 ( )  〉  〈    ( )〉- 

                                              〈 ( )  〉  〈   ( )〉                                        ,     - 

〈  ( ) 〉میں   ہم جانتے ہیں کہ حقیقی اندرونی ضرب فضا   ہوتا ہے اس لیے 〈( )   〉 

 〈 ( )  〉    

                                                                    〈 ( )  〉    
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                                                             〈 ( )  ( )〉         

 جو کہ ثابت ہوا۔  ̂   اس لیے 

طف  ۔6قضیہ
مل
کے خود ایڈجوئنٹ)ہرمٹی( ہونے کے لیے ضروری اور کافی شرط یہ ہے کہ تمال   میں خطی عامل   اندرونی ضرب فضا کسی 

 حقیقی ہو۔ 〈  ( ) 〉کے لیے     

طف اندرونی ضرب فضا   فرض کیجیے کہ ثبوت۔ 
      میں خود ایڈجوئنٹ خطی عامل ہے، اس لیے   مل

 کے لیے    تب سبھی 

〈 ( )  〉  〈    ( )〉 

 〈   ( )〉                                                 ,     - 

 〈 ( )  〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 جو کہ حقیقی ہے، اس لیے یہ درت  ہوا۔

س لیے تمال خود ایڈجوئنٹ)ہرمٹی( ہے۔ ا  حقیقی ہے۔ اب ہمیں ثابت کرنا ہے کہ       〈  ( ) 〉اس کے برعکس فرض کیجیے کہ 

 کے لیے ہمیں حاصل ہے      

〈 (   )    〉  〈 ( )   ( )    〉 

                                                               〈 ( )  〉  〈 ( )  〉  〈 ( )  〉  〈 ( )  〉 

〈  ( ) 〉، اس لیے اوپر کی مساوات سے ظاہر ہے کہ حقیقی ہے 〈  ( ) 〉کے لیے     چوں کہ ہم نے مانا ہوا ہے کہ تمال   

 بھی حقیقی ہوگا۔ اب 〈  ( ) 〉

〈 ( )  〉  〈 ( )  〉  〈 ( )  〉  〈 ( )  〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 〈 ( )  〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  〈 ( )  〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 〈   ( )〉  〈   ( )〉 

 اس لیے

〈 ( )  〉  〈 ( )  〉  〈   ( )〉  〈   ( )〉        ( ) 

 اب

〈 ( )   〉  〈 (  )  〉  〈    ( )〉  〈   (  )〉 
   〈 ( )  〉  〈  ( )  〉   〈   ( )〉  〈    ( )〉 

   〈 ( )  〉   〈 ( )  〉   〈   ( )〉   〈   ( )〉     ( ) 

 ( سے1( اور مساوات )1مساوات )

〈 ( )  〉  〈 ( )  〉   ,  〈 ( )  〉   〈 ( )  〉-
 〈   ( )〉  〈   ( )〉   , 〈   ( )〉   〈   ( )〉- 

  〈 ( )  〉  〈 ( )  〉  〈 ( )  〉  〈 ( )  〉
 〈   ( )〉  〈   ( )〉  〈   ( )〉  〈   ( )〉 

     〈 ( )  〉  〈   ( )〉 

 خود ایڈجوئنٹ ہے۔    اس  لیے

ررف ۔1مثاك
ع

 

مت
(   ) کیا گیا ہے کہ  ایک خطی عامل اس طرح سے  ہے۔ اگر اندرونی ضرب معیاری  (        ) 

 کا ایڈجوئنٹ حاصل کیجیے۔  اندرونی ضرب ہو تو 
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 ایک معیاری مستقیم عمودی اساس ہے۔  +(   ) (   )*  ہم جانتے ہیں  کہ  حل۔

 دیا ہے

 (   )  (        ) 

 تب

 (   ) (   ) اور  (   )   (    ) 

 کے لیے  ماترس حاصل کرتے ہیں   اب ہم

, -  0
  
   

1 

 اب اس کا ایڈجوئنٹ درجہ ذیل ہوگا

,  -  0
  
   

1 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 16.3 

اور خود ایڈجوئنٹ کو سمجھ کر چند  اس اکائی میں ہم  نے چندعاملات کی تعریفات پیش کیں  اور ام کے متعلق چھ  قضیوں کو ثابت کیا یز  ایڈجوئنٹ

 مثالوں کو حل کیا۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ 16.1

 عامل، ایڈجوئنٹ، خود ایڈجوئنٹ عامل، صفر عامل، عمودی عامل، خطی عامل، اکائی عامل، نارمل عامل 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 16.5

 (Objective Answer Type Questions)الاتمعروضی جوابات کے حامل سو  16.1.1

 خطی عامل کی تعریف کیجیے۔ .1

 ایڈجوئنٹ عامل کی تعریف مثاك کے ساتھ دیجیے۔ .1

 نارمل عامل کی تعریف کیجیے۔  .1

 اکائی عامل کی تعریف کیجیے۔ .1

 خود ایڈجوئنٹ عامل کی تعریف کیجیے۔ .1

〈   〉 اگر .6  تب   

 (a    ۔کے متوازی کہا جاتا ہے  کو   (b    پر عمودی کہا جاتا ہے۔  کو 
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 (c    کومستقیم عمودی کہا جاتا ہے۔  اور  (d    ام میں سے کوئی نہیں۔ 

‖ ‖تب .7            

 (a 0.3  (b  1 (c  1  (d 0.8 

 ( غلط\)صحیح    ۔تابع بردار ہیں (     )اور  (     )، (     )سہ ابعادی فضا میں  .11

.           خطی تریب  .11 . . .      کہا جاتا ہے اگر سبھی ضریب  (Trivial)کو غیر اہم       . .   صفر ہوں ۔    

 (غلط\)صحیح          

.           خطی تریب  .11 . . .      کہتے ہیں اگر  (trivial-Non)کو اہم       . . ایک ضریب بھی میں سے کوئی     

  (غلط\)صحیح        ہو تو ۔( Non Zero)غیر صفر

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات  16.1.1

 یکتا طور پر درجہ طریقہ سے ظاہر کیا جا سکتا ہے:  کو  ثابت کیجیے کہ متناہی ابعاد کی حقیقی اندرونی ضرب فضا میں ہر ایک خطی عامل  .1

        

 اسکیو توازنی عامل ہے۔   خود ایڈجوئنٹ ہے جب کہ     جہاں 

طف  اندرونی ضرب فضا  ثابت کیجیے کہ .1
مل
ہونے کے لیے ضروری اور  ̂  (Linear Operator)  میں خطی عامل   کسی اکائی فضا یا 

〈  ( ) 〉کافی شرط یہ ہے کہ            

 (Long Answer Type Questions)مل سوالاتطویل جوابات کے حا  16.1.1

  ثابت کیجیے کہ  ہر ایک متناہی ابعاد والی اندرونی ضرب فضا میں ایک مستقیم عمودی اساس ہوتا ہے۔ .1

کے لیے گرال شمٹ عمل کو نافذ کیجیے اور مستقیم عمودی اساس معیاری اندرونی  (     ) (      ) (     )برداروں  .1

 کے لیے حاصل کیجیے۔ ( )  کے ساتھ  (Standard Inner Product)ضرب

کے لیے گرال شمٹ عمل کی ددد سے مستقیم عمودی اساس معیاری اندرونی  (      ) (      ) (     )برداروں  .1

 کے ساتھ حاصل کیجیے۔ (Standard Inner Product)ضرب

 (Suggested Books for further  Readings)تجویز کردہ اکتسابی مواد 16.6

1. Linear Algebra, A. R. Vasishtha and J. N. Sharma,  44

th

  Edition , 2011 

2. Linear Algebra, K. N. Hoffman and Ray Kunze, 2

nd

 Edition, PHI Learning Private Limited, New Delhi, 2012 



187 
 

3. Topics in Algebra, I. N. Herstein, 2

nd

 Edition, Wiley India Private Limited, New Delhi, 2012 

4. Linear Algebra and its Applications, David C. Lay, 3

rd

 Edition, Pearson Education Inc., New Delhi, 2007 
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 حصہ اوك

 .1سواك 

(i) ہوگا۔      تب ہو    اور      اگر 

(ii)    ̅        اس طرح ہیں کہ      اور    

(a)    ̅ (b)     (c)      (d) کوئی نہیں 

(iii)  تحت فضاء کی تعریف کرو۔ 

(iv)  اگرV(F)  ایک برداری فضاء ہے تبW=* ̅+ ‘V  غلط( /)صحیح  کی تحت فضاء ہے۔ 

(v)  کا تحت سٹ ہے تب  +(     ) (     ) (     )*     ( )  اگر            , - 

(vi)  خطی طور پر غیر تابع برداروں کی تعریف کرو۔ 

(vii) ۔ وں کی تعریف کروخطی طور پر تابع بردار 

(viii)   ۔)صحیح یا غلط(     ہوتا ہے۔ تحویلایک غیر خطی  تحویلصفر 

(ix) اگر 〈   〉  تب   

 (a    ۔کے متوازی کہا جاتا ہے  کو   (b    پر عمودی کہا جاتا ہے۔  کو 

 (c    کومستقیم عمودی کہا جاتا ہے۔  اور  (d    ام میں سے کوئی نہیں۔ 

(x) ۔یف کیجیےکسی بردار کی نارل کی تعر 

 

 امتحانی پرچہنمونہ 

 الجبرا  خطی پرچہ:

 بی۔ایس سی۔پانچوا ں سمسٹر

 گھنٹے3وقت:         70 نشانات:
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 حصہ دول

20  ثابت کیجیے کہ  .1
  
  

1  ہے۔ایک برداری فضا پر   میدام  3          

 اس طرح سے متعارف ہو          نقش   کہ جبحاصل کرو  تحویلخطی  .1

 ,(    )-  (      )  ,(   )-  (     ) 

    فرض کیجیے کہ  .1
    

    اور  
    

 دو خطی تحویلات ہیں جو اس طرح سے دیے گئے ہیں 

  (     )  (            ) 

  (     )  (             ) 

 ۔ہے          دکھائیے کہ  .1

       خطی تحویل  .6
 ۔ہو (Span اسپام)کے ذریعے (         ) (       )حاصل کیجیے    جس کی رینج برداروں 

 جو اس طرح سے متعارف ہوتا ہے،        دکھائیے کہ نقش  .7

  ( )  ∫  ( )  
 

 

 

   ہے۔ تحویلایک خطی 

  ذیل میں سے کوم اندرونی ضرب ہے کہ درجہبتایے (     )   (     )  مام یجیے  کہ  .8

〈   〉                         

 

‖ ‖  (i)میں ثابت کیجیے کہ   اندرونی ضرب فضا  .8 ‖ ‖ اور        اگر اور صرف اگر    

(ii) ‖  ‖  | |  ‖ ‖ 

ہونے کے لیے ضروری اور  ̂  (Self Adjoint Linear Operator)  میں خود ایڈجوئنٹ خطی عامل   کسی حقیقی اندرونی ضرب فضا  .9

〈  ( ) 〉ہے کہ  کافی شرط یہ         

 

 حصہ سول

( )   دو برداری فضائیں ہیں اور  ( ) اور  ( ) فرض کرو کہ  .11 متناہی   ہے۔ مام لو کہ  تحویلایک خطی  ( )  

 ابعادی برداری فضا ہے۔ تب

 ۔( )         
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       اگر  .11
 ری مرطب اساس میں ظاہر کیا جا سکتا ہےایک خطی عامل ہے جس کو درجہ ذیل معیا 

  0
  
  

1 

طف اعداد کے میدام پر وتری شکل پذیر  نہیں ہے۔   دکھائیے کہ  .11
مل

 

]  ماترس  .11
   
   
   

 کے نظریہ کی جانچ کرو یز  -کے لیے کیلے [

 

ن

ٹ

بملی
ھب

   
 معلول کرو۔ 

ہیں۔ گرال  (     )   اور  (     )   ،  (      )   ں جہا +        *      فرض کیجیے کہ  .11

کے ساتھ عمودی اساس کی تشکیل  (Standard Inner Product)شمٹ کے طریقہ عمل کا استعماك کرکے معیاری اندرونی ضرب

 کیجیے۔  

ك کرکے معیاری اندرونی کے لیے، گرال شمٹ کے طریقہ عمل کا استعما +(       ) (       ) (       )*  سٹ  .11

 ۔کے ساتھ مستقیم عمودی اساس کی تشکیل کیجیے (Standard Inner Product)ضرب

 


