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Editor  ڈیٹ

 

 ان 

Dr. Khaja Moinuddin 

Associate Professor, 

Department of Mathematics, MANUU, 

Hyderabad 

 خواجہ معین الدی ڈاکٹر

 اسو

 

 
 شعبہ رن اضیپروفیسر،  سی ای

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن اد مو

 

 لان

Language Editor 
ڈیٹ 

 

 لینگویج ان 

Dr. S M U Farooq M Musa 

Arabic 

DDE, MANUU, Hyderabad 

ایس  ایم یو فاروق موساڈاکٹر  

 عربی

 

ت

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن ادنظام

 

فاصلاتی تعلی، مولان  

 

Editorial Board  مجلس ادارت 

Dr. Khaja Moinuddin  

Associate Professor (Mathematics) 

School of Sciences, MANUU 

 خواجہ معین الدی ڈاکٹر 

 اسو

 

 
 پروفیسر )رن اضی(  سی ای

و م اسکول
عل
رائے سائنسی   ، حیدرآن اد ، مانوب 

Dr. Kashif Khan 

Mathematics 

Directorate of Distance Education, MANUU, 
Hyderabad 

 ڈاکٹر کاشف خان

 رن اضی

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی نظا

 

 فاصلاتی تعلی، مولان

ت

 م

 حیدرآن اد  

 



 کورس کوآرڈی نیٹ 

 خواجہ معین الدی ڈاکٹر

 اسو

 

 
 شعبہ رن اضی پروفیسر،  سی ای

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن اد 

 

و م،  مولان
عل
رائے سائنسی   اسکول ب 

 

 

 

ن
 
فی

 

صن
م

 اکائی نمب           

• Dr. N.C. Sobha Rani, Asst. Prof. of Mathematics, Dept. of Humanities and ا 1اکائی

ت

  8 اکائی    ن

Sciences, Kamala Institute of Technology and Science, Singapur, Huzurabad  

• Dr. K. Vijaya Lakshmi, Dean of Research Loyola Academy, Secundrabad ا  9اکائی

ت

 16اکائی     ن

  

 لیب مینول 

ا 71اکائی      پروفیسر،شعبہ رن اضی، مانو، حیدرآن اد ،اسسٹنٹسید وسیم راجاڈاکٹر  •

ت

   20اکائی      ن

  پروفیسر،شعبہ رن اضی، مانو، حیدرآن اد ڈاکٹر خواجہ   •

 
 

ا  21 اکائی   معین الدی،اسوسی ای

ت

 24اکائی   ن

 

 (Translator)مترج 

 اسوڈاکٹر محمد امین الدی  •

 
 

ڈا، حیدرآن اد   سی ای

  

ا 1اکائی  پروفیسر)رن اضی( گورنمنٹ ڈگری کالج گولکون

ت

 10اکائی     ن

 فاصلاتی ، نظاڈاکٹر کاشف خان )رن اضی( •

ت

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹیم

 

ا  11اکائی  ، حیدرآن ادتعلی، مولان

ت

 1 6اکائی  ن

  

ڈرس: 

 

 پروف رن 

 ڈاکٹر کاشف خان  :  اول 

  :  دوم

 ڈاکٹر خواجہ معین الدی  :  فائنل

  



 

 

ت

 فہرس

 

 )حصہ اول( 

 7       وائس چانسل    پیغام  

رکٹرڈا   پیغام

 

 8        ب

 9       نیٹ کوآرڈی کورس   کورس کا تعارف 

 Iبلاک  

 11      قساماس  کی خطائیں اور ا   1اکائی 

ڈینٹل مساوات   2اکائی 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 I-     23الجبرائی اور ٹرا

ڈینٹل  الجبرائی اور    3اکائی 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 II -      35مساواتٹرا

ڈینٹل   مالجبرائی اور    4اکائی 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 III-     49 مساواتٹرا

 IIبلاک  

 67    کا اسقاط کا طریقہ  گاس:ت ا مساوں  زماخطی ہم    5اکائی 

 80    گاس جارڈن کا طریقہ:ت ا مساوں  خطی ہم زما   6اکائی 

و بی کا طریقہ:ت ا مساوں  خطی ہم زما   7اکائی 
ن ک  
ج

 91    گاس 

 101    گاس سیڈل کا طریقہ:ت ا مساوں  خطی ہم زما    8اکائی 

 IIIبلاک  

رقی    9اکائی 

 

 112       محدود ف

رقی    10اکائی 

 

ری ف

 

رقی اور مرک

 

 138      منقسم ف

 154     مساوی وقفوں کے ساتھ تحری    11اکائی 

  168     مساوی وقفوں کے ساتھ تحری غیر   12اکائی 



 IVبلاک  

ل عددی  عددی تفرق اور   13اکائی
م
ک

ت

ت

 I-      178 

ل   14اکائی
م
ک

ت

ت

 II-       195عددی 

 206      تفرقی مساوات معمولی    51اکائی 

ا طر -دوسرے  اور چوتھے رتبے  کے رنگ    16اکائی 
ّ

 

 230    یق کے  ک

 244           نمون امتحانی پرچ 

 

 لیب مینول )حصہ دوم( 

ڈنٹل مساواتیں    Vبلاک  

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 خطی الجبرائی مساواتوں کے نظام   – الجبرائی وٹرا

ڈینٹل الجبرائی   ،اقسام ،خطائیں    1اکائی 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 I -   4 مساواتیںاور ٹرا

ڈینٹل مساواتیں    2اکائی 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 II -     16الجبرائی اور ٹرا

 25  )گاس اسقاط اور گاس جارڈن طریق(  -Iخطی الجبرائی مساواتوں کا نظام    3اکائی 

و بی اور گا س سائیڈل طریق(  - IIخطی الجبرائی مساواتوں کے نظام    4اکائی 
 ن ک
ج

 35 )گاس 

ل  – تحری   VIبلاک  
م
ک

ت

ت

 عددی تفرق اور عددی 

رقی –تحری    5اکائی 

 

ری ف

 

رقی اور مرک

 

مہ ف
قس

 

من

     50 

 59     مساوی اور غیرمساوی وقفوں کی تحری   6اکائی 

ل   7اکائی 
م
ک

ت

ت

 70      عددی تفرق اور عددی 

 79 چار کے رنگ کٹا طریق( معمولی تفرقی مساواتیں اور ان کے حل )آئیلر طریقہ دو اور    8اکائی 

  97           نمون امتحانی پرچ 



 پیغام 
 

اُردو یونیورسٹی ازٓاد نیشنل  ا 

 

ر کی ن ارلیمنٹ کے    میں  1998  مولان

 

۔   چار نکاتی مینڈیٹس یہ ہیںکے  سا۔  قائم کی گئی  یکٹ کے تح اوطنِ عزب 

رقی)1)

ت

ب و  رویج 

ت

ب زن ان کی  اور  2(اردو  وران  راہمی)(اردو میڈیم میں پیشہ 

 

ف راہمی  3تکنیکی تعلی کی 

 

ف اور فاصلاتی تدریس سے تعلی کی  (روایتی 

ری جامعات سے منفرد  ہیں  تیہ وہ بنیادی نکا  (تعلی نسواں پر خصوصی توجہ۔4اور)

 

ری یونیورسٹی کو دیگر مرک

 

س مرک
ِ
ا   اور ممتازبناتے ہیں۔ جو 

راہمی پر کافی زور دن ا گیا ہے۔ 2020قومی تعلیمی ن الیسی 

 

 میں بھی مادری اور علاقائی زن انوں میں تعلی کی ف

اُردو    ات  طویل عرصے سے  ا ہے۔ 

 

کو پہنچان و م 
عل
 عصری 

ت

داں طبقے ت اُردو  و منشا  کاواحد مقصد  روغ دینے 

 

ف کو  و م 
عل
ذریعے  ارُدو کے 

رہ  رہا  کادامن علمی مواد سے لگ بھگ خالی  

 
 

روش کی الماریوں کا سرسری جاب

 

تصدیق کردیتا ہے کہ    اس ن ات کی ہے۔ کسی بھی کتب خانے ن ا کتب ف

 محدود رہ گئی ہے۔ یہی کیفیت  

ت

رسائل و اخبارات میں دیکھنے کو ملتی ہے۔ارُدو قاری اور ارُدو سماج اکثرارُدو زن ان سمٹ کر چند ’’ادبی‘‘ اصناف ت

ری علمی موضوعات  حاضردور

ت

ب اہم  ابلد ہیں۔  کے 

 

ن و بقا سےمتعلق ہو  ان  خود  یہ    چاہے  سے  اور تجارتی نظام    ںکی صحت  سے،ن ا مشینی  ن ا معاشی 

ا  آلات ہوں ن شعبہ جات سےمتعلق اردو میں مواد کی عدم دستیابی نے  ،  کے گرد و پیش ماحول کے مسائل ہوںن  ن ا 
ِ
ا و م  عصری  عوامی سطح پر 

عل

ا ہے۔ نصابی مواد کی صورت حال بھی  چیلنجزیہی وہ  ۔کے تئیں ات  عدم دلچسپی کی فضا پیدا کردی ہے  

 

آزما ہون ہیں جن سے ارُدو یونیورسٹی کو نبرد 

سکولی سطح 
ِ
ر بحث آتے ہیں۔ چوں کہ ارُدو یونیورسٹی   پر کچھ مختلف نہیں ہے۔ ا ر تعلیمی سال کے شروع میں زب 

 
ارُدو کتب کی عدم دستیابی کے چرچے ہ

و م کے لیے نصابی کتاعصری    ذریعہ تعلی  ارُدو ہے اور اس میں    کا
عل
ن تمام 

ِ
ڈا ا

 

ہ
و م کے تقریباً سبھی اہم شعبہ جات کے کورسز موجود ہیں ل

عل
بوں کی  

ری ذمہ

ت

س یونیورسٹی کی اہم ب
ِ
 داری ہے۔    تیاری ا

س ن ات کی بے حد خوشی ہے کہ    مجھے
ِ
ڈہ کرام کی انتھک محنت اور    کے ذمہ   یونیورسٹیا

ت 

ری علم  داران بشمول اسان
 
  کے بھرپور تعاون کی ماہ

 کا سلسل   بنا پر

ت

اع

 

اش رےپیمانے پر  کتب کی 

 

اسیس کی    ہے۔  چک شروع ہو  ب 

ت

ن اری یونیورسٹی اپنی 
 
  کہ ہ

 
 میں ج

ت
ت

ویں سالگرہ  25ات  ایسے وق

ِ فاصلاتی تعلی از سر نو اپنی کارکردگی

ت

 کے  منارہی ہے، مجھے اس ن ات کا انکشاف کرتے ہوئے بہت خوشی محسوس ہورہی ہے کہ یونیورسٹی کا نظام

ِ فاصلاتی تعلی کی

ت

رویج میں بھی تیزی پیدا ہوئی ہے۔ نیز  نئے سنگِ میل کی طرف رواں دواں ہے اور نظام

ت

 اور ب

ت

اع

 

  سے کتابوں کی اش

 

 جای

رسوں کے دوران  ملک کے کونے کونے میں موجود تشنگانِ علم فاصلاتی تعلی کے مختلف پروگراموں سے فیضیاب ہورہے ہیں۔ گرچ گزشتہ  ب 

رسیل

ت

اور ب  انتظامی امور 

 

ن اع اہم یونیورسٹی نے اپنی حتی المقدور  ابلاغ کے مر  و  کووڈ کی تباہ کن صورتِ حال کے 

ت

ن احل بھی کافی دشوار کن رہے 

ِ فاصلاتی تعلی کے پروگراموں کو کامیابی کے ساتھ روبہ عمل کیا ہے۔ میں یونیورسٹی سے وابستہ تما

ت

روئے کار لاتے ہوئے نظام م  کوششوں کو ب 

ن اد پیش کر  ان کی علمی تشنگی کو پورا  طلبا کو یونیورسٹی سے جڑنے کے لیے صمیم قلب کے ساتھ مبارک  ا ہوں کہ 

ت

تے ہوئے اس یقین کا اظہار کرن

ر لمحہ ان کے لیے راستے ہموار کرےگا۔  
 
ا آزاد اردو یونیورسٹی کا تعلیمی مشن ہ

 

 کرنے کے لیے مولان

 سید عین الحس پروفیسر 

 وائس چانسل 



 پیغام 
انتہائی کارگر اور مفید طریقۂ تعلی کی حیثیت سے تسلیم کیا جاچک ہے اور اس طریقۂ  پوری دنیا میں ات   کو  فاصلاتی طریقۂ  تعلی  موجودہ دور میں  

ری تعداد میں لوگ مستفید

 

ب  دنوں  تعلی سے  ابتدائی  اپنے قیام کے  ارُدو یونیورسٹی نے بھی  آزاد نیشنل  ا 

 

۔ مولان انٓ ادی کی تعلیمی   ہورہے ہیں  اردو   ہی سے 

کران ا۔ کو متعارف  آغاز   ضرورن ات کے پیش نظرفاصلاتی طرز تعلی  کا  یونیورسٹی  اردو  آزاد نیشنل  ا 

 

فاصلاتی تعلی  میں 1998مولان  ِ

ت

اور   نظام ہوا   سے 

 متعدد روایتی تدریس کے شعبہ جات قائم کیے گئے ۔ اور بعد ازاں کا آغاز ہوا (Regular Courses)میں ن اقاعدہ روایتی طرز تعلی2004

ری  بہتر انداز سے جاری رکھنے میں یو جی سی کا ملک میں تعلیمی نظام کو  

 

کے تح جاری مختلف   (ODL)کردار رہا ہے۔ فاصلاتی تعلی مرک

 تعلی کے نصان ات اور نظامات کو UGC-DEB سے منظور شدہ ہیں۔ UGC-DEB پروگرام
ِ
اس ن ات پر زور دیتارہا ہے کہ فاصلاتی نظام

ا آزاد نیشنل اردو   ہم آہنگ کر کے فاصلاتی تعلی کے طلبا کے معیار کو بلند کیاجائے۔ چوں روایتی نظام ِتعلی کے نصان ات اور نظامات سے کما حق 

 

کہ مولان

ڈا اس مقصد کے حصول کے لیے یوجی سی ۔ڈی   (Dual Mode University)یونیورسٹی فاصلاتی اور روایتی طرزِ تعلی کی جامعہ

 

ہ
ہے ،ل

 خود اکتسابی موادنظام متعارف کران ا گیا اورCredit Based Credit System (CBCS)ای بی کے رہنمان ان اصولوں کے مطابق 

(Self Learning Material)اور چار بلاک سولہ اکائیوں پر جس میں    ، از سرِ نو یو جی اور پی جی طلبا کے لیے چھ بلاک چوبیس اکائیوں 

 پرتیار کیا 

ت
 

  گیا ہے ۔مشتمل نئے طرز کی ساج

ڈ‘ڈپلوما اور سر  ٹیفکیٹ کورسز پر مشتمل جملہ  

 

 ِ فاصلاتی تعلی یوجی‘پی جی‘بی ان 

ت

تکنیکی ہنر پر    ساتھ ہی کورسز چلارہا ہے ۔    (17)ہسترنظام

 کے لیے جا رہے ہیںمبنی کورسزبھی شروع کیے  

ت

 کی سہول

 

ن
 
می
عل

ت

من

ربنگلورو، بھون ال، دربھنگہ، دہلی،  9ملک کے مختلف حصوں میں    ۔ 

 

علاقائی مراک

اور سری نگ  ا، ممبئی، پٹنہ، رانچی 

ت

، نوح  6اور  کولکان رحیدرآن اد، لکھنؤ، جموں 

 

 ورک  ،وارانسی  ذیلی علاقائی مراک

 

 

 

را ن

 

ب  موجود  اور امراوتی کاات  بہت 

 سنٹر بھی قائم کیا گیا ہے

 

ن

 

س

 

ی

 

ن
س
ت ک

ا ات   واڑہ میں  اس کے علاوہ وجے   ہے۔ 

ت

ر کے تح سرِ دس

 

زن ادہ   160  ۔ان مراک امد  سے  م 

عل

ت

من

ر 

 

 ادی مراک

(Learner Support Centres)    پروگرام سنٹرس    20نیز(Programme Centres)    کام کر رہے ہیں، جو طلبا کو تعلیمی

راہم کرتے ہیں۔ 

 

 فاصلاتی تعلیاور انتظامی مدد ف

ت

کا   نظام ٹی  اور انتظامی سرگرمیوں میں آئی سی  ا استعمال کر   بھرپور  اپنی تعلیمی 

ت

 ہے،نیز اپنے تمام  ن

 پروگراموں میں داخلے صرف آن لائن طریق ہی سے دے رہا ہے۔ 

راہم کی جا رہی ہیں       

 

 کو خود اکتسابی مواد کی سافٹ کاپیاں بھی ف

 

ن
 
می
عل

ت

من

 پر 

 
 

  سای
 

ِ فاصلاتی تعلی کی وی

ت

 نظام

 

ِ
 کالِ

 

ڈیو ریکارڈن

 

، نیز آڈیو ۔ون 

راہم کیا  

 

 پر ف

 
 

  سای
 

 کے درمیان رابطے کے لیے  گیا ہےبھی وی

 

ن
 
می
عل

ت

من

  گروپ  ۔ اس کے علاوہ 
 

راہم کی ای میل اور وہاٹس ای

 

 ف

ت

جس   ،ہے  گئی  کی سہول

 ں جیسے کورس کے رجسٹریشن، مفوضات

 

 کو پروگرام کے مختلف پہلوئ

 

ن
 
می
عل

ت

من

اہے۔ ،کے ذریعے 

ت

ات وغیرہ کے ن ارے میں مطلع کیا جان

 

گ ،امتحان

 

ن
سل

 

ن
کو

اکہ طلبا کےتعلیمی معیار کو بلند کیا 

ت

گ مہیا کی جا رہی ہے ن

 

ن
سل

 

ن
ڈیشنل رمیڈیل آن لائن کاؤ

 

گ کے علاوہ ان 

 

ن
سل

 

ن
  جاسکے۔پچھلے دو سال سے ریگولر کاؤ

آن ادی کو     اردو  ری دھارے    عصری  تعلی کےامید ہے کہ ملک کی تعلیمی اورمعاشی حیثیت سے پچھڑی 

 

کا    سے جوڑنے میںمرک  ِ فاصلاتی تعلی 

ت

نظام

کے تح مختلف کورسز میں تبدیلیاں کی   (NEP-2020)آنے والے دنوں میں تعلیمی ضرورن ات کے پیش نظرنئی تعلیمی ن الیسی ہو گا۔    بھی نمان اں رول

 ہوگی۔

ت

 
ای

 

رو کارگربنانے میں مددگار ن

 

  جائیں گی اور امید ہے کہ یہ  فاصلاتی نظام کو زن ادہ مؤب

 پروفیسر محمد رضا اللہ خان 

 فاصلاتی تعلی 

ت

رکٹر، نظام

 

 ڈاب



 کورس کا تعارف 

ر نظر کتاب    ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کے    (Numerical Analysis)  عددی تجزیہزب 

 

کے موضوعات سے متعلق ہے اور یہ مولان

اخ ہے جو عددی تخمینے کا استعمال کرتے ہوئے مسلسل  سمسٹر کے نصاب پر مشتمل ہے۔  چھٹےبی ایس سی کورس کے  

 

وہ ش عددی تجزیہ رن اضی کی 

راہم کرتے ہیں جو ان صورتوں میں بہت  

 

 عددی حل ف

ت

امل ہیں جو تخمینی لیکن درس

 

رائننگ کے طریق ش

 

مسائل کو حل کرتی ہے۔ اس میں ڈب 

اور    

 

 حل دستیاب نہیں ہے۔ یہ انجینئرن

ت

ا ہے۔  اطلاقاتسائنسز کے تمام شعبوں میں    طبعیاتی مفید ہیں جہاں درس

ت

کتاب کی  اس    تلاش کرن

اکہ طلبا اپنے مضمون کو ازخود سہلنمان اں خصوصیت یہ ہے کہ اس میں مواد کو  

ت

 طریق سے آسان زن ان میں مثالوں کے ذریعہ سمجھان ا گیا ہے، ن

 سمجھ سکیں۔

ل )تجربوں( پر منحصر ہے۔ اس   
ک

 

ت کن

کتاب کو دو حصوں میں تقسیم کیا گیا ہے۔ جس میں پہلا حصہ تھیوری پر مبنی ہے اور دوسرا حصہ پر

ا  1( اکائیوں پر مشتمل ہے۔ اکائی  16پہلا حصہ سولہ )

ت

،  ان کی اقسام     میں    4ن ڈینٹل مساواتوں کا حل  ،خطا 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

اور ٹرا حاصل کرنے کے    الجبرائی 

ا    5کے ن ارے میں جانکاری دی گئی ہے۔ اکائی  مختلف طریقوں  

ت

۔  درج ہیںحاصل کرنے کے چند طریق  توں کا حل  اخطی ہم زمان مساو میں        8ن

رقی،میں  10 ، 9اکائی 

 

رقو محدود ف

 

ری ف

 

رقی اور مرک

 

مسئلوں کا  کی بنیادی جانکاری کو تفصیل کے ساتھ سمجھان ا گیا ہے، نیز اس کے متعلق   ںمنقسم ف

راہم کیا گیا ہے

 

پر تفصیلی بحث کی      مساوی وقفوں کے ساتھ تحری اور غیر    مساوی وقفوں کے ساتھ تحریاکائی میں  ویں  ن ار اور    ویں  گیار۔    حل ف

اکائی  مثالات کو حل کیا گیا ہےکئی    کے متعلق  اس  گئی ہے نیز   ل    14اور    13۔ 
م
ک

ت

ت

اور  اکائی     عددی تفرق  کے بہت سے مسائل پر مشتمل ہے۔ 

ا کے دوسرے اور چوتھے رتبے کے طریق کو کچھ   معمولی تفرقی مساواتمیں 16اور 15
ّ

 

نگ ک
ُ
 ۔ کے ذریعے سمجھان ا گیا ہےمسائل   اور ر

 کو بہتر بنانے کے لیے  حلطلباکی مسئلہ  

ت

اکائی    (مینول   کتاب کے دوسرے حصہ)لیب  صلاح  اکائی    17میں   تجرن اتی    24سے 

ت

ت

 جمع کریں۔

ت
ت

طلبا سے توقع کی جاتی ہے کہ وہ عملی کلاسوں میں    حصہ دن ا گیا ہے۔ طلباکی طرف سے کیے گئے کام کا ریکارڈ وہ عملی امتحان کے وق

 شرکت کریں اور کونسل کی رہنمائی میں تجرن اتی مینول میں دیے گئے مسائل کو حل کرنے کی مہارت حاصل کریں۔

 ، مترجمین ، تدریسی و غیرہ   تدریسی و انتظامی  عملے کے  

 

ن
 
فی

 

صن
م

 اس کتاب کی تدوی میں 
 
ا ہوں۔کتاب کو معیاری  اور قاب

ت

تعاون کا شکریہ ادا کرن

ری  طلبا
 
رہ  اکرام ، ماہ

 
ت

اہم کوئی بھی کوشش اپنے اپٓ میں مکمل نہیں ہوتی۔ اس ضمن میں اساب

ت

 کی آراو مشوروں کا  عمل و فہم بنانے کی ممکن کوشش کی گئی ہے، ن

 خیر مقدم کیا جائے گا۔

 ڈاکٹر خواجہ معین الدی 

 کورس کو آرڈی نیٹ 

 



 

 

 

  

 

 عددی تجزیہ

(Numerical Analysis) 
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 اقسام اس کی  خطائیں اور۔1اکائی 

(Errors and their Types) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   1.0

 مقاص    1.1

 اور اس کی اقسام  خطا   1.2

  مطلق خطا  1.2.1 

  اضافی خطا  1.2.2 

  فیصدی خطا  1.2.3 

  ذاتی / خلقی خطا  1.2.4 

  تحویلی خطا  1.2.5 

  تقربی خطا  1.2.6 

  خطا کا عمومی ضابطہ  1.2.7 

 ری اضی حسای ات میں خطاؤں کا اطلاق  1.2.8 

 اکتسابی نتائج   1.3 

 نمونہ امتحانی سوالات    1.4 

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات  1.4.1

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات   1.4.2

 طویل جوای ات کے حامل سوالات  1.4.3

ز کردہ    1.5 

 

 اکتسابی مواد تجوی 
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 ( Introduction)تمہید 1.0

ا  موجودہ   

 

ا مشکل ہوی

 

ا زی ادہ مفید ہے۔ قطعی صحیح حل کا حاصل ہوی

 

کمپیوٹر کی دنیا میں بیشتر مسائل و سوالات کو کمپیوٹر کے ذریعہ ہی حل کری

ا ہے۔ یہ ضرورت اس لیے پیش  

 

ا ہے۔ اس حل کو تقریبی حل کہا جای

 

زیبی حل کو قبول کرلیا جای

 

ہے۔ مختلف ی ابندیوں کی وجہ۔ جس کی وجہ سے ق

  محسوب کی جائے گی    کیوں کہ  آتی ہے  
 

ا ہے۔ پھر اس کو استعمال کرکے کوئی اور قیمت ج

 

 ہی روکنا پڑی

 

اعشاریہ والی قیمت کو لازماً محدود مقامات ت

  اس حاصل شدہ قیمت میں بھی خطا  

 

، پھر ان کے استعمال پر   (Rounding)، تقریبی خطا (Analytic)ہوگی۔ تحویلی خطا   (Error) ت

گا۔ جنہیں مطلق خطاحاصل شدہ حل   پرکھا جائے  کو بھی  اُن  ہے  قدر خطا  خطا   (Absolute)پر کس  اضافی   ،(Relative)   فیصدی خطا ، 

(Percentage)  کہا جائے گا۔ ان خطاؤں کو کمترین بنانے کے لیے کیا اقدامات ہونے چاہیے اس پر بھی بحث کی جائے گی۔ 

ا ہے وہ مختلف ہوتے ہیں۔ جیسےاعداد جو عملی میدان میں ہم کو استعمال  

 

ا پڑی

 

 کری

(i) صحیح اعداد (Exact Numbers)  

(ii) تقریبی اعداد (Approximate Numbers)  

,1مثلاً   2, 3,⋯ ,
4

5
,
3

4
, ہیں⋯ اعداد  صحیح  ,𝜋اور   وغیرہ  √2, 𝑒,

1

3
,
2

3
, گے ⋯ لکھیں  میں  شکل  کی  اعشاریہ    

 
ج کو 

⋯2.718ت  ،0.333⋯ کی قیمت معلوم   (Expression) یہ تمام کو اگر کسی عبارت      ⋯1.732،3.141،  ⋯1.141   ⋯0.666،

 محدود کرکے ہی حساب کیا جائے گا۔

 

زیبی قیمت ت

 

ا ہو ت ان قیمتوں کو ق

 

 کری

,0  ی امعنیٰ / معنیٰ خیز اعداد :  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, کے۔ اگر یہ صفر کسی عدد کے اعشاریہ  ’0‘ س  معنیٰ خیز / ی امعنیٰ اعدا ہیں، سوائے 9

ز کرنے   0.00002010والے عدد میں استعمال کریں جیسے  
 
۔ اس قیمت میں پہلے ی انچ صفر ی امعنیٰ نہیں ہیں۔ یہ سرف اعشاریہ کے مقام کو ظاہ

  کہمیں مددگار ہے۔  
 

زی دو صفر ی امعنیٰ    ج

 

   (digits) کہلاتے ہیں۔ اعشاریہ بعد غیرمختتم ہندسے   (Significant) آج

 

زیبی قیمت ت

 

کو ق

زیبی عمل 

 

ا ہے۔ (Rounding-off) محدود کرکے استعمال کرنے کو ق

 

 کہا جای

زیبی عمل کا اصول  

 

  (Rounding-off Rule)ق

ا ہو ت ذیل کے دو اُصولوں پر یہ  ’𝑛‘ اگر کسی عدد کو  

 

  کری
 

ت ز

 

ا ہے۔ی امعنیٰ ہندسوں پر ق

 

 عمل کیا جای

(i)  اگر (𝑛 + 𝑛) سے کم ہو ت  5واں ہندسہ  (1 + زطرف  (1 ا ہے۔ (Discard) سے آگے کے تمام ہندسوں کو ی 

 

 کر دی ا جای

(ii)  اگر (𝑛 + 𝑛) جمع کرکے   ’1‘ ویں ہندسہ میں  𝑛 سے زائد ہو ت   5ی ا  5واں ہندسہ  (1 + سے آگے کے تمام ہندسوں کو   (1

ا ہے۔ 

 

زطرف کردی ا جای  ی 

  بناکر لکھو۔ (Significant) ی امعنیٰ  3ذیل کے اعداد کو  مثالیں :
 

ت ز

 

 ق

 

 ہندسوں ت
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 سلسلہ نمب  سوال جواب 

63.2 

0.333 

0.667 

0.422 

8.76 

46.2 

20.1 

63.2155 

0.3333 

0.6666 

0.4223 

8.762 

46.157 

20.0576 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

  کی گئی قیمت  
 

ت ز

 

اور ق / جمع قیمت  ز ہے کہ حقیقی 
 
ی الا بحث سے ظاہ زق ہے جسے خطا   (Exact & Approximate) مندرجہ 

 

 میں کچھ ق

(Error) ا ہے۔

 

 کہا جای

 ان کے تعریفات مثالیں اور خطا کا مجموعی ضابطہ پر بحث ہوگی۔  اس اکائی میں مختلف قسم کے خطا 

 ( Objectives)مقاص 1.1

 ہوجائیں گے کہ وہ اعداد کے مختلف خطاؤں کو پہچان سکیں گے۔ ان کی تعریف جانیں گے۔ ان کے  
 
اس اکائی کے ختم پر طلبا اس قاب

اور   ذ کرکے مثالوں کو حل کرسکیں گے۔ الجبرائی 

  

اخ کا عمومی ضابطہ  ذینٹل   استعمال پر حاصل ہونے والے مقدار خطا کو جانیں گے۔ خطا 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

  ٹرا

ثالوں سے واقف ہوجائیں گے۔ 

 

 مساواتں کی تعریف اور م

 ( Error and Types)اور اس کی اقسام خطا 1.2

ز 

 

زق کو خطا  (Exact Value & Approximate Value)  قیمت  یبیحقیقی / صحیح قیمت اور ق

 

 کہتے ہیں۔ (Error) کے بیچ عددی ق

I     خطا کی اقسام  (Types of Errors ) 

  (Absolute Error) مطلق خطا 1.2.1

 اس خطا کو  
A

E  ا ہے۔ اگر

 

ز کیا جای
 
زیبی   ’x‘قیمت ہے اور   (Exact) حقیقی   ’x‘سے ظاہ

 

    (Approximate) ق

 

قیمت ہے ت

زق کو کہتے ہیں یعن 

 

 مطلق خطا دونوں کے درمیان مثبت ق

𝐸𝐴      = مطلق خطا  = |𝑋 𝑥| 

  (Relative Error) اضافی خطا 1.2.2

 اس خطا کو  
R

E ا ہے۔ اگر

 

ز کیا جای
 
زیبی   ’x‘قیمت ہے اور  (Exact) حقیقی / صحیح   ’x‘سے ظاہ

 

قیمت ہے   (Approximate) ق

  اضافی خطا 

 

 کی اس طرح محسوب کی جاتی ہے۔  ’x‘ ت

𝐸𝑅    = اضافی خطا  =
|𝑋 𝑥|

|𝑋|
=

𝐸𝐴

|𝑋|
  



14 
 

  (Percentage Error) فیصدی خطا 1.2.3

 اس خطا کو  
P

E ا ہے۔ اگر

 

ز کیا جای
 
زیبی   ’x‘قیمت ہے اور  (Exact) حقیقی / صحیح   ’x‘سے ظاہ

 

قیمت ہے    (Approximate)ق

  فیصدی خطا 

 

 کی اس طرح محسوب کی جاتی ہے۔  ’x‘ ت

𝐸𝑝   = فیصد خطا   =
|𝑋 𝑥|

|𝑋|
100 

𝐸𝑝 یعن   = 𝐸𝑅 100 

II  خطاؤں کی صفات 

 تقسیم کیا گیا ہے۔ زمروں میں  3صفات کے اعتبار سے خطاؤں کو  

  Inherent Errorsذاتی خطائیں  (1

  Analytical Errorsتحویلی خطائیں  (2

  کردہ خطائیں(   Rounded-off Errorsتقربی خطائیں  (3
 

ت ز

 

 )ق

  (Inherent Errors)  ذاتی / خلقی خطا 1.2.4

ا ہے یعن ان کے پیمانے   (Error) مشینیں خود ان میں خطا جیسے   Screw Gauge – Vernier Caliparse ہم دیکھتے ہیں کہ   

 

ہوی

ا ہے ت گوی ا یہ ان کا ذاتی خطا   (Reading on their Scale) پر قدر 

 

 ہے۔ (Inherent Error) خطا رکھ

  (Analytic Errors) تحویلی خطا 1.2.5

ً حاصل ہوتے ہیں۔ جیسے  اا

 

ج ن
 
ی

 

ی

 

ن

𝑠𝑖𝑛  یہ خطائیں کسی ری اضی ی ا طبیعی مسئلہ کو محسوبی مسئلہ میں ڈھالنے پر  𝑥 = 𝑥
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
⋯ 

ز ہے اس میں خطا ضرور ہوگی۔  
 
ت ظاہ ت    کیوں کہ  اس میں کسی عددی قیمت کے لیے اگر حساب کیا جائے  اور حساب  اہی سلسلہ ہے 

 
 

یہ ات  لام

 (Truncation Error) محدود ارکان لیکر ہی کیا جاسکتا ہے چاہے جتنے بھی ہیں۔ اس خطا کو ہم تحویلی خطا کہتے ہیں۔ ایسے حاصل شدہ خطا کو  

 بھی کہتے ہیں۔ 

  (Rounded-off Erros) تقربی خطا 1.2.6

اعداد کو بھی استعمال کرنے میں ہم دیکھتے ہیں کہ دشواری ہوتی ہے۔ جیسے    اطق 

 

ی  بعض 

1

3
= اعشاریہ بعد ہندسوں کا  ⋯0.333

ا ہے۔ چنانچہ ان کو استعمال کرکے اگر 

 

ا پڑی

 

ا ہو ت لاھالہ محدود ہندسے ہی استعمال کری

 

اور ان کو اگر استعمال کری ا 

 

 کسی عبارت کی  سلسلہ ختم نہیں ہوی

  اس میں ضرور خطا موجود ہے۔ ایسے خطاؤں کو تقربی خطائیں 

 

 کہتے ہیں۔  (Rounded-off Error) قیمت معلوم کی جائے ت

 (General Error Formula)خطا کا مجموعی ضابطہ 1.2.7

زض کرو کہ  

 

,𝑥1 ات  تفاعل ہے جس کے  𝑢 ق 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛  زض کرو کہ خطاؤں کی پیمائش

 

ابع متغیرات ہیں۔ اور ان میں ق

 

غیری

𝛥𝑥1, 𝛥𝑥2, ⋯ , 𝛥𝑥𝑛 ہے۔ اور 𝑢  خطا   میں𝛥𝑢ہے۔ 
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 ت

𝑢 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) 
𝑢 + 𝛥𝑢 = 𝑓(𝑥1 + 𝛥𝑥1, 𝑥2 + 𝛥𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 + 𝛥𝑥𝑛) 

  ٹیلر کا قضیہ استعمال کرکے پھیلاؤ لکھنے پر  

 

 ت

)ارکان جن میں   ⋯+ ) امل ہوں

 

𝑢ش + 𝛥𝑢 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) + 𝛥𝑥1
𝛿𝑓

𝛿𝑥1
+ 𝛥𝑥2

𝛿𝑓

𝛿𝑥2
+⋯+ 𝛿𝑥𝑛

𝛿𝑓

𝛿𝑥𝑛
+

⋯+ 

(𝛥𝑥𝑖) خطائیں ہیں اور 𝛥𝑥𝑖  چوں کہ 
2

(𝛥𝑥𝑖)⋯ اور 
3

 نظر انداز ہو
 
ذا ان کو نظرانداز کرنے پر   ںوغیرہ اور قاب

 

ٰ
 گے۔ ل

𝛥𝑢 ≈
𝛿𝑓

𝛿𝑥1
𝛥𝑥1 +

𝛿𝑓

𝛿𝑥2
𝛥𝑥2 +⋯+

𝛿𝑓

𝛿𝑥𝑛
𝛥𝑥𝑛 

  اضافی خطا 

 

  (Relative Error)ت

𝐸𝑅 =
𝛥𝑢

𝑢
=
1

𝑢
[
𝛿𝑓

𝛿𝑥1
𝛥𝑥1 +

𝛿𝑓

𝛿𝑥2
𝛥𝑥2 +⋯+

𝛿𝑓

𝛿𝑥𝑛
𝛥𝑥𝑛] 

 کہتے ہیں۔ (General Error Formula) اس کو خطا کے عمومی ضابطہ 

 ری اضی کے حسای ات میں خطاؤں کا اطلاق 1.2.8

(Applications of Errors to Arithmetic Operations) 

(i)  جمع(Addition)  

𝑢 غور کرو    = 𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛 خطا  

 

𝐸𝐴  ت = 𝛥𝑥1 + 𝛥𝑥2 +⋯+ 𝛥𝑥𝑛 

زا نہیں ہوگا، مطلق خطاؤں کے مجموعہ کے مقابلہ۔  نوٹ : 

 

 الجبرائی مجموعہ کا مطابق خطا ی 

(ii)  تفریق(Subtraction)  

𝑢 اگر   = 𝑥1 − 𝑥2  اور𝛥𝑥1,𝛥𝑥2   

 

 ان کی ی الترتیب خطائیں ہیں ت

𝛥𝑢 = 𝛥𝑥1 𝛥𝑥2 

𝛥𝑥1 اور 𝛥𝑥2 زین خطا

 

 ہیں، اس لیے اعظم ی

 

 مثبت ی ا منفی ہوسکت

𝐸𝐴 ≃ |𝛥𝑥1| + |𝛥𝑥2| 

(iii)  ضرب(Multiplication)  

𝑋اگر    = 𝑥1𝑥2  اس حاصل ضرب کا مطلق خطا  

 

 ت

 

 تقریباً     
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  اضافی خطا حاصل ضرب   اور ان کی خطائیں ی الترتیب  اگر  نوٹ :

 

کی ہیں ت

 یہ بنے گی۔ 

 

(iv)  تقسیم(Division)  

  ،𝑥2   اور𝑥1  خطائیں ہیں ی الترتیب اور اگر   

 

 کی، ت

 

 

= تقریباً     
𝑥1

𝑥2
[
𝛥𝑥1

𝑥1

𝛥𝑥2

𝑥2
] 

 (Solved Examples)حل شدہ مثالیں 

  کیجیے۔چار ی امعنیٰ  ۔ 1مثال 
 

ت ز

 

 ق

 

 ہندسوں ت

(i) 28.46236  (ii) 0.60028 (iii) 37.8793 

(iv) 0.00248367 (v) 2.25367 

 28.46   (ii) 0.6003 (iii) 37.88 (i) ۔ حل 

 (iv) 0.002484  (v) 2.254 

 ے۔ 2اعشاریہ کے  ۔ 2مثال 
ھی
لک

زیبی اعداد 

 

 ق

 

 مقامات ت

(i) 36.2141  (ii) 25.275  (iii) 354.461 (iv) 2.835 

(v) 18.256  (vi) 0.0186 

 36.21  (ii) 25.28  (iii) 354.46  (iv) 2.84 (i) ۔ حل 

(v) 18.26  (vi) 0.02 
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  میں   مطلق خطائیں ہیں  اور  اگر  ۔ 3مثال 

 

کی اضافی خطا معلوم        ت

 کیجیے۔

  = اور  ،      دی ا گیا ہے کہ  ۔ حل 

  

 

            ت

      اور  

  اضافی خطا  

 

     ت

   اور  اگر  ۔ 4مثال 

 

زین اضافی خطا معلوم کرو۔   اور ان میں خطائیں ی الترتیب ت

 

 میں اعظم ی

    چوں کہ  ۔ حل 

  اس لیے

 

 اور  

 

 اور ہم جانتے ہیں کہ  

 

 درج کرنے پر مطلوبہ جواب حاصل ہوگا۔ اور   ان کی قیمتیں  

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )


=

 
−

 = + +
 
  

 = + + 

=

 

  مطلق خطا اور اضافی خطا معلوم کرو۔ ان دو صورتں میں   اگر  ۔ 5مثال 

 

  ت
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(i)   کردی ا جائے۔  
 

ت ز

 

 ق

 

 کو اعشاریہ کے دو مقامات ت

(ii)    کے اعشاریہ کے دو مقامات بعد کے ہندسے ساقط (Truncation) کردیے جائیں۔ 

  دی ا گیا ہے کہ   ۔ حل 

 ہوگا۔  (i)  پہلی صورت 

  مطلق خطا  

 

 ت

𝐸𝐴 = |2.536 − 2.54| 
      = |−0.004| 
      = 0.004 

 اور اضافی خطا  

𝐸𝑅 =
𝐸𝐴
𝑎
=
0.004

2.536
 

      = 0.0015772 
      = 1.5772 10−3 

 

𝑎 دوسری صورت  = 2.53 (ii)   ہوگا 

  مطلق خطا  

 

 ت

𝐸𝐴 = |2.536 − 2.53| 
      = |0.006| 
      = 0.006 

 اور اضافی خطا  

𝐸𝑅 =
𝐸𝐴
𝑎
=
0.006

2.536
 

      = 0.0023659 
      = 2.3659 × 10−3 

  اضافی خطا اور فیصدی خطا معلوم کیجیے ،  مطلق خطا  ۔ 6مثال    کہکی  =
 

 پر تقرب دی ا گیا ہے۔    اسے  ج

 مطلق خطا   ۔ حل 

       | |

        

 اضافی خطا  
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 فیصدی خطا  

       
        

 : مشقی سوالات 

 تقرب دیجیے۔  ۔ 1

 

 دیے گئے اعداد کو اعشاریہ کے دو مقامات ت

 (a 25.275 (b 3.275  (c 81.255 (d 5.375 

 تقرب دیجیے۔  4اعشاریہ کے دیے گئے  ۔ 2

 

 ہندسوں ت

 (a 0.235082 (b 1.34569 (c 7.50098 (d 0.0022218 

   اور  اور   ، دی ا گیا ہے کہ  ۔ 3

 

 میں اضافی خطا معلوم کیجیے۔   ت

 10.00029 جواب: 

و ط خطا   ، فیصدی خطا  ،  اضافی خطا  ،  مطلق خطا  ۔ 4
سق
م

 (Truncation Error)  اور ذاتی خطا (Inherent Error)  کی تعریف کیجیے۔ 

0میں خطا   𝑥 اور   اگر  ۔ 5  میں فیصدی خطا معلوم کیجیے۔ 𝑥 ہو ت  004

 %76 جواب: 

𝑥  ۔ 6 + 𝑦 کہ میں اضافی خطا معلوم کیجیے  
 

𝑥    ج = 11.75، 𝑦 =   اور  اور   7.23

0جواب:   0003 

 معلوم کیجیے۔ 3کی قیمت  ۔ 7

 

 ی امعنیٰ ہندسوں ت

  ہیں اور   میں ی الترتیب خطائیں   اور اگر   ۔ 8

 

میں اضافی خطا       ت

 محسوب کیجیے۔ 

 معلوم   4کی قیمت  ۔ 9

 

 کیجیے۔ی امعنیٰ ہندسوں ت

𝑎اور   اگر  ۔ 10 = 0اور خطا   1 05   

 

 میں فیصدی خطا محسوب کیجیے۔ 𝑢ہو ت

  دی ا گیا ہے کہ   ۔ 11

 

 ت

i  

ii  

iii  
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زین مطلق خطا معلوم کیجیے۔

 

 ان میں اعظم ی

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 1.3

اور فیصدی خطا   اضافی خطا  ان کی تعریفات معلوم ہوئیں۔ پھر مطلق خطا،  اکائی میں ہم نے خطاؤں کے تصور سے آشنا ہوئے۔  اس 

ذ

  

ا۔ خطا کے محسوب کرنے کا عمومی ضابطہ بھی اخ

 

و طی خطا کو بھی جای
سق
م

کیا گیا۔    معلوم کرنے کے ضابطے دیکھے۔ اعداد میں ذاتی خطا، تقربی خطا اور 

ا ہے وہ بھی مثالیں سامنے آئیں۔  کافی مقدا

 

 ر میں ان پر مثالوں کو حل کیا گیا۔ ری اضی حسای ات میں خطاؤں کو کس طرح معلوم کیا جای

 ( Keywords)کلیدی  الفاظ 1.4

و طی خطا،ذاتی خطا، تقربی خطا  خطا،
سق
م

 فیصدی خطا ،مطلق خطا، اضافی خطا ، 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 1.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 1.5.1

ز کیجیے۔ ُ
 خالی جگہوں کو ی 

 مساوات ہے۔  ـــــــــــــــــات       .1

    اگر  .2

 

 ہوگی۔ ــــــــــــــــمیں مطلق خطا 𝑐 ت

 ــکسی عدد سے محدود مقام کے بعد سے ہندسوں کو ساقط کیا جائے ت ایسے خطا کو  .3  کہتے ہیں۔ ـــــــــــ

ا ہے۔ ــــــــــــــــــــــــمطلق خطا  .4

 

 ہوی

ا ہے۔ ـــــــــــــــــــــفیصدی خطا  .5

 

 ہوی

6.  𝑥3 − 𝑥2 + 1 =  مساوات کی مثال ہے۔ ــــــــــــــــات  0

 ــجو خطا اس میں پہلے سے موجود ہے اسے  .7  خطا کہتے ہیں۔ ـــــــــــــــــــ

𝑥اگر   .8 =   کیا جائے ت ایسے خطا کو  37.14271
 

ت ز

 

 ق

 

 ــکو اعشاریہ کے دو مقامات ت  کہتے ہیں۔  ـــــــــــــــــ

اندہی کیجیے۔ 

 
 

 صحیح جواب کی ن

𝑎 دی ا گیا ہے کہ  .1 = 2311 ;  𝑏 = 𝑎 اور  4.15 = 0.005, ∆𝑏 = 0.001  

 

𝑎 ت + 𝑏  کا مطلق خطا کیا ہوگا 

(a) 0.004 (b) 0.006  (c) 0.005 ×  0.001 (d)  کوئی نہیں 

 خطا کا عمومی ضابطہ سے کیا معلوم کی جائے گا۔  .2

(a) 𝐸𝑅  (b)  و ط خطا
سق
م

 (c)  ذاتی خطا   (d)  کوئی نہیں 
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 فیصدی خطا کا ضابطہ کیا ہوگا۔  .3

(a) 𝐸𝑅 × 100 (b) 𝐸𝐴 × 100 (c) 

𝐸𝑅×𝐸𝐴

100
   (d)  کوئی نہیں 

𝑎اگر   .4 = 2.536    

 

 تقرب دی ا جائے ت

 

 ــ 𝐸𝐴کو اعشاریہ کے دو مقامات ت  ہوگا۔ ـــــــــــ

(a) −0.004 (b) 0.004  (c) 2.54   (d) 2.5 

 مساوات کی مثال ہے۔ ــــــــــــــــــــــات   .5

(a)   خطائی مساوات (b)   الجبرائی مساوات (c)    ذینٹل

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 یہ تمام  (d)  مساوات   ٹرا

𝑓(𝑥)ات  مساوات  𝛼اگر   .6 = زسیماً  0

 

  ی

 

 ــ 𝑓(𝑥) کا ریشہ ہے ت  ــــــــــــــــــ

(a)  − 𝑦  ا ہے

 

– (b) محور کو قطع کری  𝑥  ا ہے

 

– (c) محور کو قطع کری  𝑥محور کو عمود ہے (d)  –  𝑦  محور کو عمود ہے 

 یہ ات  الجبرائی مساوات کی مثال ہے۔ .7

(a) 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 3𝑥 = 0 (b) 𝑒𝑥
2
= 𝑥 (c) 3𝑥2 − 𝑥 = 0 (d)  کوئی نہیں 

𝑋 اگر  .8 = 11.75 ;  𝑌 = 𝑋 اور  7.23 = 0.002, ∆𝑌 = 0.005  

 

= اور ت 𝐸𝐴ــ   ـــــــــــــــ

(a) 0    (b) 0.007  (c) 0.003  (d) 0.001 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  1.5.2

 مندرجہ ذیل کی تعریف کیجیے اور مثالیں دیجیے۔ .1

 (aخطا  (b مطلق خطا  (c اضافی خطا  (d مستوطی خطا  (e ذاتی خطا  (f تقربی خطا  

(gفیصدی خطا 

𝑣 اگر  .2 = 3𝑎2 − 6𝑎  

 

  کہ میں فیصدی خطا معلوم کیجیے  𝑣 ت
 

a   ج = 0.05, 𝑎 = 1 

ز کیجیے۔ .3  خطا عمومی ضابطہ تحری 

𝑋 اگر  .4 = 4𝑎6 − 5𝑎  

 

𝑎 ت =   کہ پر فیصدی خطا محسوب کیجیے  1
 

0میں خطا   𝑎  ج  ہے۔ 004

  کرنے  .5
 

ت ز

 

 کے اصول بیان کیجیے۔ (Rounding) اعداد کو ق

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات 1.5.3

ذ کیجیے۔ .1

  

 خطا کا عمومی ضابطہ اخ

ذ کرو۔  .2

  

 ری اضی حسای ات پر خطا معلوم کرنے کے اصول اخ

𝑢 اگر  .3 =
5𝑥𝑦2

𝑧3
,𝑥 اور  ∆𝑦, ∆𝑧 ی الترتیب𝑥, 𝑦, 𝑧  خطائیں ہیںمیں،    

 

 دی ا گیا ہے کہ میں اضافی خطا محسوب کیجیے۔  𝑢 ت

 𝑥 = ∆𝑦 = ∆𝑧 = 𝑥 اور0.001 = 𝑦 = 𝑧 = 1 
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ذ فیصدی خطا بھی محسوب کیجیے۔  زی 

 

 م

 صحیح ہو۔  .4

 

 کی قیمت معلوم کیجیے خطا کے عمومی ضابطہ کی مدد سے جو اعشاریہ کے تین مقامات ت

  مطلق     اگر   .5

 

ت

 خطا محسوب کیجیے ذیل کے لیے

iii 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 ii 𝑎 + 5𝑐 𝑑 i 𝑐3 

ز کردہ اکتسابی مواد 1.6

 

 (Suggested Learning Resources) تجوی 

1. Numerical Methods for Scientific & Experiencing Computation. M.K. Jain, S.R.K. Jain, 

R.K. Jain – Wiley eastern ltd. 

2. Introduction Methods of Numerical Analysis – S.S. Sastry. 

3. Numerical Analysis – Kedar Nath & Ramnath. 
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ذینٹل مساواتالجبرائی اور ۔  2اکائی 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 -Iٹرا

(Algebraic and Transcendental Equations-I) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    2.0

 مقاص     2.1

ذینٹل مساوات    2.2

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 الجبرائی اور ٹرا

زسیمی طریقہ   2.2.1 

 

 ی

 تنصیف کا طریقہ    2.2.2 

 حل شدہ مثالیں     2.3

 تنصیف کے طریقہ کی استدقاقی شرح    2.4

 اکتسابی نتائج    2.5

 کلیدی الفاظ    2.6 

 نمونہ امتحانی سوالات     2.7 

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات   2.7.1  

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات    2.7.2  

 طویل جوای ات کے حامل سوالات   2.7.3  

ز کردہ اکتسابی مواد     2.8 

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید 2.0

اور اس کے مختلف زمرہ بندیوں پر بحث کی۔ ان کی تعریف اور مثالوں پر روشنی ڈالی۔ اس اکائی   (Error) پچھلی اکائی میں ہم نے خطا 

ذینٹل مساواتں 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

طریقوں کو سیکھیں گے۔ خاص طور پر جہاں بہت سے طریقے ہیں ان    کے  کے حلکی تعریف اور ان  میں ہم الجبرائی اور ٹرا

اکہ طریقہ کار ا

 

زسیمی طریقہ اور تنصیف کا طریقہ پر تفصیلی بحث ہوگی۔ کافی مقدار میں حل شدہ مثالیں دی جائیں گی ی

 

چھی  میں سے دو طریقے ی

 طرح سے ذہن نشین ہوجائے۔ 

 ( Objectives)مقاص 2.1

ی طریقہ کو سمجھ چکے ہو   اس اکائی کے اختتام پر طلبا 

ی ف
ص

 

ی

 

ت

اور  زسیمی طریقہ 

 

اور دیے گئے  ں  ی سوالات کو مطلوبہ طریقہ پر حاصل گے۔ 

 شدہ علم کے مطابق حل کریں گے۔ 

ذینٹل مساوات   2.2

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 (Algebraic and Transcendental Equations)الجبرائی اور ٹرا

𝑓(𝑥)اگر مساوات   :(Algebraic Equations)الجبرائی مساوات = ہو ت اسے الجبرائی مساوات کہتے   (Polynomial) کثیر رکنی  0

 ہیں۔مثلاً  

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 5𝑥 + 2 = 0 

𝑓(𝑦) = 𝑦4 − 6𝑦3 + 2𝑦2 + 1 = 0 

ذینٹل 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

𝑓(𝑥) اگر :(Transcendental Equations)مساوات ٹرا = تفاعل ی ا   (Exponential) میں لوگارتمی ی ا قوت نما  0

ااتی تفاعل 

 

لن

 

ن
م

 (Trigonometric Function)  ذینٹل   موجود ہوں ت ایسے مساوات کو

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

  مساوات کہتے ہیں۔مثلاً:  ٹرا

i 𝑒𝑥 = 3𝑥 

ii log 𝑥 − 𝑥 = 0 

iii sin 𝑥 + 3𝑥 = 0 

ذینٹل    الجبرائی اور 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 (Solution of Algebraic and Transcendental Equations)مساوات کے حل   ٹرا

𝑓(𝑥) مساوات 𝛼 کوئی حقیقی عدد  تعریف:  = 𝑓(𝛼) کے لیے اگر  0 = 0  

 

ا ہے ت

 

کو مساوات کا ریشہ کہتے ہیں۔ کسی مساوات کے  𝛼 بنای

ا ہے۔

 

ا اس کا حل کہلای

 

 ریشوں کو معلوم کری

زسیماً اگر  نوٹ: 

 

𝑓(𝑥) ی =   ریشہ وہ  0

 

زسیم  𝑓(𝑥) کی قیمت ہے جہاں  𝑥 ت

 

 محور پر قطع کرتی ہے۔ 𝑥− کی ی

  کہ اور بھی طریقے ہیں  ،اس اکائی میں ان کے حل یعن ریشوں کو معلوم کرنے کے دو طریقے 
 

ی طریقہ سیکھیں گے۔ ج

ی ف
ص

 

ی

 

ت

زسیمی طریقہ اور 

 

ی

 جو ہم آنے والی اکائیوں میں سیکھیں گے۔

زسیمی طریقہ  2.2.1

 

 ( Graphical Method)ی
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ا ہے۔ اس کا تقریبی حصول   قیاس کرو کہ مساوات    

 

کے نقطہ تقاطع سے کیا   abscissas کا حقیقی ریشہ معلوم کری

ا ہے۔ اگر  𝑥− اور   جاسکتا ہے جوکہ 

 

قط تقاطع ہوی

 

ی محور     محور کے درمیان ن

ن ل
ط

 

سی
م

  

 

Xسادہ ہو ت oX اور 

Y oY  زسیم   پر

 

ی گا کہ  رز دیکھا جائے 
چ ک

 

ھی ی

ک

زسیم 

 

ی وہ نقاط تقاطع ہی 𝑥−  ،      کی  ا ہے۔ 

 

کری محور پر کہاں قطع 

  مساوات کو ہم معادل مساوات سے بدل دیں گے۔   𝑓(𝑥) کے ریشے ہوتے ہیں۔ اگر  

 

 سادہ نہیں ہے ت

𝜙(𝑥) = 𝜓(𝑥)  جہاں،𝜙(𝑥)  اور𝜓(𝑥)گے  ں  سادہ ہو 𝑓(𝑥)   ہم  

 

۔ ت
 
دو  𝜓(𝑥)اور  𝜙(𝑥)کے مقاب ان  اور  زسیم کھینچیں گے 

 

ی کی 

قط تقاطع 

 

زسیموں کا ن

 

𝑓(𝑥) ی =  کا حقیقی ریشہ ہوگا۔ 0

 ( Bisection Method)تنصیف کا طریقہ 2.2.2

زض کرو کہ  

 

زض کرو کہاور  پر    ات  مسلسل تفاعل ہے وقفہ   ق

 

 ق

𝑓(𝑥) = 0                                                          ⋯ (1) 

     اور    یعن   مسلسل تفاعل ہے اور   𝑓(𝑥) یہ طریقہ اس اصول پر ہے کہ اگر  

 

 کی مختلف علامتیں ہیں ت

𝑎   اور 𝑏 کے بیچ کم از کم ات  حقیقی ریشہ موجود ہوگا۔ 

  ات  حقیقی ریشہ    اور   اب اگر مان لیا جائے کہ 

 

 کے درمیان۔  𝑏 اور  𝑎 موجود ہوگا ت

زض کرو کہ  

 

 اسے آغازی تقربہ کہتے ہیں۔ 𝑥1 ق

ا ہے 

 

 اسے یوں معلوم کیا جای

1 2

a b
x

+
= 

)   اب اگر  )0 0f x =  

 

)ت )0 0,f x x  کا حقیقی ریشہ ہوگا۔ 

)ورنہ اب دو تحت وقفے   ) ( )1 1, , ,a x x b   ۔ اب دیکھنا ہوگا کہ کس تحت وقفہ میں ریشہ موجود ہوگا۔ اسے یوں معلوم کیا جائے گا۔  ہوں گے

)اگر  ) ( )1 0f a f x    ریشہ  

 

)ت )1,a xمیں ہوگا۔ 

)ی ا اگر    ) ( )1 0f x f b   ریشہ  

 

)ت )1,x b   میں ہوگا۔ جس کسی بھی تحت وقفہ میں ریشہ ہوگا اسے ہم( )1 1,a b  سے موسوم کریں

گے۔ اور پھر  

1 1
2 2

a b
x

+
معلوم کریں گے جوکہ دوسرا تقربہ ہوگا۔ ی اد رہے کہ اس تحت وقفہ کا طول  =

2

b a−
ہوگا یعن   ,a b 

 کا نصف۔ اب پھر پہلے کی طرح دیکھا جائے گا کہ  

)کیا  ) ( )1 2 0f a f x    ریشہ  

 

ا ہے ت

 

)ہوی )1 2,a x میں ہوگا۔ 

)ی ا کیا   ) ( )2 0f x f b   ریشہ  

 

ا ہے ت

 

)ہوی )2 1,x bمیں ہوگا۔ 

a b 
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ز دفعہ طول نصف ہوتے ہوئے   
 
ا ہوجائے۔ ہ

 

 چھوی

 

اوقتیکہ تحت وقفہ کا طول مطلوبہ حد ت

 

ویں تقربہ پر طول   n-اس عمل کی تکرار کی جاتی ہے ی

2n

b a−
 کہ  

 

𝜖ہوگا۔یہاں ت > >کے لیے0 𝜖 

2n

b a−
 یوں ہوگی۔ 

 

 ہوجائے۔ تقری ات کی وضاج

0 0
1

1 1
2

1 1

1

2

2

2

2

n n
n

n n
n

a b
x

a b
x

a b
x

a b
x

− −

+

+
=

+
=

+
=

+
=

 

 میل    نوٹ:

 

ز تقری ات کے ہندسے مطلوبہ مقدار ت

 

ی ا دو متوای  قیمت ملے 

 
ٰ
 کہ مطلوبہ صحٰ

 

  ت
 

 کی جاتی ہے ج

 

 ت

 
 

تقری ات کی تکرار اس وق

 کھاتے ہوں۔ 

   (Solved Examples)حل شدہ مثالیں 2.3

زسیم کے طریقہ پر   ۔   1مثال  

 

sinی 1 0− − =x x کو حل کرو۔ 

 

  2.1شکل  

 

 

زض کرو کہ حل ۔ 

 

 ق

𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 1 = 0                            ⋯ (1) 

 اسے ہم یوں لکھیں گے  

( )1 sin 2− =x x 

زض کرو  

 

 اور ق

( )

( )

1 3

sin 4

= −

=

y x

y x
 

زسیم پر غور کرو۔ ذیل میں ان کی 

 

 ی

زسیم )گراف( کے مطابق ریشہ کی تقربی قیمت 

 

 ہے۔ 1.9ی

زسیماً مساوات   ۔   2مثال  

 

 حل کرو۔ (Graphically)کو ی

زض کرو کہ   حل ۔ 

 

 ق

𝑥 𝑙𝑜𝑔10 𝑥 = 1                                 … (1) 

 اور  
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𝑙𝑜𝑔10 𝑥 =
1

𝑥
                                  … (2) 

 اب دو مساوات بنائیں 

𝑦 = 𝑙𝑜𝑔10 𝑥                       … (3) 

𝑦 =
1

𝑥
                                  … (4) 

قط تقاطع تقرب ریشہ ہوگا

 

زسیمات کا ن

 

 ہے۔ 2.5جو کہ  اب دونوں منحنی ی

ا مثبت ریشہ تنصیف کے طریقہ پر۔ مساوات    ۔   3مثال  

 

 کا س  سے چھوی

زض کرو کہ حل ۔ 

 

 ق

𝑥3 − 5𝑥 + 1 = 0 ⋯ (1)  

 ہم پہلے یہ معلوم کریں گے کہ کس وقفہ میں حقیقی ریشہ موجود ہے۔ 

ں 

ھ
ن ک

     د

𝑓(0) = 03 − 5 ⋅ (0) + 1 = 1(+𝑣𝑒) 
𝑓(1) = 13 − 5 ⋅ (1) + 1 = −3(−𝑣𝑒) 

𝑓(0)چوں کہ   > 𝑓(1)اور  0 < 0 

𝑓(𝑥) کے بیچ   معلوم ہوا کہ  = ,0) بنے گا۔ یعن 0  کے بیچ حقیقی ریشہ موجود ہے۔(1

زض کرو کہ 

 

ذا ق

 

ٰ
  ل

  

 

 ت

 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(0.5) = (0.5)3 − 5 ⋅ (0.5) + 1 = −1.375 < 0 

ذا ریشہ 

 

ٰ
,0) ل  میں ہوگا۔  (0.5

 لیا جائے گا۔ اور اگلا تقربہ معلوم کیا جائے گا۔  اس لیے 

 

𝑓(𝑥2)اور   = 𝑓(0.25) = −0.2344 < 0 

ذا ریشہ  

 

ٰ
,0)ل معلوم کریں گے اس عمل کو تکرار کرتے   لیتے ہوئے  کے درمیان ہوگا۔ اور (0.25

ا ہے۔ رہیں

 

ذول میں لکھا جای  کہ مطلوبہ صحت ملے۔ ان مکررات کو ذیل کے خ 

 

 گے۔ یہاں ت
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𝑓(𝑥𝑛+1)  -ve  +ve  Iteration 

−𝑣𝑒 0.5 1 0 0 

−𝑣𝑒 0.25 0.5 0 1 

+𝑣𝑒 0.125 0.25 0 2 

+𝑣𝑒 0.1875 0.25 0.25 3 

−𝑣𝑒 0.21875 0.25 0.1875 4 

−𝑣𝑒 0.20312 0.21875 0.1875 5 

+𝑣𝑒 0.19531 0.20312 0.1875 6 

+𝑣𝑒 0.1992 0.20312 0.19531 7 

−𝑣𝑒 0.2011 0.20312 0.1992 8 

−𝑣𝑒 0.2001 0.2011 0.1992 9 
−𝑣𝑒 0.1996 0.2001 0.1992 10 
+𝑣𝑒 0.1994 0.1996 0.1992 11 
+𝑣𝑒 0.1995 0.1996 0.1994 12 
+𝑣𝑒 0.1995 0.1996 0.1995 13 

  (digits) ہندسوں  4ویں تقربہ میں -13ویں اور -12ہم دیکھتے ہیں کہ 

 

ا ہے۔ اس لیے  ت

 

ات  حقیقی  میل کھای

 تقرب ریشہ ہے۔ 

 صحیح ہو۔  4حقیقی ریشہ معلوم کرو جو  درمیانی  کا اور   کا   تنصیف کے طریقہ سے مساوات  ۔   4مثال  

 

 ہندسوں ت

زض کرو کہ   حل۔ 

 

 ق

𝑥3 − 9𝑥 + 1 = 0 ⋯ (1)  

𝑓(𝑥)اور   = 𝑥3 − 9𝑥 + 1 = 0 

𝑓(2) = 23 − 9 × 2 + 1 = −9 < 0 
𝑓(3) = 33 − 9 × 3 + 1 = 1 > 0 

ریشہ موجود ہے، جسے معلوم کرنے کے لیے     3اور    2اس لیے   ات  حقیقی  بیچ  لاگو کرتے    اور   کے  کو 

ز کرتے ہیں۔ 
 
ذول میں ظاہ  ہوئے ہم ان کے تقری ات کو درج ذیل خ 

𝑓(𝑥𝑛+1)  -ve 𝑏𝑛 +ve 𝑎𝑛 Iteration/Approximation 

−𝑣𝑒 2.5 3 2 0 

−𝑣𝑒 2.75 3 2.5 1 

−𝑣𝑒 2.88 3 2.75 2 

−𝑣𝑒 2.94 3 2.88 3 

+𝑣𝑒 2.97 3 2.94 4 

+𝑣𝑒 2.955 2.97 2.94 5 

+𝑣𝑒 2.9475 2.955 2.94 6 

+𝑣𝑒 2.9438 2.9475 2.94 7 

+𝑣𝑒 2.9419 2.9438 2.94 8 

+𝑣𝑒 2.9428 2.9438 2.949 9 
−𝑣𝑒 2.9433 2.9438 2.9428 10 
−𝑣𝑒 2.9430 2.9433 2.9428 11 
−𝑣𝑒 2.9429 2.9430 2.9428 12 
−𝑣𝑒 2.94285 2.9429 2.9428 13 

 2.94282 2.94285 2.9428 14 
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ا ہے کہ 

 

ذول سے معلوم ہوی 𝑥 خ  =  صحیح اور   5تقرب ریشہ ہے 2.9428

 

ذا 4ہندسوں ت

 

ٰ
۔ ل

 

𝑥   ہندسے اعشاریہ بعد ت = تقرب  2.94

۔ 3ریشہ ہے 

 

 صحیح اعداد ت

𝑡𝑎𝑛تنصیف کے طریقہ سے مساوات     ۔   5ل  مثا  𝑥 + 𝑥 =  صحیح ہو۔  4بیچ معلوم کرو جو کے  2.1اور  2کا حقیقی ریشہ 0

 

 اعشاریہ اعداد ت

زض کرو کہ  حل۔ 

 

𝑓(𝑥) ق = 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝑥 =  اور  0

𝑓(2) = 𝑡𝑎𝑛(2) + 2 = −0.18 < 0 
𝑓(2.1) = 𝑡𝑎𝑛(2.1) + 2.1 = 0.39 > 0 

ذا 

 

ٰ
زض کرو کہ  کے بیچ ات  حقیقی ریشہ موجود ہوگا۔ 2.1اور  2ل

 

ذول  درجہاور تقری ات  ق  :ہیں  دیے گئے  ذیل خ 

𝑓(𝑥𝑛+1)  𝑏𝑛 𝑎𝑛 𝑛 

+𝑣𝑒 2.05 2.1 2 0 

−𝑣𝑒 2.025 2.05 2.0 1 

+𝑣𝑒 2.0375 2.05 2.025 2 

−𝑣𝑒 2.03125 2.0375 2.025 3 

−𝑣𝑒 2.02812 2.03125 2.025 4 

+𝑣𝑒 2.02968 2.03125 2.02812 5 

+𝑣𝑒 2.02890 2.02968 2.02812 6 

−𝑣𝑒 2.02929 2.02968 2.02890 7 

−𝑣𝑒 2.02909 2.02929 2.02890 8 

−𝑣𝑒 2.02899 2.02909 2.02890 9 
 2.02894 2.02899 2.02890 10 

ز 

 

𝑥 ہم دیکھتے ہیں کہ تقری ات کا تای = 𝑥 پر مستدق ہے۔ اس لیے 2.0289 = 2.0289 

 

 صحیح ریشہ ہے۔ اعشاریہ بعد چار عدد ت

 کا درمیانی ریشہ معلوم کرو۔   ’1‘اور   ’0‘کا =مساوات    ۔ 6مثال  

زض کرو کہ  حل۔ 

 

𝑓(𝑥) ق = 𝑥𝑒𝑥 − 1 = 0 ،   

 

 ت

𝑓(0) = 0𝑒0 − 1 = −1 < 0 
𝑓(1) = 1𝑒1 − 1 = 1(2.718) − 1 = 1.718 > 0 

𝑓(0) چوں کہ  ⋅ 𝑓(1) < ذا  0

 

ٰ
زض کرو کہ    1 اور  0ل

 

𝑎0کے درمیان حقیقی ریشہ موجود ہے۔ ق = 0𝑏0 = اور تنصیف کے طریقہ پر  1

ذول میں اندراج کریں گے۔  مکرر تقری ات کو ہم خ 

𝑓(𝑥𝑛+1)  

+𝑣𝑒  
𝑏𝑛 

−𝑣𝑒  
𝑎𝑛 

n 

−𝑣𝑒 0.5 1 0 0 

+𝑣𝑒 0.75 1 0.5 1 

+𝑣𝑒 0.625 0.75 0.5 2 

−𝑣𝑒 0.5625 0.625 0.5 3 

+𝑣𝑒 0.59375 0.625 0.5625 4 

+𝑣𝑒 0.5781 0.59375 0.5625 5 

+𝑣𝑒 0.5703 0.5781 0.5625 6 

−𝑣𝑒 0.5664 0.5703 0.5625 7 

+𝑣𝑒 0.5684 0.5703 0.5664 8 

+𝑣𝑒 0.5674 0.5684 0.5664 9 
−𝑣𝑒 0.5669 0.5674 0.5664 10 
−𝑣𝑒 0.5671 0.5674 0.5669 11 

 0.5672 0.5674 0.5671 12 
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ذا 

 

ٰ
𝑥 ل =  صحیح حقیقی ریشہ ہے۔ 3اعشاریہ 0.567

 

 اعداد ت

𝑒𝑥مساوات   ۔ 7مثال   − 3𝑥 =  صحیح محسوب کرو۔  3کے لیے ات  حقیقی ریشہ اعشاریہ سے 0

 

 ہندسوں ت

زض کرو کہ   حل۔ 

 

𝑓(𝑥)ق = 𝑒𝑥 − 3𝑥 = 0    

 

 ت

𝑓(0) = 𝑒0 − 3(0) = 1 > 0 
𝑓(1) = 𝑒1 − 3(1) = −0.282 < 0 

,0) کی علامتیں مختلف ہیں۔ اس لیے  𝑓(1) اور  𝑓(0) چوں کہ   میں حقیقی ریشہ موجود ہے۔ (1

ذول میں اندراج کریں گے۔  تنصیف کے طریقہ پر مکرر تقریبات کو ہم ذیل کے خ 

𝑓(𝑥𝑛+1) 1 2+

+
= n n

n

a b
x 

−𝑣𝑒  
𝑏𝑛 

+𝑣𝑒  
𝑎𝑛 

𝑛 

+𝑣𝑒 0.5 1 0 0 

−𝑣𝑒 0.75 1 0.5 1 

−𝑣𝑒 0.625 0.75 0.5 2 

+𝑣𝑒 0.5625 0.625 0.5 3 

+𝑣𝑒 0.59375 0.625 0.5625 4 

+𝑣𝑒 0.609375 0.625 0.59375 5 

+𝑣𝑒 0.61718 0.625 0.609375 6 

−𝑣𝑒 0.62109 0.625 0.61718 7 

−𝑣𝑒 0.61913 0.62109 0.61718 8 

+𝑣𝑒 0.61815 0.61913 0.61718 9 
 0.6186 0.61913 0.61815 10 

ہندسوں   3کے بیچ اور اعشاریہ کے بعد   ’1‘اور   ’0‘ات  حقیقی ریشہ ہے  =ویں تقری ات سے پتہ چلتا ہے کہ -10ویں اور -9

 صحیح ہے۔ 

 

 ت

3𝑥مساوات    ۔ 8مثال   = 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥  صحیح معلوم کرو۔ جو 

 

اور   ’0‘کا حقیقی ریشہ تنصیف کے طریقہ پر اعشاریہ بعد تین عدد ت


  

 کے درمیان ہو۔ 

زض کرو کہ   حل۔ 

 

𝑓(𝑥)ق = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 3𝑥 + 1 = 0 

𝑎0 دی ا گیا ہے کہ  = 0, 𝑏0 =
𝜋

2
 

𝑓(𝑎0) = 𝑓(0) = 𝑐𝑜𝑠 (0) − 3(0) + 1 = 2 > 0 

𝑓(𝑏0) = 𝑓 (
𝜋

2
) = 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
) − 3 (

𝜋

2
) + 1 = −3.7142 < 0 

ا ہے۔ پہلا تقربہ 

 

𝑥1  ان کے بیچ حقیقی ریشہ معلوم کری =
𝑎0+𝑏0

2
𝑥1 ہوگا۔ یعن  =

0+
𝜋

2

2
= 0.7853 

پر   طریقہ  کے  تقری ات تنصیف  ز 

 

متوای کہ  ہے  معلوم  1ہمیں  2+

+
= n n

n

a b
x   کہ ہوگی  شرط  یہ  جہاں  گے۔  جائیں  کیے  معلوم  سے 

( ) ( ) 0+ n nf a f bز کیا جانے پر   ۔
 
ذول میں ظاہ ز تقری ات کو درج ذیل خ 

 

 ان متوای
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𝑓(𝑥𝑛+1)  

(+𝑣𝑒)  
𝑏𝑛 

(−𝑣𝑒)  
𝑎𝑛 

𝑛 

-ve 0.78539 π/2 0 0 

+ve 0.39269 0.78539 0 1 

+ve 0.58904 0.78539 0.39269 2 

-ve 0.68721 0.78539 0.58904 3 

-ve 0.63812 0.68721 0.58904 4 

-ve 0.61358 0.63812 0.58904 5 

+ve 0.60131 0.61358 0.58904 6 

-ve 0.60744 0.61358 0.60131 7 

+ve 0.60437 0.60744 0.60131 8 

+ve 0.60590 0.60744 0.60437 9 

+ve 0.6066 0.60744 0.60590 10 

+ve 0.60702 0.60744 0.6066 11 

 0.60723 0.60744 0.60702 12 

𝑥ویں تقری ات کو دیکھنے سے پتہ چلتا ہے کہ  -12ویں اور -11 =  صحیح ہے۔ 3ات  حقیقی ریشہ ہے جو اعشاریہ بعد  0.607

 

 اعداد ت

 : 1نوٹ    موڈ میں رکھ کر استعمال کریں۔ Radian کو  Calculator لینا چاہیے اور =

ذینٹل   : 2نوٹ  

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 ہم نے تنصیف کے طریقہ پر کافی مقدار میں سوالات کو حل کیا جس میں الجبرائی اور ٹرا

 

 ,Trigonometric) ابھی ت

Exponential, Logarithmic) ذینٹل      مساوات کو حل کیا۔ طلبا

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

ی ا ٹرا کو چاہیے کہ وہ اور بھی مساوات کی مشق کریں جو الجبرائی ہوں 

ا ہے۔ یہ ات  سست اور خطی ہے۔ لیکن اگر تفاعل کسی محدود وقفہ میں مسلسل ہو ت

 

  تنصیف کے طریقہ میں استدقاق بہت زی ادہ تقریبات پر ہوی

ز اعتماد ہے۔اس کا استدقاق یقینی ہے۔ اور دوسرے طریقوں کے مقابلے زہاد ُ
 ہ ی 

  ( Rate of Convergence of Bisection Method)تنصیف کے طریقہ کی استدقاقی شرح 2.4

زض کرو کہ دی گئی مساوات 

 

𝑓(𝑥) ق = ,𝑎) کے درمیان واقع ہے، یعن  ’𝑏‘ اور  ’𝑎‘ ہے اور حقیقی ریشہ مان لو کہ 0 𝑏)   
 

وقفہ میں۔ ج

𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)کہ    < )یعن    0 )f a   اور( )f b ا ہے۔ اس لیے پہلے

 

ا جای

 

ز تقربہ میں وقفہ نصف ہوی
 
کی علامتیں مختلف ہیں۔ اس طریقہ میں ہ

تقربہ پر  

2

−b a
تقربوں پر   nاور اسی طرح وقفہ کا طول 

2

−
n

b a
 ہوگا۔  

𝜖اگر   >  نظرانداز قیمت ہو اس طرح سے کہ  0
 
𝜖قاب

2

−


n

b a
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زض کرو کہ 

 

)ہو اور   neتقربوں کے ختم پر خطا  ’𝑛‘ ق )1+n  1پر+ne  تنصیف کے عمل میں خطا  

 

ت

1

2
ز تقربہ  

 
)نصف( ہوتی جائے گی ہ

 ہیں کہ  

 

 پر۔ اس لیے ہم یوں کہ سکت

1

1

1

2

0.5

+

+

=

 =

n

n

n n

e

e

e e

 

+1یعن  n ne e  

ذا تنصیف کے عمل میں یہ کہا جاسکتا ہے کہ اس کا استدقاق خطی ہے۔ ی اوجود اس کے کہ  

 

ٰ
زھتی رہتی ہے ل

 

یہ عمل سست ہے۔ لیکن اس کی صحت ی 

زھتے ہوئے تقربوں پر۔ 

 

 ی 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 2.5

اور  زسیمی طریقہ 

 

ی پر  طور  ز بحث لائے۔ خاص  زی  ذینٹل مساوات کے حل پر مختلف طریقے 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

ٹرا اور  الجبرائی  اکائی میں ہم نے  اس 

   تنصیف کا طریقہ پر سوالات کو حل کیا۔

اکائی میں زی ادہ تجہ تنصیف کے طریقہ پر رہی جوکہ بہت سادہ اور آسان تکنیک پر مبنی رہا۔ یہ طریقہ سست رو رہا۔ اس کے افادات  اس  

اور   الجبرائی  میں  جس  گیا۔  کیا  حل  کو  سوالات  میں  مقدار  کافی  لیے  کے  لینے  سمجھ  طرح  اچھی  کو  طریقہ  اس  ہوئی۔  بحث  بھی  پر  نقصان  اور 

ذینٹل مسا

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

امل رکھا گیا۔ اس طریقہ کو کمپیوٹر پر بھی آسان پروگرام کے ذریعہ حل کیا جاسکتا ہے۔ٹرا

 

 وات کو ش

 (Keywords)کلیدی الفاظ  2.6

زسیم کا طریقہ  •

 

ی جنگلہ  : ی

ن ل
ط

 

سی
م

  کہ دیے ہوئے تفاعل کو ہم 
 

 (Rectangular Grid) اس صورت میں استعمال کیا جاسکتا ہے ج

ز کرنے پر اس کے نقاط تقاطع کو پرکھ سکیں۔  (dimensional-2) یعن دو حدود العباد 
 
 پر ظاہ

ذینٹل دونوں قسم کے مساوات پر آزمای ا جاسکتا ہے۔ :  تنصیف کا طریقہ  •

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 یہ طریقہ الجبرائی اور ٹرا

 تنصیف کے طریقہ کے افادات 

 یہ طریقہ استدقاق یقینی ہے۔ •

 اس طریقہ میں خطا پر قابو رکھا جاسکتا ہے۔ •

ف ریشے   •

 

 ہیں۔  (Complex Rorts) ملی

 

 اس طریقہ پر نہیں معلوم کیے جاسکت

ا ہے۔  •

 

 اگر مساوات کے لیے ات  سے زائد ریشے ہوں ت استدقاق تیز ہوی

 یہ ات  سادہ اور آسان طریقہ ہے جس کا آسانی سے کمپیوٹر پروگرام بناکر کمپیوٹر پر حل کیا جاسکتا ہے۔  •

ز تقربہ پر دی ا گیا وقفہ  •
 
ا ہے۔  2/1ہ

 

ا چلا جای

 

 یعن نصف ہوی
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ات / خامیاں 

 

 تنصیف کے طریقہ کے نقصای

 یہ ات  سست رو طریقہ استدقاق ہے۔ •

 اس کا رفتار استدقاق خطی ہے۔  •

ز مساوات کے ریشہ معلوم کرنے میں مددگار نہیں ہے۔  •
 
 یہ طریقہ ہ

ف  •

 

۔ (Complex) اس طریقہ سے ملی

 

 ریشے نہیں معلوم کیے جاسکت

 قیمتیں یکساں علامتیں رکھتے ہوں ت طریقہ نہیں لگای ا جاسکتا ہے۔اگر تفاعل کے دو  •

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 2.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 2.7.1

ز کیجیے ُ
 :خالی جگہوں کو ی 

 ــتنصیف کے طریقہ کو   .1 ا ہے۔  ــــــــــــــــــــــ

 

 بھی کہا جای

 ۔ ــــــــــــــــــــــــپر یوں ہوگی  𝑓(𝑏) اور 𝑓(𝑎) تنصیف کے طریقہ کو لگانے کے لیے   .2

𝑐𝑜𝑠مساوات   .3 𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 =  ۔ ــــــــــــــــــــــــــکے ریشہ رکھنے والا وقفہ قیاس کرو 0

𝑓(𝑥) کسی مساوات  .4 = ا   ____________کو  𝑓(𝑥) کے لیے تنصیف کے طریقہ پر ریشہ معلوم کرنے کے لیے   0

 

ہوی

 ہوگا۔

 ہے۔  ـــــــــــــــتنصیف کے طریقہ کو استدقاقی شرح   .5

اندہی کیجیے 

 
 

 :صحیح جواب کی ن

ا ہے۔ .6

 

ز تقربہ پر وقفہ کتنے فیصد کم ہوی
 
 تنصیف کے طریقہ میں ہ

(a) 30%  (b) 20%  (c) 50%  (d) 40% 

𝑓(𝑥) تنصیف کے طریقہ میں حقیقی ریشہ معلوم کرنے میں مساوات  .7 = ا ہے۔ 0

 

ا قضیہ استعمال ہوی

 

 کے لیے کون

(a)  اوسط قیمت کا قضیہ (b)  بولزانو کا قضیہ (c)  کا قضیہ 

 

ٹ

 

ن کی
س

 (d)  تنصیف کا قضیہ 

𝑓(𝑥) تنصیف کے طریقہ پر   .8 =  ــکو  𝑓(𝑥) کے لیے ریشہ رکھنے کے لیے کسی وقفہ میں  0 ا چاہیے۔ ـــــــــــ

 

 ہوی

(a) حقیقی اور مسلسل  (b) غیرمسلسل (c) ز ذی 

 

 کوئی نہیں  (d) تفرق ی 

  اگلا تقربہ کیا ہوگا۔  ’2‘ اور  ’1‘ اگر تنصیف کے طریقہ میں ابتدائی قیمتیں  .9

 

 دی گئی ہوں ت

(a) 1.25  (b) 1.5  (c) 2.0  (d) 1.75 

زسیماً  کسی منحنی  .10

 

𝑦 ی = 𝑓(𝑥)  صلہ ہوتے ہیں جو نقاط تقاطع ہیں محور

 

خ
 سے۔ ـــــــــکے لیے ریشے 
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(a)  𝑦 − 𝑎𝑥𝑖𝑠 (b)  𝑥 − 𝑎𝑥𝑖𝑠 (c)   a اورb   (d)   کوئی نہیں 

 ( Short Answer Type Questionsمختصر جوای ات کے حامل سوالات) 2.7.2

زسیم کے طریقہ پر  .1

 

𝑓(𝑥) ی =  مثال دو۔ کس طرح حل کی جاتی ہے تشریح کرو۔ ات   مساوات  0

𝑓(𝑥) تنصیف کے طریقہ پر   .2 =  مساوات کے ریشہ کیسے معلوم کیے جاتے ہیں؟ تشریح کرو۔  0

 تنصیف کے طریقہ کے افادات بیان کیجیے۔ .3

ات بیان کیجیے۔ .4

 

 تنصیف کے طریقہ کے نقصای

 تنصیف کے طریقہ کی رفتارِ استدقاق پر بحث کیجیے۔ .5

 ہیں۔ نوٹ :

 

 مختصر جوابی سوالات میں تنصیف کے طریقہ پر اعشاریہ بعد دو عدد کی صحت کے سوال پوچھے جاسکت

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات 2.7.3

زسیم کے طریقہ پر حل کرو۔ .1

 

 ذیل کے مساوات کو ی

i 𝑥 𝑙𝑜𝑔10 𝑥 = 1  

ii 𝑥2 + 𝑥 1 = 0   

زسیم کے طریقہ پر وقفہ   .2

 

ذیل کے مساوات کو ی

 
 
 

 میں حل کرو۔ 

i 2𝑥 𝑒2𝑥 + 0.1 = 0 

ii 𝑒𝑥 = 4𝑥 

iii 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

iv 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥 

 ذیل کے مساوات کا تنصیف کے طریقہ پر ات  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔  .3

i.  𝑥3 2𝑥 5 =  معلوم کرو۔ 3اعشاریہ کے 0

 

 مقامات ت

ii.  𝑥 + 𝑙𝑜𝑔 𝑥 2 =  جو  2اعشاریہ کے 0

 

 کے درمیان ہے۔  ’2‘ اور  ’1‘ مقامات ت

iii.  𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 10(𝑥  معلوم کرو۔ 3اعشاریہ کے (1

 

 مقامات ت

iv.  𝑥3 4𝑥 9 =  معلوم کرو۔ 3اعشاریہ کے 0

 

 مقامات ت

v.  𝑥 𝑒
1

𝑥 =  معلوم کرو۔ 3اعشاریہ کے 0

 

 مقامات ت

vi.  2𝑥 3 𝑠𝑖𝑛 𝑥 5 =  معلوم کرو۔  3اعشاریہ کے  0

 

 مقامات ت

ز کردہ اکتسابی مواد 2.8

 

 (Suggested Learning Resources) تجوی 

1. Numerical Methods for Scientific & Experiencing Computation. M.K. Jain, S.R.K. Jain, 

R.K. Jain – Wiley eastern ltd. 
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ذینٹل مساوات  ۔  3اکائی 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

    -IIالجبرائی اور ٹرا

(Algebraic & Transcendental Equations-II) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   3.0

 مقاص    3.1

ذینٹل مساوات کے   3.2

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

  طریقے  حل کے الجبرائی اور ٹرا

 طریقہریگولا فالسی / فالس پوزیشن کا   3.2.1 

ز تقربہ کا طریقہ/تکرار کا طریقہ  3.2.2 

 

 متوای

 طریقوں کا استدقاق   3.3

 ریگولا فالسی طریقہ کا استدقاق   3.3.1 

 تکرار کے طریقہ کا استدقاق  3.3.2 

 افادات اور خامیاں طریقوں پر   3.4

 خامیاں ریگولا فالسی ی ا فالس پوزیشن طریقہ کے افادات و  3.4.1 

 طریقہ کے افادات و خامیاں تکرار کے   3.4.2 

 اکتسابی نتائج   3.5 

 کلیدی الفاظ   3.6 

 نمونہ امتحانی سوالات    3.7 

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات  3.7.1  

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات   3.7.2  

 طویل جوای ات کے حامل سوالات  3.7.3  

ز کردہ اکتسابی مواد    3.8 

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید 3.0

ذینٹل مساوات کے تعریفات اور مثالوں کے ی ارے میں بحث کی۔ دوسری اکائی میں ان کے   

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

پچھلی اکائیوں میں ہم نے الجبرائی اور ٹرا

اکائی   اس  ڈالی۔  روشنی  پر  استدقاق  رفتار  کا  کیا گیا۔ پھر تنصیف کے طریقہ  لاگو  کا طریقہ  اور تنصیف  زسیمی طریقہ 

 

ی دو  حل کے لیے  ذ  زی 

 

م میں 

گے۔ ان    طریقوں ریگولا فالسی جسے فالس پوزیشن کا طریقہ بھی کہتے ہیں اور تکرار کا طریقہ سیکھیں گے۔ پھر ان کے رفتار استدقاق کو بھی پرکھی 

ز مقدار میں مثالوں کو حل کریں گے۔ 

 

 طریقوں پر واق

 ( Objectives)مقاص 3.1

 ہوجائیں گے  
 
ذینٹل  اس اکائی کے ختم پر طلبا اس قاب

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

کہ وہ ریگولا فالسی یعن فالس پوزیشن اور تکرار کے طریقوں کو الجبرائی اور ٹرا

ات پر بھی بحث  

 

مساوات کے ریشے معلوم کریں گے اور ان طریقوں کے رفتار استدقاق کو استخراج کریں گے۔ ان طریقوں کے افادات و نقصای

 کریں گے۔ 

ذینٹل مساوات کے حل کے طریقے  3.2

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 الجبرائی اور ٹرا

(Methods for the Solution of Algebraic and Transcendental Equations) 

 (Regula Falsi/False Position Method)ریگولا فالسی / فالس پوزیشن طریقہ 3.2.1

 

 3.1شکل   

  

 

ریگولا فالسی کو فالس پوزیشن کا طریقہ بھی کہتے ہیں۔   

ریشے معلوم   مساوات کے حقیقی  کسی  ہے۔  قدیم طریقہ  یہ بہت 

ا 

 

رکھ کی مماثلت  طریقہ  کے  یہ طریقہ تنصیف  لیے  کے  کرنے 

وقفہ   ابتدائی  ,𝑥0)ہے۔  𝑥1)  کہ شرائط   اور  𝑓(𝑥0)اور 

𝑓(𝑥1)  مختلف علامتیں رکھی ی الکلیہ تنصیف کے طریقہ جیسا ہی

𝑦 ہوتے ہیں۔  = 𝑓(𝑥) زسیم وقفہ

 

,𝑥0) کی ی 𝑥1) میں 

-𝑥  پر حقیقی کا مطلب ہے کہ نقطہ قطع  کو قطع کرتی ہے جس  محور 

  ( اگر  𝑥 ریشہ  ہے۔  موجود  قیمت(  ,𝑥0]کی  𝑓(𝑥0)]  اور

[𝑥1, 𝑓(𝑥1)] 

صاات 

 

ی

 

ج
م

 (Coordinates)   ز

 

  قوی وی

 

کی   (Chord) ہوں ت

گی۔ مساوات یوں لکھی جائے 
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𝑦 𝑓(𝑥0)

𝑥 𝑥0
=
𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥0)

𝑥1 𝑥0
⋯(1) 

𝑓(𝑥0)ی اد رہے کہ   < 𝑓(𝑥1)اور  0 > ز پر موجود ہے۔ اس لیے  0

 

    اس قوسی وی

0 − 𝑓(𝑥0)

𝑥2 − 𝑥0
=
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
 

⇒
𝑥2 − 𝑥0
−𝑓(𝑥0)

=
𝑥1 − 𝑥0

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)
 

⇒ 𝑥2 − 𝑥0 = −
𝑥1 − 𝑥0

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)
𝑓(𝑥0) 

⇒          𝑥2 = 𝑥0 −
𝑥1 − 𝑥0

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)
𝑓(𝑥0) 

                𝑥2 =
𝑥0𝑓(𝑥1) − 𝑥0𝑓(𝑥0) − 𝑥1𝑓(𝑥0) + 𝑥0𝑓(𝑥0)

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)
 

⇒                  =
𝑥0𝑓(𝑥1) − 𝑥1𝑓(𝑥0)

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)
 

  ہم دیکھیں گے کہ 

 

 کیا ہے۔ اگر  𝑓(𝑥2) ت

 

𝑓(𝑥2)کی علام < 0    

 

 ت

⇒ 𝑥2 𝑥0 

⇒ 𝑓(𝑥2) 𝑓(𝑥0) 

 𝑥2اور اگلا تقربہ معلوم کریں گے  

𝑓(𝑥2)اور اگر  > 0    

 

 ت

( ) ( )
 →

 →
 

۔  𝑥2 اور اگلا تقربہ 

 

 معلوم کریں گے۔ یہ طریقہ جاری رکھی گے۔ مطلوبہ صحت حاصل ہونے ت

ز تقربہ کا طریقہ/تکرار کا طریقہ  3.2.2

 

 متوای

(Iteration Method/Successive Approximation Method)  

زض کرو کہ 

 

𝑦 ق = 𝑓(𝑥) = زتیب دیتے ہیں کہ  0

 

ا ہے۔ اس مساوات کو یوں ی

 

𝑥 مساوات کے لیے حقیقی ریشے معلوم کری = 𝜙(𝑥) 

  ابتدائی تقربہ  

 

ا𝑥0 ت

 

|𝜙′(𝑥0)|اس طور پر کہ     لیا جای < ا ہو۔ پھر اگلا تقربہ  1

 

𝑥1 مطمئن کری = 𝜙(𝑥0) ا ہے

 

ز    محسوب کیا جای

 

اور متوای

 تقربے یوں ہوں گے 

𝑥2 = 𝜙(𝑥1) 

𝑥3 = 𝜙(𝑥2) 

  ⋮     ⋮     ⋮ 

𝑥𝑛 = 𝜙(𝑥𝑛−1) 
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𝑥𝑛+1 = 𝜙(𝑥𝑛), 𝑛 = 0,1,2,⋯ 

 عام مروجہ ضابطہ ہوگی۔ 

ی ا مکررات بہت زی ادہ مقدارمیں ہوجائیں۔ یہ طریقہ آسانی    ی ا ت مطلوبہ صحت حاصل ہو   کی جاتی ہے 

 

  ت
 

اس طریقہ پر تکرار ج

ا ہے۔ اگر ابتدائی  

 

  لیا جائے۔  ریشہ سے مستدق ہوی
 

ت ز

 

 کے ق

 حل شدہ مثالیں: 

𝑓(𝑥)مساوات    ۔   1مثال   = 𝑥3 − 2𝑥 − 5 =  کا ات  حقیقی ریشہ معلوم کرو ریگولا فالسی کے طریقہ پر۔ 0

 دی ا گیا ہے کہ حل ۔ 

  𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 − 5 = 0                           ⋯ (1) 

 ہم دیکھتے ہیں کہ  

𝑓(0) = −5 < 0 
𝑓(1) = (1)3 − 2(1) − 5 = −6 < 0 
𝑓(2) = (2)3 − 2(2) − 5 = −1 < 0 
𝑓(3) = (3)3 − 2(3) − 5 = 16 > 0 

𝑓(2)  چوں کہکے بیچ ات  حقیقی ریشہ ضرور ہوگا۔  3اور  2مختلف علامتیں رکھتے ہیں۔ اس لیے  𝑓(3) اور  𝑓(2)    چوں کہ  = −1 < 0 

𝑓(3)اور   =اس لیے   = 16 > 𝑥1اس لیے   0 = ذول   3 ز تقربہ معلوم کیے جائیں گے جو درج ذیل خ 

 

لیا جائے گا اور پھر متوای

ز کیے گئے ہیں 
 
 میں ظاہ

𝑓(𝑥2) 𝑥2 =
𝑥0𝑓(𝑥1) − 𝑥1𝑓(𝑥0)

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)
 

+𝑣𝑒 
𝑓(𝑥1) 

−𝑣𝑒 
𝑓(𝑥0) 

𝑥1 𝑥0  

−    −    

−    −    

−    −    

−    −    

   −    

ز ہے کہ  5اور  4تقربہ 
 
𝑥 سے ظاہ =  صحیح حقیقی ریشہ ہے۔2.09

 

 اعشاریہ کے دو مقامات ت

𝑥3  مساوات  ۔   2مثال   − 𝑥 − 1 =  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔ فالس پوزیشن کا طریقہ اپناؤ۔ کا ات  0

𝑓(𝑥)دی ا گیا ہے کہ   حل ۔  = 𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0 

  

 

 ت

𝑓(0) = (0)3 − (0) − 1 = −1 < 0 
𝑓(1) = (1)3 − (1) − 1 = −1 < 0 

𝑓(2) = (2)3 − 2 − 1 = 5 > 0 

𝑓(1)𝑓(2)  چوں کہ  < ذا 0

 

ٰ
 وقفہ میں ات  حقیقی ریشہ موجود ہوگا۔  (2 ,1) ل



39 
 

𝑓(1)   چوں کہ   = −1 < 𝑥0 اس لیے 0 = 𝑓(2) اور  1 = 5 > 𝑥1اس لیے 0 = 2 

ا ہے۔ 

 

ز کیا جای
 
ذول میں فالس پوزیشن کے طریقہ پر ظاہ ز تقربے ذیل کے خ 

 

 اور متوای

𝑓(𝑥2) 𝑥2 =
𝑥0𝑓(𝑥1) − 𝑥1𝑓(𝑥0)

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)
 

+𝑣𝑒 
𝑓(𝑥1) 

−𝑣𝑒 
𝑓(𝑥0) 

𝑥1 𝑥0  

−    −    

−    −    

−    −    

−    −    

   −    

𝑥 چوتھے اور ی انچویں تقربے ہمیں بتاتے ہیں کہ  =  صحیح ہے۔ 1.319

 

 ات  حقیقی ریشہ ہے جو اعشاریہ کے دو مقامات ت

𝑥مساوات      ۔   3مثال   𝑙𝑜𝑔10 𝑥 − 1.2 = 0 

 صحیح ہو۔ 

 

 کا ات  حقیقی ریشہ معلوم کیجیے۔ ریگولا فالسی کے طریقہ پر جو اعشاریہ کے تین مقامات ت

زض کرو کہ  حل ۔ 

 

𝑓(𝑥) ق = 𝑥 𝑙𝑜𝑔10 𝑥 − 1.2 = 0 

 اب دیکھیں  

𝑓(1) = 1(𝑙𝑜𝑔10 1) − 1.2 = −1.2 < 0 
𝑓(2) = 2(𝑙𝑜𝑔10 2) − 1.2 = 2(0.30103) − 1.2 = −0.59794 < 0 
𝑓(3) = 3(𝑙𝑜𝑔10 3) − 1.2 = 3(0.47712) − 1.2 = 0.23136 > 0 

 بدل گئی ہے 

 

𝑓(2)𝑓(3) کی مختلف علامتیں ہیں۔ یعن  𝑓(3) اور  𝑓(2) تفاعل کی علام < 0 

ذا 

 

ٰ
 بیچ یقیناً کم از کم ات  حقیقی ریشہ ہوگا۔ کے  ’3‘ اور  ’2‘ ل

𝑓(2)   چوں کہ   < 𝑥0 اس لیے 0 = 𝑓(3) اور  2 > 𝑥1اس لیے 0 = 3 

ز کریں گے۔  ، ریگولا فالسی کے طریقہ پر تقری ات معلوم کریں گے  لیکن
 
ذول میں ظاہ  جن کو درج ذیل خ 

( ) 

( ) ( )
( ) ( )

−
=

−
 ( )

+
 ( )

−
   

 

−    −    

−    −    

 

  −    

 صحیح حقیقی ریشہ ہے۔  =دوسرے اور تیسرے تقربہ میں ہی پتہ چل گیا ہے کہ  

 

 اعشاریہ کے تین مقامات ت

𝑥3 مساوات   ۔   4مثال   + 𝑥2 − 1 = ,0] کے لیے وقفہ 0 استعمال کرو۔  میں ات  حقیقی ریشہ معلوم کرو جس کے لیے تکرار کا طریقہ  [1

 اعشاریہ کے چار مقامات صحیح ہوں۔ 

𝑥3دی ا گیا ہے کہ   حل۔  + 𝑥2 − 1 = 0 
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 ہیں  

 

 اس کو ہم یوں بھی لکھ سکت

( )
( )

( )

+ − =

 + =

 =
+

 = =
+

 

 اب  

( )
( )

( )
( )





 = −

+

 = − 

+

 

ا چاہیے۔

 

 ہوی

ا چاہیے اور وقفہ ایسا 

 

   =بھی دی ا گیا ہے۔ اگر ہم   [1 ,0]ہمیں تلاش کری

 

 لیں ت

( )
( )

 = = 

+

 

ذا  

 

ٰ
ا ہے۔ ل

 

 لیا جاسکتا ہے۔ اور عمومی ضابطہ   =شرط پوری کری

( )
+

+

=

 = =
+

 

ز کریں گے۔ اور تقری ات کو ذیل کے 
 
ذول میں ظاہ  خ 

+
=

+
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 ریشہ متدق ہے۔ 4اعشاریہ کے  =چھٹے اور ساتیں تقربے میں ہم دیکھتے ہیں کہ  

 

 مقامات ت

=مساوات    ۔   5مثال    حقیقی ریشہ معلوم کرو۔ پر تکرار کا طریقہ لاگو کرکے اعشاریہ کے تین  −

 

 مقامات ت

=دی ا گیا ہے کہ  حل۔  −  

) ی ا  )− + = 

 دیکھیں 

( ) ( )
  



= − + = 

   
= − +   

   

= − + 

 

چنانچہ 

 
 
 

زتیب دیں کہ  

 

)میں حقیقی ریشہ موجود ہے۔ اب اگر مساوات کو یوں ی ) = + =  

  

 

)      ت ) = − 

( ) = −  

ا ہوگا۔ اگر    𝑥ایسا 

 

   =تلاش کری

 

 لیا جائے ت

( ) = − =  

ذا  

 

ٰ
 سے شروع کیا جاسکتا ہے۔ اور عمومی تقربی ضابطہ یوں ہوگا۔  =شرط پوری ہوتی ہے۔ ل

( )
+

+

= =

  = + = 

 

ا ہے۔ 

 

ز کیا جای
 
ذول میں تقری ات کو ظاہ  ذیل کے خ 

+
 = +  
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ذا  5کی قیمتیں اعشاریہ کے   اور   

 

ٰ
 مستدق ہیں۔ ل

 

 ات  حقیقی ریشہ ہے۔ =مقامات ت

 کے درمیان دری افت کرو۔   ’1‘اور   ’0‘کا حقیقی ریشہ =تکرار کے طریقہ سے مساوات   ۔ 6مثال  

زض کرو کہ حل۔ 

 

 ق

( )
=

− =
 

( ) ( )−= = 

 

( ) − = − 

( ) − = −  

 مطلوب ہے۔

ذول یوں بنے گا۔ =   کہ سے شروع کرنے پر تقری ات کا خ 
 

   ج

( )
+

−

+

=

 =
 

−

+
=   

   

   

   

   

   
   
   
   
   
   
   

ز ہے کہ 
 
ذول سے ظاہ  صحیح ہے۔حقیقی ریشہ ہے جو  =خ 

 

 اعشاریہ کے دو مقامات ت

) ۔ 7مثال   ) = − − کے    = اعشاریہ  ریشہ  حقیقی  تقربہ    4کا  ز 

 

متوای  

 

ت   Successive)مقامات 

Approximation)  کے طریقہ سے معلوم کرو۔ 
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زض کرو کہ   حل۔ 

 

 ق

( ) ( )= − − = 

زتیب میں 

 

 دوسری ی

( ) ( ) = + =  

)اب  ) =  مطلوب ہے۔ 

)لینے پر  = ) =    ذول یوں بنے   =صحیح ہے۔ اس لیے لیا جاسکتا ہے۔ اب تقری ات کا خ 

 گا۔

+
 = +  

  

   

   

   

   

ز ہے کہ  
 
ذول سے ظاہ  صحیح  4حقیقی ریشہ ہے جو اعشاریہ کے =خ 

 

 ہے۔مقامات ت

 (Convergence of Methods)طریقوں کا استدقاق 3.3

 (Regula Falsi Method)ریگولا فالسی کا طریقہ  3.3.1

ذر  

  

ای وہ  کرے  معلوم  استدقاق  جو  طریقہ  حسابی  کا  طریقہ  اس  رہا۔  میں  طریقہ  کے  ہے جسے تنصیف  کا  استدقاق  خطی  طریقہ  یہ 

ز ہے۔ صرف یہ معلوم رہے کہ اس  
 
 کورس سے ی اہ

 
 

ت   

 

رتبہ کا ہے۔ استدقاق کے رتبہ کا اشتقاق اور اعلیٰ کورس    1.6طریقہ کا استدقاق  گرائ

امل رہے گا۔ 

 

 میں ش

 (Convergence of Iteration Method)تکرار کے طریقہ کا استدقاق 3.3.2

)ہم جانتے ہیں کہ تکرار کے طریقہ کا عمومی ضابطہ   )
+
ہے۔ اس طریقہ کا استدقاق کے مختلف  =،   =

زسیمات پر غور کریں گے۔ مکاا

 

ات پر ہم بحث کریں گے۔ اور ان کی ی

 

 ی

)اگر  :   1صورت   )   استدقاق کو نیچے دیے گئے نقش میں بتای ا گیا ہے۔  

 

 ت
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 3.2شکل 

 →تقری ات  

) : 2صورت   )  مگر( )  

 

  3.3شکل 
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)جیسے کہ دکھای ا گیا ہے کہ اگر  )   اور( )   استدقاق کا عمل تقرب جھولتا  

 

ا ہے حقیقی قیمت کے    (Oscillate)ت

 

ہوی

ا۔ 

 

ا ہے ریشہ یکتا نہیں ہوی

 

ذا عمل پیچیدہ ہوجای

 

ٰ
 گرد۔ ل

): 3صورت   )    

ذہ کریں۔

 

چڈ

ٰ مل

ل کا خاکہ / نقشہ ذیل میں 
مع

ذا حقیقی ریشہ پر نہیں پہنچا جاسکتا۔ اس 

 

ٰ
ا ہے۔ ل

 

ز منتشر ہوی

 

 اس صورت میں تقری ات کا تای

 

 

 3.4شکل 

)اگر  : 4صورت   )   

 

  3.5شکل 
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ز کیا گیا ہے۔ 
 
ذا ریشہ معلوم نہیں کیا جاسکتا ہے۔ خاکہ میں اس صورت کے منتشر ہونے کو ظاہ

 

ٰ
ا ہے۔ ل

 

 اس صورت میں بھی عمل منتشر ہوی

 (Benefits and disadvantages)افادات و خامیاں 3.4

 خامیاں ریگولا فالسی ی ا فالس پوزیشن طریقہ کے افادات و 3.4.1

(Benefits and Disadvantages of Regula Falsi or False Position Method) 

 :افادات 

 اس طریقہ میں تفرق کے معلوم کرنے کی ضرورت نہیں۔  •

ی ہے۔ •

طّ

 

خ

 اس طریقہ کا استدقاق 

 یہ طریقہ تنصیف کے طریقہ سے زی ادہ تیز ہے۔ •

 :خامیاں 

ا ہے جیسے وہ تفاعل جن کا خم / گولائی / انحنا   •

 

زا ہے۔ (Curvature) بعض صورتں میں رفتار استدقاق بہت کم ہوی

 

 ی 

ا ہے۔  •

 

 یہ علامتوں پر منحصر ہوی

۔ •

 

 اس طریقہ پر کثیر ریشے نہیں معلوم کیے جاسکت

   اطلاق: 

 

 

 
 

 گوئی کی جاسکتی ہے۔ صنعتی آلودگی جو کیمیائی ردعمل سے پیدا ہوتی ہے اس کے مقدار پر پ

 (Benefits and Disadvantages of Iteration Method)کے افادات و خامیاں تکرار کے طریقے 3.4.2

 :افادات 

ز تقربہ میں خطا کی کمی ہوتی جاتی ہے۔ •
 
 ہم کسی مساوات کا ریشہ معلوم کرتے ہیں جس میں ہ

زھنے کا امکان نہیں  (Rounding Errors) سالم کردہ خطائیں   •

 

ا۔ی 

 

 ہوی

ز اندراج صفر ہوں یہ طریقہ فائدہ مند ہے۔ •

 

 جہاں زی ادہ ی

 :خامیاں 

)دیے گئے تفاعل   • )کو ( )=ا ہے اس طرح پر کہ تقربے مستدق ہوں۔

 

زتیب دینا ہوی

 

 پر ی

کو   • )تفاعل  )=  پر بھی زتیب دینے 

 

ی امر  پر  یہ ات  مشکل  استدقاق ہوجائے  اس طرح ہو کہ  زتیب 

 

ی ا۔ 

 

استدقاق یقینی نہیں ہوی

 ہے۔
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 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 3.5

ا جس سے کسی مساوات  

 

)اس اکائی میں ہم نے دو اور طریقوں کو جای )  ہیں۔ جن کو ریگولا  =

 

کے حقیقی ریشے معلوم کرسکت

ز تقربہ 

 

کے طریقے کہا گیا۔ ان کے مکررات کے   (Iteration / Successive Approximation) فالسی / فالس پوزیشن اور تکرار / متوای

ڈالی۔ تکرار کے   ان طریقوں پر ہم نے کافی مقدار میں مثالوں کو حل کیا۔ ان طریقوں کے استدقاق پر بھی روشنی  ذ کیے گئے۔ 

  

اخ ضابطے بھی 

زسیمی خاکے بھی بتائے گئے۔ جس سے اس طریقہ پر تقری ات کس طرح استدقاق ی ا منتشر ہوتے ہیں۔ مختلف

 

 صورتیں بتائے گئے۔ ان طریقہ پر ی

ز بحث رہیں۔   دونوں طریقوں کے افادات اور خامیاں بھی زی 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 3.6

ز تقری ا، استدقاق 

 

 تکرار، متوای

 (Model Examination Questionsنہ امتحانی سوالات)نمو 3.7

 ( Objective Answer Type Questionsمعروضی جوای ات کے حامل سوالات) 3.7.1

ز کیجیے۔ ُ
 خالی جگہوں کو ی 

 ہے۔  ـــــــــــــــــــــفالس پوزیشن کے طریقہ کا مکررات کا ضابطہ  .1

2.  − −  ہیں۔ =اور  =کے لیے ابتدائی تقربے  =

 ــریگولا فالسی طریقہ  .3 ا ہے۔ ـــــــــــــــ

 

 استدقاق رکھ

) تکرار کے طریقہ میں   .4 ) )کو = )=  ا ہے۔ اس طرح سے کہ

 

زتیب دی ا جای

 

 ــپر ی  ۔ ـــــــــــــــــــ

) تکرار کے طریقہ میں   .5 ) )کو = )=  زتیب دینے پر مکررات کا ضابطہ

 

ا ہے۔ ـــــــــــــــــی

 

 ہوی

اندہی کیجیے۔ 

 
 

 صحیح جواب کی ن

)اگر  .6 )    
 

)کہ  ہے ج )=  تکرار کے طریقہ  

 

 ــت  ہوگا۔  ـــــــــــــــ

(a) مستدق  (b) جھولتا  (c) منتشر  (d)  کوئی نہیں 

  مساوات   =اور  =اگر  .7

 

 کے لیے ریگولا فالسی طریقہ میں  =ت

 ہوگا۔=

(a) 2.0721  (b) 2.2701  (c) 2.721  (d) 2.7721 

)اگر  .8 )=  اور( )    مگر ( )  طریقہ  

 

 ــت  ــہوگا اور تقربے  ـــــــــ  ـــــــــــ

(a)  0 –منتشر  (b)  محدود -مستدق (c)  جھولتا -مستدق (d)  مستدق -جھولتا 
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− تکرار کے طریقہ میں   .9  ــاور  ــــــــــــکے پہلے دو تقربے =  ہیں۔ ـــــــــــ

(a) 2.1003 – 2.1076 (b) 2.5 – 2.5012 (c) 2.967 – 2.9608 (d)  کوئی نہیں 

 ــفالس پوزیشن طریقہ کا استدقاق کا رتبہ  .10 ا ہے۔ ـــــــــــــــ

 

 ہوی

(a) دو درجی  (b)  خطی  (c)  0  (d)   کوئی نہیں 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  3.7.2

 کیجیے۔ .1

 

 فالس پوزیشن طریقہ کی وضاج

 کیجیے۔ .2

 

 تکرار کے طریقہ کی وضاج

 طریقہ کے استدقاق پر روشنی ڈالیے۔ تکرار کے  .3

 ریگولا فالسی طریقہ کے افادات و خامیاں بیان کیجیے۔ .4

 تکرار کے طریقہ کے افادات و خامیاں بیان کیجیے۔ .5

 (Long Answer Type Questionsطویل جوای ات کے حامل سوالات) 3.7.3

و لا فالسی کے طریقہ پر  .1
کگ
 معلوم کرو۔ ذیل میں دیے گئے مساوات کے لیے ات  حقیقی ریشہ ر

i. − +  میں  (2 ,1)  وقفہ=

ii. − −  میں  (4 ,3) وقفہ =

iii.  −  میں   (1 ,0) وقفہ=

iv.  =میں   (1.5 ,1) وقفہ 

v. =  میں  )- ,2- (1وقفہ +

 ات  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔ تکرار کے طریقہ پر  .2

i. − − =  ii. = میں   (1 ,0)وقفہ 

iii. = وقفہ −

 
 
 

 میں

ز کردہ اکتسابی مواد 3.8

 

 (Suggested Learning Resources) تجوی 

1. Introductory Methods of Numerical Analysis, S.S. Sastry. 

2. Numerical Methods for Scientific and Engineering Computation. M.K. Jain, S.R.K.   

Iyengar & R.K. Jain. 
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ذینٹل  الجبرائی اور  4اکائی 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

  -III مساوات ٹرا

(Algebraic & Transcendental Equations – III) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    4.0

 مقاص     4.1

 کا طریقہ  نیوٹن     4.2

 

ں

س
ف

 را

 کے طریقے  نیوٹن    4.2.1 

 

ں

س
ف

ا سے ریشہ معلوم   را

 

 کری

 کے طریقے   4.2.2 

 

ں

س
ف

 کا استدقاق نیوٹن را

 کے طریقے   4.2.3 

 

ں

س
ف

 خامیاںکے افادات و  نیوٹن را

 کا طریقہ –غیر خطی مساوات     4.3

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

 اکتسابی نتائج    4.4

 لفاظکلیدی ا    4.5

 نمونہ امتحانی سوالات     4.6 

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات   4.6.1  

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات    4.6.2  

 طویل جوای ات کے حامل سوالات   4.6.3  

ز     4.7 

 

  کردہ اکتسابی مواد تجوی 
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 ( Introduction)تمہید 4.0

اور    الجبرائی  اکائی میں ہم نے  ذینٹل    پچھلی 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

ی ا فالس    ٹرا فالسی  ریگولا  کا طریقہ،  کا طریقہ، تنصیف  زسیم 

 

ی مساوات کے حل کے لیے 

ز تقربے کے طریقے دیکھے۔ ان طریقوں کے علاوہ اب ہم ات  اور طریقہ جو بہت تیز مستدق ہے پیش کرتے 

 

  پوزیشن کا طریقہ اور تکرار ی ا متوای

 کا طریقہ کہتے ہیں۔ کسی بھی الجبر – ہیں۔ جس کو نیوٹن 

 

ں

س
ف

ذینٹل  ائی ی ا  را

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 ہیں۔ ہم    ٹرا

 

زی آسانی سے ہم استعمال کرسکت

 

مساوات پر یہ طریقہ ی 

ز بحث لائیں گے۔ چند مخصوص مثالوں کو بھی اس طریقہ پر آزمائیں گے۔ اس طریقہ کے استدقاق کا    اس طریقہ کے افادات اور خامیوں کو بھی زی 

ی مساوات کا حل بھی اس طریقہ

طّ

 

خ

ز میں ہم غیر

 

پر حاصل کریں گے۔ طریقہ کو اچھی طرح سمجھنے کے لیے    رتبہ بھی ہم معلوم کریں گے۔ آج

 کافی مقدار میں مثالوں کو حل کریں گے۔

 ( Objectives)مقاص 4.1

 ہوجائیں گے کہ وہ دی گئی مساوات کو حل یعن ان کے ریشے معلوم کرلیں گے۔    طلبا   اس اکائی کے اصولوں کو سمجھنے کے بعد  
 
اس قاب

 کا طریقہ 

 

ں

س
ف

ذ کرسکیں گے۔ مخصوص سوالوں کو نیوٹن را

  

کا رتبہ اخ اور اس طریقہ کا استدقاق   کے طریقہ کا اطلاق کرتے ہوئے 

 

ں

س
ف

نیوٹن را

 لگاکر ریشوں کو معلوم کریں گے۔ 

 کا طریقہ 4.2

 

ں

س
ف

 (Newton Raphson’s Method)نیوٹن را

 کے طریقے  نیوٹن  4.2.1

 

ں

س
ف

اسے ریشہ معلوم  را

 

 ( Roots using Newton Raphson’s Method)کری

زض کرو کہ کر   

 

 ق

( ) 0 (1)f x = 

زض کرو کہ

 

ق
0x ابتدائی تقربہ ہے۔

1 0x x h= )ات  حقیقی ریشہ ہے یعن  + )1 0f x =  

 یعن 

( )0 0 (2)f x h+ = 

 اب اس کو ٹیلر کے پھیلاؤ پر لکھنے سے یوں بنے گا۔

( ) ( ) ( )
2

0 0 0 0 (3)
2!

h
f x hf x f x + + + = 

 اس میں دوسرے اور آگے کے درجے والے ارکان کو نظرانداز کرنے سے 

( ) ( )0 0 0 (4)f x hf x+ = 

  

 

ت

( )

( )
0

0

f x
h

f x
= −


پھر ،  

1 0x x h=  میں درج کرنے سے   +



51 
 

( )

( )
0

1 0
0

f x
x x

f x
= −


 

زھنے پر  

 

 اسی طرح آگے ی 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1
2 1

1

2
3 2

2

1 , 0,1,2,3,n
n n

n

f x
x x

f x

f x
x x

f x

f x
x x n

f x+

= −


= −


= − =


 

 کا تکراری ضابطہ ہے۔

 

ں

س
ف

 یہ نوٹن اور را

4.2.2  

 

ں

س
ف

 (Convergence of Newton Raphson’s Method)کا استدقاق  طریقے کے  نیوٹن را

ا مقصود ہو وہ  

 

زض کرو کہ جس مساوات کا حقیقی ریشہ معلوم کری

 

 ق

( ) 0 (1)f x = 

اور  
0 1 2, , ,x x x  زض کرو کہ

 

ز تقربے ہیں ریشہ کے لیے۔ ق

 

   متوای

 

 حقیقی ریشہ ہے ت

( ) 0 (2)f  = 

 اور  

n

n

x h

h x





= +

 = −
 

 کو ٹیلر کے پھیلاؤ پر لکھنے سے  (2) مساوات 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

0

1
0 (3)

2
1

2

n n n n n

n n n n n

f

f x x f x x f x

f x x f x x f x



 

 

=

 + − + − + =

 − = − + − +

 

fاگر     اور اس کے آگے کے مشتقات کو نظرانداز کرنے سے 

( )

( )
( ) ( )

( )

( )
21

(4)
2

n n
n n

n n

f x f x
x x

f x f x
 

−
= − + −

 
 

 کے ضابطہ سے  

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

( )

( )1 (5)n
n n

n

f x
x x

f x+ = −


 



52 
 

 ( کی مد سے  5( اور )4)

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

2

1

2

1

1

2

1

2

n
n n n n

n

n
n n

n

f x
x x x x

f x

f x
x x

f x

 

 

+

+


− = − + −




 − = −



 

اگر   
n nx = −    

 

 لیا جائے، ت

( )

( )
2

1

1
(6)

2
n

n
n

f x

f x+


 = 


 

 کے طریقہ کا استدقاق درجہ دوم ہے ی ا مربع مستدق ہے۔

 

ں

س
ف

 مندرجہ ی الا عبارت سے پتہ چلتا ہے کہ نیوٹن را

زسیمی خاکہ : 

 

)اس میں دی ا گیا مساوات )منحنی( کو   ی )( )0 ,x f x y=  اورx  -   ا

 

محور کو استعمال کرتے ہوئے اس ابتدائی نقطہ پر مماس گرای ا جای

ز دو یعن الجبرائی اور  
 
ذینٹل   ہے۔ یہ طریقہ ہ

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

ف ریشے  ٹرا

 

ا ہے۔ بلکہ ملی

 

بھی معلوم کیے   (Complex Ratio) مساوات کے لیے استعمال ہوی

 ہیں۔ خاکہ درج ذیل میں ملاحظہ کیجیے۔

 

 جاسکت

 

 4.1شکل 

 کے طریقہ پر ات  حقیقی ریشہ اعشاریہ کے    ۔ 1مثال  

 

ں

س
ف

  کہ مساوات    4نیوٹن را
 

 صحیح معلوم کیجیے، ج

 

𝑥3مقامات ت − 3𝑥 − 5 = 0  

 ہے۔

زض کرو کہ    حل۔ 

 

𝑓(𝑥)ق = 𝑥3 − 3𝑥 − 5 = 0   

 

 ت

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 3 

𝑓(0)   اور   = 03 − 3(0) − 5 = −5 < 0 
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𝑓(1) = 13 − 3(1) − 5 = −7 < 0 

𝑓(2) = 23 − 3(2) − 5 = −3 < 0 

𝑓(3) = 33 − 3(3) − 5 = 13 > 0 

ذا 

 

ٰ
 کے طریقہ میں صرف ات  ابتدائی تقربہ چاہیے۔ چنانچہ   ’3‘ اور  ’2‘ ل

 

ں

س
ف

 کے بیچ ات  حقیقی ریشہ ضرور موجود ہے۔ہمیں اس نیوٹین را

𝑥0 = ز   سے 2
 
ذول میں اگلے تقربوں کو ظاہ  کریں گے۔ شروع کیا جاسکتا ہے۔ درج ذیل خ 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
⇒ 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −

𝑥𝑛
3 − 3𝑥𝑛 − 5

3𝑥𝑛2 − 3
  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑥𝑛
3 − 3𝑥𝑛 − 5

3𝑥𝑛2 − 3
 𝑥𝑛 𝑛 

2.33333 2 0 

2.28055 2.33333 1 

2.27902 2.28055 2 

2.279018~2.27902 2.27902 3 

ز ہے کہ  
 
ذول میں تقربوں سے ظاہ 𝑥 خ  =  صحیح ہے۔   4ات  حقیقی ریشہ ہے جو 2.27902

 

 مقامات ت

sinمساوات    ۔ 2مثال   𝑥 = 1 − 𝑥    کے طریقہ پر جو اعشاریہ کے 

 

ں

س
ف

 صحیح ہو۔  5کا حقیقی ریشہ معلوم کرو نیوٹن را

 

 مقامات ت

𝑓(𝑥)اگر    حل: = 1 − 𝑥 − sin 𝑥 = 0   

 

 ت

𝑓′(𝑥) = −1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝑓(0)   اور   = 1 − 0 − sin 0 = 1 > 0 

𝑓(1) = 1 − 1 − sin 1 = −0.84147 < 0 

𝑥0 کے درمیان حقیقی ریشہ موجود ہے۔ یہاں ہم   ’1‘ اور   ’0‘ معلوم ہوا کہ   =  کا تکراری ضابطہ   0.5

 

ں

س
ف

 سے شروع کریں گے۔  نیوٹن را

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 ہے،   

 جو یوں بنے گا  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
1 − 𝑥𝑛 − sin 𝑥𝑛
−1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑛

 

  ی ا 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 +
1 − 𝑥𝑛 − sin 𝑥𝑛
1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑛

 

ذ تقربوں کو درج   زی 

 

ا ہے۔م

 

ز کیا جای
 
ذول میں ظاہ  ذیل خ 
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𝑥𝑛+1

= 𝑥𝑛 +
1 − 𝑥𝑛 − sin 𝑥𝑛
1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑛

 

𝑥𝑛 𝑛 

0.45369 0.5 0 

0.51057 0.45369 1 

0.51097 0.51057 2 

0.510973 0.51097 3 

ز ہے کہ 
 
ذول سے ظاہ 𝑥 خ  = ۔  5حقیقی ریشہ ہے اعشاریہ کے  0.51097

 

 مقامات ت

𝑒𝑥  مساوات   ۔ 3مثال   = 4𝑥 کے طریقہ پر معلوم کرو۔  ’2‘ کا حقیقی ریشہ 

 

ں

س
ف

 صحیح نیوٹن را

 

  اعشاریہ کے تین مقامات ت
 

ت ز

 

 کے ق

𝑓(𝑥) مان لو کہ   حل۔  = 𝑒𝑥 − 4𝑥 = 0   

 

 ت

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 4 

𝑓(2)  اور   = 𝑒2 − 4(2) = −0.610944 < 0 

𝑓(3) = 𝑒3 − 4(3) = 8.085537 > 0 

𝑓(2)𝑓(3)چوں کہ    < ا ہے۔   ’2‘ کے بیچ ات  حقیقی ریشہ موجود ہے۔ چوں کہ  ’3‘ اور  ’2‘ ہے، اس لیے  0

 

  ریشہ معلوم کری
 

ت ز

 

کے ق

𝑥0اس لیے ہم   =  سے بھی شروع کیا جاسکتا ہے۔ 2.5

 کے تکراری ضابطہ کے مطابق 

 

ں

س
ف

  نیوٹن را

 

 ت

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 

= 𝑥𝑛 −
𝑒𝑥 − 4𝑥

𝑒𝑥 − 4
 

ذول  ذ تقربوں اور ان کے استدقاق کو درج ذیل خ  زی 

 

 میں ملاحظہ کریں۔ م

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑒𝑥 − 4𝑥

𝑒𝑥 − 4
 𝑥𝑛 𝑛 

2.23333 2.5 0 

2.15875 2.23333 1 

2.15332 2.15875 2 

2.15329 2.15332 3 

𝑥 چنانچہ  =  ہے۔  1.5329

 

 درس

 

 اعشاریہ کے تین مقامات ت

 کے طریقہ سے  ۔ 4مثال  

 

ں

س
ف

  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔ مساوات    ’3‘ نیوٹن را
 

ت ز

 

𝑓(𝑥)کے ق = 𝑥 log10 𝑥 − 1.2 = 0 
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 کے لیے۔

زض کرو کہ   حل۔ 

 

𝑓(𝑥) ق = 𝑥 log10 𝑥 − 1.2 = 0 

 ہم دیکھتے ہیں کہ  

𝑓(2) = 2 log10 2 − 1.2 = −0.5979 < 0 

 اور  

𝑓(3) = 3 log10 3 − 1.2 = 0.2313 > 0 

𝑓(2)𝑓(3)چوں کہ   < 0 

ذا ہم  3 کے بیچ ات  حقیقی ریشہ ضرور موجود ہے۔ چوں کہ  3 اور  2 چنانچہ 

 

ٰ
ا ہے۔ ل

 

  ریشہ معلوم کری
 

ت ز

 

𝑥0   کے ق = سے ابتداء  2.5

𝑓(𝑥) کرتے ہیں۔ چوں کہ کہ  = 𝑥 log10 𝑥 − ذا  1.2

 

ٰ
 ل

𝑓′(𝑥) = 𝑥 ×
1

𝑥
log𝑒 10 + 1 ∙ log10 𝑥 − 0 

= log𝑒 10 + log10 𝑥 

 کا تکراری ضابطہ یوں بنے گا۔ 

 

ں

س
ف

ذا نیوٹن را

 

ٰ
 ل

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 

= 𝑥𝑛 −
𝑥𝑛 log10 𝑥𝑛 − 1.2

log𝑒 10 + log10 𝑥𝑛
 

ذول درج ذیل ہے۔   تکراری خ 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑥𝑛 log10 𝑥𝑛 − 1.2

log𝑒 10 + log10 𝑥𝑛
 𝑥𝑛 𝑛 

2.7465 2.5 0 

2.7406 2.7465 1 

2.74065 2.7406 2 

ز ہے کہ 
 
ذول سے ظاہ 𝑥 خ  =  صحیح ہے۔  4ات  حقیقی ریشہ ہے جو اعشاریہ کے  2.7406

 

 مقامات ت

 کا عمومی طریقہ 

 

ں

س
ف

 (Newton Raphson’s General Method)نیوٹن را

𝑓(𝑥) یہ طریقہ مساوات    = ا ہے۔ اگر    0

 

 𝑝   ات  ریشہ ہے جو 𝛼کے تکراری ریشے معلوم کرنے کے لیے استعمال ہوی

   

 

ا / تکراری ہے۔ ت

 

زای ا جای
 
 ی ار دہ

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑝
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
                                           … (1) 
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ا ہے۔

 

 کا عمومی ضابطہ کہلای

 

ں

س
ف

 یہ ضابطہ نیوٹن را

𝑝 اگر   نوٹ: = اگر  1 اور  گا۔  جائے  بن  بنیادی ضابطہ  کا   

 

ں

س
ف

را نیوٹن  یہ ضابطہ    

 

جو   𝛼 ت ہے  ریشہ  ہے   𝑝 ات   ا 

 

جای زای ا 
 
دہ  ی ار 

(Multiplicity)   

 

𝛼 ، 𝑓′(𝑥) ت = ا ہے 0

 

𝑝) کا بھی ریشہ ہوی − 𝑓′′(𝑥)   سے اور  (Multiplicity) کی  (1 =  کا ریشہ ہوگا۔ 0

(𝑝 − 𝑥 لیے اگر  سےاور یوں جاری رہے گا۔ اس (Multiplicity) کی تکرار   (2 = 𝑥0   

 

 ابتدائی تقربہ ہے ت

𝑥0 − 𝑝
𝑓(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)

𝑥0 − (𝑝 − 1)
𝑓(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)

𝑥0 − (𝑝 − 2)
𝑓(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)
⋮     ⋮     ⋮ }

 
 
 

 
 
 

                                           … (2) 

𝑓(𝑥) ہے۔ چنانچہ 𝑥1 ان س  کا تقربہ مساوی ہوگا )مان لیں(  = کے ذریعہ معلوم کیے   (2) کے کثیر ریشے )تکراری ریشے( مساوات  0

 ہیں۔ 

 

 جاسکت

𝑥3مساوات    ۔ 5مثال   − 𝑥2 − 𝑥 + 1 = زا ریشہ   0
 
 معلوم کرو۔  (Double Root) کا دہ

زض کرو کہ    حل۔ 

 

 ق

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0                            … (1) 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 2𝑥 − 1 

𝑓′′(𝑥) = 6𝑥 − 2 

𝑥 ی اد رہے کہ   = زا ہے۔ یعن دو ی ار   1
 
𝑥0 ہم  (Double Root) حقیقی ریشہ ہے جو دہ =  ابتدائی تقربہ لینے پر   0.9

𝑓(𝑥0) = 𝑓(0.9) = (0.9)3 − (0.9)2 − 0.9 + 1 = 0.019 

𝑓′(𝑥0) = 𝑓
′(0.9) = 3(0.9)2 − 2(0.9) − 1 = −0.37 

𝑓′′(𝑥0) = 𝑓
′′(0.9) = 6(0.9) − 2 = 3.4 

  

 

 ت

𝑥1 = 𝑥0 − 𝑝
𝑓(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)
, 𝑥1 = 𝑥0 − (𝑝 − 1)

𝑓′(𝑥0)

𝑓′′(𝑥0)
 

⇒ 𝑥1 = 0.9 − 2
(0.19)

(−037)
= 1.0027, 𝑥1 = 0.9 − (2 − 1)

(0.37)

(3.4)
= 1.0088 

  ہے۔ اسی طرح اگر  ’1‘ یہاں پتہ چلتا ہے کہ ریشہ 
 

ت ز

 

𝑥1 کے ق = 1.01  

 

 لیا جائے ت

𝑥2 = 𝑥1 − 𝑝
𝑓(𝑥1)

𝑓′(𝑥1)
, 𝑥2 = 𝑥1 − (𝑝 − 1)

𝑓′(𝑥1)

𝑓′′(𝑥1)
 

⇒ 𝑥2 = 1.01 − 2 [
(1.01)3 − (1.01)2 − 1.01 + 1

3(1.01)2 − 2(1.01) − 1
] = 1.0001, 
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 اور  

𝑥2 = 1.01 − (2 − 1) [
3(1.01)2 − 2(1.01) − 1

6(1.01) − 2
] = 1.0001 

𝑥 چنانچہ  = زا ریشہ  1.0001
 
 ہوگا۔ (Double Root) دہ

 کے  طریقے کے افادات و خامیاں 4.2.3

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

(Advantages and Shortcomings of Newton Raphson’s Method ) 

I  افادات(Advantages) 

i. ا ہے۔

 

زین مستدق طریقہ ہے جس کی وجہ سے ریشہ کو استدقاق تیزی سے ہوی

 

 تیز ی

ii. یہ ات  سادہ طریقہ ہے اطلاق آسان ہے اور کمپیوٹر پروگرام بھی آسانی سے لکھا جاسکتا ہے۔ 

iii. زکیب آسانی سے سمجھی جاسکتی ہے۔

 

 استدقاق کی ی

iv.  ات  قیاسی قیمت لی جاتی ہے۔اس طریقہ میں صرف 

v.  اس طریقہ سے مکرر ریشے (Multiple Roots)  ہیں۔ 

 

 معلوم کیے جاسکت

vi. زی ہوتی جاتی ہے۔
 
ز مرحلہ میں صحت دہ

 
 تقربوں میں قیمت ریشہ کو پہنچتے ہوئے ہ

vii.  یعن دو درجی ہے۔  2استدقاق کا رتبہ اس طریقے میں 

viii. اس طریقہ کے کافی استعمالات ہیں۔ 

II  خامیاں(Shortcomings) 

i. ا ہے۔

 

ا ہوی

 

 اس طریقہ میں تفاعل کا تفرق بھی معلوم کری

ii.  اہم نقاط (Critical Points) ا ہے۔

 

 پر یہ طریقہ سست رفتار مستدق ہوی

 طریقہ کے اطلاق

 

ں

س
ف

 (Applications of Newton Raphson’s Mehod)نیوٹن را

i.  ذینٹل  یہ طریقہ

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

ا ہے۔ ٹرا

 

 مساوات کو حل کرنے استعمال ہوی

ii. ی مساوات کے حل کی عددی تصدیق کی جاتی ہے۔

طّ

 

خ

 اس طریقہ سے غیر

iii.  ا ہے۔

 

 بعض خاص تفاعل کے صفر معلوم کرنے یہ طریقہ استعمال کیا جای

iv.  کسی عدد کا-n ذر آسانی سے معلوم کیا جاسکتا ہے۔

 

 واں خ 

v.  مکرر ریشے (Multiple Roots)  معلوم کیے جاتے ہیں۔ 

vi.  کسی عدد کا مغلوب (Reciprocal) ا ہے۔

 

 آسانی سے محسوب کیا جای

ذ کرو۔  ۔6مثال 

  

ذر المربع معلوم کرنے کا تکراری ضابطہ اخ

 

 کے طریقہ سے خ 

 

ں

س
ف

 نیوٹن را
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زض کرو کہ عدد   حل۔ 

 

زض کرو کہ   N ق

 

ا ہے۔ ق

 

ذر المربع معلوم کری

 

𝑥ہے جس کا خ  = √𝑁 

  مربع کرنے سے  

 

 دونوں جات

𝑥2 = 𝑁 

⇒ 𝑥2 − 𝑁 = 0                                         … (1) 

 مان لو کہ  

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑁 = 0                                         … (2) 

  

 

 ت

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 

 کے طریقہ سے تکراری ضابطہ 

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 

⇒ 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑥𝑛
2 −𝑁

2𝑥𝑛
 

=
2𝑥𝑛

2 − 𝑥𝑛
2 + 𝑁

2𝑥𝑛
 

=
𝑥𝑛
2 +𝑁

2𝑥𝑛
 

=
1

2
[𝑥𝑛 +

𝑁

𝑥𝑛
] , 𝑛 = 0,1,2,⋯ 

ذرالمربع معلوم کرنے کے لیے کسی بھی 

 

 کے لیے۔  N یہ تکراری ضابطہ ہوگا خ 

عٹ  کسی  مشق: 
مک
ل

ذرا

 

ذ کریں کہ خ 

  

𝑥𝑛+1 کو معلوم کرنے کے لیے ضابطہ  N طلبا اخ =
1

3
[2𝑥𝑛 +

𝑁

𝑥𝑛
 ہوگا۔[2

 کے طریقہ سے    ۔ 7مثال  

 

ں

س
ف

 معلوم کیجیے۔8√نیوٹن را

زض کرو کہ    حل۔ 

 

= Nق 2، ہم جانتے ہیں کہ    8  < √8 < 3 

ذا ابتدائی قیاس  

 

ٰ
𝑥0 ہم   (initial guess) ل = ذرالمربع استعمال کریں  2.5

 

زائے خ   کا تکراری ضابطہ ی 

 

ں

س
ف

لیں گے اور پھر نیوٹن را

𝑥𝑛+1 گے۔ جوکہ  =
1

2
[𝑥𝑛 +

𝑁

𝑥𝑛
ذا  [

 

ٰ
 ہے، ل

𝑥1 =
1

2
[𝑥0 +

𝑁

𝑥0
] 

⇒ 𝑥1 =
1

2
[2.5 +

8

2.5
] = 2.85 

 اور پھر  

𝑥2 =
1

2
[𝑥1 +

𝑁

𝑥1
] 
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⇒ 𝑥2 =
1

2
[2.85 +

8

2.85
] = 2.8285 

 پھر  

𝑥3 =
1

2
[𝑥2 +

𝑁

𝑥2
] 

⇒ 𝑥3 =
1

2
[2.8285 +

8

2.8285
] = 2.8284 

 اور  

𝑥4 =
1

2
[𝑥3 +

𝑁

𝑥3
] 

⇒ 𝑥4 =
1

2
[2.8284 +

8

2.8284
] = 2.8284 

ز ہے کہ  𝑥4 اور 𝑥3 تقربے 
 
8√ سے ظاہ =  ہے۔ 2.8284

 کے طریقہ سے  ۔ 8مثال  

 

ں

س
ف

12√نیوٹن را
3
 معلوم کرو۔  

عٹ  کا ضابطہ یوں ہے  حل۔ 
مک
ل

ذرا

 

 کے طریقہ پر خ 

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

𝑥𝑛+1 =
1

3
[2𝑥𝑛 +

𝑁

𝑥𝑛2
] 

= N مان لو کہ  2اور چوں کہ   12  < √12
3

< 3 

ذا 

 

ٰ
𝑥0 ل = 2.5    

 

زض کریں، ت

 

 ق

𝑥1 =
1

3
[2𝑥0 +

𝑁

𝑥0
2] 

⇒ 𝑥1 =
1

3
[2(2.5) +

12

(2.5)2
] = 2.3066 

 اور  

𝑥2 =
1

3
[2𝑥1 +

𝑁

𝑥1
2] 

⇒ 𝑥2 =
1

3
[2(2.3066) +

12

(2.3066)2
] = 2.2901 

 

12√ چنانچہ 
3

=  ہوگا جو دو تقربوں پر حاصل شدہ ہے۔2.2901

 کے طریقہ سے کسی عدد کا مقلٹ   ۔ 9مثال  

 

ں

س
ف

ذ کرکے    (Reciprocal) نیوٹن را

  

معلوم کرنے کا ضابطہ اخ

1

31
 کی قیمت معلوم کرو۔ 

زض کرو کہ عدد  حل۔ 

 

  اس کا مقلوب    𝑁 ق

 

ہے، ت

1

𝑁
زض کرو کہ  

 

ا ہے۔ ق

 

𝑥 ہوی =
1

𝑁
   

 

ا مقصود ہے۔ ت

 

 جس کی قیمت معلوم کری

𝑥 =
1

𝑁
 

𝑁    ی ا  =
1

𝑥
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⇒
1

𝑥
− 𝑁 = 0                                                      … (1) 

 اور  

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
− 𝑁 = 0                                                      … (2) 

 پھر  

𝑓′(𝑥) = −
1

𝑥2
                                                                 … (3) 

 کے تکراری ضابطہ سے  

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 

 کی مدد سے  ) 3(اور ) 2(

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −

1

𝑥𝑛
− 𝑁

−
1

𝑥𝑛
2

 

= 𝑥𝑛 +
𝑥𝑛
2(1 − 𝑁𝑥𝑛)

𝑥𝑛
 

= 2𝑥𝑛 − 𝑁𝑥𝑛
2
 

ذا

 

ٰ
𝑥𝑛+1    ل = 2𝑥𝑛 − 𝑁𝑥𝑛

2
کے مقلوب معلوم کرنے کا ضابطہ تکراری ہے۔ اب ہم   ’𝑁‘ کسی عدد 

1

31
 معلوم کریں گے  

= 𝑁جہاں   𝑥𝑛+1ہے، چنانچہ      31  = 2𝑥𝑛 − 𝑁𝑥𝑛
2

 

زض کرو کہ   

 

𝑥0ق = 0.05 

  

 

 ت

𝑥1 = 2𝑥0 − 𝑁𝑥0
2
 

= 2(0.05) − 𝑁(0.05)2 = 0.0225 

𝑥2 = 2𝑥1 − 𝑁𝑥1
2
 

= 2(0.0225) − 31(0.0225)2 = 0.0293 

𝑥3 = 2𝑥2 − 𝑁𝑥2
2
 

= 2(0.0293) − 31(0.0293)2 = 0.0319 

 اور  

𝑥4 = 2𝑥3 − 𝑁𝑥3
2
 

= 2(0.0319) − 31(0.0319)2 = 0.0320 

 ً اا

 

ج ن
 
ی

 

ی

 

ن

 

1

𝑁
=

1

31
=  ہوگا جو چار تقربوں پر حاصل شدہ ہے۔0.0320
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 کا طریقہ پر  مشق: 

 

ں

س
ف

نیوٹن را

1

15
 معلوم کرو۔   

ی مساوات  4.3

طّ

 

خ

 کا طریقہ  : غیر

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

 (Non-Linear Equations: Newton Raphson’s Method) 

ی نظام دو متغیرات پر غور کرو   

طّ

 

خ

 ات  غیر

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0

𝑔(𝑥, 𝑦) = 0
}                                  … (1) 

زض کیجیے کہ   

 

,𝑥0)ق 𝑦0)  ابتدائی تقربہ ہے دیے گئے  نظام کے لیے 

زض کیجیے کہ اگلا تقربہ   

 

𝑥0)ق + ℎ, 𝑦0 + 𝑘)(  کے لیے 1ہے  نظام ) 

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) = 0

𝑔(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) = 0
}                                  … (2) 

ز سمجھتے ہوئے ٹیلر کے پھیلاؤ پر لکھیں گے  𝑔اور   𝑓ہم  ذی 

 

 کو تفرق ی 

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) = 𝑓0 + ℎ
𝜕𝑓

𝜕𝑥0
+ 𝑘

𝜕𝑓

𝜕𝑦0
+⋯ = 0

𝑔(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) = 𝑔0 + ℎ
𝜕𝑔

𝜕𝑥0
+ 𝑘

𝜕𝑔

𝜕𝑦0
+⋯ = 0

}
 
 

 
 

                                  … (3) 

زے مشتقات کو نظرانداز کرنے پر 

 

 اس میں دوسرے اور اس سے ی 

ℎ
𝜕𝑓

𝜕𝑥0
+ 𝑘

𝜕𝑓

𝜕𝑦0
= −𝑓0

ℎ
𝜕𝑔

𝜕𝑥0
+ 𝑘

𝜕𝑔

𝜕𝑦0
= −𝑔0

}
 
 

 
 

                                  … (4) 

𝑓0جہاں   = 𝑓(𝑥0, 𝑦0)    اور𝑔0 = 𝑔(𝑥0, 𝑦0) 

 کے لیے حل کرنے پر  𝑘اور    ℎ( کو   4نظام )  اس

ℎ =

|
−𝑓

𝜕𝑓

𝜕𝑦

−𝑔
𝜕𝑔

𝜕𝑦

|

𝐽(𝑓, 𝑔)
, 𝑘 =

|

𝜕𝑓

𝜕𝑥
−𝑓

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−𝑔

|

𝐽(𝑓, 𝑔)
 

  کہ 
 

,𝐽(𝑓 ج 𝑔) = |

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦

| 

 کی جاتی ہے۔

 

 اس طریقہ کی تکرار مطلوبہ صحت کے حصول ت

 کے طریقہ پر حل کرو  ۔ 10مثال 

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

𝑥2 − 𝑦2 = 4 
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𝑥2 + 𝑦2 = 16 

 گیا نظامدی ا  حل۔ 

𝑥2 − 𝑦2 = 4 

𝑥2 + 𝑦2 = 16 

𝑦 مساوات میں  = 𝑥  متقارب (Asymptote)   سے بدلنے سے 

2𝑥2 = 16 ⇒ 𝑥2 = 8 ⇒ 𝑥 = 2√2 

 اس طرح   

∵ 𝑦 = 𝑥 ⇒ 𝑦 = 2√2 

ذا ابتدائی تقربہ 

 

ٰ
,2√2) ل 2√2) = (𝑥0, 𝑦0)لینے پر۔ 

 اب غور کرو  

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 − 4 ⇒ 𝑓0 = −4

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 16 ⇒ 𝑔0 = 0
 

  

 

 ت

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 2𝑥 ⇒

𝜕𝑓

𝜕𝑥0
= 4√2,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −2𝑦 ⇒

𝜕𝑓

𝜕𝑦0
= −4√2

𝜕𝑔

𝜕𝑥
= 2𝑥 ⇒

𝜕𝑔

𝜕𝑥0
= 4√2,

𝜕𝑔

𝜕𝑦
= 2𝑦 ⇒

𝜕𝑔

𝜕𝑦0
= 4√2

 

 پھر  

𝐽(𝑓, 𝑔) = ||

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦

|| 

 اب غور کرو اس نظام مساوات پر  

ℎ
𝜕𝑓

𝜕𝑥0
+ 𝑘

𝜕𝑓

𝜕𝑦0
= −𝑓0

ℎ
𝜕𝑔

𝜕𝑥0
+ 𝑘

𝜕𝑔

𝜕𝑦0
= −𝑔0

}
 
 

 
 

 

4√2ℎ − 4√2𝑘 = 4 ⇒ ℎ − 𝑘 = 0.7072                  … (1)

4√2ℎ + 4√2𝑘 = 0 ⇒ ℎ + 𝑘 = 0                             … (2)
 

 کو حل کرنے پر   (2)اور  (1)

ℎ = 0.3536
𝑘 = −0.3536 

 

 اس لیے
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𝑥1 = 𝑥0 + ℎ = 2√2 + 0.3536 = 3.1820

𝑦1 = 𝑦0 + 𝑘 = 2√2 − 0.3536 = 2.4748
 

ذا 

 

ٰ
۔  (2.4748 ,3.1820) ل

 

 ریشہ ہے پہلے تقربہ کے بعد یوں طریقہ کا تکرار کیا جاسکتا ہے مطلوبہ صحت کے حصول ت

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 4.4

 کا سیکھا۔ جس کے ذریعہ الجبرائی اور 

 

ں

س
ف

ذینٹل   اس اکائی میں ہم نے ات  اہم اور مفید طریقہ نیوٹن را

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

مساوات کو حل کیا جاسکتا    ٹرا

ذ کیا گیا۔ ان پر کافی مقدار میں مثالوں کو حل

  

اخ کیا    ہے۔ اس طریقہ سے تکراری ریشے بھی معلوم کیے گئے۔ اس طریقہ کا استدقاق کا رتبہ بھی 

 کے طریقہ کے افادات اور اطلاقات میں ہم نے کسی عدد کا

 

ں

س
ف

ی مساوات کو بھی حل کیا گیا۔ نیوٹن را

طّ

 

خ

عٹ  اور  گیا۔ غیر
مک
ل

ذرا

 

ذرالمربع، خ 

 

 خ 

 کے طریقہ کو استعمال کرتے ہوئے  

 

ں

س
ف

ا سیکھا۔ نیوٹن را

 

ذ   n-کسی عدد کا    طلبا   عدد کا مقلٹ  بھی معلوم کری

  

ذر معلوم کرنے کا ضابطہ بھی اخ

 

واں خ 

 کا عمومی طریقہ تکراری کا ریشے معلوم کرنے میں مددگار ہے۔ ان تمام خوبیوں کے

 

ں

س
ف

 ہیں۔ نیوٹن را

 

 ہیں کہ مساوات کرسکت

 

  ساتھ ہم کہ سکت

𝑓(𝑥) = ذ یہ کہ یہ طریقہ بہت تیز مستدق ہے۔ اس طریقہ کا رتبہ  0 زی 

 

 کا طریقہ ات  بہترین طریقہ ہے۔ م

 

ں

س
ف

کے حل کے لیے نیوٹن را

 ہے جوکہ پچھلے تمام طریقوں سے زی ادہ ہے۔ اس طریقہ کے افادات و خامیوں پر بھی ہم نے بحث کی۔ ’2‘ استدقاق 

 (Keywords)کلیدی الفاظ  4.5

ا ہے۔  •

 

 صرف ات  ابتدائی تقربہ کا مطالبہ کری

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

 کا تفرق کا بھی تقاضہ ہے۔ 𝑓(𝑥) اس طریقہ میں تفاعل  •

𝑥𝑛+1 اس طریقہ کا تکراری ضابطہ  • = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
, 𝑛 = 0,1,2,  ہے۔…

 ہے یعن دو درجی ہے۔ ’2‘ استدقاق کا رتبہ   •

• √𝑁 کے طریقہ پر یوں ہے۔ معلوم کرنے کا 

 

ں

س
ف

 تکراری ضابطہ نیوٹن را

𝑥𝑛+1 =
1

2
[𝑥𝑛 +

𝑁

𝑥𝑛
] 

• √𝑁
3

 کے طریقہ پر یوں ہے۔ 

 

ں

س
ف

 معلوم کرنے کا تکراری ضابطہ نیوٹن را

𝑥𝑛+1 =
1

3
[2𝑥𝑛 +

𝑁

𝑥𝑛2
] 

• 
1

𝑁
 کے طریقہ پر یوں ہے۔ 

 

ں

س
ف

 معلوم کرنے کا تکراری ضابطہ نیوٹن را

𝑥𝑛+1 = 2𝑥𝑛 − 𝑁𝑥𝑛
2
 

 کا عمومی ضابطہ جس سے تکراری ریشے  •

 

ں

س
ف

 معلوم کیے جاتے ہیں اس طرح ہے۔ (Multiple Roots) نیوٹن را
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𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑝
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − (𝑝 − 1)
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′′(𝑥𝑛)

𝑥𝑛+1 =
𝑥𝑛 − (𝑝 − 2)

𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′′′(𝑥𝑛)
⋮     ⋮     ⋮

 

 وغیرہ۔

 (Model Examination Questions) نمونہ امتحانی سوالات 4.6

 (Objective Answer Type Questions) سوالاتمعروضی جوای ات کے حامل  4.6.1

ز کیجیے۔ ُ
 خالی جگہوں کو ی 

 ــ .1 زین مستدق طریقہ ہے کسی مساوات  ــــــــــ

 

𝑓(𝑥) کا طریقہ تیز ی =  کے ریشہ کو معلوم کرنے کا۔ 0 

 کے طریقہ پر  .2

 

ں

س
ف

 ــواں تقربہ معلوم کرنے کا ضابطہ  r نیوٹن را  ہوگا۔  ــــــــــــــــ

 کے طریقہ کا رتبہ استدقاق  .3

 

ں

س
ف

 ــنیوٹن را  ہے۔ ــــــــــــ

 طریقہ تکراری ریشے معلوم کرنے میں مفید ہے۔  ــــــــــــــ .4

 کے طریقہ پر کسی عدد  .5

 

ں

س
ف

ذرالمربع معلوم کرنے کا ضابطہ  N نیوٹن را

 

 ہے۔  ــــــــــــــــــکا خ 

 ــتقربوں کی تعداد تنصیف کے طریقہ سے  .6  کا طریقہ استعمال ہو۔  ـــــــــــــ

 

ں

س
ف

 ہوتی ہے اگر نیوٹن را

 کے طریقہ سے اگر کسی عدد  .7

 

ں

س
ف

ا ہو ت اس کا تکراری ضابطہ  N نیوٹن را

 

 ہوگا۔ ـــــــــــــــکا مقلوب معلوم کری

 کے طریقہ پر   .8

 

ں

س
ف

12√ اگر نیوٹن را
3
ا ہو ت ابتدائی  

 

 ۔ ہوں گے تقربے ضروری  ــــــــــــــمعلوم کری

9.  

 

ں

س
ف

 ــنیوٹن را ا ہے کسی تفاعل  ــــــــــ

 

𝑓(𝑥) ابتدائی تقربے کا مطالبہ کری =  کے ات  ریشہ کو معلوم کرنے کے لیے۔  0

ی    .10

طّ

 

خ

,𝑓(𝑥ات  نظام غیر 𝑦) = ,𝑔(𝑥 اور 0 𝑦) =  کے طریقہ پر حل کیا جاسکتا ہے۔ ــــــــــــــکو  0

اندہی کیجیے۔ 

 
 

 صحیح جواب کی ن

 کے طریقہ کا رتبہ استدقاق  .11

 

ں

س
ف

 ــنیوٹن را  ہے۔ ـــــــــــ

(a)    ی

طّ

 

خ

  (b) دو درجی  (c) صفر  (d) ی  
مکعی

 

 کے طریقہ پر  .12

 

ں

س
ف

12√ نیوٹن را
3

معلوم کرنے کے لیے ابتدائی تقربہ  
0

x کیا لیا جائے۔ 

(a)   2.5  (b) 3.5  (c) 0  (d) 1 

ذرالمربع معلوم کرنے کا   N کسی عدد  .13

 

–کا خ  (𝑛 +  کا طریقہ پر کیا ہوگا۔  (1

 

ں

س
ف

 واں تقربہ کا ضابطہ نیوٹن را
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(a) 1

2
[𝑥𝑛 −

𝑁

𝑥𝑛
]  (b) 

1

2
[𝑥𝑛

2 −
𝑁

𝑥𝑛
] (c) 

1

2
[𝑥𝑛 +

𝑁

𝑥𝑛
]  (d) 

1

2
[𝑥𝑛

2 +
𝑁

𝑥𝑛
] 

 کے طریقہ پر نظام مساوات   .14

 

ں

س
ف

𝑥2نیوٹن را − 𝑦2 = 4، 𝑥2 + 𝑦2 =  کا ابتدائی تقربہ کیا ہوگا۔  16

(a) (−2√2, 2√2) (b) (2√2, 2√2) (c) (2√2,−2√2) (d) (−2√2,−2√2) 

 کے طریقہ پر مساوات  .15

 

ں

س
ف

𝑒𝑥 نیوٹن را − 4𝑥 =  ــکا ریشہ  0  ہوگا۔ ـــــــــــ

(a) 0.35740  (b) 1.5  (c) 0  (d)  کوئی نہیں 

 کے طریقہ سے اگر  .16

 

ں

س
ف

:  𝑓(𝑥) نیوٹن را  

 

 ات  مستقل تفاعل ہے ت

(a) 𝑓(𝑥) = 0  (b) 𝑓′(𝑥) = 0 (c) 𝑓′(𝑥) = 𝑐 (d) 𝑓′′(𝑥) = 0 

 کا طریقہ نہیں استعمال ہوسکتا ہے اگر: نیوٹن  .17

 

ں

س
ف

 را

(a) 𝑓(𝑥) = 0  (b) 𝑓′(𝑥) = 0 (c) 𝑓′′(𝑥) = 0 (d)  کوئی نہیں 

 کا ضابطہ  𝜉 اگر کوئی ریشہ  .18

 

ں

س
ف

  نیوٹن را

 

زا ہو ت
 
 کے لیے یوں ہوگا:  𝑥𝑛+1 دہ

(a) 
𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑝

𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑝
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)

   (b) 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑝
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − (𝑝 − 1)
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)

 

 (c) 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑝
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − (𝑝 − 1)
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)

   (d)  کوئی نہیں 

 کے طریقہ کی ات  خامی یہ ہے کہ:  .19

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

(a)  𝑓(𝑥) کے تفرق کی ضرورت   (b)  سست رو اہم نقاط (Critical Points) پر 

(c)  (a)  اور(b)     (d)  کوئی نہیں 

 کے طریقہ پر  .20

 

ں

س
ف

 ــکی قیمت  𝟖√ نیوٹن را  ہے۔ ــــــــــــ

(a) 3   (b) 2.5  (c) 2.8284 (d) 2.8648 

 (Short Answer Type Questions) مختصر جوای ات کے حامل سوالات  4.6.2

 کے طریقہ کی مختصر تشریح کیجیے۔ کسی مساوات  .1

 

ں

س
ف

𝑓(𝑥) نیوٹن را =  کے لیے۔ 0

ی نظام مساوات  .2

طّ

 

خ

 کے طریقہ سے غیر

 

ں

س
ف

,𝑓(𝑥 نیوٹن را 𝑦) = ,𝑔(𝑥  اور0 𝑦) =  کے حل پر روشنی ڈالیے۔ 0

 (Long Answer Type Questions) طویل جوای ات کے حامل سوالات 4.6.3

𝑓(𝑥) کسی مساوات  .1 = ذ کرو۔  0

  

 کے طریقہ کو اخ

 

ں

س
ف

 کے حل کے لیے نیوٹن را

 ی ا
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 کے تکراری ضابطہ کو تفاعل  

 

ں

س
ف

𝑓(𝑥) نیوٹن را =  کے لیے تشکیل دیجیے۔ 0

ذ کیجیے۔  .2

  

عٹ  معلوم کرنے کے تکراری ضابطے اخ
مک
ل

ذرا

 

ذرالمربع اور خ 

 

 کے ذریعہ خ 

 

ں

س
ف

 نیوٹن را

3.  N ذ کرکے

  

 کے طریقہ پر اخ

 

ں

س
ف

  کا مقلٹ  معلوم کرنے کا تکراری ضابطہ نیوٹن را

𝟏

𝟓𝟏
 کی قیمت معلوم کرو۔ 

  کہ  .4
 

ی نظام مساوات کو حل کرنے کی تشریح کیجیے۔، ج

طّ

 

خ

 کے طریقہ پر غیر

 

ں

س
ف

,f(x نیوٹن را y) = ,g(x  اور0 y) =

𝑥2 نظام مساوات ہے اور نظام0 − 𝑦2 = 4، 𝑥2 + 𝑦2 =  کو حل کرو۔ 16

 کے طریقہ سے حل کرو۔  .5

 

ں

س
ف

 مندرجہ ذیل مساوات کو نیوٹن را

i. 𝑥2 − 2𝑥 − 5 = 0 

ii. sin 𝑥 = 1 − 𝑥 

iii. tan 𝑥 = 4𝑥 

iv. √𝑁 

v. √18
3

 

vi. 
1

13
 

 کے طریقہ پر حل کرو۔  .6

 

ں

س
ف

ی کو نیوٹن را

طّ

 

خ

 مندرجہ ذیل نظام غیر

i. 
𝑥2 + 𝑦 = 11

𝑦2 + 𝑥 = 7
 

ii. 
𝑥3 − 𝑦 = 100

𝑦3 − 𝑥 = 150
 

ز کردہ اکتسابی مواد 4.7

 

 (Suggested Learning Resources)  تجوی 

1. Introductory Methods of Numerical Analysis, S.S. Sastry. 

2. Numerical Methods for Scientific & Engg. Computation. M.K. Jain, S.R.K. Iyengar & R.K. 

 Jain. 

3. Numerical Analysis. G. Shanker Rao. 
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 گاس کا اسقاط کا طریقہ :مساوات ںخطی ہم زما۔  5ئیا کا

(Simultaneous Linear Equations: Gauss Elimination Method) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   5.0

 مقاص    5.1

 مساواتں کا حل  ںخطی ہم زما    5.2

   مساوا تں کی  ںخطی ہم زما  5.2.1

  

 
 

 پ

 گاس کا اسقاط کا طریقہ 5.2.2 

 حل شده مثالیں   5.2.3

 اکتسابی نتائج   5.3

 کلیدی الفاظ   5.4

 نمونہ امتحانی سوالات    5.5

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات  5.5.1

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات   5.5.2

 طویل جوای ات کے حامل سوالات  5.5.3

ز کردہ اکتسابی مواد     5.6

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید   5.0

خالی مادرت کے حل پر بحث کریں گے۔ پچھلے کو اس میں اس طرح کے نظام کو حل کرنے کے لئے جو تین    ہم زماں     اس اکائی میں ہم   

زس کے طریقہ  

 

پر حل کیا تھا۔ اسی    (Matrix Inversion Method)نمب معلوم متغیرات پر مشتمل تھے ہم نے حسابی طریقہ جو معکوس ما ی

امر   کر  )(  Cramer)طرح  اس کورس میں ہم  اب   طریقہ  1کے طریقہ پر بھی حل کیا۔ 

 

)(  Direct Methods) (راس ( تکراری  2اور 

ز بحث رکھی گے۔   ( Iterative Method) طریقہ  طریقہ گاس کے اسقاط کا طریقہ زی 

 

 خاص کر اس اکائی میں ہم ات  راس

 ( Objectives) مقاص 5.1

 طریقہ سیکھیں گے جس کے ذریعہ   

 

مساوات کے نظام کو حل کریں گے۔ اس طریقہ کو    ہم زماں    ت  خطی ا اس اکائی میں ہم ات  راس

ا ہے ۔ اس کے طریقہ کار کو سمجھنے کے امر کافی مقدار میں مثالوں کو حل کیا جائے گا ۔

 

قبل اس کے کہ اسی طریقہ کو   گاس کا اسقاط کا طریقہ کہا جای

زتیب دی ا جائے سیکھیں گے۔ اور پھر ان کے حل کے ی ارے میں پیش رفت   ہم زماں     سمجھا جائے پہلے ہم الجبرائی  

 

مساوات کے نظام کو کس طرح ی

 کریں گے۔ 

 (Simultaneous Linear Equations)الجبرائی مساوات کا نظام ہم زماں     5.2

  ہم زماں    5.2.1

  

 
 

 الجبرائی مساوات کے نظام کی پ

(Representation of Simultaneous Algebraic Equations) 

ا معلوم متغیرات میں  

 

زض کرو کہ ی

 

 مساوات موجود ہیں  𝑛ق

ز کیا جائے گا 
 
 جن کو اس طرح ظاہ

( )

+ + + =


+ + + = 


+ + + = 

 

ا ہے جو   ہم زماں   کو   (1)مساوات  

 

 مساوات ہیں۔  𝑛غیر معلوم متغیرات میں ہے اور   𝑛مساوات کا نظام کہا جای

  طریقہ اور دوسرا تکراری طریقہ۔

 

زس کا طریقہ ،   اس نظام کے حل کے لیے دو طریقے ہیں،  ات  راس

 

 طریقوں میں سے معکوس مای

 

راس

و بی کے  
 ن ک
خ

اور گاس    کہ تکراری طریقوں میں گاس سیڈل  
 

اور گاس جارڈن کے طریقے ہیں۔ ج کا طریقہ  اسقاط  کا طریقہ،  گاس کے  کرامر 

 طریقے ہیں۔
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ا  

 

 طریقہ ہے۔ یہ طریقہ بہت آسان اور کا گر ہوی

 

اس اکائی میں ہم خاص تجہ گاس کے اسقاط کے طریقہ پر رکھی گے جو کہ ات  راس

اگر نظام مساوات میں   اور    3ہے  اور    3غیر معلوم متغیرات  یہ طریقہ جتنے بھی غیر معلوم متغیرات  کہ  اس میں شک نہیں  ۔  مساوات ہوں 

 ق کیا  جا سکتا ہے۔مساوات ہوں اس کا اطلا

 ( Gauss Elimination Method)گاس کے اسقاط کا طریقہ  5.2.2

 گئے نظام کو ی الائی مثلثی نظام میں تبدیل کر دیتا ہے۔ اس کے   ۔ اس طریقہ یہ طریقہ بنیادی اساسی اسقاط کا طریقہ ہے

 

کا اطلاق  دی 

ا ہے۔ اگر نظام مساوات کو یوں لیا جائے ( Back substitution) ساتھ ہی واپس اندراج

 

 کے ذریعہ حل معلوم کر لیا جای

( )
+ + =


+ + = 
+ + = 

 

  

 

ز کرتے ہیں ت
 
زس میں ظاہ

 

 اس نظام کو ہم تسیع شدہ ما ی

[

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

|

𝑏1
𝑏2
𝑏3

]                        ⋯ (2) 

مرحلہ  ہم  پہلا  اس مرحلہ میں   :
1

x  اسقا ضارب    طکا  دوم کے لیے  مساوات  اس کے لئے  ۔  سے  سوم  اور مساوات  دوم  کریں گے مساوات 

 
−  
 
لیا جائے گا۔ مساوات اول کو   

 
−  
 

ا ہےمساوات دوم سے   سے ضرب دے کر مساوات دوم میں جمع کرنے پر

 

 کا اسقاط ہو جای

کے اسقاط کے لیے ضارب  اسی طرح مساوات سوم سے   

 
−  
 

ا ہے ۔ مساو   

 

ت اول کو  الیا جای

 
−  
 

سے ضرب دےکر مساوات     

ا ہے ۔ اس عمل کے کرنے پر  سوم میں جمع کرنے پر مساوات سوم سے 

 

 کا اسقاط ہوجای

𝑅2 ← 𝑅2 −
𝑎21
𝑎11

𝑅1

𝑅3 ← 𝑅3 −
𝑎31
𝑎11

𝑅1
[
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12 𝑎13

0 (𝑎22 −
𝑎21

𝑎11
𝑎12) (𝑎23 −

𝑎21

𝑎11
𝑎13)

0 (𝑎32 −
𝑎31

𝑎11
𝑎12) (𝑎33 −

𝑎31

𝑎11
𝑎13)

||

𝑏1

(𝑏2 −
𝑎21

𝑎11
𝑏1)

(𝑏3 −
𝑎31

𝑎11
𝑏1)]

 
 
 
 

 

ا چا ہیے ۔ اس پہلی مساوات کو  کہ   اس عمل سے پہلے یہ بھی دیکھ لیا جائے 

 

ا ہے اور   Pivotal Row)غیر صفر( ہوی

 

کو  کہا جای

Pivot  ز کریں
 
زس کو اگر ہم سادگی کے لیے یوں ظاہ

 

ا ہے ۔ حاصل شدہ مای

 

 کہا جای

[

𝑎11 𝑎12 𝑎13
0 𝑎́22 𝑎23́
0 𝑎́32 𝑎33́

|

𝑏1
𝑏́2
𝑏́3

] 

 کا اسقاط ہو گیا ہے۔    غور کریں دوسری اور تیسری مساوات سے 
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زس ی الائی مثلث میں تبدیل ہو جاتی ہے اور   دوسرا مرحلہ : اس مرحلہ میں ہم تیری مساوات سے  

 

کا اسقاط کرتے ہیں جس کے ساتھ ہی مای

ا ہے۔ 

 

 پھر حل بہت آسان ہو جای

−) ضارب کے اسقاظ کے لیے  اس
𝑎́32

𝑎́22
مساوات دوم کو ضرب  دےکر مساوات سوم میں جمع کیا جائے گا جس کے بعد مساوات سوم  (

ا ہے ۔ اس عمل کے کرنے پر  𝑎́22 Pivotاور   Pivotal Rowکا اسقاط ہو جائے گا۔ یہاں دوسری مساوات سے 

 

 ہوی

𝑅3 ← 𝑅3 −
𝑎́32
𝑎́22

𝑅1 [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
0 𝑎́22 𝑎23́

0 𝑎́32 (𝑎33 −
𝑎́32

𝑎́22
𝑎23́ )

́
|

𝑏1
𝑏́2

(𝑏́3 −
𝑎́32

𝑎́22
𝑏1)

] 

ز کریں
 
 اس کو سادگی کے لیے یوں اگر ظاہ

[

𝑎11 𝑎12 𝑎13
0 𝑎́22 𝑎23́

0 𝑎́32 𝑎33
′′
|

𝑏1
𝑏́2
𝑏3
′′

] 

ز کیا جائے بہت 
 
زس ہے۔ اس کو اگر نظام مساوات کے طور پر ظاہ

 

 یہ ات  ی الائی مثلث ما ی

+ + =

  + =

 =

 

 کی قیمت نکل آئے گی ( سے  3مساوات )


=


 

( میں درج کرنے  1کی قیمتیں مساوات )  اور   کی قیمت معلوم ہو جائے گی اور  ( میں درج کی جائے ت 2کی قیمت اگر مساوات     )

سارے متغیرات کی قیمتیں حاصل ہوگئیں۔ یعن نظام مساوات کا حل   اور  ، کی قیمت بھی معلوم ہو جائے گی۔ اس طرح   پر   

 حاصل ہو جائے گا۔ 

 ( Solved Examples)حل شده مثالیں 5.2.3

 گئے نظام مساوات کو حل کیجئے گاس کے اسقاظ کے طریقہ پر  ۔ 1مثال 

 

 دی 

+ + =

− + =

− + =

 

 دی ا گیا نظام حل۔ 

+ + =

− + =

− + =

 

زض کرو کہ یہ نظام 

 

𝐴𝑋 ق = 𝐵ہے۔ 
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 یعن

     
     

− =     
     −     

 

زس

 

  تسیع شدہ ما ی

 

 ت

 
 

  = −  
 −
 

 

 کا اسقاط کیا جائے گا پہلی صف استعمال کرکے ۔ جس کے لیے عمل یوں ہو جائےگا   اس مرحلہ میں دوسری اور تیسری صف سے پہلا مرحلہ : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

 
 
  −
 − − − − −
 

 −  
− − − − − 

 

 
 

 − − 
 − −
 

 

 کا اسقاط کریں گے جس کے لیے دوسری صف  استعمال ہوگی۔ اس ممرحلہ میں تیسری صف سے   دوسرا مرحلہ: 

 اس کے لیے عمل یوں کیا جائے گا۔ 

( ) ( ) ( )

 
 
 

 − − − 
 
 − − − − − − − 
 

 

 
 
 

 − − 
 
 
 

 

 اس کے متعلقہ مساوات کو لکھنے پر 

+ + =

− + = −

=
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 =( سے  3مساوات )

 میں درج کرنے پر  (2)مساوات =

− +  = −  − = − −

 =
 

 میں درج کرنے پر  (1)مساوات   =اور   =

+ + =

 = − =
 

 گئے مساوات کے نظام کا حل 

 

ذا دی 

 

ٰ
 ہے۔=اور    =،   =ل

 گاس کے اسقاط کے طریقہ پر حل کرد  :   2مثال  

+ + =

+ + =

+ + =

 

زض کرو کہ دی ا گیا نظام   حل :

 

𝐴𝑋ق = 𝐵  زس یوں بنے گا

 

  تسیع شدہ مای

 

 ہے۔ ت

 
 

  =   
 
 

 

اب پہلامرحلہ: 
 

صف 
2

R  اور صف
3

R  سے ہم𝑥  کو اسقاط کرتے ہیں صف
1

R  کو استعمال کرکے جس کے لیے عمل یوں ہوں گے 

 
 

 −  
 
 

 −  
 
 

 

اس مرحلہ میں صرف   دوسرا مرحلہ : 
3

R  سےy  کا اسقاط کیا جائے گا صف
2

R  کو استعمال کرتے ہوئے اور عمل ہو گا 

 
 −  

 
 

− −
  −

 

 - کے متعلقہ مساوات کا نظام یوں بنے گا اس

+ + =

+ =

− = −
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ز ہے 3مساوات )
 
 ( سے ظاہ

−
= =

−
 

 (  میں درج کرنے پر 2مساوات ) =

( )

+ =

 + =

 = − = −

 = −

 

=اب   ( میں درج کرنے پر 1مساوات)  =اور   −

( )+ − + =

 = +

 =

 

 گئے نظام مِساوات کا حل

 

ذا دی 

 

ٰ
=،    =ل  ہے۔ =اور    −

 ہم زماں    مساوات   ۔ 3مثال 

+ + =

+ + =

+ + =

 

 کو حل کیجیے۔

زض کرو کر دی ا گیا نظام مساوات  حل۔ 

 

 AX=Bق

زس 

 

  تسیع شدہ مای

 

 ت

 
 

  =   
 
 

 

اس مرحلہ میں صف  پہلا مرحلہ: 
1

R  اور صف    8کو استعمال کر کے صف
2

R  اور
3

R  سےx کا استعال کریں گے 

 
 −

 
 
  − − − −
 

 

 اس مرحلہ میں صف دوسرا مرحلہ : 
2

R  کو استعمال کر کے صف
3

R   سےy  کا اسقاط کریں گے 
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−   −
 
 
 − −
  +

 

  

 

 ت

+ + =

+  =

− = −

 

( سے  3مساوات )

−
= =
−

  

=( سے  3اور مساوات )  =  

𝑦 = 𝑧اور   2 =  ( میں درج کرنے پر 1مساوات ) 3

( ) ( )+ + =

 = −

 =

 

ذا مطلوبہ حل 

 

ٰ
 ہے۔=اور    =،     =ل

 گاس کے اسقاظ کے طریقہ پر حل کرو  ۔ 4مثال 

+ − =

− + = −

− + =

 

زض کرد کہ دی ا گیا نظام مشاورت  حل۔ 

 

 ہے  B =AXق

زس 

 

  تسیع شده مای

 

 ت

 −
 

  = − −  
 −
 

 

اس مرحلہ میں صف پہلا مرحلہ :
1

R  کو استعمال کرتے ہوئے صف
2

R اور صف
3

R   سے𝑥   

 

 کا اسقاط کریں گے ت

 
− 

 −  
 − −
 

 −  
 
 

 

 اس مرحلہ میں صف دوسرا مرحلہ : 
2

R  کو استعمال کر کے صف
3

R   سےy  کا اسقاط کریں گے 
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 
− − 

 −  
 − −−
 
 
  −
 

 

  نظام مساوات 

 

 ت

+ − =

− + = −

=

 

 =( سے  3مساوات )

 میں درج کرنے پر  ( 2مساوات )=

( )− + = −

 − = − −

 − = −

 =

 

 کی قیمت اثئے گی   𝑥میں درج کرنے پر  (  1مساوات ) =اور  =،=

+ − =

 =
 

ذا مطلوبہ حل  

 

 ہے =اور  =،=ل

 گاس کے اسقاط کے طریقہ پر حل کرو  ۔ 5مثال 

+ + =

+ + =

+ + =

 

زض کرو کہ دی ا گیا نظام   حل۔ 

 

 ہے  B  =AXق

زس 

 

  تسیع شده مای

 

 ت

 
 

  =   
 
 

 

اس مرحلہ میں صف پہلا مرحلہ :
1

R کو استعمال کرتے ہوئے صف
2

R  اور صف
3

R سےx    کا اسقاط کریں گے 
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 
 −  

 
 −  −

 

 

 ہے جس کی وجہ سے ضارب نہیں بنای ا جا سکتا  اس لیے یہاں  پر ہم   0کی جگہ پر 𝑎22  چوں کہ یہاں  دوسرا مرحلہ : 

 

  

 

 کرتے ہیں۔ ت

 
 

 − 
 
 

 

زس حاصل ہو گئی جس کے مطابق مساوات لکھنے پر 

 

 اور بغیر کسی عمل کے ہمیں مطلوبہ ی الائی مثلث ما ی

+ + =

− + =

=

 

  =( کے ذریعہ  3مساوات )

 میں درج کرنے پر   (2)مساوات =

− + =  = 

 میں درج کرنے پر  (1)مساوات =اور  =

+ + =  = 

ذا مطلوبہ حل یہ ہوگا 

 

ٰ
 ہے =اور  =، =ل

ز کرد  ۔ 6مثال  
 
 گاس کے اسقاط کے طریقہ سے حل کرد صف پر کرنے والے عمل کو بھی ظاہ

+ + =

+ + =

+ + =

 

𝐴𝑋دیے گئے نظام مساوات کو مان لیں کہ وہ    ۔ حل  = 𝐵 

زس اس طرح ہوگی

 

  تسیع شدہ ما ی

 

 ت

 
 

  =   
 
 
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 
 

 −  
 
 

 −  
 
 

 

 
 
  −
 

− −
 

 

  مساوات یوں بنیں گی  

 

 ت

+ + =

+ =

− = −

 

 ( کی مدد سے 3مساوات )

− = −  = 

 ( میں درج کرنے سے 2مساوات ) =

( )+ =

−
 = − =

 = −

 

=  حاصل ہوگا  𝑥1( میں درج کرنے پر  1کی قیمتیں مساوات )  =اور −

( )+ − + =

 = +  =
 

ذا مطلوبہ حل  

 

ٰ
=،=ل   ہوگا   =اور −

زس کے صفوں پر خصوصی عمل   نوٹ:

 

گاس کے اسقاط کے طریقہ کو جس طرح سے مثالوں کے حل کے لیے استعمال کیا گیا یہ طریقہ جس میں مای

ا ہے کمپیوٹر  پروگرام میں آسانی سے ڈھالا جا سکتا ہے اور اس کی مد دسے صرف  

 

متغیرات کو حل کیا جا سکتا     nمساوات اور    nکو نہیں بلکہ  3کیا جای

 ہے۔

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 5.3
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 طریقہ  ہم زماں   اس اکائی میں ہم نے   

 

گاس   ( (Direct Method مساوات کا عمومی طریقہ دیکھا اور اس کے حل کے لیے ات  راس

ا ہے اُسکی تشریح کی گئی

 

۔ طلبا  اس علم  کے اسقاط کا طریقہ سیکھا۔ اس طریقہ پر بیشتر مثالوں کو حل کیا گیا ۔ مرحلہ وار کس طرح اسقاط کا عمل کیا جای

 ہیں۔ 

 

 کے ذریعہ دیے  گئے کسی بھی نظام مساوات کو حل کر سکت

 ( Keywords)کلیدی الفاظ  5.4

Pivotal ا ہے۔  کو استعمال کرکے نیچے کی صف : یہ وہ حصہ ہے جس

 

 صفوں میں اسقاط کیا جای

Pivotal/Pivot    عنصر:  یہ  وہ عنصر ہے جوPivotal   صف میں ہے جس کو  استعمال کرکے پہلی صفوں میں اسی قطار کے عنصروں کو صفر

ا ہے۔ 

 

 بنا ی ا جای

ا   Pivotal( ہے جو valueیہ وہ قدر ):(Multiplierضارب)

 

ز عناصر کو اسقاط کرنے یعن صفر بنای ا جای

 

عنصر اور اسی قطار  کے متوای

)ہے۔  ضارب
ا  ہے

 

عنصر  جس  کو صفر بنای

𝑃𝑖𝑣𝑜𝑡𝑎𝑙 عنصر 
ا ہے ۔  اس ضارب کو  (

 

ا ہے جو  Pivotalہوی

 

صف  پر  ضرب دےکر صفر بنانے والی صف میں جمع کیا جای

ا ہے۔

 

 صف کے متعلقہ تمام عناصر  پر عمل کری

 ( Model Examination Questions) نمونہ  امتحانی سوالات  5.5

 ( Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 5.5.1

 خالی جگہوں کو پر کیجیے

کے اسقاط کے عمل میں  کتنے ضارب کی ضرورت ہوتی    گاس کے اسقاط کے طریقہ میں پہلے مرحلے  میں   .1

 _____________ہے

 کی ضرورت ہوتی ہے۔  ضارب  _________کے اسقاط کے  عمل میں   𝑦گاس کے اسقاط کے طریقہ میں .2

3. Pivot کی تعریف یوں کی جاسکتی ہے_____________________ 

 ________________ضارب کا مطلب .4

 _________________ضارب کا رول  .5

ا ہے۔ ______________پہلے مرحلہ میں گاس  کے اسقاط کے طریقہ میں  .6

 

 عناصر کا اسقاط کیا جای

ا ہے؟ .7

 

ا متغیر کا اسقاط ہوی

 

 گاس  کے اسقاط کے طریقہ میں دوسرے مرحلہ میں کون

زس .8

 

]تسیع شدہ مای
2 2 4
1 3 2
3 1 3

] [
18
13
14
 ہوں گے۔ _______اور ______ضارب میں پہلے مرحلہ میں  [

 طریقہ ہے۔  ________________گاس کے اسقاط  کا طریقہ ات   .9

زس سے مساوات  کا حل   .10

 

  ی الائی مثلث ما ی
 

زی مرحلہ میں ج

 

ا ہے ۔ ______گاس کے اسقاط کے طریقہ میں آج

 

 سے حاصل کیا جای
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 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل  سوالات  5.5.2

1. Pivot  کی تعریف کیجیے۔ 

2. Pivotal صف کی تعریف کیجیے۔ 

 ( کی تعریف کیجیے۔multiplierضارب ) .3

 گاس  کے اسقاط کا طریقہ کا بنیادی اصول کیا ہے ؟  .4

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات 5.5.3

 دیے گئے نظام مساوات کو گاس کے اسقاط کے طریقہ پر حل کرو: 

1. 
+ + =

− + + =

+ + =

 

2. 
+ + =

+ + =

+ + =

 

3. 
+ + =

− + =

− + =

 

4. 
+ + =

+ + = −

+ + =

 

ز کردہ اکتسابی مواد  5.6

 

 (Suggested Learning Resources)  تجوی 

1. Numerical Methods for Scientific & Engineering computation, M.K. Jain, S.R.K. Iyengar 

and R.Jain,  

2. T.K.V. Iyengar, S. Chand - Mathematical Methods. 
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 گاس جارڈن کا طریقہ خطی ہم زماں مساوات:۔6اکائی 

(Simultaneous Linear Equations: Gauss – Jordan Method) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    6.0

 مقاص     6.1

 گاس جارڈن کا طریقہ    6.2

 تشریحکی گاس جارڈن کا طریقہ    6.2.1 

 اکتسابی نتائج    6.3

 کلیدی الفاظ    6.4

 نمونہ امتحانی سوالات     6.5

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات   6.5.1 

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات    6.5.2 

 طویل جوای ات کے حامل سوالات   6.5.3 

ز کردہ اکتسابی مواد     6.6 

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید 6.0

 طریقہ   

 

سیکھا۔ جس کو گاس کے الفاظ کا طریقہ پچھلی اکائی میں ہم نے ہم زماں خطی مساوات کے نظام کو حل کرنے کے لیے ات  راس

ں گے۔ یہ طریقہ بھی گاس کے اسقاط کے طریقہ میں
 
ھی

سک

 طریقہ جس کو گاس جارڈن کا طریقہ کہتے ہیں 

 

 کہا گیا۔ اس اکائی میں ہم ات  اور راس

ا ہے۔ 

 

ا ہے اسی طرح کے اعمال رکھ

 

 جس طرح استعاط کا عمل ہوی

 ( Objectives)مقاص 6.1

 ہوجائیں گے کہ وہ دیے گئے ہم زماں خطی مساوات کے نظام کا حل گاس جارڈن کے طریقہ پر کر    طلبا   اس اکائی کے ختم پر  
 
اس قاب

زق کو بھی پہچانیں گے۔  طلبا  سکیں گے۔ اور 

 

 گاس کے اسقاط کے طریقہ اور گاس جارڈن کے طریقہ کی مماثلت کو جائیں گے اور ق

 ( Gauss – Jordan Method)گاس جارڈن کا طریقہ  6.2

زمیم 

 

زس کو ی الائی مثلث میں ڈھالا  کیوں کہ  ہے۔  (Modification) گاس جارڈن کا طریقہ پر ی

 

گاس کے اسقاط کے طریقہ میں تسیع شدہ مای

ا ہے۔

 

زس میں ڈھالا جای

 

زی مای

 

زس کو وی

 

ا ہے اور یہاں گاس جارڈن کے طریقہ میں مای

 

 جای

 اور سادہ طریقہ ہے۔ 

 

ذا یہ ات  راس

 

ٰ
زس میں تبدیل کرنے کے سیدھے سیدھے متغیرات کی قدریں معلوم ہوجاتی ہیں۔ ل

 

زی مای

 

زس کو وی

 

مای

 متغیرات پر اپنی بحث محدود رکھی گے۔  3مساوات اور  3ہم اس اکائی میں 

 (Explanation of Gauss – Jordan Method)گاس جارڈن کے طریقہ کی تشریح 6.2.1

 متغیرات ہیں۔   3مساوات اور  3ات  ہم زماں خطی مساوات کے نظام پر غور کرو جس میں  

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + =

+ + =

+ + =

(I)     

زس یوں بنے گا 

 

 اس نظام کا تسیع شدہ مای

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

a a a b

a a a b

a a a b

 
 
 
 
 

(II)  

اس مرحلہ میں صف  پہلا مرحلہ :
2R  میں

21a  کو صفر بنائیں گے اور  
3R  میں

31a  کو صفر بنائیں گے۔ یعنPivotal   عنصر
11a   کو استعمال

کرتے ہوئے 
2R   اور

3R کی پہلی قطار کے بچے سارے عناصر کو صفر بنادی ا جائے گا۔ جس کے لیے
2R       پر عمل کے لیے ضارب

21

11

a

a

 
− 
 

 

 اسی طرح  ہوگا۔ یعن ضابطہ یہ ہوگا کہ ضارب 

3R  کے لیے ضارب
31

11

a

a

 
− 
 

 ہوگا۔    
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   چنانچہ

′ ′

′ ′

′

′

               

21
2 2 1

11

31
3 3 1

11

a
R R R

a

a
R R R

a

 −

 −

  

 ں  جہا

′

′

′

′

 

 کر اس کو استعمال کرتے ہوئے اس قطار یعن دوسری قطار کے ی اقی عناصر یعن لے Pivot کو   اس مرحلہ میں    دوسرا مرحلہ :

ا ہے۔ جس کے لیے دوسری صف کو استعمال کرتے ہوئے پہلی اور تیسری صف میں عمل کیا جائے گا۔ اس کے لیے  اور  

 

کو صفر بنای ا جای

 ہوگا۔  ہوگا۔ اور تیسری صف کے لیے ضارب پہلی سف کے عمل کے لیے ضارب  

ذ

 

ٰ
زس یوں تبدیل ہوگی۔ل

 

 ا مای

′ ′

′ ′

′′

 ں  جہا

″

′

 

  صف استعمال ہوئی اور تبدیل نہیں ہوتی۔ 𝑅2  Pivotalد رہے کہ  ی ا
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)عنصر  Pivotal استعمال ہوگی اور  (Pivotal) اس مرحلہ میں تیسری صف  تیسرا مرحلہ : ≠  استعمال کرتے ہوئے   (0

−)کو صفر بنای ا جائے گا۔ جس کے لیے پہلی صف پر ضارب   اور   −)ہوگا اور دوسری صف کے لیے ضارب   ( ہوگا۔ اس عمل   (

زس یوں بنے گی۔

 

 سے مای

زس کو مساوات کے نظام میں تبدیل کرنے سے  

 

 اب اس مای

ا ہے۔ 

 

 اس طرح حل کا حصول ہوی

 ( Solved Examples) حل شدہ مثالیں 

اور    زق کو سمجھا جائے 

 

ز بحث گاس جارڈن کے طریقوں میں مماثلت اور ق پچھلی اکائی میں سیکھا ہوا طریقہ گاس کے اسقاط کا اور زی 

 آنے والی مثالوں کو حل کیا جائے۔ 

 گاس جارڈن کے طریقہ سے حل کرو۔ ۔1مثال  

6

2 3 4 8

2 5

x y z

x y z

x y z

+ + =

− + =

− + =

 

 

زض کرو کہ دی ا گیا نظام   ۔حل  

 

AXق B= ہے۔ 

       یعن

1 1 1 6

2 3 4 8

1 1 2 5

x

y

z

     
     

− =
     
     −     

     

زس 

 

  (Augmented Matrix)تسعی شدہ مای

 

1 1 1 6

: 2 3 4 8

1 1 2 5

A B

 
 

= − 
 − 

 

اس مرحلہ میں پہلی صف کو استعمال کرتے ہوئے دوسری اور تیسری صف پر عمل کرتے ہوئے   پہلا مرحلہ : 
21 2a اور   =

31 1a کو صفر   =

 بنای ا جائے گا۔ 

        چنانچہ

1 1 1 6

0 5 2 4

0 2 1 1

 
 

− − 
 − − 

           

2 2 1

3 3 1

2

1
1

1

R R R

R R R

 −

 −

     

اک  Pivot کو   اس مرحلہ میں    مرحلہ :دوسرا  

 

لیکر )استعمال کرتے ہوئے( پہلی اور تیسری صف پر عمل کریں گے ی

 صفر بن جائیں۔ اور   
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    پرجس

7 261 0 5 5
0 5 2 4

1 30 0 5 5

 
 
 − −
 
 
 

             

1 1 2

3 3 2

1

5
2

5

R R R

R R R

 +

 −

                   

اس مرحلہ میں تیسری صف تیسرا مرحلہ : 
3R  کو استعمال کرتے ہوئے جس میںPivot   1/5  ہے۔

1R  پہلی اور
2R     دوسری صف پر عمل

کریں گے۔ اس طرح سے کہ 
13

7
5a  اور   =

32 2a  دونوں صفر ہوجائیں۔ =

    چنانچہ

1 0 0 1

0 5 0 10

1 30 0 5 5

 
 
 − −
 
 
 

1 1 3

2 2 3

7

10

R R R

R R R

 −

 −
          

 ہیں کہ

 

زس سے ہم مساوات کے حل کو حاصل کرسکت

 

زی مای

 

 اس وی

1x = 

5 10 2y y= −  =  

5 10 2y y− = −  =  

1 3
3

5 5
z z=  =  

 یعن مساوات کا حل  

1

2

3

x

y

z

=

=

=

 

 ہوگا۔

 گاس جاردن کے طریقہ پر حل کیجیے۔ ۔   2مثال  

2 10

3 2 3 18

4 9 16

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

زض کرو کہ نظام  ۔حل  

 

AX ق B= زس

 

 ہے ۔ جس پر تسیع شدہ مای

 

2 1 1 10

: 3 2 3 18

1 4 9 16

A B

 
 

=  
 
 

 

اس مرحلہ میں صف  پہلا مرحلہ :
2R  اور صف

3R    سےx   اسقاط کیا جائے گا۔
1R  کو استعمال کیا جائے گا۔ جس پر 
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2 2 1

3 3 1

2 1 1 103
2 310 32 21

112 7 170 2 2

 
  −
 
  −
 
  

R R R

R R R
        

اس مرحلہ میں صف  دوسرا مرحلہ : 
2R   کو استعمال کیا جائے گا اور صف

1R   اور صف
3R    سے y کا اسقاط کیا جائے گا۔ جس پر 

2 0 2 4
310 32 2

100 0 2

 − 
 
 
 −−  

1 1 2

3 3 2

2

7

R R R

R R R

 −

 −
 

اس مرحلہ میں صف   تیسرا مرحلہ : 
3R   کو استعمال کرتے ہوئے صف

1R  اور صف
2R پر عمل کریں گے۔ اس طرح کہ z  کا اسقاط ہوجائے۔ 

1 1 3

2 2 33

R R R

R R R

 −

 +

142 0 0

910 02 2
0 0 2 10

 
 

− 
 

− −  

 

 چنانچہ 

2 14 7x x=  =  

91 92 2y y− = −  = −  

2 10 5z z− = −  =
 

 مطلوبہ حل ہے۔

ز مرحلہ میں دو ضارب استعمال ہوتے ہیں۔ 
 
نوٹ :  اس گاس جارڈن کے طریقہ میں ہ

 

 گاس جارڈن کا طریقہ استعمال کرتے ہوئے ذیل کے مساوات کو حل کیجیے۔ ۔   3مثال  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6

3 3 4 20

2 3 13

x x x

x x x

x x x

+ + =

+ + =

+ + =

 

زض کرو کہ دی ا گیا نظام مساوات ۔حل  

 

 ق

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6

3 3 4 20

2 3 13

x x x

x x x

x x x

+ + =

+ + =

+ + =

 

زس کی شکل میں 

 

AX مای B= زس

 

  تسیع شدہ مای

 

 ہے۔ ت

 

1 1 1 6

: 3 3 4 20

2 1 3 13

A B

 
 

=  
 
 
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اس مرحلہ میں صف   پہلا مرحلہ :
1R   کو استعمال کرتے ہوئے

2R   اور
3R   پر عمل ہوگا۔ اس طرح سے کہ x کا اسقاط ہوجائے۔ 

1 1 1

2 2 1

3

2

R R R

R R R

 −

 −
        

1 1 1 6

0 0 1 2

0 1 1 1

 
 
 
 − 

 

  چوں کہ اس مرحلہ میں  دوسرا مرحلہ :
2R  کو استعمال کرتے ہوئے

1R  اور
3R   میں سے y  ا ہے۔ لیکن

 

کا اسقاط کیا جای
22a    عنصر صفر ہے۔

اس لیے ہمیں 
2 3R R    

 

ا پڑے گا۔ ت

 

 کا ردوبدل کری

1 1 1 6

0 1 1 1

0 0 1 2

 
 

− 
 
 

 

کے اسقاط کا عمل صرف   y اب ہمیں  
1R   کیوں کہ  پر ہی کرنے کی ضرورت ہے۔

3R   میں عنصر صفر ہی ہے۔ اس کے لیے
2R   کو استعمال

کرتے ہوئے  
1R   پر عمل کریں گے کہ

2x کا اسقاط ہوجائے۔ 

1 1 2R R R +         

1 0 2 7

0 1 1 1

0 0 1 2

 
 

− 
 
 

 

تیسرا مرحلہ : اس مرحلہ میں 
3R  کو استعمال کرتے ہوئے

1R  اور
2R پر عمل ہوگا کہ

3x  کا اسقاط ہوجائے۔ 

1 1 3

2 2 3

2R R R

R R R

 −

 −

1 0 0 3

0 1 0 1

0 0 1 2

 
 

− − 
 
 

         

ذا

 

ٰ
          ل

1

2 2

3

3

1 1

2

x

x x

x

=

− = −  =

=

     

      یعن

1

2

3

3

1

2

x

x

x

=

=

=

     

 مطلوبہ حل ہے۔

 گاس جارڈن کے طریقہ پر حل کرو۔  ۔   4مثال  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3

2 3 5

2 9 8

x x x

x x x

x x x

+ − =

− + = −

− + =

 

زض کرو کہ دی ا گیا نظام  ۔حل  

 

AX ق B= زس یوں لکھی جائے گی۔

 

  تسیع شدہ مای

 

 ہے۔ ت
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 

3 1 1 3

: 2 8 1 5

1 2 9 8

A B

 − 
 

= − − 
 − 

 

اس مرحلہ میں پہلا مرحلہ :
1R    کو استعمال کرتے ہوئے

2R  اور
3R  پر عمل ہوگا۔ اس طرح کہ ان دونوں صف میں

1x کا اسقاط ہوجائے۔ 

 چنانچہ 

3 1 1 3
26 50 73 3

77 280 3 3

 
− 

 − −
 
 

−  

2 2 1

3 3 1

2

3
1

3

R R R

R R R

 −

 −

    

اس مرحلہ میں دوسرا مرحلہ : 
2R   کے استعمال کرتے ہوئے

1R   3اورR پر عمل ہوگا۔
2x   کا اسقاط ہوجائے۔ 

213 0 5726 26
26 500 73 3

2317 6930 263 78

 −
 
 − −
 
 

−  

1 1 2

3 3 2

3

26
7

26

R R R

R R R

 +

 −

    

اس مرحلہ میں   تیسرا مرحلہ : 
3R  کو استعمال کرتے ہوئے 

1R   اور
2R    پر عمل ہوگا۔ اس طرح کہ 

3x  چنانچہ   ہوجائے۔کا اسقاط 

78
3 0 0 26

26 6760 03 78
693 2310 0 78 26

 
 
 − −
 
 
  

1 1 3

2 2 3

21

231
130

693

R R R

R R R

 +

 −

    

  

 

 ت

1 1

2 2

3 3

78
3 1

26
26 676

1
3 78

693 231
1

78 26

x x

x x

x x

=  =

− = −  =

=  =

 

     اس طرح مطلوبہ حل 

1

2

3

1

1

1

x

x

x

=

=

=

 

 دیے گئے نظام مساوات کو گاس جاردن کے طریقہ سے حل کرو۔ ۔   5مثال  

3 2 3

2 3 3

2 4

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − = −

+ + =
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زض کرو کہ دی ا گیا نظام مساوات ۔حل  

 

AXق B=  زس

 

  تسیع شدہ مای

 

 ہے۔  ت

 

3 1 2 3

: 2 3 1 3

1 2 1 4

A B

 
 

= − − − 
 
 

 

ا مقصود ہے۔ جس کے لیے 

 

زس میں تبدیل کری

 

زی مای

 

زس کو وی

 

 اس مای

صف  پہلا مرحلہ :
1R  کو استعمال کرتے ہوئے صف

2R     اور صف
3R   پر عمل ہوگا کہ ان میں x  کا اسقاط ہوجائے۔ 

3 1 2 3
7110 53 3

35 10 3 3

 
 
 − − −
 

− 
  

2 2 1

3 3 1

2

3
1

3

R R R

R R R

 −

 −

  

 اس مرحلہ میں دوسرا مرحلہ : 
2R  کا استعمال ہوگا اور 

1R  اور
3R  پر عمل ہوگا کہ ان میںy  کا اسقاط ہوجائے۔ 

1 2 2

3 3 2

3

11
5

11

R R R

R R R

 +

 +

153 0 1811 11
7110 53 3

880 0 1111

 
 
 − − −
 
 

−  

        

اس مرحلہ میں صف  تیسرا مرحلہ : 
3R   کا استعمال کرکے صف

1R    اور صف
2R پر عمل ہوگا۔ اس طرح سے کہ ان میںz کا اسقاط ہوجائے۔ 

 چنانچہ 

1 1 3

2 2 3

15

8
77

24

R R R

R R R

 +

 −

3 0 0 3

11 220 03 3
8 80 0 11 11

 
 
 − −
 
 

−  

         

ز ہے کہ  
 
 جس سے ظاہ

3 3 1

11 22
2

3 3

x x

y y

=  =

− = −  =
 

       اور 

8 8
1

11 11
z z− =  = −       

 یہ مطلوبہ حل ہے۔
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 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 6.3

اس اکائی میں ہم نے گاس جارڈن کے طریقہ پر خطی ہم زماں مساوات کے نظام کو حل کرنے کے طریقہ کو سیکھا۔ کافی مقدار میں ہم  

زق کو اچھی طرح سمجھ  نے مثالوں کو حل کیا کہ طریقہ اچھی طرح سمجھ میں آجائے۔ اس طریقہ اور گاس کے اسقاط کے طریقہ کی مماثلت اور  

 

ق

کو   دونوں کے لیے عمل ات  ہی طرح کے ضارب  اور  ا ہے 

 

زس میں تبدیل کیا جای

 

مای زی 

 

وی کو  زس 

 

مای لیا گیا کہ گاس کے اسقاط کے طریقہ میں 

ا ہے۔ 

 

 استعمال کرتے ہوئے کیا جای

 (Keywords)کلیدی الفاظ  6.4

زس  ، نظام ،طریقہ  گاس جارڈن کا 

 

زس ،مای

 

زی مای

 

 طور پر غیرمعلوم متغیرات ، وی

 

 مرحلہ ،راس

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  6.5

 ( Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 6.5.1

ز کیجیے۔ ُ
 خالی جگہوں کو ی 

زس کو   .1

 

 ــگاس جارڈن کے طریقہ میں مای ا ہے۔  ـــــــــــــــــــــــ

 

زس میں تبدیل کیا جای

 

 مای

2. 3 × ا ہے۔ ـــــــــــــــــــــــــنظام مساوات میں گاس جارڈن کے طریقہ پر  3 

 

 مرحلوں میں مطلوبہ حل حاصل ہوی

3.  3 × ز مرحلہ میں نظام  3 
 
 ضارب کی ضرورت ہوتی ہے۔ ـــــــــــــــــــــــــمساوات میں ہ

اندہی کیجیے۔ 

 
 

 صحیح جواب کی ن

3جارڈن کے طریقہ پر مساوات گاس  .4 2 3x y z+ + 2اور    = 3 3x y z− − = 2اور − 4x y z+ +  میں    =
2R   اور

3R

 ــاسقاط کے لیے ضارب  کے𝑥 سے  ــاور  ـــــــــــــــــ  ۔ ہوں گے  ــــــــــــــــــــــ

زس  .5

 

 ــگاس جارڈن کے طریقہ میں مای  میں تحویل کی جاتی ہے۔ ـــــــــ

(a) زس

 

زس (b)  صف زینہ دار مای

 

زس(c)  قطار ینہ دار مای

 

زی مای

 

 کوئی نہیں (d)   وی

زی تحویل کے عمل میں  .6

 

  کہ مرحلے درکار ہیں  ـــــــــــگاس جارڈن کے طریقہ میں وی
 

3  ج ×  نظام ہو۔3

(a)   1  (b)  2  (c)  3  (d) 4 

زی تحویل کے عمل میں  .7

 

ا ہے۔ ـــــــــــــــــــگاس جارڈن کے طریقہ م یں وی

 

ز عمل کیا جای
 
 ہ

(a)  صفوں پر   (b)  قطاروں پر   (c)دونوں   (d) نہیںکوئی 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  6.5.2
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 گاس جارڈن کے طریقہ کی تشریح کیجیے۔ .1

 نظام مساوات  .2

3 2 3

2 3 3

2 4

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − =

+ + =

 

 کے حل کے لیے گاس جارڈن کا پہلا مرحلہ قلم بند کیجیے۔

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات 6.5.3

 نظام مساوات کو گاس جاردن کے طریقہ پر حل کیجیے۔ مندرجہ ذیل 

1. 

3 2 3

2 3 3

2 4

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − = −

+ + =
 2. 

2 8

2 3 4 20

4 3 2 16

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =
 3.    

2 3 9

2 3 6

3 2 8

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

ز کردہ اکتسابی مواد 6.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Numerical Analysis – A.R. Vashistha Kedarnath, Ramnath Publishers. 

2. Mathematical Methods – S. Chand Publishers. 
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و بی کا طریقہ: تامساوں خطی ہم زما ۔7اکائی 
ن ک  
خ

 گاس 

(Simultaneous Linear Equations: Gauss – Jacobi Method) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   7.0

 مقاص    7.1

و بی کا    7.2
ن ک  
خ

 طریقہگاس 

 اکتسابی نتائج    7.3

 کلیدی الفاظ   7.4

 نمونہ امتحانی سوالات    7.5

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات  7.5.1 

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات   7.5.2 

 طویل جوای ات کے حامل سوالات  7.5.3 

ز کردہ اکتسابی مواد    7.6 

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید 7.0

اکائی  پچھلی    اکائی    5اکائیوں یعن  کا    6اور  ارتباط   طریقے سیکھے جو گاس کے 

 

میں ہم نے ہم زماں خطی مساوات کے حل کے لیے راس

و بی کا طریقہ کہتے ہیں۔ 
 ن ک
خ

ں گے۔ جس کو گاس 
 
ھی

سک

طریقہ اور گاس جارڈن کے طریقہ سے موسوم تھے۔ اس اکائی میں ہم ات  تکراری طریقہ 

 ر تکراری طریقہ اگلی اکائی میں جانیں گے۔ جس کو گاس سیڈل کا طریقہ کہتے ہیں۔اس کے علاوہ بھی ات  او

ا   

 

ز تقربے حاصل کرکے مطلوبہ صحت کے حامل حل کو پہنچا جای

 

تکراری طریقہ میں ات  ابتدائی اندازہ / تقربہ سے شروع کرکے متوای

  کہ ہے۔ 
 

زس میں    ج

 

 طریقہ میں حل کو حاصل کرنے کے مراحل طے ہوتے ہیں۔ اگر غیرمعلوم متغیرات زی ادہ ہوں اور تسیع شدہ مای

 

راس

ا ہے۔ خاص

 

 طریقہ شکل اور تکراری طریقہ سہل ہوی

 

ز عناصر صفر ہوں ت راس

 

کر کمپیوٹر کے ذریعہ حل کرنے میں پروگرام کے ذریعہ    زی ادہ ی

ا ہے۔ 

 

 آسان ہوی

 ( Objectives)مقاص 7.1

اور    طلبا   اس اکائی کے ختم پر   زق کو سمجھ جائیں گے 

 

 طریقوں اور تکراری طریقوں کے ق

 

و بی کو    طلبا   راس
 ن ک
خ

ات  تکراری طریقہ گاس 

و بی طریقہ پر مستدق حل ی ا مطلوبہ صحت کے حصول کو سمجھ جائیں 
ن ک  
خ

 ہوجائیں گے۔ گاس 
 
جان کر اس سے متعلقہ سوالات کو حل کرنے کے قاب

 گے۔

و بی کا طریقہ 7.2
 ن ک
خ

 ( Gauss-Jacobi Method)گاس 

 غیرمعلوم متغیرات کا نظام ہے۔ ’𝑛‘ مساوات اور  ’𝑛‘ غور کور کہ   

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

1 1 2 2 3 3

+ + + − − − =

+ + + − − − =

+ + + − − − =

n n

n n

n n n nn n n

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

 

زی عناصر  

 

جس میں وی
11a  زتیب پر لکھیں گے۔

 

زوری ردوبدل کیا جائے گا۔ اب ہم اس نظام کو اس ی

 

  ق

 

 غیرصفر ہوں۔ اگر ویسا نہیں ہے ت

 

 

 

1 1 12 2 13 3 1
11

2 2 21 1 23 3 2
22

1 1 2 2 1 1

1
.......

1
.......

1
....... − −

= − − −

= − − −

= − − −

n n

n n

n n n n nn n
nn

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

 

زض کرو کہ ابتدائی تقربہ  

 

ق

(0) (0) (0) (0)
1 2 3, , ,......, nx x x x  ان کو استعمال کرتے ہوئے پہلا تقر  

 

ہے، ت

(1) (1) (1) (1)
1 2 3, , ,......, nx x x x  معلوم کیا

 جائے گا۔ جس کو ذیل میں بتای ا گیا ہے۔
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1

(1) (0) (0) (0)
1 12 2 13 3 1

11

(1) (0) (0) (0)
2 2 21 1 23 3 2

22

(1) (0) (0) (0)
1 1 2 2 1 1

1
.......

1
.......

1
....... − −

 = − − − 

 = − − − 

 = − − − 

n n

n n

n n n n nn n
nn

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

 

 معلوم کیے جاتے ہیں۔ عمومی تکراری طریقہ یوں بنے گا۔ اسی طرح تکرار کر کے اگلے تقربے  

1

( 1) ( ) ( ) ( )
1 12 2 13 3 1

11

( 1) ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 23 3 2

22

( 1) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 1 1

1
.......

1
.......

1
.......

+

+

+

− −

 = − − − 

 = − − − 

 = − − − 

n n n n
n n

n n n n
n n

n n n n
n n n n nn n

nn

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

 

زس کی شکل میں  

 

X اس نظام کو مای BX C= لکھا جاسکتا ہے۔ اور  +
( 1) ( )n nX BX C+ = 1Bاس کے مستدق ہونے کی شرط   + 

 ہوگی۔

متغیرات پر بحث   3مساوات اور  3متغیرات طے گی  تھے۔ لیکن عملی میدان میں ہم   ’n‘ مساوات اور   ’n‘ مندرجہ ی الا نظریہ میں  طریقہ کار : 

ذ آسانی ہو اور مرحلہ وار استدقاق سمجھ سکیں۔ زی 

 

اکہ سمجھنے میں م

 

 غور کرو   کریں گے۔ ی

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + =

+ + =

+ + =

 

  جہاں ارکان  
11 22 33, ,a a a ۔

 
زے ہیں دوسرے ارکان کے مقاب

 

 پھر ی 

 

 

 

1 1 12 2 13 3
11

2 2 21 1 23 3
22

3 3 31 1 32 2
33

1

1

1

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a

= − −

= − −

= − −

 

ابتدائی تقربہ میں 

(0) (0) (0)
1 2 30, 0, 0x x x= =   پہلا تقربہ معلوم کیا جائے گا۔  لیا جائے گا۔  =

 

 ت

𝑥1
(1)
=

1

𝑎11
[𝑏1 𝑎12𝑥2

(0)
𝑎13𝑥3

(0)
] 

𝑥2
(1)
=

1

𝑎22
[𝑏2 𝑎21𝑥1

(0)
𝑎23𝑥3

(0)
] 

𝑥3
(1)
=

1

𝑎33
[𝑏3 𝑎31𝑥1

(0)
𝑎32𝑥2

(0)
] 
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 بہ معلوم کیا جائے گا۔ تقرپھر دوسرا  

1

(2) (1) (1)
1 12 2 13 3

11

(2) (1) (1)
2 2 21 1 23 3

22

(2) (1) (1)
3 3 31 1 32 2

33

1

1

1

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a

 = − − 

 = − − 

 = − − 

 

ز کریں گے۔
 
ذول میں ظاہ ۔ ان تقربوں کو ات  خ 

 

 تکرار جاری رکھی گے مطلوبہ صحت کے حصول ت

Iteration Number n 

( 1)
1

nx +
 

( 1)
2

nx +
 

( 1)
3

nx +
  

0     

1     

2     

3     

 حل شدہ مثالیں: 

و بی کے طریقہ سے حل کرو۔گادیے گئے نظام مساوات کو   ۔   1مثال  
 ن ک
خ

 س 

3 3

2 8 5

2 8

x y z

x y z

x y z

+ − =

− + = −

− + =

 

زض کرو کہ دی ا گیا نظام ۔حل  

 

 ق

3 3

2 8 5

2 8

x y z

x y z

x y z

+ − =

− + = −

− + =

 

 اس کو یوں بدل کر لکھیں گے۔ 

 

 

 

1
3

3
1

5 2
8
1

8 2
9

x y z

y x z

z x z

= − +

= + +

= − +

 

و بی کے مطابق ابتدائی طور پر  
 ن ک
خ

گاس 

(0) (0) (0)
1 2 30, 0, 0x x x= = ا ہے=

 

اور    لیا جای
(1) (1) (1), ,x y z ا ہے۔

 

  اس لیے معلوم کیا جای

𝑥(1) =
1

3
[3 0 + 0] = 1 

𝑦(1) =
1

8
[5 + 2(0) + 0] = 0.6250 

𝑧(1) =
1

9
[8 0 + 2(0)] = 0.8889 
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 اور ان کو استعمال کرکے دوسرا تقربہ  

(2) (1) (1)

(2) (1) (1)

(2) (1) (1)

1
3.

3
1

5 2
8
1

8 2
9

x y z

y x z

z x y

 = + 

 = + + 

 = − + 

 

ز کریں گے۔ 
 
ذول میں ظاہ  معلوم کیا جائے گا۔ اب ان کی قیمتیں ہم درج خ 

𝑧(𝑛+1) 𝑦(𝑛+1) 𝑥(𝑛+1) 
Item bin no. n 

0.8889 
0.9167 
0.9871 
1.0251 
0.9993 
0.9992 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

0.6250 
0.9861 
1.0116 
0.9926 
0.9980 
1.0010 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

1 
1.0880 
0.9769 
0.9919 
1.0042 
1.0002 
1.0002 
0.9999 
1.0000 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

ذول میں ہمیں  ,1خ  1, 1x y z= =  جمع حل موصول ہوا۔  =

و بی کے طریقہ سے حل کیجیے۔ ۔   2مثال  
ن ک  
خ

 گاس 

5 2 12

4 2 15

2 5 20

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

و بی کے اطلاق کے لیے   ۔حل  
 ن ک
خ

زتیب پر لکھتے ہیں۔ گاس 

 

 ان کو ہم اس ی
 
زھے ہیں دوروں کے مقاب

 

زی ارکان ی 

 

 غور کرو کہ وی

 

 

 

1
12 2

5
1

15 2
4
1

20 2
5

x y z

y x z

z x y

= − −

= − −

= − −

 

و بی کے مطابق  
 ن ک
خ

گاس 
(0) (0) (0)0, 0, 0x y z= =   پہلا تقربہ یوں بنے گا۔  =

 

 ت

 

 

 

(1)

(1)

(1)

1
12 0 0 2.40

5
1

15 0 0 3.75
4
1

20 0 0 4.00
5

x

y

z

= − + =

= − − =

= − − =

 

ا ہے۔

 

ز کیا جای
 
ذول میں ظاہ ذ تقربے معلوم کیے جائیں گے جن کو خ  زی 

 

 پھر م
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𝑧(𝑛+1) 𝑦(𝑛+1) 𝑥(𝑛+1) 
Item bin no. n 

4.0 
2.02 
3.57 
2.60 
3.41 
3.20 
3.16 
3.164 

3.75 
1.15 
1.72 
1.17 
2.29 
1.69 
1.95 
1.95 

2.40 
0.10 
1.54 
1.61 
1.41 
0.80 
1.08 
1.084 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

ذول سے  𝑥 خ  = 1.084, 𝑦 = 1.95, 𝑧 =  صحیح حل ہے۔  3.164

 

 اعشاریہ  کے دو مقامات ت

 صحیح حل معلوم کیجیے۔  ۔   3مثال  

 

و بی کے طریقہ پر اعشاریہ کے تین مقامات ت
ن ک  
خ

 گاس 

83 11 4 95,7 52 13 104,3 8 29 71+ − = + + = + + =x y z x y z x y z 

زتیب بدل کر یوں لکھتے    ۔حل 

 

و بی کے طریقہ کے اطلاق پر ہم نظام کی ی
 ن ک
خ

۔ گاس 
 
زھے ہیں اوروں کے مقاب

 

زی ارکان ی 

 

دیے گئے نظام میں وی

 ہیں۔

83 11 4 95

7 52 13 104

3 8 29 71

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ + =

+ + =

 

اور   (0) (0) (0), , 0,0,0x y z  = درج کرنے پر پہلا تقربہ حاصل ہوگا۔ 

 

 

 

(1)

(1)

(1)

1
95 0 0 1.445

83
1

104 0 0 2.000
52
1

71 0 0 2.448
29

x

y

z

= − + =

= − − =

= − − =

 

ز کیے جائیں گے۔
 
ذول میں ظاہ ذ تقربے خ  زی 

 

 م

𝑧(𝑛+1) 𝑦(𝑛+1) 𝑥(𝑛+1) Item bin no. n 

2 448 

1 747 

1 975 

1 958 

1 963 

1 961 

1 961 

1 961 

2 000 

1 193 

1 376 

1 362 

1 368 

1 366 

1 367 

1 367 

1 445 

1 390 

1 070 

1 057 

1 058 

1 058 

1 058 

1 058 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

ز ہے کہ
 
ذول سے ظاہ  خ 

𝑥 = 1.058, 𝑦 = 1.367, 𝑧 = 1.961 
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 صحیح حل ہے۔

 

 اعشاریہ کے تین مقامات ت

و بی کے طریقہ پر حل کرو۔ ۔   4مثال  
 ن ک
خ

 دیے گئے نظام مساوات کو گاس 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

10 2 3

2 10 15

10 2 27

2 10 9

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

− − − =

− + − − =

− − + − =

− − − + = −

 

زتیب پر لکھیں گے۔  ۔حل  

 

و بی کے طریقے کا اطلاق کرتے ہوئے ہم دیے گئے مساواتں کو اس ی
 ن ک
خ

 گاس 

 

 

 

 

1 2 3 4

2 1 3 4

3 1 2 4

4 1 2 3

1
3 2

10
1

15 2
10
1

27 2
10
1

9 2
10

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

= + + +

= + + +

= + + +

= − + + +

 

غیرمعلوم متغیرات ہیں۔ ابتدائی تقربہ یوں لیا جائے گا۔    4مساوات اور    4ی اد رکھی یہاں  

(0) (0) (0)
1 2 30, 0, 0x x x= = اور پھر درج ی الا   =

 پہلا تقربہ معلوم کیا جائے گا۔ مساوات سے 

(1) (0) (0) (0)
1 2 3 4

(1) (0) (0) (0)
2 1 3 4

(1) (0) (0) (0)
3 1 2 4

(1) (0) (0) (0)
4 1 2 3

1
3 2 0.3

10
1

15 2 1.5
10
1

27 2 2.7
10
1

9 2 0.9
10

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

 = + + + = 

 = + + + = 

 = + + + = 

 = − + + + = − 

 

 اور پھر دوسرا تقربہ یوں معلوم کیا جائے گا۔ 

(2) (1) (1) (1)
1 2 3 4

(2) (1) (1) (1)
2 1 3 4

(2) (1) (1) (1)
3 1 2 4

(2) (1) (1) (1)
4 1 2 3

1
3 2 0.78

10
1

15 2 1.74
10
1

27 2 2.7
10
1

9 2 0.18
10

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

 = + + + = 

 = + + + = 

 = + + + = 

 = − + + + = − 

 

ا ہے۔ 

 

ز کیا جای
 
ذول میں ظاہ ذ تقربوں کو درج ذیل خ  زی 

 

 ان تقربوں اور م
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𝑥4
(𝑛+1)

 𝑥3
(𝑛+1)

 𝑥2
(𝑛+1)

 𝑥1
(𝑛+1)

 
n 

−0.9 
−0.18 
−0.108 
−0.036 
−0.0158 
−0.006 
−0.0025 
−0.0010 
−0.0004 
−0.0002 
−0.0001 
0.0 

2.7 
2.7 
2.916 
2.9592 
2.9851 
2.9938 
2.9976 
2.9990 
2.9996 
2.9998 
2.9999 
3.0 

1.5 
1.74 
1.908 
1.9608 
1.9848 
1.9938 
1.9975 
1.9990 
1.9996 
1.9998 
1.9999 
2.0 

0.3 
0.78 
0.9 

0.9624 
0.9845 
0.9939 
0.9975 
0.9990 
0.9996 
0.9998 
0.9999 
1.0 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 

ز ہے کہ 
 
ذول سے ظاہ خ 

1 2 3 41.0, 1.0, 3.0, 0x x x x= = =  دیے گئے نظام مساوات کا صحیح حل ہے۔   =

دو   نوٹ : ی ا صرف اعشاریہ کے   تقربوں کو کریں 

 

 یعن اعشاریہ کے مقامات جتنے پوچھے گئے اس صحت ت

 

طلبا سوال میں پوچھے گئے صحت ت

 ہی استدقاق معلوم کریں۔ 

 

 زی ادہ لگتا ہے۔  چوں کہ مقامات ت

 
 

 ان سوالات کو حل کرنے میں وق

و بی کے طریقہ سے حل کیجیے۔ ۔   5مثال  
ن ک  
خ

 گاس 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

13 5 3 18

2 12 4 13

3 4 10 29

2 3 9 31

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + =

+ + − =

− + + =

+ − + =

 

زتیب پر لکھنے سے   ۔حل  

 

و بی کی ی
 ن ک
خ

 دیے گئے نظام کے گاس 

 

 

 

 

1 2 3 4

2 1 3 4

3 1 2 4

4 1 2 3

1
18 5 3

13
1

13 2 4
12
1

27 3 4
10
1

31 2 3
9

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

= − + −

= − − +

= − + −

= − − +

 

و بی کے طریقہ پر  
 ن ک
خ

)گاس  ) ( )(0) (0) (0) (0)
1 2 3 4, , , 0,0,0,0x x x x )لینے پر اگلہ تقربہ = )(1) (1) (1) (1)

1 2 3 4, , ,x x x x  معلوم ہوگا۔ 

𝑥1
(1)
=
1

13
[18 0 + 0 0] = 1.3846 

𝑥2
(1)
=
1

12
[13 0 0 + 0] = 1.0833 

𝑥3
(1)
=
1

10
[29 0 + 0 0] = 2.9 

𝑥4
(1)
=
1

9
[31 0 0 + 0] = 3.4444 



99 
 

ذول میں ہے۔ ن لہ درج ذیل خ 
م
ک

 

ن
 اور طریقہ کا 

𝑥4
(𝑛+1)

 𝑥3
(𝑛+1)

 𝑥2
(𝑛+1)

 𝑥1
(𝑛+1)

 
n 

3 4444 

3 9831 

3 7949 

3 7449 

3 9612 

3 9886 

3 9931 

4 0137 

3 9663 

3 9968 

4 0015 

2 9 

2 5735 

2 7936 

2 8188 

2 9689 

2 9658 

2 9880 

2 9376 

2 9806 

3 0010 

2 9980 

1 0833 

1 7590 

1 9678 

1 8439 

1 9333 

1 9833 

1 8419 

1 9988 

2 000 

1 9928 

1 9991 

1 3846 

1 3723 

1 6292 

0 9805 

1 0378 

1 0214 

0 9994 

1 0585 

0 9850 

0 9981 

1 0032 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

,𝑥1) تقربوں کی پیش رفت سے پتہ چلتا ہے کہ  𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) کی طرف ہے جوکہ صحیح  (4 ,3 ,2 ,1) کا استدقار (Exact)  حل

 ہے۔

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 7.3

و بی سے موسوم ہے دیکھا۔ اس کے سمجھنے کے لیے مثالوں کو حل  
 ن ک
خ

  3کیا۔ جن میں  اس اکائی میں ہم نے ات  تکراری طریقہ جو گاس 

 متغیرات والے نظام کو حل کیا۔ اس نظام کو کمپیوٹر پروگرام کی مدد سے آسانی سے حل کیا جاسکتا ہے۔ 4متغیرات اور 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 7.4

و بی،  متغیرات 
 ن ک
خ

 تکرار، 

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  7.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 7.5.1

ز کیجیے۔ ُ
 خالی جگہوں کو ی 

و بی طریقہ کی  .1
 ن ک
خ

 ــات  کفایتی شرط گاس   ہے۔ ــــــــــــــــــ

و بی کے طریقہ میں  .2
 ن ک
خ

iia _____________گاس   ہونے پر استدقاق آسان ہے۔ 

و بی کے طریقہ میں ابتدائی قیمتیں  .3
 ن ک
خ

)گاس  )(0) (0) (0), ,x y z ___________ 

و بی کے استدقاق کی ات  شرط  .4
 ن ک
خ

 ہے۔  B  _______________گاس 

5.  3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 3, 2𝑥 − 8𝑦 + 𝑧 = −5, 𝑥 − 2𝑦 + 9𝑧 =  ــکا پہلا تقربہ 8  ہوگا۔ ـــــــــــــــــ
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اندہی کیجیے۔ صحیح جواب کی 

 
 

 ن

و بی کے طریقہ کا ہے۔ .6
 ن ک
خ

ا مفروضی گاس 

 

 کون

(a)   زی ارکان غیرصفر ہوں

 

زس کے وی

 

 استدقاق کا رتبہ دوسرے طریقوں سے کم ہے (b) مای

 (c)  تقربے معتدق ہوتے ہیں   (d) ہیں 

 

زی ارکان میں صفر ہوسکت

 

زس کے وی

 

 مای

و بی کے طریقہ سے مفروضات     .7
 ن ک
خ

 ــگاس   ہیں۔  ـــــــــــ

(a) 2   (b) 5    (c)4    (d)3 

زس کا  .8

 

و بی کے طریقہ میں ضریبوں کی مای
 ن ک
خ

 غیرصفر ہوگا۔ ـــــــــــــگاس 

(a)   ز

 

زی صف (b)  اولیٰ وی

 

زی قطار  (c)   آج

 

 کوئی نہیں  (d)  آج

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  7.5.2

و بی کا طریقہ کی تشریح کیجیے۔  .1
 ن ک
خ

 گاس 

 ذیل کے مساوات کے نظام کے لیے پہلا تقربہ معلوم کیجیے۔ .2

(i) 

27 6 85

6 15 2 72

54 110

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

  

 

(ii)  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 9 2 11

4 2 13 24

4 4 3 8

x x x

x x x

x x x

+ − =

+ + =

− + = −

  

(iii)  

83 11 4 95

7 52 13 104

3 8 29 71

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ + =

+ + =

 

(iv) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

10 2 3

2 10 15

10 2 27

2 10 9

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

− − − =

− + − − =

− − + − =

− − − + = −

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات 7.5.3

و بی کے طریقہ پر حل کیجیے۔ 2میں سوال  7.5.2 .1
 ن ک
خ

 کے نظام مساوات کو گاس 

ز کردہ اکتسابی مواد 7.6

 

 (Suggested Learning Resources) تجوی 

1. Introductory Methods of Numerical Analysis – S.S. Sastry. 

2. Numerical Analysis – A.R. Vashishtha, Kedarnath Publisher. 
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 گاس سیڈل کا طریقہ:ت امساوں خطی ہم زما ۔8اکائی 

(Simultaneous Linear Equations: Gauss – Seidel Method) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    8.0

 مقاص     8.1

 گاس سیڈل کا طریقہ اور اس کے استدقاق کا تجزیہ     8.2

 گاس سیڈل کے طریقہ کی تشریح   8.2.1 

و بی اور گاس سیڈل کے استدقاق    8.2.2 
ن ک  
خ

 گاس 

 اکتسابی نتائج    8.3

 کلیدی الفاظ    8.4

 نمونہ امتحانی سوالات     8.5

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات   8.5.1 

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات    8.5.2 

 طویل جوای ات کے حامل سوالات   8.5.3 

ز کردہ اکتسابی مواد     8.6 

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید 8.0

ا ہے۔ جس کے ذریعہ ات  ہم زماں خطی   

 

و بی کا طریقہ کہا جای
 ن ک
خ

ا تھا۔ جس کو گاس 

 

مساوات  پچھلی اکائی میں ہم نے ات  تکراری طریقہ جای

ں گے جسے ہم گاس سیڈل کا طریقہ کہتے ہیں۔ یہ طریقہ سابقہ طر
 
ھی

سک

ا ہے۔ اس اکائی میں ہم ات  اور تکراری طریقہ 

 

یقہ  کے نظام کو حل کیا جای

ا ہے۔

 

ا ہے۔ ت یہی گاس سیڈل کا طریقہ اپنای ا جای

 

 سے کچھ زی ادہ تیز رفتار مستدق ہے۔ اسی لیے عام طور پر تکراری طریقہ اپنای

 ( Objectives)مقاص 8.1

گاس سیڈل کا طریقہ سیکھ کر کسی بھی ہم زماں خطی مساوات کے نظام کی تکراری طریقہ پر حل کرسکیں گے۔    طلبا   اس اکائی کے ختم پر  

ز مستدق  طلبا   

 

 کو سمجھ لیں گے۔ اور یہ عملی طور پر پرکھ لیں گے کہ گاس سیڈل تیز ی

 

 
و بی کے طریقہ پر یہ گاس سیڈل کے طریقہ کی افادت

 ن ک
خ

 گاس 

و بی پر۔ 
 ن ک
خ

 ہے گاس 

 (Gauss – Seidle Method and its Convergence)قگاس سیڈل کا طریقہ اور اس کا استدقا 8.2

 (Gauss – Seidle Method and its Explanation)گاس سیڈل کے طریقہ کی تشریح 8.2.1

 غور کرو ات  ہم زماں مساوات کے نظام پر   

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

a x a y a z b

a x a y a z b

a x a y a z b

+ + =

+ + =

+ + =

 

زتیب پر بدلیں گے۔  𝑎𝑖𝑖 اس نظام میں مان رکھو کہ 

 

زے ہیں دوسروں کے مقابلے۔ پھر ان مساوات کو اس ی

 

زی عناصر( ی 

 

 عناصر )اولیٰ و ی

 

 

 

1 12 13
11

2 21 23
22

3 31 32
33

1

1

1

x b a y a z
a

y b a x a z
a

z b a x a y
a

= − −

= − −

= − −

 

,𝑥(0)اب گاس سیڈل کے طریقہ میں   𝑦(0), 𝑧(0) و بی کے طریقہ سے
 ن ک
خ

 قدرے الگ ہے۔ یعن معلوم کرنے کا طریقہ گاس 

(1) (0) (0) (0) (0)
1 12 13

11

1
, 0, 0 = − − = = x b a y a z y z

a
 

(0) 0=z   اور  
(1)x ابھی معلوم کی گئی قیمت ہوگی

(1) (0) (0)
2 21 23

22

1
 = − − y b a x a z

a
 

(1)x   اور  
(1)y ہیں  معلوم کی گئی قیمتیںاسی تقربہ میں  ابھی

(1) (0) (0)
3 31 32

33

1
 = − − z b a x a y

a
 

 ممکن ہو اسی طرح اگلا تقربہ یہ بنے گا۔ 

 

ا ہے جہاں ت

 

زین قیمتوں کو استعمال کیا جای

 

ازہ ی

 

 نوٹ : یعن قیمت کے معلوم کرنے میں ی
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(2) (1) (1)
1 12 13

11

(2) (2) (1)
2 21 23

22

(2) (2) (2)
3 31 32

33

1

1

1

x b a y a z
a

y b a x a z
a

z b a x a y
a

 = − − 

 = − − 

 = − − 

 

 واں تقربہ یہ بنے گا۔  (n+1) اس طرح 

( 1) ( ) ( )
1 12 13

11

( 1) ( 1) ( )
2 21 23

22

( 1) ( 1) ( 1)
3 31 32

33

1

1

1

n n n

n n n

n n n

x b a y a z
a

y b a x a z
a

z b a x a y
a

+

+ +

+ + +

 = − − 

 = − − 

 = − − 

 

و بی کے طریقہ پر ات  اصلاح / بہتری  طریقہ کی  
 ن ک
خ

 کی جاسکتی ہے۔ ہم غور کرتے ہیں کہ یہ طریقہ گاس 

 

تکرار مطلوبہ صحت کے حامل ہونے ت

و بی کے مقابلے۔ 
ن ک  
خ

ا تیز مستدق ہے گاس 

 

گ
ُ
ا ہے۔ بلکہ گاس سیڈل د

 

زین قیمتوں کو استعمال کرتے ہوئے جلد استدقاق ہوی

 

ازہ ی

 

 ہے۔ جس میں ی

 گاس سیڈل کے طریقہ پر حل کیجیے ۔   1مثال  

5 2 12

4 2 15

2 5 20

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

زائے استدقاق  ۔حل    ہم دیکھتے ہیں کہ تکراری طریقہ کے اطلاق کی شرائط ی 

11 12 13a a a +  

22 21 23a a a +  

32    اور   31 32a a a + 

 پوری ہوتی ہیں۔ 

 چنانچہ اطلاق کے پیش رفت میں دیے گئے مساوات سے  

 

 

 

1
12 2

5
1

15 2
4
1

20 2
5

x y z

y x z

z x y

= − −

= − −

= − −

 

 اب پہلے تقربہ کا عمل اس طرح ہوگا۔

(1) (0) (0) (0) (0)1
12 2 , 0, 0

5
2.40

x y z y z = − − = = 

=
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 اور  

(1) (1) (0) (1) (0)1
15 2 , 2.4, 0

4
y x z x z = − − = = 

 

 (1) 1
15 2.4 0 3.15

4
y = − − = 

 اور پھر  

(1) (1) (1) (1) (1)1
20 2 , 2.4, 3.15

5
z x y x y = − − = = 

 

 (1) 1
20 2.4 2(3.15) 2.26

5
z = − − = 

 دوسرا تقربہ یوں بنے گا  

(2) (1) (1)

(2) (2) (1)

(2) (2) (2)

1
12 2

5
1

15 2
4
1

20 2
5

x y z

y x z

z x y

 = − − 

 = − − 

 = − − 

 

ز کریں گے۔ 
 
ذول میں ظاہ  اسی طرح پیش رفت ہوگی ان کی قیمتوں کو خ 

𝑧(𝑛+1) 𝑦(𝑛+1) 𝑥(𝑛+1) 𝑛 

2.26 
2.8832 
2.9922 
3.0022 
3.0010 
3.0002 
3.0002 
3.0000 
3.0000 

3.15 
2.448 
2.0973 
2.0132 
2.0003 
1.9996 
1.9997 
1.9999 
2.0000 

2.4 
0.688 
0.8441 
0.9626 
0.9942 
0.9997 
1.0001 
1.0000 
1.0000 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

ز ہے کہ طریقہ 
 
ذول سے ظاہ ,1خ  2, 3x y z= =  پر مستدق ہے۔ =

زق کو پہچانے۔  طلبا  :  نوٹ

 

و بی کے طریقہ پر حل کیا گیا ملاحظہ کریں اور دونوں طریقوں میں ق
ن ک  
خ

 پچھلی اکائی میں اسی سوال کو گاس 

 گاس سیڈل کے طریقہ سے حل کرو۔ ۔   2مثال  

3 3

2 8 5

2 9 8

x y z

x y z

x y z

+ − =

− + = −

− + =

 

 استدقاق کی شرائط   ۔ حل 

11 12 13 3 1 1a a a +   + −  

22 21 23 8 2 1a a a +  −  +  
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32 31 32 9 1 2a a a +   + −  

زھانے پر 

 

ذا گاس سیڈل کا طریقہ آگے ی 

 

ٰ
زتی ہیں۔ ل

 

 پوری اُی

 

 

 

1
3

3
1

5 2
8
1

8 2
9

x y z

y x z

z x y

= − +

= + +

= − +

 

 ابتدائی تقربہ میں  

(1) (0) (0) (0) (0)

(1)

1
3 , 0, 0

3

1

x y z y z

x

 = − + = = 

 =

 

(1) (1) (0) (1) (0)1
5 2 , 1, 0

8
y x z x z = + + = =   

 (1) 1
5 2(1) 0 0.875

8
y = + + =  

 اور  

(1) (1) (1)1
8 2

9
z x y = − +   

 (1) (1) (1)1
8 1 2(0.875) 0.9722 1, 0.875

9
z x y = − + = = = 

 پھر دوسرا تقربہ یوں حاصل کیا جائے گا۔

(2) (1) (1)

(2) (2) (1)

(2) (2) (2)

1
3

3
1

5 2
8
1

8
9

x y z

y x z

z x y

 = − + 

 = + + 

 = − + 

 

ز کریں گے۔
 
ذول میں ظاہ   خ 

 
ذ تقرت زی 

 

 اور ان کی قیمتیں اور م

𝑧(𝑛+1) 𝑦(𝑛+1) 𝑥(𝑛+1) 𝑛 

0.9722 
0.9974 
1.0000 
0.9999 
0.9999 
0.9999 
0.9999 
1  

0 875 

1 0046 

0 9990 

1 0000 

0 9999 

0 9999 

0 9999 

1  

1 

1 0324 

0 9976 

1 0003 

0 9999 

1 

1 

1 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

ا ہے کہ طریقہ 

 

ذول سے معلوم ہوی ,1 خ  2, 3x y z= =  پر مستدق ہے۔  =
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 طریقہ سے دیے گئے نظام مساوات کو حل کیجیے۔گاس سیڈل کے ۔  3مثال  

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 410 2 3, 2 10 15, 10 2 27, 2 10 9− − − = − + − − = − − + − = − − − + = −x x x x x x x x x x x x x x x x

 بہ آسانی دیکھا جاسکتا ہے کہ استدقاق کی شرائط اس نظام کے لیے پوری ہوتی ہیں۔ جوکہ   ۔حل  

11 12 13 14a a a a + +  

22 21 23 24a a a a + +  

33 31 32 34a a a a + +
 

44 41 42 43a a a a + +
 

ذا گاس سیڈل کے طریقہ کے اطلاق پر  

 

ٰ
 ل

 

 

 

1 2 3 4

2 1 3 4

3 1 2 4

1
3 2

10
1

15 2
10
1

27 2
10

x x x x

x x x x

x x x x

= + + +

= + + +

= + + +
 

 4 1 2 3

1
9 2

10
x x x x= − + + +  

 پہلے مرحلے میں  

(1) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
1 2 3 4 2 3 4

1
3 2 , 0, 0, 0

10
x x x x x x x = + + + = = = 

 

 (1)
1

1
3 0 0 0 0.3

10
x = + + + =

 

(1) (1) (0) (0) (1) (0) (0)
2 1 3 4 1 3 4

1
15 2 , 0.3, 0, 0

10
x x x x x x x = + + + = = = 

 

 (1)
2

1
15 2(0.3) 0 0 1.56

10
x = + + + =

 

(1) (1) (1) (0) (1) (1) (0)
3 1 2 4 1 2 4

1
27 2 , 0.3, 1.56, 0

10
x x x x x x x = + + + = = = 

 

 (1)
3

1
27 0.3 1.56 0 2.886

10
x = + + + =

 

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
4 1 2 3 1 2 3

1
9 2 , 0.3, 1.56, 2.886

10
x x x x x x x = − + + + = = = 

 

 (1)
4

1
9 0.3 1.56 2(2.886) 0.1368

10
x = − + + + = −

 

 اور پھر دوسرا تقربہ اس طرح پر معلوم کیا جائے گا۔ 
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(2) (1) (1) (1)
1 2 3 4

(2) (2) (1) (1)
2 1 3 4

(2) (2) (2) (1)
3 1 2 4

(2) (2) (2) (2)
4 1 2 3

1
3 2

10
1

15 2
10
1

27 2
10
1

9 2
10

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

 = + + + 

 = + + + 

 = + + + 

 = − + + + 

 

ذول میں لکھنے پر    اور ان کی قیمتیں خ 

𝑥4
(𝑛+1)

 𝑥3
(𝑛+1)

 𝑥2
(𝑛+1)

 𝑥1
(𝑛+1)

 𝑛 

−0.1368 
−0.0248 
−0.0042 
−0.0008 
−0.0001 
0.0 
0.0 

2.886 
2.9566 
2.9924 
2.9987 
2.9998 
3.0 
3.0 

1.56 
1.9523 
1.9899 
1.9982 
1.9997 
1.9999 
2.0 

0.3 
0.8869 
0.9836 
0.9968 
0.9994 
0.9999 
1.0 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

نتیجہ یہ نکلا کہہ  
1 2 3 41, 2, 3, 0x x x x= = =  مستدق حل ہے۔=

و بی پر حل کیا جائے ت یہ  نوٹ : 
 ن ک
خ

ا ہے۔  12یہی سوال اگر گاس 

 

 تکرار بعد مستدق ہوی

 گاس سیڈل کے طریقہ سے حل کیجیے۔۔  4مثال  

13 5 3 18,2 12 4 13,3 4 10 29,2 3 9 31+ − + = + + − = − + + = + − + =x y z w x y z w x y z w x y z w 

زتیب پر رکھی گے۔ ۔حل  

 

 مساوات کو ہم اس ی

 

 

 

 

1
18 5 3

13
1

13 2 4
12
1

29 3 4
10
1

31 2 4 3
9

x y z w

y x z w

z x y w

w x y z

= − + −

= − − +

= − + −

= − − +

 

 پہلا تقربہ اس طرح محسوب کیا جائے گا۔ 

(1) (0) (0) (0) (0) (0) (0)1
18 5 3 , 0, 0, 0

13
x y z w y z w = − + − = = =   

(1) 1.3846x =  

 

(1) (1) (0) (0) (1) (0) (0)

(1)

1
13 2 4 , 1.3846, 0, 0

12
1

13 2(1.3846) 0 0 0.8525
12

y x z w x z w

y

 = − − + = = = 

 = − − + =
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 

(1) (1) (1) (0) (1) (1) (0)

(1)

1
29 3 4 , 1.3846, 0.8525, 0

10
1

29 3(1.3846) 4(0.8525) 0 2.8256
10

z x y w x y w

z

 = − + − = = = 

 = − + − =

 

 

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

(1)

1
31 2 3 , 1.3846, 0.8525, 2.8256

9
1

31 2(1.3846) (0.8525) 3(2.8256) 4.2608
9

w x y z x y z

w

 = − − + = = = 

 = − − + =

 

 پھر دوسرا تقربہ اس طرح محسوب کیا جائے گا۔

(2) (1) (1) (1)

(2) (2) (1) (1)

(2) (2) (2) (1)

(2) (2) (2) (2)

1
18 5 3

13
1

13 2 4
12
1

29 3 4
10
1

31 2 3
9

x y z w

y x z w

z x y w

w x y z

 = − + − 

 = − − + 

 = − + − 

 = − − + 

 

زین قیمتوں کو 

 

ازہ ی

 

ا ہے۔ی اد رہے کہ ہمیشہ اس طریقہ میں ی

 

ذول میں ان تقربوں کی قیمتوں کو درج کیا جای  استعمال کیا جائے گا۔ ذیل کے خ 

𝑤(𝑛+1)
 𝑧(𝑛+1) 𝑦(𝑛+1) 𝑥(𝑛+1) 𝑛 

4.2608 
3.8693 
4.0145 
3.9956 
4.0005 
3.9998 
4.0000 
4.0000 

2.8256 
2.8747 
3.0120 
2.9956 
3.0005 
2.9998 
3.0000 
3.0000 

0.8525 
2.0379 
1.9724 
2.0018 
1.9991 
2.0000 
1.9999 
2.0000 

1.3846 
1.3810 
0.9665 
1.0122 
0.9986 
1.0004 
0.9999 
1.0000 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

ز ہے  
 
,2 ,1تقربوں سے ظاہ  3,  4x y z w= = =  دیے گئے نظام مساوات کا حل ہے۔=

 گاس سیڈل کے طریقہ پر حل کرو۔ ۔  5مثال  

10 5 6

11 3 25

2 10 11

3 8 15

x y z

x y z w

x y z w

y z w

− + =

− + − + =

− + − = −

− + =

 

زتیب بدل کر لکھنے پر  ۔حل  

 

 مساوات کی ی
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 

 

 

 

1
6

10
1

25 3
11
1

11 2
10
1

15 3
8

x y z

y x z w

z x y w

w y z

= + −

= + + −

= − − + +

= − +

 

 اس کا پہلا تقربہ اس طرح محسوب کیا جائے گا۔

(1) (0) (0) (0) (0)

(1)

1
6 , 0, 0

10

0.6

x y z y z

x

 = + − = = 

 =

 

 

(1) (1) (0) (0) (1) (0) (0)

(1)

1
25 3 , 0.6, 0, 0

11
1

25 0.6 0 0 2.3272
11

y x z w x z w

y

 = + + − = = = 

 = + + − =
 

 

(1) (1) (1) (0) (1) (1) (0)

(1)

1
11 2 , 0.6, 2.3272, 0

10
1

11 2(0.6) 2.3272 0 0.9873
10

z x y w x y w

z

 = − − + + = = = 

 = − − + + = −
 

 

(1) (1) (1) (1) (1)

(1)

1
15 3 , 2.3272, 0.9873

8
1

15 3(2.3272) 0.9873 0.8789
8

w y z y z

w

 = − + = = − 

 = − − =
 

 دوسرا تقربہ اس طرح معلوم کیا جائے گا۔ 

(2) (1) (1)

(2) (2) (1) (1)

(2) (2) (2) (1)

(2) (2) (2)

1
6

10
1

25 3
11
1

11 2
10
1

15 3
8

x y z

y x z w

z x y w

w y z

 = + − 

 = + + − 

 = − − + + 

 = − + 

 

ز کیے جاتے ہیں۔ 
 
ذول میں ظاہ  اور اسی طرح آگے معلوم کیے جائیں گے اور قیمتیں درج ذیل خ 
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𝑤(𝑛+1)
 𝑧(𝑛+1) 𝑦(𝑛+1) 𝑥(𝑛+1) 𝑛 

0 8789 

0 9843 

0 9983 

0 9998 

1 0058 

1 0037 

1 0037 

1 0040 

1 0059 

1 0059 

−0.9873 
−1.0144 
−1.0025 
−1.0003 
−0.9809 
−0.9978 
−0.9803 
−0.9804 
−0.9787 
−0.9797 

2.3272 
2.0369 
2.035 
2.0003 
1.9409 
1.9908 
1.9899 
1.9899 
1.9913 
1.9908 

0.6 
1.0301 
1.00659 
1.0008 
0.90006 
0.89718 
0.8988 
0.8988 
0.8970 
0.897 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

 ویں تقربہ پر حاصل شدہ حل یہ ہے۔9

0.897, 1.9908, 0.9797, 1.0059X y z w= = =  صحیح ہے۔  3جو اعشاریہ کے تقریباً  =

 

 مقامات ت

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 8.3

متغیرات پر مشتمل مساوات کو حل کیا۔ گاس   4اور  3اس اکائی میں ہم نے گاس سیڈل کے طریقہ کی تشریح دیکھی اور اس کے مطابق 

ز 

 

و بی کا طریقہ۔ خاصی تعداد میں مثالوں کو حل کیا گیا۔سیڈل کا طریقہ ہم نے دیکھا کہ یہ تیز ی
 ن ک
خ

 مستدق ہے بمقابلہ گاس 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 8.4

و بی طریقہ کے۔
 ن ک
خ

  گاس سیڈل کا طریقہ دو درجہ تیز ی ای ا گیا۔ استدقاق کے اعتبار سے بمقابلہ گاس 

اکائی    : اکائی    7نوٹ  اکہ    8اور 

 

ی گیا  لای ا  ز بحث  زی  کو  وہی مثالوں  اور    طلبا   میں تقریباً  آسانی سے سمجھ سکیں  کو  زق 

 

ق دونوں طریقوں کے حل میں 

 مماثلت بھی جان لیں۔

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  8.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 8.5.1

ز کیجیے۔ ُ
 خالی جگہوں کو ی 

 ــگاس سیڈل کے طریقہ کو   .1  بھی کہتے ہیں۔  ـــــــــــــــــــ

ز طریقہ  .2

 

 ــتکراری طریقوں میں تیزی  ہے۔ ـــــــــــــــــــ

2 ,پہلا تقربہ مساوات  .3 8, 2 5 21x y x y+ = +  ہوگا۔ ـــــــــــــــــــــکے لیے گاس میڈل کے مطابق   =

اندہی کیجیے۔ 

 
 

 صحیح جواب کی ن

 ہے  .4

 
 

  کہ گاس سیڈل کے طریقہ کا اطلاق اس وق
 

 ہے۔  A _____________  ج
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(a)  متشاکل  (b) متشاکل مثبت   (c) صفر  (d)  مساوی 

 یہ ہے کہ  (Limitation) گاس سیڈل کے طریقہ کی حد بندی  .5

(a) ا ہے

 

زس پر اطلاق ہوی

 

ز کے مای

 

و بی سے زی ادہ مشکل ہے(b) غیرصفر اولیٰ وی
 ن ک
خ

 گاس 

(c)  طریقہ ہے یہ تکراری    (d) اس کا استدقاق قطعی نہیں ہے 

  اور    گاس سیڈل کے پہلے تقربہ کی قیمتیں مساوات کے لیے  .6

(a)  (1, 0.75) (b) (0.25, 1)  (c) (0, 0)   (d) (1, 0.65) 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  8.5.2

 کیجیے۔گاس سیڈل کے طریقہ کی تشریح   .1

 :پہلا اور دوسرا تقریہ گاس سیڈل کے مطابق معلوم کرو .2

(i). 
83 11 4 95

7 52 13 104

8 29 71

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ + =

+ + =

 

 

(ii). 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

10 2 3

2 10 15

10 2 74

2 10 9

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

− − − =

− + − − =

− − + − =

− − − + = −

 

(iii). 
2 8

2 3 4 20

4 3 2 16

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

(iv.) 
10 2 9

2 20 2 44

2 3 10 22

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ − = −

− + + =

 (Long Answer Type Questions)حامل سوالاتطویل جوای ات کے  8.5.3

 میں درج سوالات کو گاس سیڈل کے طریقہ پر حل کرو۔  2مندرجہ ی الا سوال  .1

ز کردہ اکتسابی مواد 8.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Numerical Methods for Scientific &Extra Computation – M.K. Jain, SRK Jain & R.K. Jain. 

2. Introductory Methods of Numerical Analysis – SS Sastry. 
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زقی 9اکائی 

 

۔محدود ق  

(Finite Differences) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   9.0

 مقاص    9.1

زقی    9.2

 

 محدود ق

زقی  9.2.1 

 

 مقدم ق

زقی  9.2.2 

 

ز ق

 

 موج

  𝐸عامل  متبادل   9.2.3 

زقی  9.2.4 

 

زبی کثیر رکنی کے ق

 

 ق

ا معلوم ات  ی ا زی ادہ   9.2.5 

 

ا ی

 

 ارکان کو معلوم کری

 9.2.6   

 

 
 ات  کثیر رکنی کی ضربی طریق کتات

چڈذگی   9.2.7 

ٰ عل

 عوامل کی 

زقی  9.2.8 

 

 صفر کے ق

 اکتسابی نتائج    9.3

 کلیدی الفاظ   9.4

 نمونہ امتحانی سوالات    9.5

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات  9.5.1 

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات   9.5.2 

 طویل جوای ات کے حامل سوالات  9.5.3 

ز کردہ اکتسابی مواد    9.6 

 

  تجوی 
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 ( Introduction)تمہید 9.0

الیز   

 

ای زبحث لائیں گے۔ جن کے عددی  زقوں کے تصور کو پیش کرتے ہوئے اس سے متعلقہ اطلاقات کو زی 

 

اس اکائی میں ہم محدود ق

زقوں کو بھی تعارف کرائینگے۔میں بہت زی ادہ 

 

ز ق

 

 افادات ہیں۔ اس اکائی میں ہم دو اہم عوامل مقدم اور موج

 ( Objectives)مقاص 9.1

 ہوجائیں گے کہ وہ   اس اکائی ختم کرنے کے بعد طلبا 
 
 اس قاب

  کرسکیں گے۔ •

 

ذول کو مرت زقوں کے خ 

 

ز ق

 

ذول اور موج زقوں کے خ 

 

 مقدم ق

 کرسکیں گے۔  •

 

 
 کسی کثیر رکنی کو ضربی طریقہ کفات

ا معلوماات  ی ا زی ادہ  •

 

 رکان کو معلوم کرسکیں گے۔ی

زقوں کو محسوب کرسکیں گے۔ •

 

 صفر کے ق

زقی 9.2

 

 (Finite Differences)محدود ق

زض کرو کہ  

 

𝑦 اور اس کے متعلقہ  𝑥 ق = 𝑓(𝑥)  کی  قیمتیں دی گئیں ہیں 

 

  کسی  

 

ذول کے درمیان کوئی قیمت ہے کے لیے 𝑥𝑖ت ا ہے۔ 𝑦  جو خ 

 

ا تحریف کہلای

 

 کا تخمینہ کری

زقی م مقد  9.2.1

 

 ( Forward Differences)ق

𝑦  :تعریف  =  𝑓(𝑥)تفاعل ممیز  ات   کہ   (Discrete Function) اگر  کرو  زض 

 

اورق  ہے۔ 

+ + + 

کے   وقفہ  قیمتیں   𝑥 مساوی  متعلقہ   (Arguments) کی  کے  اس  قیمتیں   𝑦 اور   (Entries)کی 

( ) ( ) ( ) ( )+ +  ہیں۔+

  کسی 

 

ا ہے۔ 𝑓(𝑥) کے لیے  𝑥 ت

 

زقوں کو استعمال کرتے ہوئے حاصل کیا جای

 

 کو معلوم کرنے کے لیے درج ذیل ق

a.  زقی

 

  (Forward Differences)مقدم ق

b.  زقی

 

ز ق

 

  (Backward Differences)موج

c.  زقی

 

زی ق

 

  (Central Differences)مرک

d.   زقی

 

  (Divided Differences)منقسم ق
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زقی اور ان کے درمیان رشتوں پر بحث کریں گے۔

 

ز ق

 

زقی اور موج

 

 اس اکائی میں ہم مقدم ق

زقی 

 

 ق

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 = + −

 + = + − +

 + − = + − + −

 

زق کہلاتے ہیں۔ یہاں 

 

ا ہے۔ ی اد رہے    انہیں پہلے درجہ کے مقدم ق

 

زقی عامل کہلای

 

 کو )ڈیلٹا( مقدم ق

( ) ( ) ( ) = + − 

 یعن

+

 = −

 = −

 = −

 

زقی کہا جائے گا۔ 

 

زقوں کو دوسرے درجہ کے مقدم ق

 

زقوں کے ق

 

 یعن پہلے درجہ کے مقدم ق

( ) ( ) ( ) =  + −  

 ی ا 

( ) ( )
 =  − 

= − − −

= − +

 

 اسی طرح  

− −

+

 =  − 

 =  − 

 =  − 

 

ذول یوں بنے گا۔  زقوں کا خ 

 

 مقدم ق

3𝑦 

2𝑦 𝑦 𝑦 =  𝑓(𝑥) 𝑥 

3𝑦0 

2𝑦0 

2𝑦1 

𝑦
0
 

𝑦
1
 

𝑦
2
 

𝑦0 

𝑦1 

𝑦2 

𝑦3 

𝑥0 

𝑥1 = 𝑥0 + ℎ 

𝑥1 = 𝑥0 + 2ℎ 

𝑥1 = 𝑥0 + 3ℎ 
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= 𝑦 اگر   ۔ 1مثال    𝑓(𝑥) 0)نقاط, 1), (1, 4), 2, 13), (3, 34)   

 

ا ہے ت

 

جو تیسرے درجہ کا کثیر رکنی ہوگا معلوم  𝑓(𝑥) سے گذری

 کیجیے۔

ذول درج ذیل ہے۔  حل ۔ زقوں کا خ 

 

 دیے گئے نقاط کے مطابق مقدم ق

3𝑦 

2𝑦 𝑦 𝑦 =  𝑓(𝑥) 𝑥 

[6] 
[6] 
12 

[3] 
9 

21 

[1] 
4 

13 

34 

0 

1 

2 

3 

 اب 

𝑓(𝑥) = 𝑦 = 𝑦0 + 𝑥𝐶1∆𝑦0 + 𝑥𝐶2∆
2𝑦0 + 𝑥𝐶3∆

3𝑦0  

= 1 +
𝑥

1!
(3) +

𝑥(𝑥 − 1)

2!
× 6 +

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

3!
× 6 

= 1 + 3𝑥 + 3𝑥(𝑥 − 1) + 𝑥(𝑥2 − 3𝑥 + 2) 

= 1 + 3𝑥 + 3𝑥2 − 3𝑥 + (𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥) 

= 𝑥3 + 2𝑥 + 1 

ذول تشکیل دیجیے۔  ۔ 2مثال   زقوں کا خ 

 

ذول کا مقدم ق  دیے گئے خ 

30 25 20 15 10 5 𝑥 

8660 9063 9397 9659 9848 9962 𝑦 

ذول ملاحظہ کیجیے؟ دیے گئے حل ۔ زقوں کا خ 

 

 قیمتوں کا مقدم ق

5𝑦 

4𝑦 

3𝑦 

2𝑦 𝑦 𝑦 =  𝑓(𝑥) 𝑥 

3 

−1 

2 

[2] 
1 

3 

[−75] 
−73 

−72 

−69 

[−114] 
−189 

−262 

−334 

−403 

[9962] 
9848 

9659 

9397 

9063 

8660 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

∆حل کیجیے:   ۔  3مثال   tan−1 𝑥 

 حل ۔ 

∆ tan−1 𝑥 = tan−1(𝑥 + ℎ) − tan−1 𝑥 

= tan−1 (
𝑥 + ℎ − 𝑥

1 + 𝑥(𝑥 + ℎ)
) 

= tan−1 (
ℎ

1 + 𝑥2 + 𝑥ℎ
) 

 مشقی سوالات 
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(i) حل کیجیے ∆𝑒𝑎𝑥 

(ii) حل کیجیے ∆𝑥2 

 ۔ 4مثال  

2 [
5𝑥+12

𝑥2+5𝑥+6
زق وقفہ  [

 

 ہے۔  ’1‘ معلوم کیجیے جہاں ق

زوی کشروں کی مدد سے  حل۔ 

 

 
 ج

5𝑥 + 12

𝑥2 + 5𝑥 + 6
=

5𝑥 + 12

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)
=

2

𝑥 + 2
+

3

𝑥 + 3
 

  

 

 ت

2
[
5𝑥 + 12

𝑥2 + 5𝑥 + 6
] =

2
[
2

𝑥 + 2
+

3

𝑥 + 3
] 

= ∆ [∆ {
2

𝑥 + 2
+

3

𝑥 + 3
}] 

= ∆ [∆ {
2

𝑥 + 2
} + ∆ {

3

𝑥 + 3
}] 

= ∆ [2 {
1

𝑥 + 1 + 2
−

1

𝑥 + 2
} + 3 {

1

𝑥 + 1 + 3
−

1

𝑥 + 3
}] 

= ∆ [2 {
1

𝑥 + 3
−

1

𝑥 + 2
} + 3 {

1

𝑥 + 4
−

1

𝑥 + 3
}] 

= −2∆ {
1

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)
} − 3∆ {

1

(𝑥 + 3)(𝑥 + 4)
} 

= −2 {
1

(𝑥 + 3)(𝑥 + 4)
−

1

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)
}

− 3 {
1

(𝑥 + 4)(𝑥 + 5)
−

1

(𝑥 + 3)(𝑥 + 4)
} 

=
−2

(𝑥 + 3)
{

1

(𝑥 + 4)
−

1

(𝑥 + 2)
} −

3

(𝑥 + 4)
{

1

(𝑥 + 5)
−

1

(𝑥 + 3)
} 

=
4

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)(𝑥 + 4)
+

6

(𝑥 + 3)(𝑥 + 4)(𝑥 + 5)
 

=
1

(𝑥 + 3)(𝑥 + 4)
[

4

(𝑥 + 2)
+

6

(𝑥 + 5)
] 

=
2(5𝑥 + 3)

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)(𝑥 + 4)(𝑥 + 5)
 

2∆۔ 5مثال   cos 2𝑥معلوم کیجیے۔ 

 حل ۔ 

∆2 cos 2𝑥 = ∆[∆ cos 2𝑥] 

= ∆[cos 2(𝑥 + ℎ) − cos 2𝑥] 

= ∆ cos(2𝑥 + 2ℎ) − ∆ cos 2𝑥 

= {cos(2(𝑥 + ℎ) + 2ℎ) − cos(2𝑥 + 2ℎ)} − {cos 2(𝑥 + ℎ) − cos 2𝑥} 
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= {cos(2𝑥 + 4ℎ) − cos(2𝑥 + 2ℎ)} − {cos 2(𝑥 + ℎ) − cos 2𝑥} 

= −2 sin(2𝑥 + 3ℎ) sin ℎ + 2 sin(2𝑥 + ℎ) sin ℎ 

= −2 sin ℎ [sin(2𝑥 + 3ℎ) − sin(2𝑥 + ℎ)] 

= −2 sin ℎ [2cos(2𝑥 + 3ℎ) sin ℎ] 

= −4 sin2 ℎ cos(2𝑥 + 3ℎ) 

𝑓(𝑥) اگر  ۔  6مثال   = 𝑥2 + 2𝑥 + ℎ  اور   ہو1 =  معلوم کرو۔ 𝑓(𝑥)∆ ہو ت 2

𝑓(𝑥)∆تعریف کے مطابق    حل ۔ = 𝑓(𝑥 + 2) − 𝑓(𝑥) اور چوں کہ ℎ =  ہے۔ اس لیے 2

∆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 2) − 𝑓(𝑥) 

= (𝑥 + 2)2 + 2(𝑥 + 2) + 1 − 𝑥2 − 2𝑥 − 1 

= 𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 2𝑥 + 4 + 1 − 𝑥2 − 2𝑥 − 1 

= 4𝑥 + 8 

𝑛∆حل کیجیے:   ۔7مثال   sin(𝑎𝑥 + 𝑏) 

∆     چوں کہ  حل ۔ sin(𝑎𝑥 + 𝑏) = sin(𝑎(𝑥 + ℎ) + 𝑏) − sin(𝑎𝑥 + 𝑏) 

= 2 cos
(𝑎𝑥 + 𝑎ℎ + 𝑏 + 𝑎𝑥 + 𝑏)

2
 sin

(𝑎𝑥 + 𝑎ℎ + 𝑏 − 𝑎𝑥 − 𝑏)

2
 

= 2 sin
𝑎ℎ

2
cos (𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝑎ℎ

2
)  

= 2 sin
𝑎ℎ

2
sin (

𝜋

2
+ 𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝑎ℎ

2
) 

= 2 sin
𝑎ℎ

2
sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝜋 + 𝑎ℎ

2
) 

  

 

 ت

∆2 sin(𝑎𝑥 + 𝑏) = ∆ [2 sin
𝑎ℎ

2
sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝜋 + 𝑎ℎ

2
)] 

= 2 sin
𝑎ℎ

2
2 sin

𝑎ℎ

2
 sin (𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝜋 + 𝑎ℎ

2
+
𝜋 + 𝑎ℎ

2
) 

= (2 sin
𝑎ℎ

2
)
2

sin (𝑎𝑥 + 𝑏 + 2 (
𝜋 + 𝑎ℎ

2
))  

 ہیں کہ  

 

 اسی طرح ہم سمجھ سکت

∆3 sin(𝑎𝑥 + 𝑏) = (2 sin
𝑎ℎ

2
)
3

sin (𝑎𝑥 + 𝑏 + 3 (
𝜋 + 𝑎ℎ

2
)) 

 اس لیے 

∆𝑛 sin(𝑎𝑥 + 𝑏) = (2 sin
𝑎ℎ

2
)
𝑛

sin (𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑛 (
𝜋 + 𝑎ℎ

2
)) 
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 کیجیے۔ 

 

 
ات

 

 مشقی سوالات : ی

∆𝑛 cos(𝑎𝑥 + 𝑏) = (2 sin
𝑎ℎ

2
)
𝑛

cos (𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑛 (
𝜋 + 𝑎ℎ

2
)) 

 (∆ Algebraic Properties of Operator)کی الجبرائی خصوصیات  عامل  

 کی الجبرائی اہم خصوصیات کو بیان کریں گے۔  اس سکشن میں ہم  

ا ہے۔ چوں کہ   .1

 

زق صفر ہوی

 

𝑎کسی مستقل رکن کا مقدم ق = 𝑎 − 𝑎 = 0 ‘𝑎’  مستقل رکن ہے۔ 

2. ∆[𝑎𝑓(𝑥)] = 𝑎∆𝑓(𝑥) 

[𝑎𝑓(𝑥)]∆   چوں کہ   = 𝑎𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑎𝑓(𝑥) 

= 𝑎[𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)] 

= 𝑎∆𝑓(𝑥) 

3. ∆[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] = ∆𝑓(𝑥) + ∆𝑔(𝑥) 

  کہ  چوں

∆[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] = [𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑔(𝑥 + ℎ)] − [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] 

= [𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)] + [𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)] 

= ∆𝑓(𝑥) + ∆𝑔(𝑥) 

  یہ بھی کہا جاسکتا ہے کہ   ’𝑏‘ اور   ’𝑎‘ اور اگر 

 

 مستقل ہیں ت

∆[𝑎𝑓 + 𝑏𝑔] = 𝑎∆𝑓 + 𝑏∆𝑔 

4.  ∆[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = 𝑓(𝑥 + ℎ)∆𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥)∆𝑓(𝑥) 

 چوں کہ  

∆[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = 𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 
= 𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥)

− 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 
= 𝑓(𝑥 + ℎ)[𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)] + 𝑔(𝑥)[𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)] 
= 𝑓(𝑥 + ℎ)∆𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥)∆𝑓(𝑥) 

5.  ∆ [
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] =

𝑔(𝑥)∆𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥)∆𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥+ℎ)𝑔(𝑥)
 

 چوں کہ

∆ [
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] =

𝑓(𝑥 + ℎ)

𝑔(𝑥 + ℎ)
−
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

=
𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ)

𝑔(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥)
 

=
𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥) − −𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ± 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥 + ℎ)𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥)
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=
𝑔(𝑥)[𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)] − 𝑓(𝑥)[𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)]

𝑔(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥)
 

=
𝑔(𝑥)∆𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)∆𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥)
 

 

∆    ۔ 8مثال   sin 3𝑥 cos 𝑥 کو معلوم کیجیے۔ 

2  ہم جانتے ہیں کہ   حل ۔ sin𝐴 cos 𝐵 = sin(𝐴 + 𝐵) + sin(𝐴 − 𝐵) 

 اس لیے 

sin 3𝑥 cos 𝑥 =
1

2
[2𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥] 

=
1

2
[𝑠𝑖𝑛 4𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 2𝑥] 

 ⇒ ∆(𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥) =
1

2
[∆𝑠𝑖𝑛 4𝑥 + ∆𝑠𝑖𝑛 2𝑥] 

=
1

2
[𝑠𝑖𝑛 4(𝑥 + ℎ) − 𝑠𝑖𝑛 4𝑥] +

1

2
[𝑠𝑖𝑛 2(𝑥 + ℎ) − 𝑠𝑖𝑛 2𝑥] 

=
1

2
[2𝑐𝑜𝑠 2(2𝑥 + ℎ)𝑠𝑖𝑛 2ℎ + 2𝑐𝑜𝑠 2 (𝑥 +

ℎ

2
) 𝑠𝑖𝑛 ℎ] 

= cos 2(2𝑥 + ℎ)2 sin ℎ cos ℎ + cos(2𝑥 + ℎ) sin ℎ 

sinچوں کہ  { 𝐶 − sin𝐷 = 2𝑐𝑜𝑠
(𝐶+𝐷)

2
sin

(𝐶−𝐷)

2
𝑠𝑖𝑛 ℎ[2𝑐𝑜𝑠 (2𝑥 + ℎ) cos ℎ + 𝑐𝑜𝑠 (2𝑥 + ℎ)] 

𝑒2𝑥]∆  ۔ 9مثال   log 3𝑥]کو معلوم کیجیے۔ 

 ہم جانتے ہیں کہ   ۔حل  

∆[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = 𝑓(𝑥 + ℎ)∆𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥)∆𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥)یہاں   = 𝑒2𝑥 ،𝑔(𝑥) = log 3𝑥 

  

 

 ت

∆𝑓(𝑥) = 𝑒2(𝑥+ℎ) − 𝑒2𝑥 = 𝑒2𝑥(𝑒2ℎ − 1) 

 اور  

∆𝑔(𝑥) = log 3(𝑥 + ℎ) − log 3𝑥 

= log
3(𝑥 + ℎ)

3𝑥
 

= log
(𝑥 + ℎ)

𝑥
 

= log (1 +
ℎ

𝑥
) 

 چنانچہ 
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∆[𝑒2𝑥 log 3𝑥] = 𝑒2(𝑥+ℎ) log (1 +
ℎ

𝑥
) + log 3𝑥 × 𝑒2𝑥(𝑒2ℎ − 1) 

= 𝑒2𝑥 [𝑒2ℎ log (1 +
ℎ

𝑥
) + log 3𝑥 (𝑒2ℎ − 1)] 

∆  ۔ 10مثال   (
𝑥2

cos2𝑥
 کی قیمت معلوم کیجیے۔ (

زض کرو کہ     حل ۔

 

𝑓(𝑥)ق = 𝑥2  ،𝑔(𝑥) = cos 2𝑥    

 

 ت

∆𝑓(𝑥) = (𝑥 + ℎ)2 − 𝑥2 

= 𝑥2 + 2𝑥ℎ + ℎ2 − 𝑥2 

= ℎ(2𝑥 + ℎ) 

 اور  

∆𝑔(𝑥) = cos 2(𝑥 + ℎ) − cos 2𝑥 

= −2sin(2𝑥 + ℎ) sin ℎ 

cos  چوں کہ { 𝐶 − cos𝐷 = −2𝑠𝑖𝑛
(𝐶+𝐷)

2
sin

(𝐶−𝐷)

2
 اور ہم جانتے ہیں کہ  

∆ [
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] =

𝑔(𝑥)∆𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)∆𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥)
 

⇒ ∆(
𝑥2

cos 2𝑥
) =

cos 2𝑥 × ℎ(2𝑥 + ℎ) − 𝑥2(−2 sin(2𝑥 + ℎ) sin ℎ)

cos 2(𝑥 + ℎ) cos 2𝑥
 

=
ℎ(2𝑥 + ℎ) cos 2𝑥 + 2𝑥2 sin(2𝑥 + ℎ) sin ℎ

cos 2(𝑥 + ℎ) cos 2𝑥
 

زقوں کے احصا

 

 (Fundamental Theorem of Difference Calculus)کا بنیادی قضیہ      ق

   𝑛− ات  کثیر رکنی  𝑓(𝑥)  اگر 

 

ا ہو ت

 

زق   𝑛− درجہ رکھ

 

𝑛) کا مستقل رکن ہوگا اور  𝑓(𝑥) واں ق + زق صفر   (1

 

واں ق

 ہوگا۔

زض کرو کہ   ثبوت: 

 

 ق

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛, 𝑛 ∈ ℤ+ 

,𝑎0 جہاں  𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 مستقل ہیں۔ 

 تعریف کے مطابق  

∆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) 

= (𝑎0 + 𝑎1(𝑥 + ℎ) + 𝑎2(𝑥 + ℎ)
2 +⋯+ 𝑎𝑛(𝑥 + ℎ)

𝑛) − (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛) 

= (𝑎1ℎ + 𝑎2[(𝑥 + ℎ)
2 − 𝑥2] + 𝑎3[(𝑥 + ℎ)

3 − 𝑥3] + ⋯+ 𝑎𝑛[(𝑥 + ℎ)
𝑛 − 𝑥𝑛]) 

= (𝑎1ℎ + 𝑎2[2𝑥ℎ + ℎ
2] + 𝑎3[3𝑥

2ℎ + 3𝑥ℎ2 + ℎ3] + ⋯
+ 𝑎𝑛[( 𝐶𝑛 0𝑥

𝑛+𝑛𝐶1𝑥
𝑛−1ℎ+𝑛𝐶2𝑥

𝑛−2ℎ2 +⋯+ ℎ𝑛) − 𝑥𝑛]) 

∆𝑓(𝑥) = 𝑏1 + 𝑏2𝑥 + 𝑏3𝑥
2 +⋯+ 𝑏𝑛−1𝑥

𝑛−2 + 𝑛𝑎𝑛ℎ𝑥
𝑛−1                                          … (1) 

,𝑏1  جہاں 𝑏2, 𝑏3, ⋯ , 𝑏𝑛−1 مستقل ہیں۔ 
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زق پر 

 

𝑛)−   درجہ کا کثیر رکنی بدل کر  𝑛− غور کریں پہلے ق −  درجہ کا کثیر رکنی ہوا۔ اور پھر   (1

∆2𝑓(𝑥) = ∆[∆𝑓(𝑥)] = ∆[𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)] 
= ∆[𝑏1 + 𝑏2𝑥 + 𝑏3𝑥

2 +⋯+ 𝑏𝑛−1𝑥
𝑛−2 + 𝑛𝑎𝑛ℎ𝑥

𝑛−1] 
⇒ ∆2𝑓(𝑥) = [𝑏1 + 𝑏2(𝑥 + ℎ) + 𝑏3(𝑥 + ℎ)

2 +⋯+ 𝑏𝑛−1(𝑥 + ℎ)
𝑛−2 + 𝑛𝑎𝑛ℎ(𝑥 + ℎ)

𝑛−1]
− [𝑏1 + 𝑏2𝑥 + 𝑏3𝑥

2 +⋯+ 𝑏𝑛−1𝑥
𝑛−2 + 𝑛𝑎𝑛ℎ𝑥

𝑛−1] 
= 𝑏2ℎ + 𝑏3[(𝑥 + ℎ)

2 − 𝑥2] + ⋯+ 𝑏𝑛−1[(𝑥 + ℎ)
𝑛−2 − 𝑥𝑛−2]

+ 𝑛𝑎𝑛ℎ[(𝑥 + ℎ)
𝑛−1 − 𝑥𝑛−1] 

= 𝑏2ℎ + 𝑏3[2ℎ𝑥 + ℎ
2] + ⋯+ 𝑏𝑛−1[(𝑛 − 2)ℎ𝑥

𝑛−2 − 𝑥𝑛−2] + 𝑛𝑎𝑛ℎ[(𝑥 + ℎ)
𝑛−1 − 𝑥𝑛−1] 

= 𝑐2 + 𝑐3𝑥 + 𝑐4𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥

𝑛−3 + 𝑛(𝑛 − 1)ℎ2𝑐𝑛𝑥
𝑛−2                          … (2) 

,𝑐2 جہاں  𝑐3, 𝑐4, ⋯ , 𝑐𝑛−1, 𝑐𝑛 مستقل ہیں۔ 

𝑛)− غور کرو کہ  − زق پر کثیر رکنی کا ات  اور درجہ کم ہوکر  (2

 

𝑛) ویں ق − چنانچہ یہ طے کیا جاسکتا ہے کہ   درجہ کا کثیر رکنی بن گیا۔ (2

  
 

    𝑛− ج

 

زق ہوگا ت

 

 واں ق

∆n𝑓(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 1)⋯3 ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ ℎ𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−𝑛

 

 یعنی 

∆n𝑓(𝑥) = 𝑛! ℎ𝑛𝑎𝑛 

ذا     ات  مستقل رکن بن گیا

 

ٰ
ا ہے۔ ل

 

زق صفر ہوی

 

  وہ صفر ہوگا۔ اس لیے کہ مستقل کا ق

 

زق محسوب کیا جائے ت

 

 اور اگر اس کا ق

∆n+1𝑓(𝑥) = 0 

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 قضیہ ی

1)3∆  ۔ 11مثال   − 𝑥)(1 − 2𝑥)(1 − 3𝑥)کو حل کیجیے۔ 

ا ہے۔ حل۔ 

 

زق صفر ہوی

 

 چوں کہ مستقل کا ق

∆3(1 − 𝑥)(1 − 2𝑥)(1 − 3𝑥) = ∆3(−𝑥)(−2𝑥)(−3𝑥) 

= ∆3(−6𝑥3) 
= −6 × 3! = 36 

1)9∆ ۔ 12مثال   − 𝑎𝑥2)(1 − 𝑏𝑥3)(1 − 𝑐𝑥4) کو حل کیجیے۔ 

ا ہے اس لیے    حل۔ 

 

زق صفر ہوی

 

 چوں کہ مستقل کا ق

∆9(1 − 𝑎𝑥2)(1 − 𝑏𝑥3)(1 − 𝑐𝑥4) = ∆9(−𝑎𝑥2)(−𝑏𝑥3)(−𝑐𝑥4) 

 = −𝑎𝑏𝑐∆9(𝑥9) 

 = −𝑎𝑏𝑐 9! 

 کرو کہ   ۔13مثال  

 

 
ات

 

∆)∆ی + 3)(𝑒𝑥 + 𝑥) = (𝑒 − 1)2𝑒𝑥 + 3(𝑒 − 1)𝑒𝑥 +  ہے۔ ’1‘ جہاں وقفہ کا فاصلہ ،  3

 حل ۔  
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∆(∆ + 3)(𝑒𝑥 + 𝑥) = (∆2 + 3∆)(𝑒𝑥 + 𝑥) 

= ∆2𝑒𝑥 + ∆2𝑥 + 3∆𝑒𝑥 + 3∆𝑥 

= ∆(∆𝑒𝑥) + 0 + 3(𝑒𝑥+1 − 𝑒𝑥) + 3 ⋅ 1 

= ∆(𝑒𝑥+1 − 𝑒𝑥) + 3𝑒𝑥(𝑒 − 1) + 3 

= (𝑒𝑥+2 − 𝑒𝑥+1) − (𝑒𝑥+1 − 𝑒𝑥) + 3𝑒𝑥(𝑒 − 1) + 3 

= 𝑒𝑥+2 − 2𝑒𝑥+1 + 𝑒𝑥 + 3𝑒𝑥(𝑒 − 1) + 3 

= 𝑒𝑥(𝑒2 − 2𝑒 + 1) + 3𝑒𝑥(𝑒 − 1) + 3 

= 𝑒𝑥(𝑒 − 1)2 + 3𝑒𝑥(𝑒 − 1) + 3 

 کیا گیا۔ 

 

 
ات

 

 ی

زقی 9.2.2

 

ز ق

 

 (Backward Differences)موج

زقوں کو دیکھا کہ  

 

𝑓(𝑥)∆پچھلے سکشن میں ہم نے مقدم ق = 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) 

زق کہلای ا۔ اس سکشن میں ات  اور عامل

 

زق کے لیے استعمال کریں گے اور کسی تفاعل  (Nabla) ∇  پہلا مقدم ق

 

ز ق

 

کا پہلا   𝑓(𝑥) کو ہم موج

زق یہ ہوگا۔ 

 

ز ق

 

 موج

∇𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − ℎ) 

 جس کی مثالیں  

∇𝑦𝑛 = 𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 

∇𝑦𝑟 = 𝑦𝑟 − 𝑦𝑟−1 

∇2𝑦𝑟 = ∇𝑦𝑟 − ∇𝑦𝑟−1 

⋮     ⋮     ⋮ 

ذول اس طرح بنے گا۔ زقوں کا خ 

 

ز ق

 

 موج

∇3𝑦 ∇2𝑦 ∇𝑦 𝑦 𝑥 

∇3𝑦3 

∇2𝑦2 

∇2𝑦3 

∇𝑦1 = 𝑦1 − 𝑦0 

∇𝑦2 

∇𝑦3 

𝑦0 

𝑦1 

𝑦2 

𝑦3 

𝑥0 

𝑥1 = 𝑥0 + ℎ 

𝑥2 = 𝑥0 + 2ℎ 

𝑥3 = 𝑥0 + 3ℎ 

𝑦 دیے گئے   ۔ 14مثال   = 𝑙𝑜𝑔𝑥 ذول بنائیے زقوں کا خ 

 

ز ق

 

ذول پر موج  :کے خ 

50 40 30 20 10 𝑥 
1.6990 1.6021 1.4771 1.3040 1 𝑦 

3∇اور  log 40 , ∇4 log  کی قیمتیں معلوم کیجیے۔   50

ذول اس طرح بنے گا۔  حل ۔ زقوں کا خ 

 

ز ق

 

 موج
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∇4𝑦 ∇3𝑦 ∇2𝑦 ∇𝑦 𝑦 𝑥 

∇4 log 50
= −0.0508 

∇3 log 40
= 0.0738 

∇3𝑦50 = 0.0230 

−0.1249 

−0.0511 

∇2𝑦50
= −0.0281 

0.3040 

0.1761 

0.1250 

∇𝑦50 = 0.0969 

1 

1.3040 

1.4771 

1.6021 

1.6990 

10 

20 

30 

40 

50 

ذا  

 

ٰ
3∇ل log 40 = 4∇اور   0.0738 log 50 = −0.0508 

 E  /(Displacement Operator ) (Shift Operator)متبادل عامل 9.2.3

  E عامل کہتے ہیں جس کو اس طرح پر تعریف کیا جاسکتا ہے۔کو متبدل 

𝐸𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + ℎ) 

𝐸𝑦𝑥      ی ا  = 𝑦𝑥+ℎ 

𝐸2𝑓(𝑥)    اور   = E(𝐸𝑓(𝑥)) 

= E(𝑓(𝑥 + ℎ)) 

= 𝑓(𝑥 + 2ℎ) 

ذا  

 

ٰ
 ل

𝐸3𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 3ℎ) 

⋮     ⋮     ⋮ 

𝐸𝑛𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑛ℎ) 

 اور  

𝐸𝑦0 = 𝑦1 

𝐸2𝑦0 = 𝑦2 

⋮    ⋮    ⋮ 
𝐸𝑛𝑦0 = 𝑦𝑛 

 اس طرح پر عمل ہوگا۔  𝐸−1معکوس عامل  

𝐸−1𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 − ℎ) 

 تصریحات : 

1.  𝐸[𝑓(𝑥) + g(x)] = 𝐸𝑓(𝑥) + E𝑔(𝑥) 

2.    𝐸[𝑎𝑓(𝑥)] = 𝑎𝐸𝑓(𝑥) 

3.    𝐸𝑚𝐸𝑛 = 𝐸𝑚+𝑛 

4.    𝐸[∆𝑓(𝑥)] = 𝐸[𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)] 

= 𝑓(𝑥 + 2ℎ) − 𝑓(𝑥 + ℎ) 

= ∆𝑓(𝑥 + ℎ) 
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= ∆𝐸𝑓(𝑥) 

 :عوامل کے درمیان رشت 

 ∇,  دیکھے جائیں گے۔ عوامل کے درمیان رشت اس سکشن سے  𝐸 اور   ∆

(i) 𝐸 = 1 + ∆ 

𝑓(𝑥)∆  ہم جانتے ہیں کہ ثبوت۔  = 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) 

⇒ 𝑓(𝑥 + ℎ) = ∆𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) = (∆ + 1)𝑓(𝑥) 

⇒       𝐸𝑓(𝑥) = (∆ + 1)𝑓(𝑥) 

⇒                𝐸 = ∆ + 1 𝑜𝑟 ∆= 𝐸 − 1 

(ii) ∇= ∆𝐸−1 

 غور کرو کہ   ثبوت۔ 

∇𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − ℎ) 

= ∆𝑓(𝑥 − ℎ) 

= ∆𝐸−1𝑓(𝑥) 

⇒  ∇= ∆𝐸−1 

 اور  

∇𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − ℎ) 

= 𝑓(𝑥) − 𝐸−1𝑓(𝑥) 

= (1 − 𝐸−1)𝑓(𝑥) 

⇒ ∇= 1 − 𝐸−1 

(iii) (1 + ∆)(1 − ∇) = 1 

 غور کرو   ۔   ثبوت 

(1 + ∆)(1 − ∇)𝑓(𝑥) = (1 + ∆)(1 − ∆𝐸−1)𝑓(𝑥) 

= 𝐸(1 − ∆𝐸−1)𝑓(𝑥) 

= (𝐸 − ∆𝐸𝐸−1)𝑓(𝑥) 

= (𝐸 − ∆)𝑓(𝑥) 

= 1 ⋅ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

⇒ (1 + ∆)(1 − ∇) = 1 

(iv) ∇= ∇∆= ∆ − ∇ 
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 غور کرو۔  ۔ ثبوت  

∇∆𝑓(𝑥) = (∆𝐸−1)∆𝑓(𝑥) 

= ∆2𝐸−1𝑓(𝑥) 

 اور  

∇𝑓 𝑥 = ∆ ∆𝐸−1 𝑓 𝑥  

= ∆2𝐸−1𝑓(𝑥) 

⇒ ∇= ∆2𝐸−1 

⇒ ∇= ∇∆ 

 اور پھر  

( − ∇)𝑓(𝑥) = ( − ∆E−1)𝑓(𝑥) 

= (1 − E−1)𝑓(𝑥) 

= (
𝐸 − 1

𝐸
)𝑓(𝑥) 

= ∆E−1𝑓(𝑥) 

=
2
E−1𝑓(𝑥) 

⇒ ∇= ∇∆= ∆ − ∇= 2E−1 

(v) ∆𝑟𝑦𝑘 = ∇𝑟𝑦𝑘+𝑟 

 ۔ ثبوت  

∇𝑟𝑦𝑘+𝑟 = (1 − E
−1)𝑟𝑦𝑘+𝑟 

= (1 −
1

𝐸
)
𝑟

𝑦𝑘+𝑟 

= (
𝐸 − 1

𝐸
)
𝑟

𝑦𝑘+𝑟 

= ∆rE−r𝑦𝑘+𝑟 

= ∆𝑟𝑦𝑘 

)حل کیجیے۔ ۔ 15مثال  
∆2

𝐸
) 𝑥3 

 حل ۔  

(
∆2

𝐸
)𝑥3 =

(𝐸 − 1)2

𝐸
𝑥3 

=
𝐸2 − 2𝐸 + 1

𝐸
𝑥3 
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= (𝐸 − 2 +
1

𝐸
) 𝑥3 

= 𝐸𝑥3 − 2𝑥3 + 𝐸−1𝑥3 

= (𝑥 + ℎ)3 − 2𝑥3 + (𝑥 − ℎ)3 

= 𝑥3 + 3𝑥2ℎ + 3𝑥ℎ2 + ℎ3 − 2𝑥3 + 𝑥3 − 3𝑥2ℎ + 3𝑥ℎ2 − ℎ3 

= 6𝑥ℎ2 

 : حل کیجیے۔ مشقی سوالات 

(i) (∆2𝐸3)𝑥3 

(ii) (𝐸−1∆)𝑥3 

زقی  9.2.4

 

 (Differences of Factorial Polynomial)ضربیہ کثیر رکنی کے ق

ا ہے۔  تعریف : 

 

ز کیا جای
 
 ات  ضربیہ کثیر رکنی کو اس طرح ظاہ

𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑥 − ℎ)(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 1)ℎ), 𝑛 ∈ ℤ+ 

ℎ اگر وقفہ  = 1   

 

 ت

𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)⋯ (𝑥 − 𝑛 + 1), 𝑛 ∈ ℤ+ 

𝑥(1)        اور   = 𝑥 

𝑥(2) = 𝑥(𝑥 − 1) 

𝑥(3) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) 

 وغیرہ۔

زقوں کے لیے  𝑥(𝑛) اب 

 

 کے ق

∆𝑥(𝑛) = (𝑥 + ℎ)(𝑛) − 𝑥(𝑛) 

= [(𝑥 + ℎ)𝑥(𝑥 − ℎ)(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 2)ℎ)]

− [𝑥(𝑥 − ℎ)(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 1)ℎ)] 

= [𝑥(𝑥 − ℎ)(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 2)ℎ)][𝑥 + ℎ − (𝑥 − (𝑛 − 1)ℎ)] 

= 𝑛ℎ[𝑥(𝑥 − ℎ)(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 2)ℎ)] 

= 𝑛ℎ𝑥(𝑛−1) 

∆𝑥(𝑛) = 𝑛ℎ𝑥(𝑛−1) 

 اور  
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∆2𝑥(𝑛) = ∆(∆𝑥(𝑛)) 

= ∆(𝑛ℎ𝑥(𝑛−1)) 

= 𝑛ℎ(𝑛 − 1)ℎ𝑥(𝑛−2) 

= 𝑛(𝑛 − 1)ℎ2𝑥(𝑛−2) 

 اسی طرح  

∆3𝑥(𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)ℎ3𝑥(𝑛−3) 

زق  

 

 اور پھر عمومی ق

∆𝑛𝑥(𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)⋯3 ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ ℎ𝑛 

= 𝑛! ⋅ ℎ𝑛 

 اور  

∆𝑚𝑥(𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)⋯3 ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ ℎ𝑛 

𝑚  اگر > 𝑛   

 

 ت

∆𝑚𝑥(𝑛) = 0 

𝑦𝑥 ۔ 16مثال   = (3𝑥 + 1)(3𝑥 + 4)⋯ (3𝑥 + زق معلوم کیجیے۔ (22

 

 کا چوتھا ق

 حل ۔ 

𝑦𝑥 = (3𝑥 + 1)(3𝑥 + 4)(3𝑥 + 7)(3𝑥 + 10)(3𝑥 + 13)(3𝑥 + 16)(3𝑥 + 19)(3𝑥 + 22) 

= 38 (𝑥 +
1

3
) (𝑥 +

4

3
) (𝑥 +

7

3
) (𝑥 +

10

3
) (𝑥 +

13

3
) (𝑥 +

16

3
) (𝑥 +

19

3
) (𝑥 +

22

3
) 

= 38 (𝑥 +
22

3
)

(8)

 

  

 

 ت

∆𝑦𝑥 = 38 ⋅ 8 (𝑥 +
22

3
)

(7)

 

∆2𝑦𝑥 = 3
8 ⋅ 8 ⋅ 7 (𝑥 +

22

3
)

(6)

 

∆3𝑦𝑥 = 3
8 ⋅ 8 ⋅ 7 ⋅ 6 (𝑥 +

22

3
)

(5)

 

∆4𝑦𝑥 = 3
8 ⋅ 8 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 5 (𝑥 +

22

3
)

(4)

 

= 38 ⋅ 8 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 5 (𝑥 +
22

3
) (𝑥 +

19

3
) (𝑥 +

16

3
) (𝑥 +

13

3
) 

= 38 ⋅ 8 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 5 (
3𝑥 + 22

3
) (
3𝑥 + 19

3
) (
3𝑥 + 16

3
) (
3𝑥 + 13

3
) 

= 34 ⋅ 8 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 5(3𝑥 + 22)(3𝑥 + 19)(3𝑥 + 16)(3𝑥 + 13) 

𝑦𝑥  :مشقی سوال   = (2𝑥 + 1)(2𝑥 + 3)⋯(2𝑥 + زق معلوم  (11

 

 کیجیے۔کا ی انچواں ق
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ا و کسی تفاعل کو اولیٰ ارکان اور ا

 

ز کری
 
زقوں پر ظاہ

 

 لیٰ ق

 ہم جانتے ہیں کہ

𝑓(𝑥 + 𝑛ℎ) = 𝐸𝑛𝑓(𝑥) 

= (1 + ∆)𝑛𝑓(𝑥) 

= 1+𝑛𝑐1∆𝑓(𝑥)+
𝑛𝑐2∆

2𝑓(𝑥) + ⋯+𝑛𝑐𝑛∆
𝑛𝑓(𝑥) 

زقی ضابطہ بھی کہتے ہیں۔

 

 اس کو اعلیٰ درجہ کا ق

ا 9.2.5 ا معلومزائد  ات  سے  ات  ی 

 

اا ی

 

 ( Calculate one or more unknowns)رکن کو معلوم کری

𝑥 (𝑛− اگر  + ا معلوم   𝑦𝑘 میں کو قیمت   (Entries) کی قیمتوں  𝑦− یکساں وقفہ کی دی گئیں ہیں اور   (Arguments) کی قیمتیں  (1

 

ی

   

 

𝑛) قیمتیں ہوں گی جس کے ذریعہ  𝑛 کی  𝑦− ہو )نہیں معلوم( ت −   مستقل  (1

 

𝑛−1𝑦𝑥∆ درجہ کا کثیر رکنی بنای ا جاسکتا ہے۔ ت = 

 ہوگا۔ اور  

∆𝑛𝑦
𝑥
= 0, 𝑥 = 0,1,2,3,⋯ , 𝑛 

 چنانچہ 

∆𝑛𝑦
0
= 0 ⇒ (𝐸 − 1)𝑛𝑦

0
= 0 

⇒ [𝐸𝑛−𝑛𝑐1𝐸
𝑛−1+𝑛𝑐2𝐸

𝑛−2 −⋯+ (−1)𝑛]𝑦0 

⇒ 𝐸𝑛𝑦0−
𝑛𝑐1𝐸

𝑛−1𝑦0+
𝑛𝑐2𝐸

𝑛−2𝑦0 −⋯+ (−1)𝑛𝑦0 

⇒ 𝑦𝑛−
𝑛𝑐1𝑦𝑛−1+

𝑛𝑐2𝑦𝑛−2 −⋯+ (−1)𝑛𝑦0 

ذول میں  ۔ 17مثال  ا معلوم دیے گئے خ 

 

 قیمت کو معلوم کیجیے۔ ی

4 3 2 1 0 𝑥 

81 ? 9 3 1 𝑦 

 ہی قیمتیں موجود ہیں۔ اس لیے   4کی بجائے  5یہاں حل ۔

∆4𝑓(𝑥) = 4𝑦0∆ ی ا 0 = 0 

⇒ (𝐸− 1)4𝑦0 = 0 

⇒ (𝐸4−4𝐸3 +6𝐸2 −4𝐸+ 1)𝑦0 = 0 

⇒ 𝐸4𝑦0−4𝐸
3𝑦0+6𝐸

2𝑦0−4𝐸𝑦0+𝑦0 = 0 

⇒ 𝑦4−4𝑦3+6𝑦2 −4𝑦1+𝑦0 = 0 

⇒ 81− 4𝑦3+6(9)−4(3)+1 = 0 

⇒ 124 − 4𝑦3 = 0 

⇒ 𝑦3 = 31 
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 دی ا گیا ہے کہ   ۔ 18مثال 

6 5 4 3 2 1 𝑥 

37 26 17 10 5 2 𝑦 

  

 

 کی قیمت معلوم کیجیے۔ 3𝑦6∇ ت

 ہم جانتے ہیں کہ   حل۔ 

∇3𝑦6 = (∆𝐸
−1)3𝑦6 

= ∆3𝐸−3𝑦6 

= ∆3𝑦3 

= (𝐸 − 1)3𝑦3 

= (𝐸3 − 3𝐸2 + 3𝐸 − 1)𝑦3 

= 𝐸3𝑦3 − 3𝐸
2𝑦3 + 3𝐸𝑦3 − 𝑦3 

= 𝑦6 − 3𝑦5 + 3𝑦4 − 𝑦3 

= 37 − 3(26) + 3(17) − 10 

= 0 

∑بتلاؤ کہ    ۔ 19مثال  ∆2𝑓𝑘
𝑛−1
𝑘=0 = ∆𝑓𝑛 − ∆𝑓0 

 

=∆  حل ۔ ہم جانتے ہیں کہ  𝐸 −  اس لیے   1

∑(𝐸 − 1)2𝑓𝑘

𝑛−1

𝑘=0

= ∑(𝐸2 − 2𝐸 + 1)𝑓𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

= ∑(𝑓𝑘+2 − 2𝑓𝑘+1 + 𝑓𝑘)

𝑛−1

𝑘=0

 

= (𝑓2 − 2𝑓1 + 𝑓0) + (𝑓3 − 2𝑓2 + 𝑓1) + ⋯

+ (𝑓𝑛 − 2𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛−2)(𝑓𝑛+1 − 2𝑓𝑛 + 𝑓𝑛−1) 

= 𝑓𝑛+1 − 𝑓𝑛 + 𝑓0 − 𝑓1 

= (𝑓𝑛+1 − 𝑓𝑛) − (𝑓1 − 𝑓0) 

= ∆𝑓𝑛 − ∆𝑓0 

𝑢5اگر    ۔ 20مثال   = 8, 𝑢4 = 100, 𝑢3 = 200, 𝑢2 = 81, 𝑢1 = 12, 𝑢0 = 3  

 

 کی قیمت معلوم کیجیے۔5𝑢0∆  ت

 غور کیجیے  حل ۔
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∆5𝑢0 = (𝐸 − 1)5𝑢0 

= (𝐸5 − 5𝐸4 + 10𝐸3 − 10𝐸2 + 5𝐸 − 1)𝑢0 

= 𝐸5𝑢0 − 5𝐸
4𝑢0 + 10𝐸

3𝑢0 − 10𝐸
2𝑢0 + 5𝐸𝑢0 − 𝑢0 

= 𝑢5 − 5𝑢4 + 10𝑢3 − 10𝑢2 + 5𝑢1 − 𝑢0 

= 8 − 5(100) + 10(200) − 10(81) + 5(12) − 3 

= 2068 − 1313 

= 755 

𝑦5دی ا گیا ہے کہ  ۔ 21مثال   = 8, 𝑦4 = 100, 𝑦3 = 200, 𝑦2 = 80, 𝑦1 = 11, 𝑦0 = 2  

 

 کی قیمت معلوم کیجیے۔5𝑦5∇  ت

5𝑦5∇ ہم جانتے ہیں کہ  حل ۔ = ∆
5𝑦0 ذول کو تشکیل دیں گے زقوں کے خ 

 

ز ق

 

 ، اب ہم موج

∇5𝑦5 ∇4𝑦 ∇3𝑦 ∇2𝑦 ∇𝑦 𝑦 𝑥 

761 

−262 

499 

−9 

−271 

228 

60 

51 

−200 

8 

9 

69 

120 

−100 

−92 

2 

11 

80 

200 

100 

8 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

ز ہے کہ  
 
ذول سے ظاہ  خ 

∇5𝑦5 = ∆5𝑦0 = 761 

𝑢5  مشقی سوال : اگر = 8, 𝑢4 = 100, 𝑢3 = 200, 𝑢2 = 81, 𝑢1 = 12, 𝑢0 = 3  

 

 کی قیمت معلوم کیجیے۔5𝑢0∆  ت

9.2.6  

 

 
 (Expressing a Polynomial into a Factorial Notation)کثیر رکنی کا ضربی طریق کتات

زض کرو کہ کثیر رکنی اس طرح ہے  

 

 ق

𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 

 میں یعن 

 

 
 اسے ہم ضربی طریقہ کتات

A0𝑥
(𝑛) + 𝐴1𝑥

(𝑛−1) +⋯+ 𝐴𝑛−1𝑥
(1) + 𝐴𝑛 

 تشکیل دینا ہے۔میں 

 چنانچہ 

𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 = A0𝑥
(𝑛) + 𝐴1𝑥

(𝑛−1) +⋯+ 𝐴𝑛−1𝑥
(1) + 𝐴𝑛 

= A0𝑥(𝑥 − ℎ)(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 1)ℎ)
+ 𝐴1𝑥(𝑥 − ℎ)(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 2)ℎ)
+ ⋯+ 𝐴𝑛−1𝑥 + 𝐴𝑛 

 R.H.S.کو   𝑥  سے تقسیم کرنے پر ی اقی 𝐴𝑛 ہوگا اور مقسوم علیہ   

A0(𝑥 − ℎ)(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 1)ℎ) + 𝐴1(𝑥 − ℎ)(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 2)ℎ) +⋯+ 𝐴𝑛−1 

𝑥)  اس کوہوگا۔  − ℎ) سے تقسیم کرنے پر ی اقی  𝐴𝑛−1 اور مقسوم علیہ   

A0(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 1)ℎ) + 𝐴1(𝑥 − 2ℎ)⋯ (𝑥 − (𝑛 − 2)ℎ) + ⋯+ 𝐴𝑛−2 
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,𝑥  ہوگا۔ وغیرہ سلسلہ جاری ہوگا۔ چنانچہ (𝑥 − ℎ), (𝑥 − 2ℎ),⋯سے تقسیم ہونے پر ی اقی ی الترتیب   𝐴𝑛, 𝐴𝑛−1, 𝐴𝑛−2, ہوں گے  ⋯

,𝑎0    جو 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛 پر مشتمل ہوں گے۔ ان کی قیمتیں مساوات کے حل کرنے پر حاصل ہوں گے اور یوں کثیر رکنی کو ضربی طریق

ا ہے۔ 

 

 پر تشکیل دی ا جای

 

 
 کتات

𝑥4   کثیر رکنی  ۔ 22مثال  − 12𝑥3 + 24𝑥2 − 30𝑥 +  پر تشکیل دیجیے۔ 9

 

 
 کو ضربی طریق کتات

ℎ  وقفہ کا طول حل ۔ =    کی مدد سے  (Remainder Theorem)  قضیہمان لیجیے۔ اور ی اقی کا  1

+𝟗 𝟏     − 𝟏𝟐     + 𝟐𝟒     − 𝟑𝟎 
𝟎      + 𝟏      − 𝟏𝟏     + 𝟏𝟑 

𝟏 

−𝟏𝟕 
  

1     − 11     + 13  
0       + 2     − 18  

2 

−𝟓 

                        
1    − 9  
  0    + 3  

3 

−𝟔 𝟏  

 یوں بنے 

 

 
زیق کتات

 

ذا ضربی ق

 

ٰ
 گا۔ ل

𝑓(𝑥) = 𝑦 = 𝑥(4) − 6𝑥(3) − 5𝑥(2) − 17𝑥(1) + 9 

∆𝑦 = 4𝑥(3) − 18𝑥(2) − 10𝑥(1) − 17 

∆2𝑦 = 12𝑥(2) − 36𝑥(1) − 10 

∆3𝑦 = 24𝑥(1) − 36 

∆4𝑦 = 24 

∆5𝑦 = 0 

زق صفر ہوں گے۔ 

 

 اور اسی طرح اگلے رتبہ کے ق

ز رکنی۔23مثال    

 
 

3𝑥3  خ + 3𝑥2 − 5𝑥 − زق معلوم کیجیے۔ کو5

 

 پر تشکیل دیکر اس کا دوسرا ق

 

 
 ضربی طریق کتات

زض کیجیے کہ  حل ۔

 

𝑦 ق = 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 + 3𝑥2 − 5𝑥 − 5 

 مسئلہ ی اقی کی مدد سے  

−𝟓 

 

𝟑     𝟑     − 𝟓 
𝟎   + 𝟑     + 𝟔 

𝟏 

−𝟏𝟕 

  
3  + 6  
0  + 2  

2 

+𝟏𝟐 𝟑 
 

⇒ 𝑦 = 3𝑥(3) + 12𝑥(2) + 𝑥(1) − 5 

⇒ ∆𝑦 = 9𝑥(2) + 24𝑥(1) + 1 

& ∆2𝑦 = 18𝑥(1) + 24 = 18x + 24 

زقوں کو معلوم کیجیے۔ مشقی سوالات : 

 

ز ق

 

 پر تشکیل دیکر ان کے متوای

 

 
  ں کو ضربی طریقہ کتات

 

 رز رک
چ ی
ک

 دیے گئے 
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1. 11𝑥4 + 5𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 − 15 

2. 2𝑥4 + 5𝑥2 + 4𝑥 + 5 

چڈذگی  9.2.7

ٰ عل

 عوامل کی 

 ہیں۔   

 

ز کرسکت
 
زقوں کو استعمال کرتے ہوئے ظاہ

 

 ہم کسی بھی تفاعل کی قیمت کو نمائندہ ارکان اور نمائندہ ق

𝐸𝑛 ہم جانتے ہیں کہ  = (1 + ∆)𝑛 

1) اب اگر  + ∆)𝑛چڈذگی سے ماخوذ کہا جائے گا۔

ٰ عل

  حاصل شدہ کو عوامل کی 

 

 کو دو رکنی پھیلاؤ پر رکھ کر تفاعل پر اطلاق کریں ت

 کیجیے کہ  ۔ 24مثال  

 

 
ات

 

چڈذگی کو استعمال کرتے ہوئے ی

ٰ عل

 عوامل کی 

𝑢𝑥 = 𝑢𝑥−1 + ∆𝑢𝑥−2 + ∆
2𝑢𝑥−3 +⋯+ ∆

𝑛−1𝑢𝑥−𝑛 + ∆
𝑛𝑢𝑥−𝑛 

 غور کیجیے حل ۔

𝑢𝑥 − ∆
𝑛𝑢𝑥−𝑛 = 𝑢𝑥 − ∆

𝑛𝐸−𝑛𝑢𝑥 

= (1 − ∆𝑛𝐸−𝑛)𝑢𝑥 

= (1 −
∆𝑛

𝐸𝑛
) 𝑢𝑥 

= (
𝐸𝑛 − ∆𝑛

𝐸𝑛
) 𝑢𝑥 

=
1

𝐸𝑛
(
𝐸𝑛 − ∆𝑛

𝐸 − ∆
)𝑢𝑥                          [∵ 𝐸 − ∆= 1] 

= 𝐸−𝑛(𝐸𝑛−1 + ∆𝐸𝑛−2 + ∆2𝐸𝑛−3 +⋯+ ∆𝑛−1)𝑢𝑥 

= (𝐸−1 + ∆𝐸−2 + ∆2𝐸−3 +⋯+ ∆𝑛−1𝐸−𝑛)𝑢𝑥 

= 𝑢𝑥−1 + ∆𝑢𝑥−2 + ∆
2𝑢𝑥−3 +⋯+ ∆𝑛−1𝑢𝑥−𝑛 

⇒ 𝑢𝑥 = 𝑢𝑥−1 + ∆𝑢𝑥−2 + ∆
2𝑢𝑥−3 +⋯+ ∆𝑛−1𝑢𝑥−𝑛 + ∆

𝑛𝑢𝑥−𝑛 

 کرو کہ  ۔ 25مثال  

 

 
ات

 

چڈذگی کی مدد سے ی

ٰ عل

𝑢𝑥+𝑛عوامل کی  = 𝑢𝑛+
𝑥𝑐1∆𝑢𝑛−1+

𝑥+1𝑐2∆
2𝑢𝑥−2+

𝑥+2𝑐3∆
3𝑢𝑥−3 +⋯ 

.𝑅.𝐻   حل ۔  𝑆. = 𝑢𝑛+
𝑥𝑐1∆𝑢𝑛−1+

𝑥+1𝑐2∆
2𝑢𝑥−2+

𝑥+2𝑐3∆
3𝑢𝑥−3 +⋯ 

= 𝑢𝑛+
𝑥𝑐1∆𝐸

−1𝑢𝑛+
𝑥+1𝑐2∆

2𝐸−2𝑢𝑥+
𝑥+2𝑐3∆

3𝐸−3𝑢𝑥 +⋯ 

= [1+𝑥𝑐1∆𝐸
−1+𝑥+1𝑐2∆

2𝐸−2+𝑥+2𝑐3∆
3𝐸−3 +⋯ ]𝑢𝑛 

= [1 − ∆𝐸−1]−𝑥𝑢𝑛 

= [1 −
∆

𝐸
]
−𝑥

𝑢𝑛 

= [
𝐸 − ∆

𝐸
]
−𝑥

𝑢𝑛 

= [
1

𝐸
]
−𝑥

𝑢𝑛 
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= 𝐸𝑥𝑢𝑛 

= 𝑢𝑥+𝑛 = 𝐿.𝐻. 𝑆. 

زقی 9.2.8

 

 ( Differences of Zero)صفر کے ق

   (Positive Integers) دو مثبت صحیح اعداد  𝑚 اور  𝑛 اگر  

 

 ہیں ت

∆𝑛𝑥𝑚 = (𝐸 − 1)𝑛𝑥𝑚 

= 𝐸𝑛𝑥𝑚−𝑛𝑐1𝐸
𝑛−1𝑥𝑚+𝑛𝑐2E

n−2𝑥𝑚 −⋯+𝑛𝑐𝑛−1(−1)
𝑛−1E𝑥𝑚 + (−1)𝑛𝑥𝑚 

= (𝑥 + 𝑛)𝑚−𝑛𝑐1(𝑥 + 𝑛 − 1)
𝑚+𝑛𝑐2(𝑥 + 𝑛 − 2)

𝑚 −⋯+𝑛𝑐𝑛−1(−1)
𝑛−1(𝑥 + 1)𝑚 + (−1)𝑛𝑥𝑚 

𝑥 =  جانے پر   لیا0

∆𝑛(0)𝑚 = 𝑛𝑚−𝑛𝑐1(𝑛 − 1)
𝑚+𝑛𝑐2(𝑛 − 2)

𝑚 − ⋯+𝑛𝑐𝑛−1(−1)
𝑛−1

 

زق کہتے ہیں۔𝑛(0)𝑚∆ یہاں 

 

 کو صفر کے ق

 نوٹ :

(i)  اگر 𝑛 > 𝑟   

 

𝑛(0)𝑟∆ ت = 0 

(ii)  ∆𝑛(0)𝑛 = 𝑛! 

(iii)  ∆(0)𝑟 = 1𝑟 = 1 

 قیمت معلوم کیجیے۔ کی 4(0)3∆  ۔ 26مثال  

 ضابطہ کے مطابق    حل۔ 

∆3(0)4 = 34−3𝑐1(3 − 1)
4+3𝑐2(3 − 2)

4+3𝑐3(3 − 3)
4

 

= 81−3𝑐1(16)+
3𝑐2(1)+

3𝑐3(0) 

= 81 − 48 + 3 

= 36 

 کی قیمت معلوم کیجیے۔5(0)2∆۔  27مثال  

 ضابطہ کے مطابق حل ۔

∆2(0)5 = 25−2𝑐1(2 − 1)
5+2𝑐2(2 − 2)

5
 

= 32 − 2(1) 

= 30 

 



134 
 

  (Recurrence Relation)متوالی رشتہ  

∆𝑛(0)𝑚  ،∆𝑛−1(0)𝑚−1 اور ∆𝑛(0)𝑚−1ذ کیا جائے گا۔

  

 کے درمیان رشتہ اخ

,𝑚 اگر   𝑛 ∈ ℤ+   

 

 ت

∆𝑛(0)𝑚 = 𝑛𝑚−𝑛𝑐1(𝑛 − 1)
𝑚+𝑛𝑐2(𝑛 − 2)

𝑚 −⋯+𝑛𝑐𝑛−1(−1)
𝑛−1

 

= 𝑛 [𝑛𝑚−1 − (𝑛 − 1)𝑚 +
n − 1

2!
(𝑛 − 2)𝑚 −⋯+ (−1)𝑛−1] 

= 𝑛[𝑛𝑚−1−(n−1)𝑐1(𝑛 − 1)
𝑚−1+(𝑛−1)𝑐2 (𝑛 − 2)

𝑚−1 −⋯

+ (−1)𝑛−1] 

= 𝑛[(1 + 𝑛 − 1)𝑚−1−(n−1)𝑐1(1 + 𝑛 − 2)
𝑚−1+(𝑛−1)𝑐2 (1 + 𝑛

− 3)𝑚−1 −⋯+ (−1)𝑛−1] 

= 𝑛[𝐸𝑛−1(1)𝑚−1−(n−1)𝑐1𝐸
𝑛−2(1)𝑚−1+(𝑛−1)𝑐2 𝐸

𝑛−3(1)𝑚−1 −⋯

+ (−1)𝑛−1(1)𝑚−1] 

= 𝑛(𝐸 − 1)𝑛−1(1)𝑚−1 

= 𝑛∆𝑛−1𝐸(0)𝑚−1 

= 𝑛∆𝑛−1(1 + ∆)(0)𝑚−1 

= 𝑛∆𝑛−1(0)𝑚−1 + 𝑛∆𝑛(0)𝑚−1 

 یہ مطلوبہ متوالی رشتہ ہے۔ 

 کرو کہ    ۔ 28مثال 

 

 
ات

 

 ی

∆𝑚(0)𝑛+𝑛𝑐1∆
𝑚(0)𝑛−1+𝑛𝑐2∆

𝑚(0)𝑛−2 +⋯+
𝑛!

(𝑛 − 𝑚)!
=
∆𝑚+1(0)𝑛+1

(𝑚 + 1)!
 

 حل ۔  

𝐿. 𝐻. 𝑆. = ∆𝑚(0)𝑛+𝑛𝑐1∆
𝑚(0)𝑛−1+𝑛𝑐2∆

𝑚(0)𝑛−2 +⋯+
𝑛!

(𝑛 − 𝑚)!
 

= ∆𝑚(0)𝑛+𝑛𝑐1∆
𝑚(0)𝑛−1+𝑛𝑐2∆

𝑚(0)𝑛−2 +⋯+𝑛𝑐𝑛−𝑚𝑚! 

= ∆𝑚(0)𝑛+𝑛𝑐1∆
𝑚(0)𝑛−1+𝑛𝑐2∆

𝑚(0)𝑛−2 +⋯+𝑛𝑐𝑛−𝑚∆
𝑚(0)𝑚 

= ∆𝑚(0)𝑛+𝑛𝑐1∆
𝑚(0)𝑛−1+𝑛𝑐2∆

𝑚(0)𝑛−2 +⋯+𝑛𝑐𝑛−𝑚∆
𝑚(0)𝑚+𝑛𝑐𝑛−𝑚−1∆

𝑚(0)𝑚−1

+⋯+𝑛𝑐𝑛−1∆
𝑚(0)                       [∵  𝑚 > 𝑟 , ∆𝑚(0)𝑟 = 0] 

= ∆𝑚[𝑥𝑛+𝑛𝑐1𝑥
𝑛−1+𝑛𝑐2𝑥

𝑛−2 +⋯+𝑛𝑐𝑛−𝑚𝑥
𝑚 +⋯+𝑛𝑐𝑛−1𝑥+

𝑛𝑐𝑛𝑥
0] 

= ∆𝑚(𝑥 + 1)𝑚 
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= ∆𝑚𝐸𝑥𝑚 

= ∆𝑚(1 + ∆)𝑥𝑚 

𝑥 اگر  = 0    

 

=        ت ∆𝑚(1 + ∆)(0)𝑛 

= ∆𝑚(0)𝑛 + ∆𝑚+1(0)𝑛 

=
∆𝑚+1(0)𝑛+1

(𝑚 + 1)!
 

 کرو کہ   ۔ 29مثال  

 

 
ات

 

𝑛(0)𝑛+1∆ی =
𝑛(𝑛+1)

2
∆𝑛(0)𝑛 

   غور کرو    حل ۔

∆𝑛(0)𝑚 = 𝑛[∆𝑛−1(0)𝑚−1 + ∆𝑛(0)𝑚−1] 

 متوالی رشتہ کی مدد سے  

∆𝑛(0)𝑛+1 = 𝑛[∆𝑛−1(0)𝑛 + ∆𝑛(0)𝑛] … (1) 

∆𝑛−1(0)𝑛 = (𝑛 − 1)[∆𝑛−2(0)𝑛−1 + ∆𝑛−1(0)𝑛−1] 

∆𝑛−2(0)𝑛−1 = (𝑛 − 2)[∆𝑛−3(0)𝑛−2 + ∆𝑛−2(0)𝑛−2] 

⋮                ⋮                ⋮ 

∆2(0)3 = 2[∆(0)2 + ∆2(0)2] 

∆(0)2 = 1[∆0(0)1 + ∆1(0)1] = 1 

 ( میں درج کرنے سے  1ان قیمتوں کو مساوات )

∆𝑛(0)𝑛+1 = 𝑛∆𝑛(0)𝑛 + 𝑛(𝑛 − 1)∆𝑛−1(0)𝑛−1 + 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)∆𝑛−2(0)𝑛−2 +⋯

+ 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)⋯3 × 2 × 1 × ∆1(0)1 

= 𝑛𝑛! + 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 1)! + 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 2)! +⋯+ 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)⋯3 × 2 × 1 

= 𝑛! [𝑛 + (𝑛 − 1) + (𝑛 − 2) + ⋯+ 3 + 2 + 1] 

= 𝑛!
𝑛(𝑛 + 1)

2
 

=
𝑛(𝑛 + 1)

2
∆𝑛(0)𝑛 

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 9.3

زقوں اور متبدل عامل  

 

ز ق

 

ا۔ جن کی مدد سے تفاعل   𝐸 اس اکائی میں ہم نے مقدم اور موی

 

کی تعریفیں اور ان کے درمیان رشتوں کو جای

زات دیکھے۔ صفر کے  

 

چڈذگی سے ہونے والے ای

ٰ عل

ذ کیا۔ کافی مقدار میں مثالوں کو حل کیا گیا۔ پر عوامل کی 

  

زقوں کو بھی ہم نے اخ

 

 ق



136 
 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 9.4

زقی ،

 

چڈذگی، صفر کی ق

ٰ عل

 ،عوامل کی 

 

 
زقی ، ضربی طریق کتات

 

ا معلوم  محدود ق

 

 ارکان ی

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  9.5

 ( Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 9.5.1

1. ∆ log 𝑥  کی قیمت معلوم کیجیے۔ 

2.    (𝐸−1∆)𝑥3  کی قیمت معلوم کیجیے۔ 

زق   .3

 

9𝑥2 اگر تفاعل کا پہلا ق + 11𝑥 +   تفاعل معلوم کیجیے۔ 5

 

 ت

 کی قیمت معلوم کیجیے۔203∆   .4

 کی قیمت محسوب کیجیے۔505∆  .5

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  9.5.2

1.  ∆ (
𝑥2

𝑐𝑜𝑠 2𝑥
 محسوب کیجیے۔ (

2.  𝑓(𝑥)  معلوم کیجیے اگر 

5 4 3 2 1 0 𝑥 

199 111 53 19 3 −1 𝑓(𝑥) 

 کی قیمت معلوم کیجیے۔ 𝑓(8) اور 

𝑢5 اگر  .3 = 8, 𝑢4 = 100, 𝑢3 = 200, 𝑢2 = 81, 𝑢1 = 12, 𝑢0 = 3  

 

 کی قیمت معلوم کیجیے۔5𝑢0∆ ت

ذول میں  .4 ا معلوم دیے گئے خ 

 

 کیجیے۔ رکن معلوم ی

7 6 5 4 3 2 1 𝑥 

128 64 32 
? 

8 4 2 𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥) تفاعل  .5 = 𝑥4 − 12𝑥3 + 24𝑥2 − 30𝑥 +  میں تشکیل دیجیے۔9

 

 
 کو ضربی طریق کتات

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات 9.5.3

1. ∆𝑛 sin(𝑎𝑥 + 𝑏)  کی قیمت معلوم کیجیے۔ 

 کیجیے۔  .2

 

 
ات

 

 درج ذیل کو ی

(i)  ∇= ∆𝐸−1 

(ii)  (1 + ∆)(1 − ∇) 

(iii) ∇= ∇∆= ∆ − ∇ 
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3.  𝑦𝑥 = (3𝑥 + 1)(3𝑥 + 4)⋯(3𝑥 + زق معلوم کیجیے۔ (22

 

 کا چوتھا ق

 کیجیے کہ  .4

 

 
ات

 

چڈذگی کی مدد سے ی

ٰ عل

  عوامل کی 

𝑢𝑥 = 𝑢𝑥−1 + ∆𝑢𝑥−2 + ∆
2𝑢𝑥−3 + ⋯+ ∆𝑛−1𝑢𝑥−𝑛 + ∆

𝑛𝑢𝑥−𝑛 

 کیجیے کہ   .5

 

 
ات

 

چڈذگی کی مدد سے ی

ٰ عل

 عوامل کی 

𝑢0 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 =
(𝑛+1) 𝑐0𝑢0+

(𝑛+1)𝑐2∆u0+
(𝑛+1)𝑐3∆

2𝑢0 +⋯+ ∆𝑛𝑢0   

ز کردہ اکتسابی مواد 9.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introductory Methods of Numerical Analysis – S.S. Sastry. 

2. Introduction to Numerical Analysis – Devi Prasad Narosa Publication House. 

3. Higher Engineering Mathematics – B.S. Grewal, Khanna Publications. 

4. Numerical Methods for Scientific & Engineering Computations – M.K. Jain, S.R.K. 

Iyengar, R.K. Jain, New age International Publications.  
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زقی 10اکائی 

 

زی ق

 

زقی اور مرک

 

 ۔منقسم ق

(Divided Differences and Central Differences) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   10.0

 مقاص    10.1

زقی    10.2

 

زی ق

 

زقی اور مرک

 

 منقسم ق

زقی  10.2.1 

 

 منقسم ق

زقی  10.2.2 

 

زی ق

 

 مرک

 اکتسابی نتائج    10.3

 کلیدی الفاظ   10.4

 نمونہ امتحانی سوالات    10.5

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات 10.5.1 

 جوای ات کے حامل سوالات مختصر  10.5.2 

 طویل جوای ات کے حامل سوالات 10.5.3 

ز کردہ اکتسابی مواد    10.6 

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید 10.0

اور    ذول کے لیے ات   زقی ات  متوالی تقسیم کا طریقہ ہے۔ یہ تحریقی کثیر رکنی کے معلوم کرنے میں مددگار ہے۔ دیے گئے خ 

 

منقسم ق

زقوں پر بحث 

 

ا ہے۔ ان کی خصوصیات اور ان کے درمیان رشتوں پر بھی غور کیا جائے گا۔ بھی ق

 

زقی کہا جای

 

زی ق

 

 ہوگی۔ جنہیں مرک

 ( Objectives)مقاص 10.1

ذول بتاسکیں گے۔ اسی طرح    طلبا   اس اکائی کے ختم پر   زقوں کا خ 

 

زقوں کی تعریف جان کر منقسم ق

 

 ہوجائیں گے کہ وہ منقسم ق
 
اس قاب

ذول بناسکیں گے اور عوامل    زقوں کا خ 

 

زی ق

 

زقوں کی تعریف جان کر مرک

 

زی ق

 

ذ کرسکیں گے۔،∇،𝜇،⏃،𝛿مرک

  

 کے درمیان رشتوں کو اخ

زقی 10.2

 

زی ق

 

زقی اور مرک

 

 (Divided Differences and Central Differences)منقسم ق

زقی 10.2.1

 

 (Divided Differences) منقسم ق

زض کرو کہ  

 

⋯,𝑓(𝑥0),𝑓(𝑥1) ق , 𝑓(𝑥𝑛) تفاعل کی قیمتیں ہیں ی الترتیب 𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛  کی قیمتوں کے لیے۔ چنانچہ 

     وقفوں کے طول ہوں

 

 
زق اس طرح مصرف ہے جس کی کتات

 

  پہلا منقسم ق

 

ا ضروری نہیں۔ ت

 

 ہے۔ ⏃گے جو یکساں )مساوی( ہوی

⏃𝑓(𝑥𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
= 𝑓(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) 

𝑖 جہاں  = 0,1,2,⋯ , 𝑛 

 ت پھر  

𝑓(𝑥0, 𝑥1) = ⏃𝑓(𝑥0) =
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
 

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = ⏃𝑓(𝑥1) =
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
 

⋮                   ⋮                   ⋮ 

𝑓(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = ⏃𝑓(𝑥𝑛−1) =
𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛−1)

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1
 

زق اس طرح ہوگا۔ 

 

 دوسرے درجہ کا منقسم ق

𝑓(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2) = ⏃
2𝑓(𝑥𝑖) =

𝑓(𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2) − 𝑓(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1)

𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖
 

 چنانچہ 

𝑓(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = ⏃2𝑓(𝑥0) =
𝑓(𝑥1, 𝑥2) − 𝑓(𝑥0, 𝑥1)

𝑥2 − 𝑥0
 

 اس لیے 
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𝑓(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) = ⏃
𝑛𝑓(𝑥0) =

𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛−1)

𝑥𝑛 − 𝑥0
 

 

زقوں کو استعمال کیا گیا ہے۔  

 

زق کو محسوب کرنے کے لیے اس کے نیچے درجہ کے منقسم ق

 

ذیل یہ ی ات غور کی گئی ہوگی کہ اونچے درجہ کا منقسم ق

ذول کہتے ہیں۔  زقوں کا خ 

 

ذول کی تشکیل کو سمجھای ا گیا ہے۔ اسے نیوٹن کا منقسم ق زقوں کے خ 

 

 میں منقسم ق

⏃4𝑓(𝑥𝑖) ⏃3𝑓(𝑥𝑖) ⏃2𝑓(𝑥𝑖) ⏃𝑓(𝑥𝑖) 𝑓(𝑥𝑖) 𝑥𝑖 

⏃3𝑓(𝑥1) − ⏃
3𝑓(𝑥0)

𝑥4 − 𝑥0
 

⏃2𝑓(𝑥1) − ⏃
2𝑓(𝑥0)

𝑥3 − 𝑥0
 

⏃2𝑓(𝑥2) − ⏃
2𝑓(𝑥1)

𝑥4 − 𝑥1
 

⏃𝑓(𝑥1) − ⏃𝑓(𝑥0)

𝑥2 − 𝑥0
 

⏃𝑓(𝑥2) − ⏃𝑓(𝑥1)

𝑥3 − 𝑥1
 

⏃𝑓(𝑥3) − ⏃𝑓(𝑥2)

𝑥4 − 𝑥2
 

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
 

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
 

𝑓(𝑥3) − 𝑓(𝑥2)

𝑥3 − 𝑥2
 

𝑓(𝑥4) − 𝑓(𝑥3)

𝑥4 − 𝑥3
 

𝑓(𝑥0) 

𝑓(𝑥1) 

𝑓(𝑥2) 

𝑓(𝑥3) 

𝑓(𝑥4) 

𝑥0 

𝑥1 

𝑥2 

𝑥3 

𝑥4 

⏃   ۔   1مثال  
𝑦
𝑥2 محسوب کیجیے۔ 

 ہم جانتے ہیں   حل ۔  

⏃
𝑦
𝑓(𝑥) =

𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)

𝑦 − 𝑥
 

∴ ⏃
𝑦
𝑥2 =

𝑦2 − 𝑥2

𝑦 − 𝑥
=
(𝑦 − 𝑥)(𝑦 + 𝑥)

𝑦 − 𝑥
= 𝑦 + 𝑥 

2⏃   ۔   2مثال  

𝑦,𝑧
𝑥3 محسوب کیجیے۔ 

   حل ۔  

⏃2

𝑦,𝑧
𝑥3 =

⏃
𝑧
𝑦3 −⏃

𝑦
𝑥3

𝑧 − 𝑥
 

=

𝑧3−𝑦3

𝑧−𝑦
−
𝑦3−𝑥3

𝑦−𝑥

𝑧 − 𝑥
 

=

(𝑧−𝑦)(𝑧2+𝑦𝑧+𝑦2)

𝑧−𝑦
−
(𝑦−𝑥)(𝑦2+𝑥𝑦+𝑥2)

𝑦−𝑥

𝑧 − 𝑥
 

=
(𝑧2 + 𝑦𝑧 + 𝑦2) + (−𝑦2 − 𝑥𝑦 − 𝑥2)

𝑧 − 𝑥
 

=
𝑧2 − 𝑥2 + 𝑦𝑧 − 𝑥𝑦

𝑧 − 𝑥
 

=
(𝑧 − 𝑥)(𝑧 + 𝑥) + 𝑦(𝑧 − 𝑥)

𝑧 − 𝑥
 

= 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 
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𝑓(𝑥)دیے گئے تفاعل    ۔  3مثال   = 𝑥3 − 2𝑥   کے لیے 𝑥 = 2, 4, 9,  معلوم کیجیے۔  10

 

زقوں کو تیسرے درجہ ت

 

 کی قیمتوں پر منقسم ق

ذول یو تشکیل ی ائے گا۔ حل ۔ زقوں کا خ 

 

 نیوٹن کا منقسم ق

⏃3𝑓(𝑥) ⏃2𝑓(𝑥) ⏃𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 𝑥 

23 − 15

10 − 2
= 1 

131 − 26

9 − 2
= 15 

269 − 131

10 − 4
= 23 

56 − 4

4 − 2
= 26 

711 − 56

9 − 4
= 131 

980 − 711

10 − 9

= 269 

4 

56 

711 

980 

2 

4 

9 

10 

ذول بنائیے۔  ۔ 4مثال   زقوں کا خ 

 

ذول کے لیے منقسم ق  دیے گئے خ 

13 11 10 7 5 4 𝑥 

2028 1210 900 294 100 48 𝑓(𝑥) 

ذول اس طرح تشکیل ی ائے گا۔  حل ۔  مطلوبہ خ 

⏃5𝑓(𝑥) ⏃4𝑓(𝑥) ⏃3𝑓(𝑥) ⏃2𝑓(𝑥) ⏃𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) 𝑥 

0 − 0

13 − 4

= 0 

1 − 1

11 − 4

= 0 

1 − 1

13 − 5

= 0 

2 − 13

10 − 4
= 1 

27 − 21

11 − 5
= 1 

33 − 27

13 − 7
= 1 

97 − 52

7 − 4
= 13 

202 − 97

10 − 5
= 21 

310 − 202

11 − 7
= 27 

409 − 310

13 − 10
= 33 

100 − 48

5 − 4
= 52 

294 − 100

7 − 5
= 97 

900 − 294

10 − 7
= 202 

1210 − 900

11 − 10
= 310 

2028 − 1210

13 − 11
= 409 

48 

100 

294 

900 

1210 

2028 

4 

5 

7 

10 

11 

13 

(a) زقوں کی خصوصیات

 

 (Properties of Divided Difference)منقسم ق

زقی متشاکل ہوتی ہیں تفاعل کی قیمتوں   قضیہ : 

 

 کے حوالے سے۔  (Arguments) منقسم ق

 ہم جانتے ہیں کہ   ثبوت : 

𝑓(𝑥0, 𝑥1) =
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
 

= −
[𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥1)]

−(𝑥0 − 𝑥1)
 

= 𝑓(𝑥1, 𝑥0) 

 یہاں متشاکل ی ای ا گیا۔
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 اور دیکھیں  

𝑓(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) =
𝑓(𝑥1, 𝑥2) − 𝑓(𝑥0, 𝑥1)

𝑥2 − 𝑥0
 

=
𝑓(𝑥2, 𝑥1) − 𝑓(𝑥1, 𝑥0)

𝑥2 − 𝑥0
 

=
−[𝑓(𝑥1, 𝑥0) − 𝑓(𝑥2, 𝑥1)]

−(𝑥0 − 𝑥2)
 

= 𝑓(𝑥2, 𝑥1, 𝑥0) 

 ہیں کہ  

 

زھانے پر ہم کہہ سکت

 

زق بھی متشاکل ہے۔ سلسلے آگے ی 

 

 دوسرے درجہ کا منقسم ق

𝑓(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1, ⋯ , 𝑥1, 𝑥0) 

زقی متشاکل ہوتی ہیں۔ 

 

 یعن منقسم ق

ا ہے۔  𝑛 − درجہ کے کثیر رکنی کا   𝑛 −  نوٹ : 

 

زق مستقل ہوی

 

 درجہ کا منقسم ق

(b) زقوں کا الجبرا

 

 (Algebra of Divided Difference)منقسم ق

زقوں کی الجبرائی خصوصیات اس طرح پر ہیں۔ 

 

 منقسم ق

i ⏃𝑎𝑓(𝑥) = 𝑎⏃𝑓(𝑥) 

ii ⏃[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] = ⏃𝑓(𝑥) +⏃𝑔(𝑥) 

iii ⏃[𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑔(𝑥)] = 𝑎⏃𝑓(𝑥) + 𝑏⏃𝑔(𝑥) 

(c)   زقوں اور منقسم

 

زقوں کے درمیان رشتہ مقدم ق

 

 ق

(Relation between Forward Difference and Divided Difference) 

زض کیجیے کہ 

 

,𝑥0 ق 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 یکساں وقفہ رکھنے والے 𝑥  کی قیمتیں (Entries)   ہیں۔ یعن 

𝑥1 − 𝑥0 = 𝑥2 − 𝑥1 = ⋯ = 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = ℎ 

⇒ 𝑥1 = 𝑥0 + ℎ 

⇒ 𝑥2 = 𝑥1 + ℎ = (𝑥0 + ℎ) + ℎ = 𝑥0 + 2ℎ 

⋮                    ⋮                  ⋮ 

𝑥𝑛 = 𝑥0 + 𝑛ℎ 

زق کی تعریف کو استعمال کرتے ہوئے  

 

 اور منقسم ق

⏃
𝑥1
𝑓(𝑥0) =

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
=
𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
=
∆𝑓(𝑥0)

ℎ
 

 اور  
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⏃2

𝑥1,𝑥2
𝑓(𝑥0) =

𝑓(𝑥1, 𝑥2) − 𝑓(𝑥0, 𝑥1)

𝑥2 − 𝑥0
 

=
1

2ℎ
[
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
−
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
] 

=
1

2ℎ
[
𝑓(𝑥0 + 2ℎ) − 𝑓(𝑥0 + ℎ)

ℎ
−
𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
] 

=
1

2ℎ2
[𝑓(𝑥0 + 2ℎ) − 2𝑓(𝑥0 + ℎ) + 𝑓(𝑥0)] 

=
1

2ℎ2
∆2𝑓(𝑥0) 

 اسی طرح  

⏃3

𝑥1,𝑥2,𝑥3
𝑓(𝑥0) =

1

3! ℎ3
∆3𝑓(𝑥0) 

⋮                    ⋮                  ⋮ 

⏃𝑛

𝑥1,𝑥2,⋯,𝑥𝑛
𝑓(𝑥0) =

1

𝑛! ℎ𝑛
∆𝑛𝑓(𝑥0) 

 مشقی سوالات : 

𝑓(𝑥) اگر  .1 =
1

𝑥2
زق 

 

  پہلا منقسم ق

 

,𝑎] ت 𝑏]  زق

 

,𝑎] اور دوسرا منقسم ق 𝑏, 𝑐] معلوم کیجیے۔ 

𝑓(𝑥)تفاعل   .2 = 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑥 اور 2 = 1, 2, 4, 7, ذول بنائیے۔  10 زقوں کا خ 

 

 کے لیے منقسم ق

ذول   .3  خ 

6 5 4 2 1 0 𝑥 

19 6 5 15 14 1 𝑓(𝑥) 

ذول تشکیل دیجیے۔ زقوں کا خ 

 

 کے لیے منقسم ق

زقی 10.2.2

 

زی ق

 

 (Central Differences)مرک

زقوں کا عامل   

 

زی ق

 

ا ہے۔ مرک

 

ا مفید ہوی

 

ا ہے استعمال کری

 

زقی کہا جای

 

زی ق

 

زقی جنہیں مرک

 

اس 𝛿 بعض صورتں میں ات  رقم کی ق

 طرح مصرف ہے۔ 

𝑦1 − 𝑦0 = 𝛿𝑦1
2

 

𝑦2 − 𝑦1 = 𝛿𝑦3
2

 

⋮         ⋮         ⋮ 

𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 𝛿𝑦
𝑛−

1

2

 

 وغیرہ

𝛿2𝑦1 = 𝛿𝑦3
2

− 𝛿𝑦1
2
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𝛿2𝑦2 = 𝛿𝑦5
2

− 𝛿𝑦3
2

 

𝛿3𝑦3
2

= 𝛿2𝑦2 − 𝛿
2𝑦1 

 وغیرہ۔

ا ہے۔

 

 کری

 

ذ وضاج زی 

 

زقوں کی م

 

زی ق

 

ذول مرک  مندرجہ ذیل خ 

𝛿5𝑦 𝛿4𝑦 𝛿3𝑦 𝛿2𝑦 𝛿𝑦 𝑦 𝑥 

𝛿5𝑦5
2

= 𝛿4𝑦
3

− 𝛿4𝑦
2
 

𝛿4𝑦2 = 𝛿
3𝑦5

2

− 𝛿3𝑦3
2

 

𝛿4𝑦3 

𝛿3𝑦3
2

= 𝛿2𝑦2 − 𝛿
2𝑦1 

𝛿3𝑦5
2

 

𝛿3𝑦7
2

 

𝛿2𝑦1

= 𝛿𝑦3
2

− 𝛿𝑦1
2

 

𝛿2𝑦2 

𝛿2𝑦3 

𝛿2𝑦4 

𝛿𝑦1
2

= 𝑦1 − 𝑦0 

𝛿𝑦3
2

 

𝛿𝑦5
2

 

𝛿𝑦7
2

 

𝛿𝑦9
2

 

𝑦0 

𝑦1 

𝑦2 

𝑦3 

𝑦4 

𝑦5 

𝑥0 

𝑥1 

𝑥2 

𝑥3 

𝑥4 

𝑥5 

زق کو ضابطہ کے طور پر یوں بتای ا جاسکتا ہے۔

 

زی ق

 

 مرک

𝛿𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) − 𝑓 (𝑥 −

ℎ

2
) 

 اور غور کریں 

𝛿𝑓(𝑥) = 𝐸
1

2𝑓(𝑥) − 𝐸−
1

2𝑓(𝑥) 

= (𝐸
1

2 − 𝐸−
1

2) 𝑓(𝑥) 

ذا 

 

ٰ
𝛿 ل = 𝐸

1

2 − 𝐸−
1

2 

𝜹  ذ خصوصیات اور عوامل سے رشت زی 

 

 کی م

(i)  𝛿 = ∆𝐸−
1

2 = 𝐸−
1

2∆ 

   چوں کہ  ۔ ثبوت  

𝛿𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) − 𝑓 (𝑥 −

ℎ

2
) 

= ∆𝑓 (𝑥 −
ℎ

2
) 

= ∆𝐸−
1

2𝑓(𝑥) 

= 𝐸−
1

2∆𝑓(𝑥) 

⇒ 𝛿 = ∆𝐸−
1

2 = 𝐸−
1

2∆ 

(ii)  𝛿 = ∇𝐸
1

2 = 𝐸
1

2∇ 

 تعریف کے مطابق   چوں کہ  ۔ ثبوت  
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𝛿𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) − 𝑓 (𝑥 −

ℎ

2
) 

= ∇𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) 

= ∇𝐸
1

2𝑓(𝑥) 

= 𝐸
1

2∇𝑓(𝑥) 

⇒ 𝛿 = ∇𝐸
1

2 = 𝐸
1

2∇ 

(iii)  𝛿𝑛𝑓(𝑥) = ∆𝑛𝑓 (𝑥 −
𝑛ℎ

2
) = ∇𝑛𝑓 (𝑥 +

𝑛ℎ

2
) 

 ہم جانتے ہیں کہ   چوں کہ  ۔ ثبوت 

𝛿𝑓(𝑥) = ∆𝐸−
1

2𝑓(𝑥) 

⇒ 𝛿𝑛𝑓(𝑥) = ∆𝑛𝐸−
𝑛

2𝑓(𝑥) 

= ∆𝑛𝑓 (𝑥 −
𝑛ℎ

2
) 

 اور  

𝛿𝑓(𝑥) = ∇𝐸
1

2𝑓(𝑥) 

⇒ 𝛿𝑛𝑓(𝑥) = ∇𝑛𝐸
𝑛

2𝑓(𝑥) 

= ∇𝑛𝑓 (𝑥 +
𝑛ℎ

2
) 

  𝝁(Average Operator 𝜇)تعریف : اوسط عامل  

 ہے۔ ℎ پر جہاں وقفہ کا طول   𝑓(𝑥)کی تعریف یوں ہے کسی تفاعل    𝜇اوسط عامل  

𝜇𝑓(𝑥) =
1

2
[𝑓 (𝑥 +

ℎ

2
) + 𝑓 (𝑥 −

ℎ

2
)] 

=
1

2
[𝐸

1

2𝑓(𝑥) + 𝐸−
1

2𝑓(𝑥)] 

=
1

2
(𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2) 𝑓(𝑥) 

⇒ 𝜇 =
1

2
(𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2) 

    :حل کیجیے ۔   5مثال  

∇3𝑥3

δ2𝑥2
 

 حل ۔  

∇3𝑥3

δ2𝑥2
=
( E−1)3𝑥3

(∆𝐸−
1

2)
2

𝑥2
 

=

3E−3𝑥3

∆2𝐸−1𝑥2
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=

3(𝑥 − 3)3

∆2(𝑥 − 1)2
 

=

3(𝑥3 − 9𝑥2 + 27𝑥 − 27)

∆2(𝑥2 − 2𝑥 + 1)
 

چوں کہ  

n𝑥𝑚 =   کہ   0
 

𝑛   ج > 𝑚اس لیے 

=

3𝑥3

∆2𝑥2
 

[∵ n𝑥𝑛 = 𝑛!] ⇒
3!

2!
=
6

2
= 3 

 کیجیے کہ   ۔ 6مثال  

 

 
ات

 

 ی

(i)  ∇= ∇∆= ∆ − ∇= 𝛿2 = ∆2𝐸−1 

(ii) + ∇= ∆
∇
− ∇

∆
 

𝑓∇    غور کرو  (i)  ۔حل   𝑥 = ∆ ∆𝐸−1 𝑓 𝑥 

= ∆2𝐸−1𝑓(𝑥) 

]∇    اور اب   𝑓(𝑥)] = ∆𝐸−1(∆𝑓(𝑥)) 

= ∆2𝐸−1𝑓(𝑥) 

ذا  

 

ٰ
 ل

∇= ∇∆= ∆2𝐸−1 

 اور پھر  

(∆ − ∇)𝑓(𝑥) = (∆ − ∆𝐸−1)𝑓(𝑥) 

= ∆(1 −
1

𝐸
) 𝑓(𝑥) 

= ∆(
𝐸 − 1

𝐸
)𝑓(𝑥) 

= ∆(∆𝐸−1)𝑓(𝑥) 

= ∆2𝐸−1𝑓(𝑥) 

𝛿2𝑓(𝑥)   اور غور کرو کہ   = (∆𝐸−
1

2)
2

𝑓(𝑥) 

= ∆2𝐸−1𝑓(𝑥) 

 ہوا کہ  

 

 
ات

 

=∇ چنانچہ ی ∇∆= ∆ − ∇= 𝛿2 = ∆2𝐸−1 

(ii)     

𝑅.𝐻. 𝑆. = (
∆

∇
−
∇

∆
) 𝑓(𝑥) 
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= (
∆

∆𝐸−1
−
∆𝐸−1

∆
)𝑓(𝑥) 

= (𝐸 −
1

𝐸
)𝑓(𝑥) 

= (
𝐸2 − 1

𝐸
)𝑓(𝑥) 

=
(𝐸 − 1)(𝐸 + 1)

𝐸
𝑓(𝑥) 

= ∆(
𝐸 + 1

𝐸
)𝑓(𝑥) 

= ∆(1 + 𝐸−1)𝑓(𝑥) 

= (∆ + ∆𝐸−1)𝑓(𝑥) 

= (∆ + ∇)𝑓(𝑥) = 𝐿.𝐻. 𝑆. 

 کیجیے کہ    ۔   7مثال  

 

 
ات

 

 ی

(i)  𝐸
1

2 = 𝜇 +
𝛿

2
 

(ii) 𝐸−
1

2 = 𝜇 −
𝛿

2
  

 غور کرو   (i)  حل ۔

𝛿𝑓(𝑥) = (𝐸
1

2 − 𝐸−
1

2) 𝑓(𝑥)                                         … (1) 

 اور  

𝜇𝑓(𝑥) =
1

2
(𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2) 𝑓(𝑥) 

⇒           2𝜇𝑓(𝑥) = (𝐸
1

2 + 𝐸−
1

2) 𝑓(𝑥)                                               … (2) 

 کو جمع کرنے پر    (2)اور     (1)مساوات 

(𝛿 + 2𝜇)𝑓(𝑥) = 2𝐸
1

2𝑓(𝑥) 

⇒                 𝐸
1

2 = (
𝛿 + 2𝜇

2
) = 𝜇 +

𝛿

2
 

(ii)  میں سے تفریق کرنے پر   (2)کو  (1)مساوات 

(2𝜇 − 𝛿)𝑓(𝑥) = 2𝐸−
1

2𝑓(𝑥) 

⇒              𝐸−
1

2 = 𝜇 −
𝛿

2
 

 کیا گیا۔ 

 

 
ات

 

 ی

 کرو کہ    ۔   8مثال  

 

 
ات

 

 ی

(i)  𝜇𝛿 =
1

2
(∆ + ∇) =

1

2
(∆𝐸−1 + ∆) 
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(ii)  = 1
2
𝛿2 + 𝛿 1 + 1

4
𝛿2 

  ہم جانتے ہیں کہ  (i)  ۔حل  

𝜇 =
1

2
(𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2) 

 اور 

𝛿 = 𝐸
1

2 − 𝐸−
1

2 

  

 

 ت

𝜇𝛿𝑓(𝑥) =
1

2
(𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2) (𝐸
1

2 − 𝐸−
1

2) 𝑓(𝑥) 

=
1

2
(𝐸 − 𝐸−1)𝑓(𝑥) 

=
1

2
(𝐸 −

1

𝐸
) 𝑓(𝑥) 

=
1

2
(
𝐸2 − 1

𝐸
)𝑓(𝑥) 

=
1

2
(
(𝐸 − 1)(𝐸 + 1)

𝐸
)𝑓(𝑥) 

=
∆

2
(
(𝐸 + 1)

𝐸
)𝑓(𝑥) 

=
∆

2
(1 +

1

𝐸
) 𝑓(𝑥) 

=
1

2
(∆ + ∆𝐸−1)𝑓(𝑥) 

ذ ہم جانتے ہیں  زی 

 

=∇ اور م ∆𝐸−1اس لیے 

1

2
(∆ + ∇)𝑓(𝑥) =

1

2
(∆ + ∆𝐸−1)𝑓(𝑥) 

 ہوا کہ  

 

 
ات

 

 چنانچہ ی

𝜇𝛿 =
1

2
(∆ + ∇) =

1

2
(∆𝐸−1 + ∆) 

 (ii)  غور کرو 

𝑅.𝐻. 𝑆. = [
1

2
(𝐸

1

2 − 𝐸−
1

2)
2

+ (𝐸
1

2 − 𝐸−
1

2)√1 +
1

4
(𝐸

1

2 − 𝐸−
1

2)
2

] 𝑓(𝑥) 

= [
1

2
(𝐸 + 𝐸−1 − 2) + (𝐸

1

2 − 𝐸−
1

2)√1 +
1

4
(𝐸 + 𝐸−1 − 2)] 𝑓(𝑥) 

= [
1

2
(𝐸 + 𝐸−1 − 2) + (𝐸

1

2 − 𝐸−
1

2) ×
1

2
 √(𝐸 + 𝐸−1 − 2)] 𝑓(𝑥) 
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= [
1

2
(𝐸 + 𝐸−1 − 2) + (

𝐸
1

2 − 𝐸−
1

2

2
) (𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2)] 𝑓(𝑥) 

= [
1

2
(𝐸 + 𝐸−1 − 2) + (

𝐸 − 𝐸−1

2
)] 𝑓(𝑥) 

=
1

2
[(𝐸 + 𝐸−1 − 2) + 𝐸 − 𝐸−1]𝑓(𝑥) 

=
1

2
(2𝐸 − 2)𝑓(𝑥) 

= (𝐸 − 1)𝑓(𝑥) 

= ∆𝑓(𝑥) = 𝐿.𝐻. 𝑆. 

∴ =
1

2
𝛿2 + 𝛿√1 +

1

4
𝛿2 

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 ی

 کرو کہ   ۔  9مثال  

 

 
ات

 

 ی

(i)  𝜇2 = 1 +
1

4
𝛿2 

(ii)  √1 + 𝜇2𝛿2 = 1 +
1

2
𝛿2 

  (i) حل۔ 

𝐿. 𝐻. 𝑆. = 𝜇2𝑓(𝑥) =
1

4
(𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2)
2

𝑓(𝑥) 

=
1

4
(𝐸 + 𝐸−1 + 2)2𝑓(𝑥) 

=
1

4
[(𝐸

1

2 − 𝐸−
1

2)
2

+ 4] 𝑓(𝑥) 

=
1

4
(𝛿2 + 4)𝑓(𝑥) 

= (1 +
1

4
𝛿2) 𝑓(𝑥) = 𝑅.𝐻. 𝑆. 

∴ 𝜇2 = 1 +
1

4
𝛿2 

(ii)  

𝐿. 𝐻. 𝑆. = (√1 + 𝜇2𝛿2) 𝑓(𝑥) = (√1 +
1

4
(𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2)
2

(𝐸
1

2 − 𝐸−
1

2)
2

)𝑓(𝑥) 

= (√1 +
1

4
(𝐸 + 𝐸−1 + 2)(𝐸 + 𝐸−1 − 2))𝑓(𝑥) 
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= √
4 + (𝐸 − 𝐸−1)2

4
𝑓(𝑥) 

= √
4 + 𝐸2 + 𝐸−2 − 2

4
𝑓(𝑥) 

= √
𝐸2 + 𝐸−2 + 2

4
𝑓(𝑥) 

= √
(𝐸 + 𝐸−1)2

4
𝑓(𝑥) 

= (
𝐸 + 𝐸−1

2
)𝑓(𝑥) 

= [
(𝐸

1

2 − 𝐸−
1

2)
2

+ 2

2
]𝑓(𝑥) 

= [
𝛿2 + 2

2
] 𝑓(𝑥) 

= (1 +
1

2
𝛿2) 𝑓(𝑥) = 𝑅.𝐻. 𝑆. 

∴ √1 + 𝜇2𝛿2 = 1 +
1

2
𝛿2 

 دی ا گیا ہے کہ    ۔   10مثال  

4 3 2 1 0 𝑥 

65 28 9 2 1 𝑦 

  

 

 کی قیمتیں معلوم کیجیے۔ 𝜇4𝑦2 اور    𝛿4𝑦2 ت

 غور کرو۔ حل ۔

𝑥4 𝑥3 𝑥2 𝑥1 𝑥0  

4 3 2 1 0 𝑥 

65 28 9 2 1 𝑦 

𝑦4 𝑦3 𝑦2 𝑦1 𝑦0  

  

 

 ت

𝛿4𝑦2 = (∆𝐸
−
1

2)
4

𝑦2 

= (∆4𝐸−2)𝑦2 

= (∆4)𝑦2−2 
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= (∆4)𝑦0 

= (𝐸 − 1)4𝑦0 

= (𝐸4 − 4𝐸3 + 6𝐸2 − 4𝐸 + 1)𝑦0 

= 𝐸4𝑦0 − 4𝐸
3𝑦0 + 6𝐸

2𝑦0 − 4𝐸𝑦0 + 𝑦0 

= 𝑦4 − 4𝑦3 + 6𝑦2 − 4𝑦1 + 𝑦0 

= 65 − 4(28) + 6(9) − 4(2) + 1 = 0 

 (ii)  غور کرو 

𝜇4𝑦2 = (
𝐸
1

2 − 𝐸−
1

2

2
)

4

𝑦2 

=
1

16
(𝐸

1

2 − 𝐸−
1

2)
4

𝑦2 

=
1

16
[(𝐸

1

2)
4

+ 4(𝐸
1

2)
3

𝐸−
1

2 + 6(𝐸
1

2)
2

(𝐸−
1

2)
2

+ 4𝐸
1

2 (𝐸−
1

2)
3

+ (𝐸−
1

2)
4

] 𝑦2 

=
1

16
(𝐸2 + 4𝐸

3

2𝐸−
1

2 + 6𝐸𝐸−1 + 4𝐸
1

2𝐸−
3

2 + 𝐸−2) 𝑦2 

=
1

16
(𝐸2 + 4𝐸 + 6 + 4𝐸−1 + 𝐸−2)𝑦2 

=
1

16
(𝑦4 + 4𝑦3 + 6𝑦2 + 4𝑦1 + 𝑦0) 

=
1

16
(65 + 4 × 28 + 6 × 9 + 4 × 2 + 1) = 15 

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 10.3

کا عامل   زقوں 

 

ق اکائی میں ہم نے منقسم  زقوں کے عامل    اس 

 

ق زی 

 

اور مرک اوسط عامل    𝛿کی تعریف دیکھی  کی تعریفیں بھی    𝜇اور 

ذ کیں۔ ان سے متعلقہ مثالوں کو بھی حل کیا    ∇اور    جانیں۔ ان عاملوں کے درمیان اور دیگر  

  

عاملوں کے درمیان رشتوں پر خصوصیات بھی اخ

 گیا۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ  10.4

زقی عامل، اوسط عامل 

 

زی ق

 

زقی عامل، مرک

 

زقی عوامل، منقسم ق

 

 ق
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 10.5

 ( Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 10.5.1

ز کیجیے:  ُ
 خالی جگہوں کو ی 

زقوں کے عامل کی تعریف   .1

 

زی ق

 

 کیجیے۔مرک

 کی تعریف کیجیے۔ 𝜇اوسط عامل   .2

 کیجیے کہ    .3

 

 
ات

 

𝛿ی = ∆𝐸−
1

2 

4.    ⏃2

𝑦,𝑧
𝑥2کی قیمت معلوم کیجیے۔ 

5.    ⏃2

𝑥1,𝑥2
𝑓(𝑥0)معلوم کیجیے۔ 

 :صحیح جواب سے جوڑیے

(i)   ⏃2

𝑦,𝑧
𝑥2   (a) 

𝑓(𝑥0)

ℎ
 

(ii)   ⏃𝑛+1

𝑥1,𝑥2,⋯,𝑥𝑛+1
𝑓(𝑥) (b) 𝜇𝛿 

(iii)   ⏃
𝑥1
𝑓(𝑥0)  (c) 0 

(iv)   

1

2
(∆ + 𝛻)  (d) 1 

(v)   

𝛻2𝑥2

𝛿2𝑥2
   (e) 4 

(f) 3 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  10.5.2

𝑓(1) اگر  .1 = 3, 𝑓(3) = 31, 𝑓(6) = 223, 𝑓(10) = 1011, 𝑓(11) = ذول   1343 زقوں کا خ 

 

ان کا منقسم ق

 تیار کیجیے۔ 

2.    ⏃2

𝑦,𝑧
𝑥3  معلوم کیجیے۔ 

 کیجیے .3

 

 
ات

 

 کہ    ی

(i)  = 1
2
𝛿2 + 𝛿 1 + 1

4
𝛿2 

(ii)  𝐸
1

2 = 𝜇 +
𝛿

2
 

 (Long Answer Type Questions)حامل سوالاتطویل جوای ات کے  10.5.3

 کیجیے کہ دلیلوں  .1

 

 
ات

 

زقی متشاکل ہوتے ہیں۔  (Arguments) ی

 

 کے حوالے سے منقسم ق

 دی ا گیا ہے کہ   .2
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4 3 2 1 0 𝑥 

65 28 9 2 1 𝑦 

  

 

 کی قیمتیں معلوم کیجیے۔ 𝜇4𝑦2 اور    𝛿4𝑦2 ت

ز کردہ اکتسابی مواد 10.6

 

 (Suggested Learning Resources) تجوی 

1. Introductory Methods of Numerical Analysis – S.S. Sastry. 

2. Introduction to Numerical Analysis – Devi Prasad Narosa Publication House. 

3. Higher Engineering Mathematics – B.S. Grewal, Khanna Publishers. 

4. Numerical Methods for Scientific & Engineering Computations – M.K. Jain, S.R.K. 

 Iyengar, R.K. Jain, New age International Publishers. 
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 ۔ مساوی وقفوں کے ساتھ تحریف 11اکائی

(Interpolation with Equal Intervals) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   11.0

 مقاص    11.1

 نیوٹن کے تحریفی ضابطے    11.2

 گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے مقدم تحریفی ضابطہ -نیوٹن  11.2.1

ز تحریفی ضابطہ -نیوٹن  11.2.2

 

 گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے موق

 اکتسابی نتائج   11.3

 کلیدی الفاظ   11.4

 نمونہ امتحانی سوالات    11.5

 سوالاتمعروضی جوای ات کے حامل  11.5.1

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات  11.5.2

 طویل  جوای ات کے حامل سوالات 11.5.3

ز کردہ اکتسابی مواد    11.6

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید   11.0

ز  اکائی میں ہم نے کئی عاملات کی معلومات حاصل کی  گزشتہ   

 

تحریفی ضابطہ کو  ۔ اس اکائی میں ہم نیوٹن کے مقدم تحریفی ضابطہ اور مئوق

زقیا

 

اہی ق

 
 

 کرنے جا رہے ہیں۔ تحریف کا مطالعہ م

 

 
ات

 

پر مبنی ہے،  جس کا آغاز ہم ات  تفاعل کے      کے علم احصا  (Finite Differences)تی

ذ کرتے ہوئے کرتے ہیں۔ 

  

زقیات  کے ذریعے  دو اہم  ضابطوں کو اخ

 

ز ق

 

 مقدم  اور مئوق

 (Objectives)مقاص 11.1

ا چاہیے  کہ:  

 

 ہوجای
 
 اس اکائی  کے مطالعہ کے بعد طلبہ کو  اس قاب

     تحریفی ضابطہنیوٹن کے مقدم   •
 

ت ز

 

ق آغاز کے   کے 

 

ذول شدہ قدروں کے  س کی قدروں کو تحریف    yکا استعمال کرتے ہوئے خ 

 کرکے تفاعل کی قدر تلاش کرسکیں۔ 

ز   •

 

    تحریفی ضابطہنیوٹن کے مئوق
 

ت ز

 

زی قدر  کے ق

 

 کے آج

 

ذول شدہ قدروں کے س کی قدروں کو تحریف   yکا استعمال کرتے ہوئے خ 

   کرکے تفاعل کی قدر تلاش کرسکیں۔

 (Newton’s Formulae for Interpolation)  نیوٹن کے تحریفی ضابطے 11.2

 گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے مقدم تحریفی ضابطہ -نیوٹن  11.2.1

(Newton-Gregory’s Interpolation Formula For Equal Intervals) 

 ہے گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے مقدم تحریفی ضابطہ درجہ ذیل -نیوٹن   : 1قضیہ 

2 3
0 0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! 3!

u u u u u
f x hu f x u f x f x f x

− − −
+ = +  +  +  +

0

( 1)( 2) { ( 1) h}
( ),

3!
nu u u u n

f x
− − − −

+  

جہاں  
0x x

u
h

−
 ہے۔  =

کہ    ثبوت: کیجیے  زض 

 

)ق )y f x=  جو ہے  تفاعل  0ات   0 0 0, , 2 , ,x x x h x h x nh= + + مقداریں+ ی الترتیب  لیے  کے 

0 0 0 0( ), ( ), ( 2 ), , ( )f x f x h f x h f x nh+ + )لیتا ہے۔ مان لیجیے کہ    + )f x     اتn     

 

)درجہ کی کثیر رکنی ہے، ت )f x    کو اس

 طرح سے لکھا جا سکتا ہے 

0 1 0 2 0 0 3 0 0( ) A ( ) ( )( ) ( )( )f x A x x A x x x x h A x x x x h= + − + − − − + − − −  

0 0 0 0( 2 ) ( )( ) { ( 1) }nx x h A x x x x h x x n h− − + + − − − − − −    (1)  

0جہاں   1 2A , , , , nA A A  مستقلات ہیں۔ 

0x( میں  1مساوات ) x= ہمیں حاصل ہے   رکھنے پر 
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0 0( ) Af x = 

0x( میں  1مساوات ) x h=  ہمیں حاصل ہے   رکھنے پر +

0 0 1( )f x h A Ah+ = +
 

1 0 0                             ( )Ah f x h A = + −
 

0 0( ) ( )f x h f x= + −
 

0 0 0
1                            

( ) ( ) (
  

)f x h f x f x
A

h h

+ − 
 = =

 

0( میں  1مساوات ) 2x x h= ا  ہے  ہمیں حاصل   رکھنے پر +

 

 ہوی

( ) ( )( )0 0 1 2( 2 ) 2 2f x h A A h A h h+ = + +
 

2
2 0 0 1                         (2 2 2  )A h f x h A hA = + − −

 

0 0 0( 2 ) ( ) 2 ( )f x h f x f x= + − − 

 0 0 0 0( 2 ) ( ) 2 ( ) ( )f x h f x f x h f x= + − − + −
 

2
0 0 0 0( 2 ) 2 ( ) ( ) ( )f x h f x h f x f x= + − + + = 

 

2
0

2 2
                        

( )

2!
      

f x
A

h


 = 

 ہیں 

 

 اسی طرح ہم حاصل کر سکت

3
0

3 3
                        

( )

3!
      

f x
A

h


 =
 

0

                                                     

                              
( )

!

n

n n

f x
A

n h


 = 

0 1 2A , , , , nA A A
 

ا  ہے  ہمیں حاصل  رکھنے پر ( میں 1کی قدریں مساوات )

 

 ہوی

 

2 3
0 0 0

0 0 0 0 02 3

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2! 3!

f x f x f x
f x f x x x x x x x h x x

h h h

  
= + − + − − − + −  

0
0 0 0 0 0

( )
( )( 2 ) ( )( ) { ( 1) }

!

n

n

f x
x x h x x h x x x x h x x n h

n h


− − − − + + − − − − − − (2)

 

زض کیجیے کہ  

 

 ق

0

01

x x
u

h
x x h

u
h

−
=

− −
− =
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( )
( )

0

0

                   

2
2

1
1

x x h
u

h

x x n h
u n h

h

− −
− =

− − −
− − =

 

  مساوات )

 

 ( سے 2ت

2 3
0 0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! 3!

u u u u u
f x hu f x u f x f x f x

− − −
+ = +  +  +  + 

0

( 1)( 2) { ( 1) }
( )

!
nu u u u n h

f x
n

− − − −
+  

 گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے  مطلوبہ مقدم تحریفی ضابطہ ہے۔-جو کہ نیوٹن 

زض کیجیے کہ   دوسرا ثبوت:  

 

)ق )y f x=   ات  تفاعل ہے جوx 0کی 0 0 0, , 2 , , ( 1)x x h x h x n h+ + + کے لیے ی الترتیب مقداریں −

0 1 2y , , , , ny y y    لیتا ہے۔ مان لیجیے کہ( )f x  0کوx x Ph= ا ہے،  +

 

   کسی  Pجہاں   کے لیے  محسوب کری

 

ات  حقیقی نمب ہے۔  ت
  

 کے لیے ہمیں حاصل ہے  Pحقیقی نمب  

( ) ( )PE f x f x Ph= + 

 یعن

0 0 0( ) ( ) (1 )P P
Py f x Ph E f x y= + = = + 

2 3
0

( 1) (P 1)(P 2)
1

2! 3!

P P P
P y

− − − 
= +  +  +  + 
 

 

 دورکنی قضیہ کی مدد سے 

(1)
 

2 3
0 0 0 0

( 1) (P 1)(P 2)

2! 3!P

P P P
y y P y y y

− − −
= +  +  +  + 

)اگر   )y f x=    ات𝑛     

 

درجہ کی کثیر رکنی ہو ت

1
0

n y+ زقیات صفر ہوں گے۔ اس لیے

 

 اور اعظم ق

( ) 2 3
0 0 0 0 0

(P 1) P 1( 1) (P 1)(P 2)

2! 3! !
n

P

P nP P P
y y P y y y y

n

− − −− − −
= +  +  +  + + 

ا سے ات  تفاعل کی شکل حاصل کیجیے  ۔ 1مثال 

 

 دیے گئے ڈای

                                      : 0 1 2 3 4

( ) :3 6

  

                  11 18    27  

x

f x
 

ذول اس طرح ہوگا   حل۔ زقی خ 

 

 ق
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3 ( )f x 
2 ( )f x ( )f x ( )f x  x 

0

0
 

2

2

2

 

3

5

7

9

 

3

6

11

18

27

 

0

1

2

3

4

 

,0یہاں   1,
x a

a h u
h

−
= =  ہیں۔ =

 گریگوری کا ضابطہ اس طرح دی ا گیا ہے-اس کے لیے نیوٹن 

2 3( 1) ( 1)( 2)
( ) (0) (0) (0) (0)

2! 3!

x x x x x
f x f x f f f

− − −
= +  +  +  

( 1)
3 3 (2) 0

2

x x
x

−
= +  + + 

23 3x x x= + + − 

2 2 3x x= + + 

2( ) 2 3f x x x = + + 

ذول سے   ۔ 2مثال   کی قدر حاصل کیجیے  sin52دیے گئے خ 

                                 : 45 50 55 60

( ) : 0 7071 0 76

       

60 0 8192 0 8660f x



   
 

ذول اس طرح ہوگا   حل۔ زقی خ 

 

 ق

3 ( )f  
2 ( )f  ( )f  ( ) sinf  =   

0.0007− 

0.0057

0.0064−

−
 

0.0589

0.0532

0.0468

 

0.7760

0.8192

0.7071

0.8660

 

45

50

55

60

 

 گریگوری کے مقدم تحریفی  ضابطہ سے ہمیں حاصل  ہے -نیوٹن 

2 3
0 0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ___________(1)

2! 3!

u u u u u
f x hu f x u f x f x f x

− − −
+ = +  +  +  +

0یہاں   0

52 45 7
45 , 52 , 5 , 1.4

5 5
x x uh h u

−
= + = = = =  ہیں۔ =

2 31.4(1.4 1) 1.4(1.4 1)(1.4 2)
(52 ) (45 ) 1.4 (45 ) (45 ) (45 )

2! 3!
f f f f f

− − −
= +  +  + 

  

1.4(0.4) 1.4(0.4)(0.6)
0.7071 1.4 0.0589 0.0057 0.0007

2 6
= +  −  + 
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0.7071 0.08246 0.001596 0.0000392= + − + 

0.7880032= 

 اس لیے   

sin52 0.7880032= 

ذول سے  ان طلبا کی تعداد معلوم کیجیے جن کے نمبات  ۔ 3مثال   سے کم ہیں: 45درجہ ذیل  خ 

طلبا کی  

 تعداد

 نمبات

31 
30-40 

42 
40-50 

51 

50-60 

35 
60-70 

31 
70-80 

ذول اس طرح ہوگا   حل۔ زقی خ 

 

ا کے لیے ق

 

 دیے گئے ڈای

4
𝑓(𝑥) 

3
𝑓(𝑥) 

2
𝑓(𝑥) 𝑓 𝑥  

 طلبا کی تعداد 

𝑓(𝑥) 

 نمبات

𝑥 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سے کم 40 31

 سے کم 50 73

 سے کم 60 124

 سے کم 70 159

 سے کم 80 190

یہاں  

45 40
45,a 40, 10, 0.5

10
x h u

−
= = = =  ہیں۔ =

 گریگوری کے مقدم تحریفی  ضابطہ سے ہمیں حاصل  ہے -نیوٹن 

2 3 4( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! 3! 4!

u u u u u u u u u
f x f a h f a f a f a f a

− − − − − −
= +  +  +  +  

2 30.5(0.5 1) 0.5(0.5 1)(0.5 2)
(45) (40) 0.5 (40) (40 ) (40)

2! 3!
f f f f f

− − −
= +  +  + 

40.5(0.5 1)(0.5 2)(0.5 3)
(40)

4!
f

− − −
+  
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5
31 0.5(42) 0.125(9) 0.0625(25) (37)

128
= + − − − 

47.867 48= = 

 سے کم ہیں۔  45نمبات طلبا  ایسے ہیں جن کے    48 اس لیے

ذول میں دی گئی ہے۔سال ۔4مثال   کی آی ادی کا تخمینہ لگائیں۔1925 کسی ملک کی دس سالہ مردم شماری  نیچے  خ 

 (سال )  1891 1901 1911 1921 1931

زار میں(  46 66 81 93 101

 

 
 اثی ادی)ہ

ذول اس طرح ہوگا   حل۔ زقی خ 

 

ا کے لیے ق

 

 دیے گئے ڈای

4
𝑓(𝑥) 

3
𝑓(𝑥) 

2
𝑓(𝑥) 𝑓 𝑥  𝑓(𝑥) 𝑥 

-3 

2 

−1 

−5 

−3 

−4 

20 

15 

12 

8 

46 

66 

81 

93 

101 

1891 

1901 

1911 

1921 

1931 

یہاں  

1925 1891
1925, 1891, 10, 3.4

10
x a h u

−
= = = =  ہیں۔ =

 گریگوری کے مقدم تحریفی  ضابطہ سے ہمیں حاصل  ہے -نیوٹن 

2 3 4( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! 3! 4!

u u u u u u u u u
f x f a h f a f a f a f a

− − − − − −
= +  +  +  +  

3.4(3.4 1) 3.4(3.4 1)(3.4 2) 3.4(3.4 1)(3.4 2)(3.4 3)
(1925) 46 3.4(20) ( 5) (2) ( 3)

2! 3! 4!
f

− − − − − −
= + + − + + −

46 68 20.4 3.808 0.5712= + − + −  

96.8368= 

زار ہے۔ 96.84  کی آی ادی1925  سال اس لیے

 

 
 ہ

𝑦کسی تفاعل  مشق۔ = 𝑓(𝑥)   ذول میں دی ا گیا ہے۔  ۔ حاصل   کیجیے 𝑓(0.2)گریگوری کے مقدم تحریفی  ضابطہ سے  -نیوٹن  کو نیچے  خ 

6 5 4 3 2 1 0  

229 220 203 203 194 185 176 
( )y f x= 

 177.67   جواب حل۔ 

ز -نیوٹن  11.2.2
ّ

 

 تحریفی ضابطہ گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے موج

(Newton-Gregory’s Backward Interpolation Formula For Equal Intervals ) 

ز تحریفی ضابطہ درجہ ذیل ہے-نیوٹن ۔  2قضیہ
ّ

 

 گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے موج
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2( 1)
( ) ( ) ( ) ( )

2!

u u
f a nh hu f a nh u f a nh f a nh

+
+ + = + +  + +  + +

( 1)( 2) { 1}
( )

!
nu u u u n

f a nh
n

+ + + −
+  + 

زض کیجیے کہ   ۔  ثبوت 

 

)ق )y f x= ات  تفاعل ہے جو, , 2 , ,x a a h a h a nh= + + کے لیے ی الترتیب مقداریں +

( ), ( ), ( 2 ), , ( )f a f a h f a h f a nh+ + )یتا ہے۔ مان لیجیے کہ  ل + )f x   اس طرح سے   ہےکہ

( ) ( ) ( )0 1 2( ) A ( )( 1 ) ( )( 1 )( 2 )f x A x a nh x a n h A x a nh x a n h x a n h= + − − − − − + − − − − − − − − +  

(1)( )( )( 1 ) ( 2 )( )nA x a nh x a n h x a h x a h+ − − − − − − − − − 

0جہاں   1 2A , , , , nA A A  مستقلات ہیں۔ 

x( میں  1مساوات ) a nh=  ہمیں حاصل ہے   رکھنے پر +

0A ( )f a nh= + 

)( میں  1مساوات ) )1x a n h= +  ہمیں حاصل ہے   رکھنے پر −

( )( ) ( )0 11 1f a n h A A a n h a nh+ − = + + + − −   

0 1A Ah= −
 

( )1 0                       ( 1 )      A h A f a n h = − + −
 

( ) ( )( )1f a nh f a n h= + − + −
 

( )( )
1                              

( ) 1 ( )f a nh f a n h f a nh
A

h h

+ − + −  +
 = =

 

)( میں  1اسی طرح مساوات ) )2x a n h= +  ہوگا  ہمیں حاصل  رکھنے پر −

( )( ) ( ) ( )0 1 22 2 2f a n h A A a n h a nh A a n h a nh+ − = + + − − − + + − − −        

( ) ( )2 1a n h a n h+ − − − −   

( )( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2
0 1 2

2
2 0 1

2

2 2

2 2

2 2

                          2

2

1

A A h A h

A h f a n h A A h

f a n h f a nh f a nh

f a n h f a nh f a nh f a n h

= − +

 = + − − +

= + − − + +  +

 = + − − + + + − + − 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 1 1

1

f a n h f a n h f a n h f a nh

f a n h f a nh

 = + − − + − − + − − + 

= + − − +
 

( )2 f a nh=  + 

 



162 
 

2

2 2
            

(
 

)

2!
 

f a nh
A

h

 +
 = 

 اسی  طرز عمل سے  ہم حاصل کر تے ہیں

3

3 3
            

(
 

)

3!
 

f a nh
A

h

 +
 =
 

                                       

              
( )

!
 

n

n n

f a nh
A

n h

 +
 = 

0 1 2A , , , , nA A A
 

ا  ہے  ہمیں حاصل  رکھنے پر ( میں 1کی قدریں مساوات )

 

 ہوی

( ) ( )( )
2

2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1

2!

f a nh f a nh
f x f a nh x a nh x a nh x a n h

h h

 +  +
= + + − − + − −  − − − + 

( ) ( )( ) ( )
( )

1
!

n

n

f a nh
x a nh x a n h x a h

n h

 +
+ − − − − − − − (2)

 

زض کیجیے کہ  

 

 ق

( )

( )

( )

1

1

( 1)

x a nh
u

h
uh x a nh

x a u h

x a h a nh uh a h

u n h

x a n h uh h

− +
=

 = − −

 − = +

− − = + + − −

= + −

− − − = +

 

  مساوات )

 

 ( سے 2ت

2( 1) ( 1) ( 1)
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! !
nu u u u u n

f x f a nh u f a nh f a nh f a nh
n

+ + + −
= + +  + +  + + +  + 

ز تحریفی ضابطہ ہے۔-جو کہ نیوٹن 

 

 گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے  مطلوبہ موج

ثبوت:   کہ    دوسرا  زض کیجیے 

 

)ق )y f x=   جو ہے  0کی  xات  تفاعل  0 0 0, , 2 , ,x x h x h x nh+ + ی الترتیب مقداریں + کے لیے 

0 1 2y , , , , ny y y    لیتا ہے۔ مان لیجیے کہ( )f x  کوnx x Ph= ا ہے،  +

 

   کسی  Pجہاں   کے لیے  محسوب کری

 

ات  حقیقی نمب ہے۔  ت
  

 کے لیے ہمیں حاصل ہے  Pحقیقی نمب  

y ( ) ( )P
P n nf x Ph E f x+= + = 

1(1 ) [ 1 ]P
ny E− −= − = − 

2 3( 1) (P 1)(P 2)
1

2! 3! n

P P P
P y

+ + + 
= + +  +  + 
 

 

 

2 3( 1) (P 1)(P 2)

2! 3!n n n n

P P P
y P y y y

+ + +
= +  +  +  + 
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   یہ ضابطہ
 

ت ز

 

 کے آغاز کے ق

 

ذول شدہ قدروں کے  س ا ہے۔ yخ 

 

 کی قدروں کو تحریف کرنے کے لیے استعمال ہوی

ا سے   ۔ 5مثال 

 

2.65xدرجہ ذیل ڈای  کی قیمت محسوب کیجیے  y پر =

3 2 1 0 −1 x 

3 12 15 6 −21 
y 

2.65xچوں کہ     حل۔    ہے اس لیے ہم درجہ ذیل   =
 

ت ز

 

زی قدر کے ج

 

ذول کی اثج ز -نیوٹن  خ 

 

تحریفی  گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے  موج

 ضابطہ کا استعمال کریں گے۔

2 3 4
3 4

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 4)

2! 3! 4!u n n n

u u u u u u u u u
y y u y y y y

+ + + + + +
= +  +  +  +  + 

,2.65یہاں 3, 1,nx x h= =  اس لیے =

2.65 3
0.35

1
nx x

u
h

− −
= = = − 

2,n ny y  ذول بناتے ہیں ز تفریقی خ 

 

 وغیرہ کو حاصل کرنے کے لیے موج

4 y 3 y 2 y y y  

0 

6 

6 

−18 

−12 

−6 

27 

9 

−3 

−9 

−21 

6 

15 

12 

3 

 

 

1
2
3  

( )( )
( )( )

( )
( )( )( )

( )
0.35 0.35 1 0.35 0.35 1 0.35 2

3 0.35 9 6 6
2! 3!

6.4571

y
− − + − − + − +

= + − − + − +

=

 

ذول میں  سے    ۔6مثال       yدرجہ ذیل خ 

 

ہے۔اس سلسلہ کی    23.6رکن ہیں جس کی چھٹی رکن    (Consecutive)کی قیمت یں اس سلسلہ کی مرت

 پہلی اور دسویں  ارکان کو  محسوب کیجیے 

9 8 7 6 5 4 3 x 
73.9 52.8 36.2 23.6 14.5 8.4 4.8 

y 

ذول کی تشکیل   حل ۔    کریں گے۔ س  سے پہلے ہم تفریقی خ 

2 3 4
3 4

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)

2! 3! 4!

+ + + + + +
= +  +  +  +  +u n n n

u u u u u u u u u
y y u y y y y 

ذول بناتے ہیں  پہلے  ہم  تفریقی خ 
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4 y 3 y 2 y y y  

 

 

 

0.5
0.5
0.5
0.5

 

2.5
3.0
3.5
4.0
4.5

 

3.6
6.1
9.1
12.6
16.6
21.1

 

4.8
8.4
14.5
23.6
36.2
52.8
73.9

 

3
4
5
6
7
8
9

 

تحریفی ضابطہ کا  پہلی رکن کو حاصل کرنے کے لیے ہم   نیوٹن کے مقدم  
01, 3, 1, 2x x h u= = = =  کے ساتھ استعمال کریں گے   −

( )
( )

( )( )
( )

( )( )( )
( )1

2 2 3 2 3 4
(1) 4.8 3.6 2.5 0.5

1 1 2 6
3.1

y f
− − − − − −

= = + + +


=

 

ز  

 

,10تحریفی ضابطہ کا  دسویں رکن کو حاصل کرنے کے لیے ہم   نیوٹن کے موج 10, 1, 1nx x h u= = =  کے ساتھ استعمال کریں گے  =

( )
( )

( )( )
( )

( )( )( )
( )10

1 1 2 1 2 3
(10) 73.9 21.1 4.5 0.5

1 2 6
100

y f= = + + +

=

 

ذول میں دی گئی ہے۔   ۔ 7مثال   کسی ملک کی مردم شماری  نیچے  خ 

 سال 1891 1901 1911 1921 1931

 اثی ادی  46 66 81 93 101

 کی آی ادی کا تخمینہ لگائیں۔1925 سال 

,1931یہاں  حل۔ 10,a nh h+ =  اس  لیے  =

( ) 1925

1931 1925

1925 1931
0.6

10

a nh uh

uh

u

+ + =

 + =

−
= = −

 

ذول اس طرح ہوگا  زقی خ 

 

ز ق

 

ا کے لیےموج

 

 دیے گئے ڈای

∇4𝑦 ∇3𝑦 ∇2𝑦 ∇𝑦 
 اثی ادی 

𝑦 

 سال

𝑥 

−𝟑 

2 

−𝟏 

−5 

−3 

−𝟒 

20 

15 

12 

8 

46 

66 

81 

93 

101 

1891 

1901 

1911 

1921 

1931 
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ز تحریفی  ضابطہ   ہے -نیوٹن 

 

 گریگوری کے موج

( ) ( )( )2 3 4
1925

( 1) 2 ( 1) 2 3( 1)

2! 3! 4!a nh a nh a nh a nh a nh

u u u u u u uu u
y y u y y y y+ + + + +

+ + + + ++
= +  +  +  +  

( )( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )1925

0.6 (0.4) 0.6 (0.4) 1.4 0.6 (0.4) 1.4 2.4
101 0.6 8 4 1 3

2 6 24
101 4.8 0.48 0.056 0.1008

96.837 97

y
− − −

= + − + − + − + −

= − + + +

=

 

رزیبا1925ً سال   اس لیے
ق

 

 ی
ت
 لاکھ ہے۔ 97   کی آی اد

ا سے   ۔ 8مثال 

 

 کی قیمت محسوب کیجیے  17Tanدرجہ ذیل ڈای

      

      

یہاں   حل۔ 

17 24 7
24,

4 4
a nh u

− −
+ = =  اس لیے =

ذول اس طرح سے ہے   تفریقی خ 

( )4 410 f x ( )4 310 f x ( )4 210 f x ( )410 f x 104𝑓(𝑥)  

−3 

7 

−5 

8 

5 

12 

7 

7 

15 

20 

32 

39 

699 

706 

721 

741 

773 

812 

0 

6991 

1405 

2126 

2867 

3640 

4552 

0 

4 

8 

12 

16 

20 

24 

 

ز تحریفی ضابطہ سے

 

 نیوٹن موج

( )

2 3

4

( 1) ( 1)( 2)
( ) ( ) ( ) ( )

2! 3!
( 1)( 2) 3

( )
4!

a nh uh

u u u u u
y f a nh u f a nh f a nh f a nh

u u u u
f a nh

+ +

+ + +
= + +  + +  + +  +

+ + +
+  +

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

4

7 3 7 3 1
7 4 4 4 4 4

10 17 4452 812 39 7
4 2! 3!

7 3 1 5
4 4 4 4

5
4!

f

      
− − − −      

        = + − + + 
 

    
− −    
    + −
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( )
21 39 49

4452 7 203
32 128

4452 1421 25.6 0.4

30.57


= − + +

= − + +

=

 

 اس لیے 

( )17 17 0.3051f Tan= = 

ذول میں دی گئی ہے۔   ۔ 8مثال  سن ہ کی مردم شماری  نیچے  خ 
ق
 کسی 

 سال 1921 1931 1941 1951 1961 1971

 اثی ادی )لاکھ (  20 24 29 36 46 51

 کی آی ادی کا تخمینہ لگائیں۔1955 سال 

 اس کا حل طلبا  خودحاصل کرنے کی کوشش  کریں۔   حل۔

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  11.3

ز تحریفی ضابطہاس اکائی میں ہم نے  

 

کے ی ارے میں پڑھا اور اس کی مدد سے چند مثالات      تحریفی ضابطہم  نیوٹن  کے مقد اور      نیوٹن  کے موج

ا سیکھا

 

   ۔کو حل کری

 ( Keywords)کلیدی الفاظ 11.4

ز تحریفی ضابطہ، تخمینہ

 

 تفریقی مساوات،  مقدم تحریفی ضابطہ  ، موج

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  11.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات  11.5.1

ز تحریفی ضابطہ .1

 

 ۔ہے _____________ نیوٹن  کے موج

    ۔ہے _____________تحریفی ضابطہ  منیوٹن  کے مقد .2

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  11.5.2

سے .1 ضابطہ  تحریفی  ز 

 

موج کے  کہ5.5  نیوٹن   ہے  گیا  دی ا  کہ    
 

ج کیجیے  محسوب   

 

ت اشریہ  تین  ٹھیک  قدر     کی 

5 2.236, 6 2.449, 7 2.646, 8 2.828= = =  2.345  جواب۔    =

ذول میں زمین  کی سطح سے اوپر دی گئی اونچائیوں کے لیے نظر آنے والے افق کے سمندری میلوں میں فاصلہ بتاتی ہے۔ .2  خ 

 (𝑥)اونچائی  100 150 200 250 300 350 400

 (𝑦)  دوری  10.63 13.03 15.04 16.81 18.42 19.90 21.27
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𝑦    
 

𝑥کی وہ قیمتیں حاصل کیجیے ج = 160𝑓𝑡  اور𝑥 = 410𝑓𝑡 21.53اور  13.46جواب ۔  ہو۔ 

ذول کی تشکیل کیجیے  .3 ا  کے لیے تحریفی خ 

 

 درجہ ذیل ڈای

1.3 1.1 0.9 0.7 0.5 0.3 0.1 𝑥 

0.697 0.518 0.370 0.248 0.148 0.067 0.003 𝑓(𝑥) 

 دی ا ہے
0 1 2 3 4 53, 12, 81, 200, 100, 8y y y y y y= = = = = =    

 

ت

5
0y۔  حاصل کیجیے 

ذول میں دی گئی ہے۔   .4  کسی ملک کی مردم شماری  نیچے  خ 

 𝑥سال 1891 1901 1911 1921 1931

زار میں (𝑦)اثی ادی  46 66 81 93 101

 

 
 ہ

    ۔  تخمینہ لگائیں۔کی آی ادی کا 1925 سال 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات  11.5.3

 کیجیے .1

 

 
ات

 

  ۔نیوٹن  کے مقدم تحریفی ضابطہ کو بیان اور ی

 کیجیے .2

 

 
ات

 

ز تحریفی ضابطہ کو بیان اور ی

 

 ۔ نیوٹن  کے موج

ز کردہ اکتسابی مواد 11.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introductory Methods of Numerical Analysis, S.S. Sastry. 

2. Mathematical Methods, TKY Iyengar. 

  



168 
 

 

 ۔ غیرمساوی وقفوں کے ساتھ تحریف 12اکائی

(Interpolation with Unequal Intervals ) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   12.0

 مقاص    12.1

 غیرمساوی وقفوں کے ساتھ تحریف   12.2

مہ تفریق کا تحریفی ضابطہ  12.2.1
قس

 

می

 نیوٹن کا 

 لیگرانج کا  تحریفی ضابطہ  12.2.2

 اکتسابی نتائج   12.3

 کلیدی الفاظ   12.4

 نمونہ امتحانی سوالات    12.5

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات 12.5.1

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات  12.5.2

 طویل  جوای ات کے حامل سوالات 12.5.3

ز کردہ اکتسابی مواد    12.6

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید   12.0

ز تفریق  کے تحریفی ضابطہ  پر بحث کی۔ ان ضابطوں کا بنیادی نقصان یہ ہے کہ وہ  

 

پچھلے ی اب میں، ہم نے نیوٹن کے مقدم  اور موج

 کی غیر مساوی فاصلہ والی اقدار کے لیے دو تحریفی ضابطے  دیں گے۔ 𝑥صرف دلیل کی مساوی فاصلہ والی اقدار پر لاگو ہوتے ہیں۔ اب، ہم  

 . منقسم تفریق  کے ساتھ نیوٹن کا عام  تحریفی ضابطہ۔ 1

 لیگرانج  کا تحریفی ضابطہ۔ . 2

 (Objectives)مقاص 12.1

ا چاہیے  کہ:  

 

 ہوجای
 
 اس اکائی  کے مطالعہ کے بعد طلبہ کو  اس قاب

• 𝑥 مہ تفریق کا  ضابطہ  کا 
سی
ق

 

می

 کرسکیں۔ اطلاق کی دی گئی قیمت کے لیے تفاعل کی قدر  کا اندازہ کرنے کے لیے نیوٹن کے 

• 𝑥 کرسکیں۔ کی دی گئی قیمت کے لیے تفاعل کی قدر  کا اندازہ کرنے کے لیے لیگرانج کے تحریفی   ضابطہ  کا اطلاق   

 (Interpolation with Unequal Intervals) غیرمساوی وقفوں کے ساتھ تحریف  12.2

مہ تفریق کا تحریفی ضابطہ  12.2.1
قس

 

می

 نیوٹن کا 

(Newton’s Divided Difference Interpolation Formula) 

زض کیجیے کہ    

 

)ق )y f x=  1کی 2 3, , , , nx x x x1کے متعلق مقداریں 2 3( ), ( ), ( ), , ( )nf x f x f x f x  ہیں۔ اب 

⏃
𝑥1
𝑓(𝑥) =

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥1)

𝑥 − 𝑥1
 

⇒ (𝑥 − 𝑥1)
⏃
𝑥1
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥1) 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)
⏃
𝑥1
𝑓(𝑥) ⋯ (1) 

 ی ارہ دو 

⏃2

𝑥1, 𝑥2
𝑓(𝑥) =

⏃
𝑥1
𝑓(𝑥) −

⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1)

𝑥 − 𝑥2
 

∴
⏃
𝑥1
𝑓(𝑥) =

⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥2)

⏃2

𝑥1, 𝑥2
𝑓(𝑥) ⋯ (2) 

 اسی طرح 

⏃2

𝑥1, 𝑥2
𝑓(𝑥) =

⏃2

𝑥2, 𝑥3
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥3)

⏃3

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
𝑓(𝑥) ⋯ (3) 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

⏃𝑛

𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛
𝑓(𝑥) =

⏃𝑛

𝑥2, 𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑛+1
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥n+1)

⏃𝑛+1

𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛+1
𝑓(𝑥) ⋯ (4) 
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  مساوات

 

ا ہے 2اور )   (1)ت

 

 ( سے ہمیں حاصل ہوی

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1) [
⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥2)

⏃2

𝑥1, 𝑥2
𝑓(𝑥)] 

= 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)
⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

⏃2

𝑥1, 𝑥2
𝑓(𝑥) 

سے ( 3) مساوات 

⏃2

𝑥1, 𝑥2
𝑓(𝑥)   ا ہے

 

 کی قیمت درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوی

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)
⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

⏃2

𝑥2, 𝑥3
𝑓(𝑥1)

+ [(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)
⏃3

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
𝑓(𝑥)] 

= 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)
⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

⏃2

𝑥2, 𝑥3
𝑓(𝑥1)

+ (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)
⏃3

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
𝑓(𝑥) 

زھنے اور  

 

اسی طرز پر  آگے ی 

⏃𝑛

𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛
𝑓(𝑥) ا ہے حاصل  کی قدر کو درج کرنے سے ہمیں

 

 ہوی

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)
⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

⏃2

𝑥2, 𝑥3
𝑓(𝑥1) + ⋯

+ (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)⋯ (𝑥 − 𝑥n)
⏃𝑛

𝑥2, 𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑛
𝑓(𝑥1)

+ (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)⋯ (𝑥 − 𝑥n+1)
⏃𝑛+1

𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛+1
𝑓(𝑥) 

= 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)
⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

⏃2

𝑥2, 𝑥3
𝑓(𝑥1) + ⋯

+ (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)⋯ (𝑥 − 𝑥n)
⏃𝑛

𝑥2, 𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑛+1
𝑓(𝑥1) + 𝑅𝑛+1 

𝑅𝑛+1   جہاں = (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)⋯ (𝑥 − 𝑥n+1)
⏃𝑛+1

𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛+1
𝑓(𝑥) ہے۔ 

 درجہ کی کثیر رکنی ہے ، اس لیے n ات   𝑓(𝑥)  چوں کہ 

⏃𝑛+1

𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛+1
𝑓(𝑥) = 0 

⇒ 𝑅𝑛+1 = 0 

 اب  ہمیں ملتا ہے

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) ⏃

2

𝑥2,𝑥3
𝑓(𝑥1) + ⋯

+ (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑛) ⏃𝑛

𝑥2,𝑥3,⋯,𝑥𝑛+1
𝑓(𝑥1) 

مہ 
قس

 

می

ا ہے۔یہ ضابطہ نیوٹن کا  

 

 تفریق کا تحریفی ضابطہ کہلای

ذول کی مدد سے  لکھا جا سکتا ہے:  رمارک:  مہ تفریق کے خ 
قس

 

می

 اس ضابطہ کو 

ذول  سے    کی کسی ات   قیمت کو لے کر ابتدا کیجیے۔ 𝑓(𝑥)خ 

ز ات  اوپر ی ا نیچے کی سمت میں ہو سکتا ہے۔ 
 
 پہنچیں، جن میں سے ہ

 

زق  ت

 

 مرحلہ بہ مرحلہ اعلیٰ ق
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𝑥اگلی اصطلاح کے عوامل کا تعین کرے گا، یعن اگلی اصطلاح میں ات  اور عنصر  𝑥𝑖کسی بھی مرحلے پر متعارف کرای ا گیا   − 𝑥𝑖   امل

 

ش

 ہوگا۔

زض کریں کہ ہم تفاعل کی قدر  

 

ذول میں، ق زقوں کی طرف منتقل   𝑓(𝑥3)مندرجہ ذیل خ 

 

ار اعلیٰ ق

 

کے ساتھ شروع کرتے ہیں اور لگای

 کرتے ہیں جیسا کہ تیر وں کے ذریعے دکھای ا گیا ہے

 

⏃𝟒

𝒙𝟐,⋯,𝒙𝟓
𝒇(𝒙𝟏) 

 

⏃𝟑

𝒙𝟐,𝒙𝟑,𝒙𝟒
𝒇(𝒙𝟏) 

 

⏃3

𝑥3,𝑥4,𝑥5
𝑓(𝑥2) 

⏃2

𝑥2,𝑥3
𝑓(𝑥1) 

 

⏃𝟐

𝒙𝟑,𝒙𝟒
𝒇(𝒙𝟐) 

 

⏃2

𝑥4,𝑥5
𝑓(𝑥3) 

⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) 

 

⏃
𝒙𝟑
𝒇(𝒙𝟐) 

 

⏃
𝑥4
𝑓(𝑥3) 

 

⏃
𝑥5
𝑓(𝑥4) 

𝑓(𝑥1) 

𝑓(𝑥2) 

𝒇(𝒙𝟑) 

𝑓(𝑥4) 

𝑓(𝑥5) 

 

زقی    𝒇(𝒙𝟑)   یہاں ہم

 

⏃  لیتے ہیں اور ق
𝒙𝟑
𝒇(𝒙𝟐)   ،⏃𝟐

𝒙𝟑,𝒙𝟒
𝒇(𝒙𝟐)  ، ⏃𝟑

𝒙𝟐,𝒙𝟑,𝒙𝟒
𝒇(𝒙𝟏)   𝟒⏃  اور

𝒙𝟐,⋯,𝒙𝟓
𝒇(𝒙𝟏)  لیتے ہیں۔ 

زو ضربی،    .……دوسرے ، تیسرے

 

 
𝑥)ی انچوے ارکان کے ج − 𝑥3)،(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥2)،(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥4) اور    

(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥4)(𝑥 − 𝑥1)    ہیں۔ اب 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥3) + (𝑥 − 𝑥3)⏃
𝑥3
𝑓(𝑥2) + (𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥2) ⏃

2

𝑥3,𝑥4
𝑓(𝑥2)

+ (𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥4) ⏃3

𝑥2,𝑥3,𝑥4
𝑓(𝑥1)

+ (𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥4)(𝑥 − 𝑥1) ⏃4

𝑥2,⋯,𝑥5
𝑓(𝑥1) 

اس  طریقے کو ٹیڑھا   مہ تفریق کے تحریفی ضابطہ کو لکھنے کے 
قس

 

می

ی ا شیفرڈ   (Zig-Zag)میڑھا-نیوٹن کے  (  Sheppard)قاعدہ 

 قاعدہ کہتے ہیں۔

𝑓(1)اگر    ۔1مثال  = 3, 𝑓(3) = 31, 𝑓(6) = 223, 𝑓(10) = 1011, 𝑓(11) = مہ تفریق نیوٹن  ت    ہو    1343
قس

 

می

کے 

 کی قدر حاصل کیجیے۔   𝑓(8)کا استعمال کر کے   کے تحریفی ضابطہ

ذول  کی تشکیل   ۔حل مہ تفریق کی  خ 
قس

 

می

 اس طرح ہوگی  
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مہ تفریق کا تحریفی ضابطہ درجہ ذیل ہے 
قس

 

می

 نیوٹن کا 

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) + (𝑥 − 1)⏃
3
𝑓(1) + (𝑥 − 1)(𝑥 − 3)⏃2

6,10
𝑓(1) + (𝑥 − 1)(𝑥 − 3)(𝑥 − 6) ⏃3

3,6,10
𝑓(1) 

𝑥 کی قیمت اور𝑓(1)تفریق ،    =  درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا   8

𝑓(8) = 3 + (8 − 1)14 + (8 − 1)(8 − 3)10 + (8 − 1)(8 − 3)(8 − 6)1 

= 3 + 98 + 350 + 70 

= 521 

ا سے   ۔ 2مثال 

 

ذول  کے ڈای مہ تفریق کے ضابطہنیوٹن دی گئی خ 
قس

 

می

 کی قدر حاصل کیجیے۔   𝑓(9)کا استعمال کر کے   کے 

17 13 11 7 5  

5202 2366 1452 392 150 𝑓(𝑥)  

ذول  کی تشکیل   ۔حل مہ تفریق کی  خ 
قس

 

می

 اس طرح ہوگی  

⏃4𝑓(𝑥) ⏃3𝑓(𝑥) ⏃2𝑓(𝑥) ⏃𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) 𝑥 

 

0 

 

32 − 24

13 − 5
= 𝟏 

 

42 − 32

17 − 7
= 1 

265 − 121

11 − 5
= 𝟐𝟒 

 

457 − 265

13 − 7
= 32 

 

709 − 457

17 − 11
= 42 

 

392 − 150

7 − 5
= 𝟏𝟐𝟏 

 

 

 

1452 − 392

11 − 7
= 265 

 

 

 

2366 − 1452

13 − 11
= 457 

 

 

 

5202 − 2366

17 − 13
= 709 

150 

 

392 

 

1452 

 

2366 

 

5202 

5 

 

7 

 

11 

 

13 

 

17 

مہ تفریق کا تحریفی ضابطہ درجہ ذیل ہے 
قس

 

می

 نیوٹن کا 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) ⏃

2

𝑥2,𝑥3
𝑓(𝑥1) + ⋯

+ (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑛) ⏃3

𝑥2,𝑥3,𝑥4
𝑓(𝑥1) 

𝑓(9) = 150 + (9 − 5)121 + (9 − 5)(9 − 7)24 + (9 − 5)(9 − 7)(9 − 11)1 

= 150 + 484 + 192 − 16 

⏃4𝑓(𝑥) ⏃3𝑓(𝑥) ⏃2𝑓(𝑥) ⏃𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) 𝑥 

 

𝟎 

 

𝟗

𝟗
= 𝟏 

 

8

8
= 1 

50

5
= 𝟏𝟎 

 

133

7
= 19 

 

135

5
= 27 

31 − 3

3 − 1
= 𝟏𝟒 

 

223 − 31

6 − 3
= 64 

 

1011 − 223

10 − 6
= 197 

 

1343 − 1011

11 − 10
= 332 

 

1 

3 

6 

10 

11 
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= 810 

مہ تفریق کا تحریفی ضابطہ کا استعمال کر کے  ۔ 3مثال 
قس

 

می

 کی قدر حاصل کیجیے 𝑓(15)اور     𝑓(8)   نیوٹن کا 

      

     𝑓(𝑥) 

𝑓(8)  جواب۔       خود حل کریں۔   حل۔ = 448 ،  𝑓(15) = 3150 

مہ تفریق کا تحریفی ضابطہ کا استعمال کر کے  ۔4مثال 
قس

 

می

 کی قدر حاصل کیجیے 𝑓(15)اور     𝑓(8)   نیوٹن کا 

   −1   

   33 
1245 𝑓(𝑥) 

ذول  کی تشکیل   ۔حل مہ تفریق کی  خ 
قس

 

می

 اس طرح ہوگی  

⏃4𝑓(𝑥) ⏃3𝑓(𝑥) ⏃2𝑓(𝑥) ⏃𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) 𝑥 

 

3 

 

−14 

 

13 

94 

 

10 

 

88 

 

−404 

 

 

−28 

 

 

2 

 

 

442 

1245 

 

33 

 

5 

 

9 

 

1335 

−4 

 

−1 

 

0 

 

2
 

 

5 

مہ تفریق کا تحریفی ضابطہ سے ہمیں حاصل  ہے 
قس

 

می

 نیوٹن کا 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)[𝑥0, 𝑥1] + (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2]
+ (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]
+ (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4] 

𝑓(9) = 1245 + (𝑥 + 4)(−404) + (𝑥 + 4)(𝑥 + 1)94 + (𝑥 + 4)(𝑥 + 1)(𝑥 − 0)(−14)
+ (𝑥 + 4)(𝑥 + 1)(𝑥 − 0)(𝑥 − 2)(3) 

= 3𝑥4 − 5𝑥2 + 6𝑥2 − 14𝑥 + 5 

 (Lagrange’s Interpolation Formula)لیگرانج کا  تحریفی ضابطہ  12.2.2

کہ   کیجیے  زض 

 

)ق )f x  0کی 1 2, , , , nx x x x0مقداریں+   کے متعلق 1 2( ), ( ), ( ), , ( )nf x f x f x f x     

 

ت ہیں۔ 

( )f x کوn  درجہ کی کثیر رکنی کی طرح اس طرح لکھا جا سکتا ہے۔ 

𝑓(𝑥) = 𝐴0(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥n) + 𝐴1(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥n)
+ 𝐴2(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥n)
+ 𝐴𝑛(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥n−1)                                 … (1) 

ا ہے۔  𝐴0 ،𝐴1 ،𝐴2………  ،𝐴𝑛جہاں  

 

 مستقلات ہیں جن کو حاصل کری

𝑥( میں  1مساوات ) = 𝑥0   درج کرنے پر 

𝑓(𝑥0) = 𝐴0(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)⋯ (𝑥0 − 𝑥n) 
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∴ 𝐴0 =
𝑓(𝑥0)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)⋯ (𝑥0 − 𝑥n)
 

 

𝑥( میں  1مساوات ) = 𝑥1   درج کرنے پر 

𝑓(𝑥) = 𝐴1(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)⋯ (𝑥1 − 𝑥n) 

∴ 𝐴1 =
𝑓(𝑥1)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)⋯ (𝑥1 − 𝑥n)
 

𝑥( میں  1اس طرز پر مساوات ) = 𝑥2  ،𝑥 = 𝑥3 ،……   ،𝑥 = 𝑥𝑛   درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 

𝐴2 =
𝑓(𝑥2)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 − 𝑥3)⋯ (𝑥2 − 𝑥n)
 

𝐴3 =
𝑓(𝑥3)

(𝑥3 − 𝑥0)(𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)⋯ (𝑥3 − 𝑥n)
 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝐴𝑛 =
𝑓(𝑥n)

(𝑥n − 𝑥0)(𝑥n − 𝑥1)(𝑥n − 𝑥2)⋯ (𝑥n − 𝑥n−1)
 

𝐴0 ،𝐴1 ،𝐴2………  ،𝐴𝑛( ا ہے 1کی قیمتیں مساوات

 

 ( میں درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوی

𝑓(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑛)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)⋯ (𝑥0 − 𝑥𝑛)
𝑓(𝑥0)

+
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑛)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)⋯ (𝑥1 − 𝑥𝑛)
𝑓(𝑥1) + ⋯

+
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑛−1)

(𝑥𝑛 − 𝑥0)(𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑥𝑛 − 𝑥2)⋯ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)
𝑓(𝑥𝑛) 

 اس کو لیگرانج کا تحریفی ضابطہ کہتے ہیں۔

𝑓(15)دی ا ہے     ۔5مثال  = 336, 𝑓(7) = 192, 𝑓(1) = 168     ، کی قدر     𝑓(10)کا استعمال کر کے    لیگرانج کے تحریفی ضابطہت    ہے 

 حاصل کیجیے۔

𝑥0  یہاں  حل۔ = 1, 𝑥1 = 7, 𝑥2 = 𝑦0   اور    15 = 168, 𝑦1 = 192, 𝑦2 = ا  ہے ۔ 𝑓(10)   ہیں۔ ہمیں  336

 

 حاصل کری

 لیگرانج کا تحریفی ضابطہ درجہ ذیل ہے 

𝑦 =
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)
𝑦0 +

(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥2)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)
𝑦1 +

(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)
𝑦2 

𝑦 = 𝑓(10) =
(10 − 7)(10 − 15)

(1 − 7)(1 − 15)
× 168 +

(10 − 1)(10 − 15)

(7 − 1)(7 − 15)
× 192

+
(10 − 1)(10 − 7)

(15 − 1)(15 − 7)
× 336 

=
−15

84
× 168 +

−45

−48
× 192 +

27

112
× 336 

= −30.005 + 180 + 81.01 

= 231.005 
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ذول سے لیگرانج کے تحریفی ضابطہ کا استعمال کر کے  ۔ 6مثال  𝑥درجہ ذیل خ  = اظر    10

 
 

 کی قدر حاصل کیجیے۔  𝑦کےم

11 9 6 5 
 

16 14 13 15 𝑦 

𝑥 یہاں  حل۔ = 10, 𝑥1 = 5, 𝑥2 = 6, 𝑥3 = 9, 𝑥4 = 𝑓(𝑥1)   اور    11 = 12, 𝑓(𝑥2) = 13, 𝑓(𝑥3) =   اور   ,14

𝑓(𝑥4) = ا  ہے ۔𝑓(10)ہیں۔ ہمیں   16

 

 حاصل کری

 لیگرانج کا تحریفی ضابطہ درجہ ذیل ہے 

𝑓(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥4)

(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)(𝑥1 − 𝑥4)
𝑓(𝑥1) +

(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥4)

(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 − 𝑥3)(𝑥2 − 𝑥4)
𝑓(𝑥2)

+
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥4)

(𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)(𝑥3 − 𝑥4)
𝑓(𝑥3) +

(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)

(𝑥4 − 𝑥1)(𝑥4 − 𝑥2)(𝑥4 − 𝑥3)
𝑓(𝑥4) 

 

𝑦 = 𝑓(10) =
(10 − 6)(10 − 9)(10 − 11)

(5 − 6)(5 − 9)(5 − 11)
× 12 +

(10 − 5)(10 − 9)(10 − 11)

(6 − 5)(6 − 9)(6 − 11)
× 13

+
(10 − 5)(10 − 6)(10 − 11)

(9 − 5)(9 − 6)(9 − 11)
× 14 +

(10 − 5)(10 − 6)(10 − 9)

(11 − 5)(11 − 6)(11 − 9)
× 16 

=
(4)(1)(−1)

(−1)(−4)(−6)
× 12 +

(5)(1)(−1)

(1)(−3)(−5)
× 13 +

(5)(4)(−1)

(4)(3)(−2)
× 14

+
(5)(4)(1)

(6)(5)(2)
× 16 

= 2 −
13

3
+
35

3
+
16

3
 

= 14
2

3
 

ذول سے تحریفی کثیر رکنی  حاصل کیجیے۔  ۔ 7مثال   درجہ ذیل خ 

5 2 1 0 
 

147 12 3 2 𝑦 

 لیگرانج کا تحریفی ضابطہ درجہ ذیل ہے  حل۔

𝑓(𝑥) =
(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 5)

(0 − 1)(0 − 2)(0 − 5)
× 2 +

(𝑥 − 0)(𝑥 − 2)(𝑥 − 5)

(1 − 0)(1 − 2)(1 − 5)
× 3

+
(𝑥 − 0)(𝑥 − 1)(𝑥 − 5)

(2 − 0)(2 − 1)(2 − 5)
× 12 +

(𝑥 − 0)(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

(5 − 0)(5 − 1)(5 − 2)
× 147 

=
−1

5
(𝑥3 − 8𝑥2 + 17𝑥 − 10) +

3

4
(𝑥3 − 7𝑥2 + 10𝑥) − 2(𝑥3 − 6𝑥2 + 5𝑥)

+
49

20
(𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥) 

= 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 + 2 
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 کی قیمتیں درجہ ذیل میں دی گئی ہیں: 𝑓(𝑥)کسی تفاعل    ۔ 8مثال 

 

 کی قدر معلوم کیجیے۔ 𝑓(2)لیگرانج کا تحریفی ضابطہ استعمال کرتے ہوئے   

 19جواب۔        طلبہ خود کوشش کریں۔   حل۔ 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  12.3

ابع متغیرات کی مساوی قدروں کے لیے  دو اہم تحریفی ضابطوں پر تفصیلی بحث کی۔ لیگرانج کے تحریفی ضابطہ 

 

اس اکائی میں ہم نےغیر ی

مہ تفریق کے تحریفی ضابطہ
قس

 

می

مہ تفریق کے  لیے تحریفی ضابطہ  کے لیے تفصیلی شکل میں مثالات دی گئیں۔      اور نیوٹن کے
قس

 

می

درجہ  نیوٹن کا 

 ذیل ہے  

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)⏃
𝑥2
𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) ⏃

2

𝑥2,𝑥3
𝑓(𝑥1) + ⋯

+ (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑛) ⏃𝑛

𝑥2,𝑥3,⋯,𝑥𝑛+1
𝑓(𝑥1) 

 اس طرح  سے  ہے لیگرانج کا تحریفی ضابطہ

𝑓(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑛)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)⋯ (𝑥0 − 𝑥𝑛)
𝑓(𝑥0)

+
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑛)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)⋯ (𝑥1 − 𝑥𝑛)
𝑓(𝑥1) + ⋯

+
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥3)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑛−1)

(𝑥𝑛 − 𝑥0)(𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑥𝑛 − 𝑥2)⋯ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)
𝑓(𝑥𝑛) 

 ( Keywords)کلیدی الفاظ 12.4

مہ تفریقی ضابطہ،   لیگرانج کا تحریفی ضابطہ 
قس

 

می

 نیوٹن کا 

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  12.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات  12.5.1

 ے لیگرانج کا تحریفی ضابطہ  .1
ھی
لک

 ۔

مہ تفریقی ضابطہ   .2
قس

 

می

 ے نیوٹن کا 
ھی
لک

 ۔   

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  12.5.2

مہ تفریقی ضابطہ کا استعمال کر کے  .1
قس

 

می

ذول سے نیوٹن کے  ,𝑓(8)درجہ ذیل خ  𝑓(15)   کی قدر حاصل کیجیے۔ 

2.  

4 3 1 
0 

 

105 50 6 
5 𝑓(𝑥) 
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مہ تفریقی ضابطہ کا استعمال کر  .3
قس

 

می

ذول سے نیوٹن کے   کےات  کثیر رکنی تفاعل حاصل کیجیے۔ درجہ ذیل خ 

 

 

 درجہ ذیل قدریں دی گئی ہیں   .4

17 13 11 7 5 𝑥 

5202 2366 1452 392 150 𝑓(𝑥) 

مہ تفریقی ضابطہ کا استعمال کر کے
قس

 

می

  کا تخمینہ کیجیے۔ 𝑓(9) نیوٹن کے 

ذول سے لیگرانج کے ضابطہ کا استعمال کر کےات  کثیر رکنی تفاعل   .5  بھی معلوم کیجیے۔ 𝑓(3)حاصل کیجیے اور پھر    𝑓(𝑥)درجہ ذیل خ 

 

 

ذول کے لیے  .6 مہ تفریقی ضابطہدرجہ ذیل خ 
قس

 

می

 معلوم  کیجیے۔  𝑓(6) کا استعمال کر کے  نیوٹن کے 

8 7 2 1 𝑥 

4 5 5 1 𝑓(𝑥) 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات  12.5.3

مہ تفریقی ضابطہ .1
قس

 

می

 کیجیے نیوٹن کے 

 

 
ات

 

   ۔کو بیان اور ی

 کیجیے لیگرانج کےتحریفی  ضابطہ .2

 

 
ات

 

 ۔کو بیان اور ی

ز کردہ اکتسابی مواد 12.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introductory Methods of Numerical Analysis, S.S. Sastry. 

2. Mathematical Methods, TKY Iyengar. 

  

13 11 10 
7 5 4 x 

2028 1210 900 294 100 48 𝑓(𝑥) 

5 2 
0 1 4  

1355 9 5 33 1245 𝑓(𝑥) 

5 2 
1 0 

 

147 12 3 2 𝑓(𝑥) 
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ل عددی۔ عددی تفرق اور13اکائی
م
ک

 

ن

I- 

(Numerical Differentiation and Integration-I) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    13.0

 مقاص     13.1

ل     13.2
م
ک

 

ن

 عددی تفرق اور 

 عددی تفرق     13.2.1 

ل  13.2.2 
م
ک

 

ن

 عددی  

زوڈل قاعدہ 13.2.2.1  

 

 ٹری 

 کا    13.2.2.2  

 

ں

 س
می
1س

3
 قاعدہ -

 کا    13.2.2.3

 

ں

 س
می
3س

8
 قاعدہ -

 اکتسابی نتائج    13.3

 کلیدی الفاظ    13.4

 نمونہ امتحانی سوالات     13.5

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات  13.5.1

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات   13.5.2

 جوای ات کے حامل سوالاتطویل    13.5.3

ز کردہ اکتسابی مواد     13.6

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید   13.0

ا ہے۔ ہم قدروں کے دیے   

 

عددی تفرق وہ عمل ہے جو کسی مخصوص مقام پر دیے گئے تفاعل کے مشتق کی عددی قدر کو تلاش کری

  

 

،𝑥)گئے س 𝑦)    سے𝑥  کی کچھ تفویض کردہ (Assigned)    قدر پر کسی تفاعل کے مشتق کی قدر  کا حساب لگاتے ہیں۔

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کو حاصل کرنے کے    

𝑦لیے، ہم س  سے پہلے رشتہ  = 𝑓(𝑥)    کو بہتر تحریفی کثیر رکنی𝑦 = 𝜙(𝑥)  سے بدلتے ہیں اور پھر ضرورت کے مطابق کئی ی ار تفرق کرتے

    𝑥ہیں۔ اگر  
 

ت ز

 

ذول کے آغاز کے ق ز ہیں اور خ  زای  کی قدریں ی 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
ذول کے    درکار ہے ت ہم نیوٹن کا مقدم تحریفی ضابطہ  استعمال کرتے ہیں۔ اگر خ 

 کا استعما 

 

ملہ  کی عددی قدروں کے ات  س
ک

 

ن
م

ل، 
م
ک

 

ن

ز تحریفی ضابطہ  استعمال کرتے ہیں۔ عددی 

 

ز میں اس کی ضرورت ہو ت ہم نیوٹن کا موق

 

ل  آج

کا   کرنے   حاصل  قدر  تخمینی  کی  ل  
م
ک

 

ن

معین  کسی  ہوئے  اسے  کرتے  ہے،  ا 

 

ہوی لاگو  پر  تفاعل  کے  متغیر  ات   کسی    
 

ج عمل،  یہ  ہے۔  عمل 

ل کا مسئلہ  (Quadrature)کواڈریچر
م
ک

 

ن

ا ہے۔ عددی 

 

ا جای

 

ام سے جای

 

ا ہے  اور پھر دی گئی    𝑓(𝑥)کے ی

 

کے ساتھ تحریفی ضابطہ کے ذریعے حل کیا جای

ل کو حاصل کیا جاسکتا ہے۔
م
ک

 

ن

 حدود کے درمیان 

 (Objectives)مقاص 13.1

ا چاہیے کہ:  

 

 ہوجای
 
 اس اکائی  کے مطالعہ کے بعد طلبا کو اس قاب

اور تیسرے درجہ کی قدر   • ، دوسرے  ز تحریفی ضابطوں کی مدد سے مشتقات کی پہلے 

 

اور موق وہ کسی دیے گئے نقطہ پر  نیوٹن کے مقدم 

 معلوم کر  سکیں ۔ 

 کے •

 

ں

 س
می
س

زوڈل ، 

 

   ٹری 

1

3
 کے  

 

ں

 س
می
س

   اور 

3

8
ل حاصل کر سکیں۔   

م
ک

 

ن

 قاعدوں کا استعمال کر کے دی گئی حدود کے اندر 

ل  13.2
م
ک

 

ن

 ( Numerical Differentiation and Integration) عددی تفرق اور 

  ( Numerical Differentiation)عددی تفرق   13.2.1

زض      (:Formulae for Derivatives) مشتقات کے لیے ضابطے 

 

𝑦   کیجیے کہ  تفاعل ق = 𝑓(𝑥) جس کی قیمتیں   𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ  ، 

 𝑖 = 0,1,2,⋯ , 𝑛 ذول میں دی گئی ہیں۔     کے لیے خ 

ا ہے 

 

 نیوٹن کا  مقدم تحریفی ضابطہ اس طرح سے دی ا جای

2 3
0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
(1)

2! 3!

− − −
= +  +  +  +

u u u u u
y y u y y y 

𝑢 جہاں =
𝑥−𝑥0

ℎ
 ہے۔  

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے  𝑢کو بہ لحاظ    (1) مساوات 

− − +
=  +  +  + 
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 اب 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
1

ℎ

𝑑𝑦

𝑑𝑢
 

 اس  لیے

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

ℎ
[∆𝑦0 +

2𝑢 − 1

2!
∆2𝑦0 +

3𝑢2 − 6𝑢 + 2

3!
∆3𝑦0 +

4𝑢3 − 18𝑢2 + 22𝑢 − 6

4!
∆4𝑦0 +⋯] … (2) 

𝑥  جیسا کہ ہمیں معلوم ہے = 𝑥0, 𝑢 = 0 

𝑢 میں( 2)  اس لیے  مساوات =  ہمیں حاصل ہے درج کرنے پر   0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

ℎ
[∆𝑦0 −

1

2!
∆2𝑦0 +

2

3
∆3𝑦0 −

1

4
∆4𝑦0 +⋯] ⋯ (3) 

ا ہے 𝑥  کو بہ لحاظ (  2)مساوات 

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوی

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=
𝑑

𝑑𝑢
(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
1

ℎ

𝑑

𝑑𝑢
(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

=
1

ℎ2
[∆2𝑦0 + (𝑢 − 1)∆

3𝑦0 +
6𝑢2 − 18𝑢 + 11

12
∆4𝑦0 +⋯] … (4) 

𝑢 ( میں2مساوات ) =  درج کرنے پر ہمیں حاصل ہے   0

[
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=𝑥0

=
1

ℎ2
[∆2𝑦0 − ∆

3𝑦0 +
11

12
∆4𝑦0 +⋯] 

 اسی طرح 

[
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
]
𝑥=𝑥0

=
1

ℎ3
[∆3𝑦0 −

3

2
∆4𝑦0 +⋯] 

ز تفریقی ضابطہ سے مشتقات

 

 ( Derivatives using Backward Difference Formula) موق

ز تفریقی ضابطہ درجہ ذیل ہے 

 

زض کیجیے کہ نیوٹن کا   موق

 

 اب ق

2 3 4
3 4

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
....(1)

2! 3! 4!

+ + + + + +
= +  +  +  +  +n n n

u u u u u u u u u
y y u y y y y 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے  𝑥کو بہ لحاظ  (  1)مساوات 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

ℎ
[∇𝑦𝑛 −

2𝑢 + 1

2!
∇2𝑦𝑛 +

3𝑢2 + 6𝑢 + 2

3!
∇3𝑦𝑛 +

4𝑢3 + 18𝑢2 + 22𝑢 + 6

4!
∇4𝑦𝑛 +⋯] 

𝑥ہمیں معلوم ہے   = 𝑥𝑛   پر 𝑢 =  ہے۔ اس لیے   0

[
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=𝑥𝑛

=
1

ℎ
[∇𝑦𝑛 +

1

2
∇2𝑦𝑛 +

1

3
∇3𝑦𝑛 +

1

4
∇4𝑦𝑛 +⋯] 

 اسی طرح 

[
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=𝑥𝑛

=
1

ℎ2
[∇2𝑦𝑛 + ∇

3𝑦𝑛 +
11

12
∇4𝑦𝑛 +⋯] 
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[
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
]
𝑥=𝑥𝑛

=
1

ℎ3
[∇3𝑦𝑛 +

3

2
∇4𝑦𝑛 +⋯] 

ذول سے 𝑦اور   𝑥 ۔ 1مثال  ]   کی قیمتوں کی درجہ ذیل خ 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=1.5

]اور 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=1.5

 حاصل کیجیے:   

4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 x 

59.0 38.875 24.0 13.625 7.0 3.375 y 

ذول کی تشکیل   حل ۔    کریں گے۔ س  سے پہلے ہم تفریقی خ 

5
𝑦 

4
𝑦 

3
𝑦 

2
𝑦 𝑦 𝑦 𝑥 

0 

0 

0 

0.75 

0.75 

0.75 

3 

3.75 

4.5 

5.25 

3.625 

6.625 

10.375 

14.875 

20.125 

3.375 

7.0 

13.625 

24.0 

38.875 

59.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

3.5 

4.0 

یہاں  
0 01.5, 3.375, 0.5x y h= =  ہیں۔ =

 کے مقدمتفریق کے لیے  تحریفی  ضابطہ سے ہمیں حاصل  ہے  -نیوٹن 

[
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=𝑥0

=
1

ℎ
[∆𝑦0 −

1

2
∆2𝑦0 +

1

3
∆3𝑦0 −

1

4
∆4𝑦0 +

1

5
∆5𝑦0 +⋯] 

⇒ [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=1.5

=
1

0.5
[3.625 −

1

2
(3) +

1

3
(0.75) −

1

4
(0) +

1

5
(0)] 

=
1

0.5
[3.625 − 1.5 + 0.25] 

= 4.75 

 اور

[
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=𝑥0

=
1

ℎ2
[∆2𝑦0 − ∆

3𝑦0 +
11

12
∆4𝑦0 −

5

6
∆5𝑦0 +⋯] 

[
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=1.5

=
1

(0.5)2
[3 − 0.75 +

11

12
(0) −

5

6
(0)] 

=
2.25

0.25
= 9 

𝑥 ۔ 2مثال  = 𝑦 پر 50 = 𝑥
1

ذول سے3    کے لیے دی گئی  درجہ ذیل خ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
اور 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 حاصل کیجیے:  
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56 55 54 53 52 51 50 x 

3.8259 3.8030 3.7798 3.7563 3.7325 3.7084 
3.6840 y 

ا ہےحل ۔  

 

ذول اس طرح سے دی ا جای  ۔تفریقی خ 

3
𝑦 

2
𝑦 𝑦 𝑦 𝑥 

0 

0 

0 

0 

 

0 003 

0 003 

0 003 

0 003 

0 003 

 

0.0244 

0.0241 

0.0238 

0.0235 

0.0232 

0.0229 

3.6840 

3.7084 

3.7325 

3.7798 

3.8030 

3.8259 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

یہاں  
2

0 0 050, 1, 0.244, 0.003x h y y= =  =  =  ہیں۔ −

 کے مقدمتفریق کے لیے  تحریفی  ضابطہ سے ہمیں حاصل  ہے  -نیوٹن 

[
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=𝑥0

=
1

ℎ
[∆𝑦0 −

1

2
∆2𝑦0 +

1

3
∆3𝑦0 −⋯] 

⇒ [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=50

=
1

1
[0.244 −

1

2
(−0.003) +

1

3
(0)] 

= [0.244 + 0.0015] 
= 0.2455 

 اور 

[
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=𝑥0

=
1

ℎ2
[∆2𝑦0 − ∆

3𝑦0 +⋯ ] 

[
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=1.5

=
1

(1)2
[−0.003 + (0)] 

= −0.003 

ذول میں دی گئی ہے۔۔3مثال   آی ادی کی شرح کا  تخمینہ لگائیں۔  کسی ملک کی دس سالہ مردم شماری  نیچے  خ 

 (𝑥سال )  1951 1961 1971 1981 1991

زار میں(  19.96 39.65 58.81 77.21 94.61

 

 
 اثی ادی)ہ

ذول اس طرح ہوگا   حل۔ زقی خ 

 

ا کے لیے ق

 

 دیے گئے ڈای
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∇4𝑦 ∇3𝑦 ∇2𝑦 ∇𝑦 𝑦 𝑥 

−0.01 

−0.23 

−0.24 

−0.53 

−0.76 

−1 

19.69 

19.16 

18.4 

17.4 

19.96 

39.65 

58.81 

77.21 

94.61 

1951 

1961 

1971 

1981 

1991 

,1981یہاں   1991, 10, y 94.61n nx x h= = =  ہیں۔ =

ز تحریفی  ضابطہ درجہ 

 

 ذیل ہےنیوٹن  کے موق

 

[
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=𝑥𝑛

=
1

ℎ
[∇𝑦𝑛 +

1

2
∇2𝑦𝑛 +

1

3
∇3𝑦𝑛 +

1

4
∇4𝑦𝑛 +⋯] 

=
1

10
[18.4 +

1

2
(−1) +

1

3
(−0.23) +

1

4
(−0.01)] 

= 1.7941 = 1.8 

زار سالانہ ہے۔  شرح  آی ادی  اس لیے

 

 
 ہ

ذول  ۔ 4مثال  𝑥سے  درجہ ذیل خ  = 𝑥 اور1.1 = پر    1.6

𝑑𝑦

𝑑𝑥
اور 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 : حاصل کیجیے  

1.6 1.5 1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 x 

10.031 9.750 9.451 9.129 9.781 8.403 
7.989 y 

ا ہےحل ۔   

 

ذول اس طرح سے دی ا جای  ۔تفریقی خ 

6𝑦 

5𝑦 

4𝑦 

3𝑦 

2𝑦 𝑦 𝑦 𝑥 

0.002 

0.001 

0.003 

−0.002 

−0.001 

0.002 

0.006 

0.004 

0.003 

0.005 

 

0 036 

0 030 

0 026 

0 023 

0 018 

 

0.414 

0.378 

0.348 

0.322 

0.299 

0.281 

7.989 

8.403 

8.781 

9.129 

9.451 

9.750 

10.031 

1.0 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 

1.6 
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یہاں 
2 3 4 5

0 0 0 0 0 01.1, 0.1, 0.378, 0.03, 0.004, 0.001, 0.003x h y y y y y= =  =  = −  =  = −   ہیں۔   =

 ان قیمتوں کو درجہ ذیل ضابطہ میں درج کرتے ہیں  

[
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=𝑥0

=
1

ℎ
[∆𝑦0 −

1

2
∆2𝑦0 +

1

3
∆3𝑦0 −

1

4
4
𝑦
0
+
1

5

5
𝑦
0
−
1

6

6
𝑦
0
+⋯] 

⇒ [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=1.1

=
1

0.1
[0.378 −

1

2
(−0.03) +

1

3
(0.004) −

1

4
(−0.001) +

1

5
(0.003)] 

= 3.952 

 اور 

[
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=𝑥0

=
1

ℎ2
[∆2𝑦0 − ∆

3𝑦0 +
11

12
∆4𝑦0 −

5

6
∆5𝑦0 +⋯] 

⇒ [
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=1.1

=
1

(0.1)2
[−0.03 − 0.004 +

11

12
(−0.001) −

5

6
(0.003)] 

= −3.74 

𝑥   اب ہم = پر    1.6

𝑑𝑦

𝑑𝑥
اور

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
ز تفریقی عامل  

 

ذول اور موق    کا استعمال کرتے ہیں۔∇  حاصل کریں گے ۔ اس کے لیے ہم من درجہ ی الا تفریقی خ 

 یہاں

𝛻 𝛻 𝛻  

𝛻 𝛻 𝛻  

 ہیں۔

[
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=𝑥𝑛

=
1

ℎ
[∇𝑦𝑛 +

1

2
∇2𝑦𝑛 +

1

3
∇3𝑦𝑛 +

1

4
∇4𝑦𝑛 +

1

5
∇5𝑦𝑛 +

1

6
∇6𝑦𝑛 +⋯] 

⇒ [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=1.6

=
1

0.1
[0.281 +

1

2
(−0.018) +

1

3
(0.005) +

1

4
(0.002)

+
1

5
(0.003) +

1

6
(0.002)] 

= 2.75 

 اسی طرح 

[
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=𝑥𝑛

=
1

ℎ2
[∇2𝑦𝑛 + ∇

3𝑦𝑛 +
11

12
∇4𝑦𝑛 +

5

6
∇4𝑦𝑛 +

137

180
∇6𝑦𝑛 +⋯] 

⇒ [
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=1.6

=
1

(0.1)2
[−0.018 + 0.005 +

11

12
(0.002) +

5

6
(0.003)

+
137

180
(0.002)] 

= −0.715 

ذول ۔ 5مثال   کی قیمتیں دی گئی  ہیں: 𝑦  اور  𝑥  میں  درجہ ذیل خ 

2.2 2.0 1.8 1.6 1.4 1.2 1.0 x 

9.0250 7.3891 6.0496 4.9530 4.0552 3.3201 2.7183 y 
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 𝑥 = پر    1.2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
اور 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 حاصل کیجیے۔   

]جواب۔       ۔ طلبہ کے لیے مشقحل ۔  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=1.2

= ]اور  3.3205
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]
𝑥=1.2

= 3.318 

ل 13.2.2
م
ک

 

ن

 (Numerical Integration)عددی  

 (Newton-cotes Quadrature Formula)کواڈریچر  ضابطہ   کوٹ -نیوٹن 

زض کیجیے کہ  

 

𝐼ق = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
𝑥کی، مقداروں     𝑓(𝑥)ہے، جہاں      = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛     کے لیے قیمتیں𝑦0, 𝑦1, 𝑦2, ⋯ 𝑦𝑛    

,𝑎]ہیں۔ اب ہم وقفہ   𝑏]   کوℎ   لمبائی کے𝑛  تے ہیں کہ تحت وقفوں میں اس طرح سے 

 
 

 ی ات

𝑥0 = 𝑎, 𝑥1 = 𝑥0 + ℎ, 𝑥2 = 𝑥0 + 2ℎ,⋯ , 𝑥𝑛 = 𝑥0 + 𝑛ℎ = 𝑏 

 

 

 

 

 

 

 

،  

 

 ت

𝑥0 + 𝑢ℎ     اور𝑑𝑥 = ℎ𝑑𝑢  درج کرنے پر 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
= ℎ∫ 𝑓(𝑥0 + 𝑢ℎ)𝑑𝑢

𝑛

0
  

ا ہے 

 

ز تحریفی ضابطہ سے ہمیں حاصل ہوی

 

 نیوٹن کے موق

− − − − − −
= +  +  +  +  + 

 اب 

− − −
= +  +  +  + 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوی
م
ک

 

ن

 رکن بہ رکن 

+ − −
= +  +  +  

  
+ − + − 
 

 

𝑦
= 𝑓(𝑥) 

𝑥0 𝑥0 + ℎ 𝑥0 + 2ℎ 𝑥0 + 𝑛ℎ 
𝑥 

𝑦 

O 



186 
 

  
+ − + − + + 
 

 

 اس ضابطہ میں درج کرکےہم درجہ ذیل اہم ضابطے حاصل کریں گے۔   =کوٹ کواڈریچر ضابطہ کہتے ہیں۔   -اس کو نیوٹن

زوڈل قاعدہ  13.2.2.1

 

 (Trapezoidal Rule)ٹری 

)درج کرکے اور منحنی کو نقطوں  =( میں  1مساوات ) )اور   ( کے درمیان ات  خط   کی طرح لے کر ، یعن ، ات  پہلے رتبہ کی کثری رکنی  اس طرح لیتے   (

  ہمیں حاصل ہے 

 

زق  صفر ہو جائیں۔ ت

 

 ہیں کہ ات  سے زی ادہ  رتبوں کے ق

( )
+  

 = +  = +  = −   
 

 

 اسی طرح

( )

( )

+

+

+

− − −+ −

 
= +  = + 

 

 
= +  = + 

 





 

ملات کو جمع کرنے پر  ہمیں حاصل ہے 
ک

 

ن

 ان 

( ) ( )
+

−
 = + + + + +
  

زوڈل ضابطہ کہتے ہیں۔ 

 

 
 
 اس کو ٹری

  منحنی

 

ا ہے۔ ت

 

ز ات  پٹی کا رقبہ منفرد طور پر حاصل کیا جای
 
صاات     کے  نیچے ہ

 

ی

 

ج
م

ا ہے۔    𝑛کے درمیانی   رقبہ   اور    اور 

 

 ٹراپیزیم کے رقبوں کی جمع  کے تقریباً مساوی ہوی

 کا    13.2.2.2

 

ں

 س
می
1س

3
 Simpson’s)قاعدہ  

1

3
 Rule) 

)درج کرکے اور منحنی کو نقطوں   =( میں  1من درجہ ی الا مساوات ) )  ،( )اور    ( کے درمیان ات  مکافی   کی طرح لے کر ، یعن ، ات    (

  ہمیں حاصل ہے 

 

زق  صفر ہو جائیں۔ ت

 

 دوسرے رتبہ کی کثری رکنی  اس طرح لیتے ہیں کہ دو سرے سے  زی ادہ  رتبے کے ق

( )
+  

= +  +  = + + 
 

 

 اسی طرح

( )
+

+
= + +

 

𝑛 پرجفت ہونے    ( )
+

− −+ −
= + + 

  کہ   
 

ملات کو جمع کرنے پر  ، ج
ک

 

ن

ا ہے  جفت ہے،𝑛ان تمام  

 

 ہمیں حاصل ہوی
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( ) ( ) ( )
+

− −
 = + + + + + + + + +
  

 کا   اس کو 

 

ں

 س
می
1س

3
 کہتے ہیں۔قاعدہ  

 کا    13.2.2.3

 

ں

 س
می
3س

8
 Simpson’s)قاعدہ  

3

8
 Rule) 

)درج کرکے اور منحنی کو نقطوں   =( میں  1من درجہ ی الا مساوات ) پر ات  تیسرے رتبہ کی کثری رکنی  اس طرح لیتے ہیں کہ  =،جہاں  (

  ہمیں حاصل ہے

 

زق صفر ہو جائیں۔ ت

 

 تیسرے  رتبے سے زی ادہ کے ق

( )
+  

= +  +  +  = + + + 
 

 

 اسی طرح

( )
+

+
= + + +

 

    +سے

 

  کہ    ت
 

ملات کو جمع کرنے پر  ، ج
ک

 

ن

   ہے،3ات  𝑛کے   تمام  
 

ا ہے کا ضرت

 

 ہمیں حاصل ہوی

( ) ( ) ( )
+

− −
 = + + + + + + + + + + +
  

 کا   اس کو 

 

ں

 س
می
3س

8
 کہتے ہیں۔قاعدہ  

ل  ۔ 6مثال 
م
ک

 

ن

    زوڈل کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔  5کو

 

 
 
 تحت وقفوں کے ساتھ ٹری

 یہاں   حل۔ 

= = = =

− −
 = = =

 

𝑥   اور𝑦  ذول میں دی گئیں ہیں  کی قیمتیں درجہ ذیل خ 

 

زوڈل کے قاعدے سے 

 

 
 
 ٹری

( ) ( ) = + + + +
  

( ) ( )

( ) ( )

 = + + + +
 

=

=

=


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ذول سے منحنی اور    ۔ 7مثال   (سے گھرے  ہوئے حصہ کا رقبہ محسوب کیجیے۔ =اور =محور  )    𝑥درجہ ذیل خ 

=
 

=یہاں  حل۔  =  

زوڈل کے قاعدے سے

 

 
 
 مطلوبہ رقبہ ہے ٹری

( ) ( ) = + + + +
  

( ) ( )

( )

 = + + + + +
 

= +

=



 

ل  ۔ 8مثال 
م
ک

 

ن

  کے  

 

ں

 س
می
س

کو   

1

3
 کیجیے۔کی تقربی قدر بھی معلوم نیز   قاعدے سے محسوب کیجیے۔ 

وقفہ    حل۔  
  ز حصوں میں ی انٹتے ہیں۔ یہاں 8کو زای   ی 

= = = =

− −
 = = =

 

𝑥   اور𝑦  ذول میں دی گئی ہیں  کی قیمتیں درجہ ذیل خ 

=
 

  کے 

 

ں

 س
می
1س

3
 قاعدے سے 

( ) ( ) ( ) = + + + + + + + +
  

( ) ( ) ( )
 

 = + + + + + + + +   
 

 

( )= + + 

( )= 

= 

ل کی مدد سے 
م
ک

 

ن

 اب 
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 
 = = −   

 

 =


 

 دی ا گیا ہے    ۔ 9مثال 

 

  کے 

 

ں

 س
می
س

3

8
 محسوب کیجیے۔قاعدے سے   

  =یہاں  حل۔ 

  کے 

 

ں

 س
می
س

3

8
 ہمیں حاصل ہے قاعدے سے  

( ) ( ) = + + + + + +
  

( )
( ) ( ) ( ) = + + + + + +
 

=


 

  کے  ۔ 10مثال 

 

ں

 س
می
س

3

8
قاعدے سے  

+محسوب کیجیے۔ 

ہم وقفہ    حل۔  
  ز حصوں میں ی انٹتے ہیں۔یہاں 6کو زای  ی 

−
= =  

ذول میں دی گئی ہیں =  کی قیمتیں نیچے خ 

=
+

 

  کے 

 

ں

 س
می
س

3

8
 ہمیں حاصل ہے قاعدے سے  

( ) ( ) = + + + + + +
  

( )
( ) ( ) ( )

( )

 = + + + + + +
 +

=

=



 

ل ۔ 11مثال 
م
ک

 

ن

  کے   =   کو ذیل  

 

ں

 س
می
س

کے لیے

1

3
 قاعدے سے محسوب کیجیے۔ 

 یہاں   حل۔ 
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= = = =

− −
 = = =

 

𝑥   اور𝑦  ذول میں دی گئی ہیں  کی قیمتیں درجہ ذیل خ 

=

 

  کے 

 

ں

 س
می
1س

3
 قاعدے سے 

( ) ( ) ( ) = + + + + + + + +
  

( ) ( ) ( )

( )

( )

 
 = + + + +   

 

= + +

=

=



 

ل ۔ 12مثال 
م
ک

 

ن

ذیل  

−

 کے   =   کو  

 

ں

 س
می
س

کے لیے

1

3
 قاعدے سے محسوب کیجیے۔ 

        طلبہ خود کریں۔  حل۔ 

ل ۔ 13مثال 
م
ک

 

ن

+
 درجہ ذیل قاعدوں سے محسوب کیجیے:  کو 

i  زوڈل کے قادے سے

 

 
 
 ٹری

ii  کے  

 

ں

 س
می
1س

3
 قاعدے سے 

iii  کے  

 

ں

 س
می
3س

8
 قاعدے سے 

وقفہ    حل۔  
  ز حصوں میں ی انٹتے ہیں۔یہاں 6کو زای  ی 

−
= =  

=
+

ذول میں دی گئی ہیں   کی قیمتیں نیچے خ 

=
+
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i  زوڈل کے قاعدے سے

 

 
 
 ٹری

( ) ( ) = + + + +
  

( ) ( ) = + + + + + +
 +

=


 

ii  کے  

 

ں

 س
می
1س

3
 قاعدے سے 

( ) ( ) ( ) = + + + + + +
  

( ) ( ) ( ) = + + + + + +
 +

=


 

iii  کے  

 

ں

 س
می
س

3

8
 ہمیں حاصل ہے قاعدے سے  

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

 = + + + + + +
 

 = + + + + + +
 +

=



 

 لیکن  

− − = = =
 +

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 13.3 

ز تحریفی ضابطہ کے استعمال سے   اس اکائی میں  

 

ل کے ہم نے نیوٹن کے موق
م
ک

 

ن

ل کو متعارف کرای ا۔ اس طرح مختلف عددی 
م
ک

 

ن

عددی 

 لیے طریقہ کار حاصل کیے۔

I. زوڈل کے قاعدہ

 

 
 
 ٹری

( ) ( )−
 = + + + + +
  

∫ 𝑓(𝑥)
𝑥𝑛

𝑥0

𝑑𝑥 =
ℎ

2
زی ارکان کی جمع)]

 

( پہلی اور اثج + 2  [( بچے ہوئے رکان کی جمع)

II.  کے  

 

ں

 س
می
1س

3
 قاعدہ 

( ) ( ) ( )− −
 = + + + + + + + + +
  
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∫ 𝑓(𝑥)
𝑥𝑛

𝑥0

𝑑𝑥 =
ℎ

3
زی ارکان کی جمع)]

 

( پہلی اور اثج 4 (طاق  ارکان کی جمع) + 2  [( جفت  ارکان کی جمع)

III.  کے  

 

ں

 س
می
3س

8
 قاعدہ 

( ) ( ) ( )− −
 = + + + + + + + + + + +
  

 ( Keywords) کلیدی الفاظ  13.4

  کےنیوٹن کوٹ کواڈریچر کا ضابطہ،    

 

ں

 س
می
1س

3
  کے 

 

ں

 س
می
س

قاعدہ، 

3

8
زوڈل قاعدہ  

 

 
 
 قاعدہ، ٹری

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  13.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات  13.5.1

1. 𝑥 = 𝑥0 پر 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  ہے۔  ____________کی قیمت

جواب۔   

1

ℎ
[∆𝑦0 +

1

2
∆2𝑦0 −

1

6
∆3𝑦0 +⋯] 

2. 𝑥 = 𝑥0 پر 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
جواب۔     ہے۔  ____________کی قیمت

1

ℎ2
[∆2𝑦0 − ∆

3𝑦0 +
11

12
∆4𝑦0 −⋯] 

ز تفریقی ضابطہ سے .3

 

𝑥  نیوٹن کے موق = 𝑥𝑛 پر 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 ہے۔ ____________کی قیمت

جواب۔   

1

ℎ
[∇𝑦𝑛 +

1

2
∇2𝑦𝑛 +

1

3
∇3𝑦𝑛 +

1

4
∇4𝑦𝑛 +⋯] 

4. 𝑥 = 𝑥𝑛 پر 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 ہے۔  ____________کی قیمت

جواب۔   

1

ℎ2
[∇2𝑦𝑛 + ∇

3𝑦𝑛 +
11

12
∇4𝑦𝑛 +

5

6
∇5𝑦𝑛 +⋯] 

5. 𝑥 = 𝑥0 پر 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
جواب۔     ہے۔  ____________قیمتکی 

1

ℎ3
[∆3𝑦0 −

3

2
∆4𝑦0 +⋯] 

ذول میں    .6  دی ا گیا ہے  𝑓(𝑥)درجہ ذیل خ 

1 0.5 0 𝑥 

0.5 0.8 1 𝑓(𝑥) 

  

 

∫ت 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
 0.775جواب۔        محسوب کیجیے۔ 

ذول میں    .7  دی ا گیا ہے  𝑓(𝑥)درجہ ذیل خ 

2 1.5 1 0.5 0 𝑥 

4 2.25 1 0.25 0 𝑓(𝑥) 

  

 

∫ت 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

0
  کے قاعدہ  سے محسوب کیجیے۔  

 

ں

 س
می
س

جواب۔       کو 

8

3
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ل .8
م
ک

 

ن

∫ذیل  
𝑑𝑥

𝑥

2

1
  کے   =  کو 

 

ں

 س
می
س

کے لیے

1

3
0جواب۔     قاعدے سےقیمت محسوب کیجیے۔   693 

ل .9
م
ک

 

ن

∫ذیل  
𝑑𝑥

1+𝑥

1

0
  کے   =  کو 

 

ں

 س
می
س

کے لیے

1

3
0جواب۔    قاعدے سےقیمت محسوب کیجیے۔   693 

ذول میں    .10  دی ا گیا ہے  𝑓(𝑥)درجہ ذیل خ 

6 5 4 3 2 1 0 𝑥 

1

7
 

1

6
 

1

5
 

1

4
 

1

3
 

1

2
 1 𝑓(𝑥) 

  

 

∫ت 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
  کے 

 

ں

 س
می
س

کو 

3

8
 0.966جواب۔       قاعدہ  سے محسوب کیجیے۔   

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  13.5.2

ذول میں    .1  کی قیمتیں دی گئی ہیں   𝑦اور  𝑥درجہ ذیل خ 

4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 𝑥 

59 38.875 24 13.625 7.0 3.375 𝑦 

  

 

]ت
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]
𝑥=1.5

 کو محسوب کیجیے۔ 

ذول میں دی گئی ہے۔ .2 زھنے کی شرح کا  تخمینہ لگائیں۔ 1981 کسی گاوں کی مردم شماری  نیچے  خ 

 

 میں آی ادی کی ی 

 (𝑥سال )  1951 1961 1971 1981 1991

زار میں(  19.96 39.65 58.81 77.21 94.61

 

 
 اثی ادی)ہ

ذول میں    .3  دی گئی ہیں  قیمتیں کی  𝑦اور  𝑥درجہ ذیل خ 

6 5 4 3 2 1 0 𝑥 

6.0309 8.7506 8.4510 8.1291 7.7815 7.4036 
6.9897 𝑦 

  

 

𝑥  ت = 𝑥اور   1 = ]پر 6
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 کو محسوب کیجیے۔  [

ل .4
م
ک

 

ن

     زوڈل کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔ =کو

 

 
 
0جواب۔     لے کر  ٹری 83865 

ل   .5
م
ک

 

)ن )+ کے   =  کو  

 

ں

 س
می
س

کے لیے

1

3
 4.67جواب۔     قاعدے سے محسوب کیجیے۔ 

ل   .6
م
ک

 

)ن )− +   کے   کی قدر  

 

ں

 س
می
3س

8
 4.67جواب۔     قاعدے سے حاصل  کیجیے۔ 

ل .7
م
ک

 

−ن

 کے  =   کو  

 

ں

 س
می
س

کے لیے

1

3
    قاعدے سے محسوب کیجیے۔  

ل .8
م
ک

 

ن

  زوڈل  کے قاعدے سے لگائیے۔   =   کاتخمینہ

 

 
 
 کے لیے ٹری

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات  13.5.3
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ذول میں    .1  کی قیمتیں دی گئی ہیں   𝑦اور  𝑥درجہ ذیل خ 

1.6 1.5 1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 𝑥 

10.031 9.750 9.451 9.129 8.781 8.403 
7.989 𝑦 

  

 

𝑥  ت = پر   1.1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
اور    

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 ۔کو محسوب کیجیے 

ل .2
م
ک

 

ن

 ∫
𝑑𝑥

1+𝑥

6

0
  کے   کی قیمت

 

ں

 س
می
3س

8
 قاعدے سے محسوب کیجیے۔ 

ل .3
م
ک

 

ن

+
 درجہ ذیل قاعدوں سے محسوب کیجیے:   کو 

i  زوڈل کے قادے سے

 

 
 
 ٹری

ii  کے  

 

ں

 س
می
1س

3
 قاعدے سے 

iii  کے  

 

ں

 س
می
3س

8
 قاعدے سے 

ز کردہ اکتسابی مواد 13.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. Introductory Methods of Numerical Analysis, S.S. Sastry. 

2. Mathematical Methods, TKY Iyengar. 
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ل14اکائی
م
ک

 

ن

 -II۔ عددی 

(Numerical Integration-II ) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   14.0

 مقاص    14.1

ل   14.2
م
ک

 

ن

 عددی 

 بولے کا قاعدہ   14.2.1 

زوڈل قاعدہ 14.2.2 

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 ی

 قاعدہ  14.2.3 

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ی

 اکتسابی نتائج   14.3

 کلیدی الفاظ   14.4

 نمونہ امتحانی سوالات    14.5

 معروضی جوای ات کے حامل سوالات 14.5.1

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات  14.5.2

 طویل  جوای ات کے حامل سوالات 14.5.3

ز کردہ اکتسابی مواد    14.6

 

 تجوی 
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 ( Introduction)تمہید   14.0

𝑛نیوٹن کوٹ کواڈریچر ضابطہ کے ی ارے میں پڑھا اور  گزشتہ اکائی میں ہم نے   =  کا    1,2,3

 

ں

 س
می
س

زوڈل قاعدہ، 

 

 
 
لے کر ٹری

1

3
قاعدہ،   

 کا  

 

ں

 س
می
3س

8
𝑛قاعدہ حاصل کیا۔ اس اکائی میں  نیوٹن کوٹ کواڈریچر ضابطہ میں      =   وقفہ  4

 
درج کر کے بولے کا قاعدہ محسوب کریں گے۔ ج

ا ہےت  ہم 

 

زا ہوی

 

ذ کرتے ہیں۔ بہت ی 

  

 کے قاعدوں کو اخ

 

ں

 س
می
س

زوڈل  اور 

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 ی

 (Objectives)مقاص 14.1

ا چاہیے کہ: 

 

 ہوجای
 
 اس اکائی  کے مطالعہ کے بعد طلبا کو اس قاب

ل کو محسوب کر سکیں۔  •
م
ک

 

ن

 بولے کے قاعدے کے استعمال سے دیے گئے 

ل کو  •
م
ک

 

ن

  دیے گئے 

 

زا ہو ت

 

  دی ا گیا وقفہ بہت ی 
 

 کے قاعدوں  کی مدد سےج

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

زوڈل  اور  ی

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 محسوب کر سکیں  ۔ی

ل  14.2
م
ک

 

ن

 (Numerical Integration)عددی 

  ( Boole’s Rule)بولے کا قاعدہ   14.2.1

 کیا جو اس طرح سے ہے نیوٹن کوٹ کواڈریچر ضابطہ کو گزشتہ اکائی میں  ہم نے   

 

 
ات

 

 ی

+  − −
= +  +  +  + − + − 

 
 

  
 + − + − + + 

 
 

) درج کر کے اور منحنی کو نقطوں =  درجہ ی الا مساوات میں پر ات  چوتھے رتبہ کی کثری رکنی  اس طرح  =  ،جہاں (

  ہمیں حاصل لیتے ہیں

 

زق صفر ہو جائیں۔ ت

 

ا ہے   کہ چوتھے  رتبے سے زی ادہ کے ق

 

 ہوی

( )

+  
= +  +  +  +  

 

= + + + +


 

 اسی طرح 

( )
+

+
= + + + +

 

    +سے

 

  کہ    ت
 

ملات کو جمع کرنے پر  ، ج
ک

 

ن

ا ہے 4 ات  𝑛کے   تمام  

 

   ہے، ہمیں حاصل ہوی
 

 کا ضرت
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( )
+

= + + + + + + + + + 

 اس کو بولے کا  قاعدہ کہتے ہیں۔ 

  ہو۔ اس قاعدہ کو استعمال کرتے ہوئے ذہن نشین  رکھی  کہ تحت وقفوں کی تعداد 
 

 کی ضرت

ل ۔ 1مثال 
م
ک

 

ن

+
 بولے  کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔   کو 

وقفہ    حل۔  
  ز حصوں میں ی انٹتے ہیں۔یہاں 6کو زای  ی 

−
= =  

= =
+

ذول میں دی گئی ہیں   کی قیمتیں نیچے خ 

= = = = = = = =

= = = = = =

 

 بولے کے قاعدے سے 

( )
+

= + + + + + + 

( ) ( ) ( ) = +  + + + + +
 +

 = + + + 

= 

=



 

ذول میں دی گئی ہیں   𝑠کسی نقطہ کےاس کے  خطی راستہ پر  ٖ ات  ذرہ کی دوری   ۔2مثال   پر  رفتار درجہ ذیل خ 

 

 کو  بولے  کے  قاعدے سے محسوب کیجیے۔  20اس ذرہ کو  

 
 

ز کی دوری مکمل کرنے  میں لگے وق

 

 
 م

    tکو مکمل کرنے میں  sاگر دوری      حل۔ 

 

 لگتا ہو ت

 
 

  ، =وق

 

 ت

= =

 = 

 

=یہاں =  
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= = = =

= = = = =

 

ا ہے  بولے کے  قاعدے سے 

 

 ہمیں حاصل ہوی

( ) ( ) ( ) = + + + + + + + +
  

( )       
= + + + + + + + +      

      

 =  

=

 

  

 
 

1اس  لیے مطلوبہ وق  سیکنڈ ہے۔ 35

زوڈل قاعدہ  14.2.2

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 (Composite Trapezoidal Rule) ی

وقفہ   اگر   ، میں  قاعدہ  زوڈل 

 

 
 
ٹری 

    وقفہ لیے  اس  ہوگا۔  زا 

 

ی  بہت  بھی  زر  ای  ت    ہو،  زا 

 

ی  بہت  
     کوn   وقفے تحت  ز  زای  کو   ی  جن 

= سے   =

−
= = + ا ہے۔ =

 

 کے ساتھ  الگ کیا جای

 اب 

−

=

= + + +



  
 

ز ات  مندرجہ ی الا تحت وقفوں کے لیے 
 
ا ہےہ

 

زوڈل قاعدہ  استعمال کرنے پر ہمیں حاصل ہوی

 

 
 
 ٹری

−

−

     = + + + + + +     

 = + + + + + 


 

ا ہے۔

 

زوڈل قاعدہ کہا جای

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 اس کو ی

ل ۔ 3مثال 
م
ک

 

ن

+
 زوڈل  کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔  تفاعلہ قیمتوں کے ساتھ 6کو

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

  ی

یہاں  حل۔ 

−
= = = =  

ی نقاط درجہ ذیل ہیں:

 م
سی
ق

 

ن
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=

=
+

 

زوڈل  کے قاعدے سے 

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 ی

( ) = + + + + + +
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

  
   = + + + + +
  +  + + + + +   

 = + + + + +
 

=



 

ل ۔ 4مثال 
م
ک

 

ن

   کہ تفاعل  
 

زوڈل  کے قاعدے سے محسوب کیجیے، ج

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

ذول میں دی ا گیا ہے۔کو ی  درجہ ذیل خ 

       

0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1  

0.675 0.595 0.450 0.400 0.475 0.425 
 

       

یہاں  حل۔ 

−
= =  

زوڈل  کے قاعدے سے 

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 ی

( ) = + + + + +
  

( )  = + + + + +
 

=


 

ل ۔ 5مثال 
م
ک

 

−ن

− زوڈل  کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔  کے ساتھ =کو

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

  ی

 طلبہ خود خوشش کریں۔  حل۔ 

 قاعدہ   14.2.3

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ( Composite Simpson’s Rule)  ی

 کے  

 

ں

 س
می
س

ل کو
م
ک

 

ن

  کسی معین 
 

ا ہے  ت اس میں ہمیں  ج

 

صاات)  3قاعدہ سے  محسوب کیا جای

 

ی

 

ج
م

(  کی ضرورت پیش اثتی ہے۔   Abscissasطولی 

  ہم کسی وقفہ
 

اس طرح ج 
     صاات حاصل ہوتے

 

ی

 

ج
م

ز لمبائی کے تحت وقفوں کو جفت تعداد میں تقسیم کرتے ہیں ت ہمیں طاق طولی  زای  کو ی 

  ہیں۔ 
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ہم   کو  وقفہ  اس  ہمیں   اگر  ت  کریں  تقسیم  میں  وقفوں  تحت 

−
کے  = لمبائی    صاات  +کی 

 

ی

 

ج
م

طولی 

=  حاصل ہوں گے ۔ اب =

−

= = + + +    

ل 
م
ک

 

ن

ز ات  
 
  کرتے ہیں، جس سے ان میں سے ہ

 
 کے قاعدہ سے  محسوت

 

ں

 س
می
س

ا ہے کو

 

 ہمیں حاصل ہوی

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− −

− −

 = + + + + + + + + +
 

 = + + + + + + + + + +
 

 

 قاعدہ کہتے ہیں۔

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 اس کو ی

ل  ۔ 6مثال 
م
ک

 

−ن

−ی    کے ساتھ =کو  
کی ی

ز

 

 ی

 

ں

 س
می
س

  کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔  

 قاعدہ سے  حل۔ 

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ی

( ) ( )−

−

 = + + + + + + + +
  

𝑥 :کی قیمتیں درجہ ذیل ہیں 

−

= − − − −

=

 

+

+

+

+

−

−

= − = − =

= − = − =

= − = − =

= − = − =

= =

= = =

= = =

= = −

−

=

= = =

 

 اس لیے

( ) ( )

−

−

 = + + + + + + + +
 

=


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ل ۔ 7مثال 
م
ک

 

ن

+
 کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔  کے ساتھ  =کو  

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

  ی

 یہاں نقاط درجہ ذیل ہیں:   حل۔ 

= = = = =

= = = =
 

  کے قاعدے سے 

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ی

( ) ( ) = + + + + + + + +
 +

 

 اب 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

= = = =
+ +

= = = =

+ +

= = = =

+ +

= = = =

+ +

= =

+

 

ا ہے ( میں درج کرنے پر 1یہ قیمتیں مساوات )

 

 ہمیں حاصل ہوی

=
+

 

ل ۔ 8مثال 
م
ک

 

ن

+ تحت وقفوں   کو لےکر   =کو(a)    زوڈل   کے قاعدے

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 کے     (b)ی

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

ی

 سے محسوب کیجیے۔  قاعدے 

=دی اگیا تفاعل    حل۔ 
+

    =ہے ۔مان لیں کہ   

 

ہے،  ت

−
= کی درمیانی  قیمتیں  =سے  = اور=

 ہیں۔ اب 

1 

1

2
 0 𝑥 

1

2
 

2

3
 1 

=
+
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زوڈل   کے قاعدے   سے

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

   ی

 

 ت

( ) = + +
  

  
 = + +  

  
 

 
= + + 

 

=

=

 

  کے قاعدے سے

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 اور ی

( ) = + +
 + 

  
= + +  

  

 
= + + 

 

=

=

 

    =مان لیں کہ   اور

 

ہے،  ت

−
=  ہیں۔ اب کی درمیانی  قیمتیں  =سے  = اور=

1 

3

4
 

1

2
 

1

4
 0 𝑥 

1

2
 

4

7
 

2

3
 

4

5
 1 

=
+

 

ی   
کی ی

ز

 

   ی

 

زوڈل   کے قاعدے   سےت

 

 
 
 ٹری

( ) = + + + +
  

( )

  
 = + + + +  

+   

 
= + + + 

 

=



 

  کے قاعدے سے

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 اور ی
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( ) ( ) = + + + +
 +

    
= + + + +    

    

=



 

    =اسی طرح مان لیں کہ  

 

ہے،  ت

−
=  ہے۔ اب=

1 

7

8
 

6

8
 

5

8
 

4

8
 

3

8
 

2

8
 

1

8
 0 𝑥 

1

2
 

8

15
 

8

14
 

8

13
 

8

12
 

8

11
 

8

10
 

8

9
 1 

=
+

 

زوڈل   کے قاعدے   سے

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

   ی

 

 ت

( ) = + + + + + + + +
  

  
 = + + + + + + + +  

+   

=


 

  کے قاعدے سے

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 اور ی

( ) ( ) = + + + + + + + +
 +

    
= + + + + + + + +    

    

=



 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 14.3 

  اس  

 

زا ہو ت

 

  دی ا گیا  وقفہ بہت ی 
 

ی ارے میں پڑھا  جو یہ کہتا ہے کہ ج ل کے لیے  بولے کے قاعدے کے 
م
ک

 

ن

اکائی میں ہم  نےعددی 

ا چاہیے جس کا ضابطہ  اس طرح سے ہے 

 

ل کا استعمال کری
م
ک

 

ن

ی   
کی ی

ز

 

 ہمیں ی

( )
+

= + + + + + + + + + 

زوڈل کے قاعدے اور 

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

زوڈل کا قاعدہ اس طرح سے ہےساتھ ہی ہم نے ی

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

ذ کیا۔ ی

  

 کے قاعدے کو اخ

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ی

( )−
 = + + + + +
  

 کے قاعدے کو اس رح لکھا جا سکتا ہے

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ی
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( ) ( )− −
 == + + + + + + + + + +
  

 ( Keywords)کلیدی الفاظ 14.4

 کا قاعدہ 

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

زوڈل قاعدہ، ی

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 بولے کا قاعدہ، ی

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  14.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات  14.5.1

 ہے۔ ____________________بولے کا قاعدہ  .1

زوڈل قاعدہ  .2

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 ہے۔ ____________________ی

 کا قاعدہ  .3

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ہے۔ ____________________ی

=اگر    .4 = = = ل  =اور    =
م
ک

 

ن

  

 

زوڈل کے  ت

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

کی  قدر ی

 ہے۔ ____________________قاعدے سے 

=اگر   .5 = = = ل  =اور   =
م
ک

 

ن

  

 

کی  قدر  ت

  کے قاعدے سے 

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ہے۔  ____________________ی

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوای ات کے حامل سوالات  14.5.2

ل .1
م
ک

 

ن

+
 بولے  کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔   کو 

ل  .2
م
ک

 

ن

− کے قاعدے کا استعمال کرتے ہوئے حاصل کیجیے۔  

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

ا سے ی

 

 کی  قدر  دیے گئے ڈای

3 2.5 2 1.5 1 0.5 0 −0.5 1 𝑥 

4.5 5 6.5 6 5.5 4 3.5 5 
7  

ل .3
م
ک

 

ن

+
 کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔   کے ساتھ  =کو  

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ی

ل   .4
م
ک

 

−ن

−ی   کے ساتھ =کو  
کی ی

ز

 

 ی

 

ں

 س
می
س

 کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔   

ل .5
م
ک

 

ن

+
 کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔  تفاعلی قیمتوں کے ساتھ 6اور   =کو  

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ی

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات  14.5.3

ل .1
م
ک

 

ن

+ تحت وقفوں   کو لےکر    =کو 
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a)  زوڈل   کے قاعدے  اور

 

 
 
ی ٹری  

کی ی

ز

 

 ی

b)   کے قاعدے 

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

 ی

 سے محسوب کیجیے۔

ل .2
م
ک

 

ن

−

+ کے قاعدے سے محسوب کیجیے  کے ساتھ  =کو  

 

ں

 س
می
س

ی   
کی ی

ز

 

   ی

 

ں

 س
می
س

اور پھر   جواب کا  موازنہ 

 کے قاعدے سے حاصل کردہ جواب سے کیجیے۔

ز کردہ اکتسابی مواد 14.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. An Introduction to Numerical Analysis, 3

rd

 Edition, Devi Prasad, Narosa Publishing House, 

Delhi. 

2. Mathematical Methods for Scientific and Engineering Computation,6

th

 Edition, New Age 

International Publisher,M.K. Jain, SRK Iyengar and R.K. Jain. 
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 ۔ معمولی تفرقی مساوات 15اکائی

(Ordinary Differential Equations) 

زا 

 

 
  اکائی کے اج

   تمہید   15.0

 مقاص    15.1

 تفرقی مساوات کے عددی حل      15.2

 ٹیلر سلسلہ کے طریقہ سے حل  15.2.1 

 پکارڈ کے طریقہ سے حل  15.2.2 

 یولر کے طریقہ سے حل  15.2.3 

 اکتسابی نتائج   15.3

 کلیدی الفاظ   15.4

 امتحانی سوالات نمونہ    15.5

  معروضی جوای ات کے حامل سوالات 15.5.1 

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات  15.5.2 

 طویل جوای ات کے حامل سوالات 15.5.3 

ز کردہ اکتسابی مواد    15.6

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید15.0

 میں بہت سارے مسئلوں  کو   

 

زن  

 

 
 

 

معمولی تفرقی مساوات میں بدلہ جا سکتا ہے۔ تفرقی مساوات کو حل کرنے کے   سائنس اور ان

واتں کے  تجزی اتی طریقہ کار صرف چنندہ تفرقی مساواتں کے لیے  استعمال ہوتے ہیں۔ اگر دی ا گیا مسئلہ ان   سے متعلق نہ ہو ت  ہم  ان تفرقی مسا

 حل کے لیے عددی  طریقے استعمال کرتے ہیں۔

 اس اکائی میں  ہم صرف  معمولی تفرقی مساوات کے عددی حل پر  ی ات کریں گے اور درجہ ذیل طریقوں پر بحث کریں گے: 

i.   ٹیلر سلسلہ کے طریقہ 

ii.   پکارڈ کے طریقہ 

iii.   یولر کے طریقہ 

iv. زمیم شدہ یولر کا طریقہ

 

 ی

 ( Objectives)مقاص15.1

 ہو جائیں گے کہ: اس اکائی کے  
 
 مکمل ہونے پر طلبہ کو   اس قاب

اور • طریقہ   کے  سلسلہ  طریقہ  ٹیلر  کے  ارڈ 
ِ
پ  کے   لگانے  تخمینہ  دیگر  بعد   Picard’s Method of Successive)یکے 

Approximation ) سے پہلے رتبے کی تفرقی مساوات کا عددی حل حاصل کر سکیں ۔ 

زمیم شدہ یولر کے طریقہ  سے حاصل کسی تفرقی مساوات کا موازنہ  کر سکیں   •

 

 یولر کے طریقہ  اور ی

 ( Numerical Solution of Differential Equations)تفرقی مساوات کے عددی حل  15.2

 ( by Taylor’s Series Solution    ٹیلر سلسلہ کے طریقہ سے حل)    15.2.1

زض کریں کہ

 

 کے ساتھ ات  تفرقی مساوات ہے۔  اب =شرط   =ق

= 

ا ہے 𝑥(  کو  بہ لحاظ  1مساوات )

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوی

 
= +

 

  = +

 

درج کرنے پر ہمیں =اور  =وغیرہ مشتقات  حاصل ہوتے ہیں۔  یکے بعد دیگر تفرق کرنے پر ہمیں       

 حاصل ہوتے ہیں۔ 
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ا ہے=کا    

 

 کے  گرِد ٹیلر سلسلہ کا پھیلاؤ   اس طرح سے دی ا جای

−
 = + − + +

−
 = + − + +

 

    (  3حاصل کرتے ہیں جس کے لیے مساوات )کی تمام قیمتوں کے لیے   کی قیمتیں درج کرنے پر ہم

=مان لیں کہ   ہے۔ (Convergent)مستدق  اور  +

 = = + + + 

(  کے استعمال سے  تمام 2( اور )1معلوم ہوجائے  ،ت ہم مساوات ) ات  ی ار        

 

 ہیں۔ ت

 

کو ٹیلر کے کا حساب لگا سکت

 پھیلای ا جا سکتا ہے اور ہمیں حاصل ہے   کے  گرِد=سلسلہ میں

 + = = = + + + 

 کا حل حاصل کر لیتے  ہیں۔ اسی طرز عمل کے ساتھ ہم  

 ( کو اس طرح بھی لکھا جا سکتا ہے4مساوات )

 = + + + 

ز کیا گیا ہے۔کی تیسری اور اعظم قوتں والے تمام ارکان  کو   جہاں
 
 سے ظاہ

زر کی اعلی قوتں والے تمام ارکان  کو  چھوڑتے ہوئے  اور   اگر ہم    زاش ای 

 

(   Truncation Error)کی قدر محسوب کرتے ہیں  ت  ی

ا ہے۔  kہوگا ، جہاں 

 

اظر ٹیلر کا سلسلہ دوسرے رتبے کا کہلای

 
 

 ات  مستقل ہے اور اس کے م

ٹیلر کے سلسلہ  کے پھیلاؤ میں سے  عام طور پر ، اگر  
+

زر     اور    کی اعلی قوتں والے تمام ارکان  کو  ہٹا  دی ا جائے  ت  ای 
+

اس  ہوگا اور    

 
 

کے م

 ہوگا۔ 𝑛اس طرح حاصل ٹیلر کے سلسلہ  کا  رتبہ  

 ہیں ت،ٹیلر سلسلہ کا طریقہ س  سے بہتر ہے جس میں صرف ات  ہی  مرحلہ ہے 

 

۔ اگر   نوٹ: اگر ہم یکے بعد دیگر مشتقات ی ا اث سانی حاصل کر سکت

ا  میں 

 

ں  ہوں ت  اعلی مشتقات حاصل کری
 
کلی

 

س

اکام رہتا ہے۔   بہت تھکا دینے والا کام ہوگا  اور اس لیے  پیچیدہ الجبرائی 

 

یہ طریقہ ی

 بہتر طریقوں کے ی ارے میں پڑھیں گے ، جیسے یولر اور رنگے کٹا کے طریقے۔ اس لیے ہم اور بھی 

=ٹیلر  سلسلہ کے طریقہ کا استعمال کرکے مساوات  ۔ 1مثال    کہ دی ا گیا ہے کہ  =کو    +
 

کے لیے حل کیجیے، ج

=  = 

 مساوات ہے حل۔ دی گئی 

 = 
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=جہاں    ہے۔ +

ا ہے 𝑥( کو بہ لحاظ  1مساوات )

 

 ی ار ی ار تفرق کرتے ہیں جس سے   ہمیں حاصل ہوی

 = = +  

( )  = + + 

  =  + 

 

،ہے، یعن   =پر  =  = = = = 

ا ہے=

 

  ٹیلر کا سلسلہ اس طرح ہوی
 

ت ز

 

 کے ج

  = + + + + 

=)اعلی رتبے کے ارکان کو چھوڑ کر(  + 

= 

 اس لیے 

= = 

=کے ساتھ، مساوات =ٹیلر  کے طریقہ کا استعمال کرکے ۔ 2مثال  )کو  حل کیجیے اور      + ) ( ) ( کو    (

 حاصل کریں۔ 

 حل۔  ٹیلر کا سلسلہ درجہ ذیل ہے

  = + + + + 

=یہاں   =  ہیں۔ =

 دی گئی مساوات ہے 

 = + 

ا ہے 𝑥( کو بہ لحاظ  2مساوات )

 

 ی ار ی ار تفرق کرتے ہیں جس سے   ہمیں حاصل ہوی
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( )
( )

 = = +

  = +

  = = + =

  = = + =

 

( )   = = + = 

(i)( میں یہ 1مساوات ) قیمتیں درج کرنے پر ہم حاصل کرتے ہیں 

( )
( )

( )
( )

( )= +  +  + 

=

 

 اس لیے 

= 

(ii)  اگلی تقریبی قدر حاصل کرنے کے لیے ٹیلر کا الگورتھم درجہ ذیل ہے 

  = + + + + 

=اب  = + = 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

 = = + = + =

  = = + = + =

   = = + = + =

 

 ( سے3مساوات )

( )
( )

( )
( )

( )= +  +  + 

=

 

 اس لیے 

= 

(iii)  تیسری تقریبی قدر حاصل کرنے کے لیے ٹیلر کا الگورتھم درجہ ذیل ہے 

  = + + + + 

=یہاں  = +  اب=
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

 = = + = + =

  = = + = + =

   = = + = + =

 

 ( سے4مساوات )

( )
( )

( )
( )

( )= +  +  + 

=

 

 اس لیے 

= 

+کے ساتھ، مساوات =ٹیلر  کے طریقہ کا استعمال کرکے ۔ 3مثال  )کے لیے   =   حاصل    (

 

کوتین اعشاریہ ت

 کریں  ۔ 

 حل۔   دی گئی مساوات ہے 

 = − 

 ٹیلر کا سلسلہ درجہ ذیل ہے 

  = + + + + 

=یہاں   =  ہیں۔ =

ا ہے  𝑥( کو بہ لحاظ  1مساوات )

 

 ی ار ی ار تفرق کرتے ہیں جس سے   حاصل ہوی

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

 = − +

  = − +

  = = − =

 = = − + =

 = = − + = −

 

 ( میں یہ قیمتیں درج کرنے پر ہم حاصل کرتے ہیں 2مساوات )

( )
( )

( )
( )

( )= +  +  +  −

=

 

 اس لیے 

= 
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=ٹیلر  سلسلہ کے طریقہ کا استعمال سے  مساوات  ۔ 4مثال  − )سے      = ) (  کو محسوب کریں۔  (

=حل۔  یہاں   =  ہیں۔  −

 دی گئی مساوات ہے 

( )

( )

 = −

  = +  =

   = + +  =

 

( )
  = + +  = − 

 سلسلہ میں  درج کرنے پر ہم حاصل کرتے ہیں ان قیمتوں کو ٹیلر کے 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

  = + + + + +

= − + + + − +

= − + − +

 = − + −

=

 

 اور 

( )
( ) ( )

= − + −

=

 

ٹیلر  سلسلہ کے طریقہ سے ۔ 5مثال  = + )حل کیجیے اور       =  کو محسوب کریں۔   (

 1.005  جواب۔      طلبہ خود کوشش کریں۔   حل۔ 

ارڈ کے طریقہ سے حل 15.2.2
ِ
 ( by Picard’s Method) Solution   پ 

زض کریں کہ

 

 ق

= 

  کہ  =ابتدائی شرط  
 

 کے ساتھ پہلے رتبے کی تفرقی مساوات ہے۔   =ج

ا ہے   (1)مساوات 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوی
م
ک

 

ن

 کو انتہاؤں کے درمیان 
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=

 = +

 


 

امعلوم متغیر   

 

ان کے تحت  ی

 
 

ل کے ن
م
ک

 

ن

ی مساوات ہے جس میں 

مل
ک

 

ن

 ہے۔ یہ ات  

ا ہے2حاصل کرتے ہیں اور مساوات )  درج کرکے پہلی تقریبی قدر =میں      حل کے لیے

 

 ( سے ہمیں حاصل ہوی

= +  

ا ہے2درج  کرتے ہیں اور مساوات ) =میں     کے لیے     اسی طرح دوسری تقریبی قدر  

 

 ( سے ہمیں حاصل ہوی

= +  

 اسی طرز عمل پر ہم حاصل کرتے ہیں 

−
= +  

ا ہے۔ 

 

ارڈ کا  تکراری ضابطہ کہلای
ِ
 یہ پ 

ارڈ کے طریقہ سے تقریبی قدروں نوٹ: 
ِ
ز   (Approximation Values)پ 

 

ا ہے کا ات  تای

 

ز ات    حاصل ہوی
 
جس میں سے ہ

ل)
م
ک

 

ن

  کہ یکے بعد دیگر 
 

 استعمال کیا جا سکتا ہے ج

 
 

ا ہے۔ لیکن یہ طریقہ اس وق

 

زاہم کری

 

 Successiveاپنے سے پہلے کے مقابلے بہتر نتیجہ ق

Integrationا آسان ہو۔

 

 ( حاصل کری

ارڈ کے طریقے سے تفرقی  مساوات    ۔6مثال 
ِ
پ  =    =کا یکے بعد دیگر تقریبی حل محسوب کیجیے  اس طرح کہ     +

 
  =ج

 ہے۔

ارڈ کا  تکراری ضابطہ نیچے لکھا گیا  ہے  حل۔ 
ِ
 پ 

−
= +  

 =جہاں  

 درج کرتے ہیں   =میں+پہلی تقریبی قدر کے لیے  

= + + = + + 

دوسری تقریبی قدر کے لیے   = =میں+ +  درج کرتے ہیں   +

 
= + + + + 

 

= + + +


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ا ہے کو اسی طرح   

 

 اس طرح حاصل کیا جای

 
= + + + + + 

 

= + + + +


 

مساوات   ۔ 7مثال  تفرقی   سے  طریقے  کے  ارڈ 
ِ
=پ  )کا    + ) نیز = کیجیے۔  محسوب  حل  ساتھ  کے 

( ) ( ) (  کو حاصل کریں۔   (

ارڈ کاتفرقی مساوات کے لیے   تکراری ضابطہ نیچے لکھا گیا  ہے  حل۔ 
ِ
 پ 

−
= +  

 =جہاں  

=دی ا ہے  + = = 

 پہلی تقریبی قدر ہے

( )

= +

 = + +
 

= + +



 

 دوسری تقریبی قدر ہے  

( )

= +

 = + + + +
 

 = + + + +
 

= + + + +






 

 تیسری تقریبی قدر ہے 
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= +

 
= + + + + + + 

 

 
= + + + + + + 

 

= + + + + + +







 

ا ہے  =( میں   1مساوات )

 

 درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوی

= =

= =

= =

 

ارڈ کے طریقے سے ۔ 8مثال 
ِ
)   پ  تفرقی  مساوات دی گئی  کو حاصل کریں۔  (

−
=

+
)اور    )  ہے۔ =

ارڈ کاتفرقی مساوات کے لیے   تکراری ضابطہ درجہ ذیل  ہے  حل۔ 
ِ
 پ 

−
= +  

 =جہاں  

یہاں  

−
= = =

+
 

 پہلی تقریبی قدر ہے

( )

( )

= +

 −
= +  

+ 

 
= + − + 

+ 

 = + − + +
 

= − + +





 

ا ہے  =   

 

 درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوی

( )
( )

= = − + +

= +

=
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)۔   تفرقی  مساوات 9مثال )= ارڈ کے طریقے سے =
ِ
 یکے بعد دیگر تقریبی حل حاصل کریں۔ پ 

 طلبہ خود کوشش کریں۔حل۔ 

 ( by Euler’s Method) Solution    طریقہ سے حلیولر کے  15.2.3

ارد کے طریقہ سے کسی تفرقی مساوات کا حل  قوتی سلسلہ کی شکل میں حاصل ہو
ِ
ا ہے۔  گزشتہ حصہ میں  ہم نے دیکھا کہ ٹیلر سلسلہ کا طریقہ اور پ 

 

ی

زاہم کرتے ہیں۔ 

 

ذول کی  شکل میں حل ق  کو خ 

 

 کریں گے جو اقدار کے س

 

 اب ہم ان طریقوں کی وضاج

زض کریں کہ

 

 ق

= 

 کے ساتھ ات  تفرقی مساوات ہے۔   =

=نقاط   کے لیے کو    (1)مان لیجیے کہ مساوات  ا چاہتے ہیں۔   =،   +

 

 پرحل کری

ا ہے اور   کو انتہاؤں    (1)مساوات 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوی
م
ک

 

ن

 کے درمیان  

=

 = +

 


 

زض کریں کہ

 

ق      ا ہے  ہے۔ =میں

 

 اس سے ہمیں حاصل ہوی

( )= + − 

اسی طرح اگر      ہو  

 

ا ہے ت

 

 ہمیں حاصل ہوی

= +  

 رکھنے پر ہم حاصل کرتے ہیں  کی جگہ   

= + 

ا ہے

 

 اسی طرز پر ہمیں درجہ ذیل  عام ضابطہ حاصل ہوی

+
= + = 

ا ہے۔ 

 

 یہ یولر کا  ضابطہ کہلای

ل کی تقریبی قدر حاصل کرنے کے  کے ذریعے تقریبی قدر  کو   میں  (  2)مساوات  
م
ک

 

ن

حاصل کرنے کی بجائے، اب ہم 

ا ہے 

 

زوڈل کے قاعدے کو  استعمال کررتے  ہیں، جس سے ہمیں حاصل ہوی

 

 
 
 لیے  ٹری

 = + +  
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 کے لیے  تکراری ضابطہ حاصل کرتے ہیں   =اس طرح اب ہم 

( )+  = + +
  

 

جہاں
( )

 ویں تقریبی قدر ہے۔𝑛−کے لیے    ، 

( کی ابتدا   ،یولر ضابطہ سے  3تکراری ضابطہ )
( )

 کو منتخب کرکے،کی جا سکتی ہے۔ 

( )
= + 

زمیم شدہ  طریقہاس کو یولر کا  

 

ا ہے۔ (Euler’s Modified Method)ی

 

 کہا جای

=یولر کے طریقے سے تفرقی  مساوات    ۔10مثال  )کا    + ) )کے ساتھ حل کیجیے۔ نیز= ) ( ) ( کو     (

زمیم شدہ طریقہ سےبھی قیمتیں حاصل کریں۔ 

 

 حاصل کریں ۔  یولر کے ی

 کے عددی حل کے لیے   ضابطہ نیچے لکھا گیا  ہے =یولر  کاتفرقی مساوات    حل۔ 

+
= + = 

=دی ا ہے  + = = = 

ا ہے  =( میں   1مساوات )

 

 درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوی

( )
( )
( ) ( )

= = +

= +

= + +

=

 

=اب   + = + =  

ا ہے  =( میں   1مساوات )

 

 درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوی

( )
( )

( ) ( ) ( )

= = +

= + +

 = + +
 

=

 

=دوی ارہ   + = + =  

ا ہے  =( میں   1مساوات )

 

 درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوی
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( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= = +

= + +

 = + +
 

=

 = = =

 

زمیم شدہ طریقہ 

 

 سے حل:  یولر کے ی

 کے لیے ابتدائی قدر  =

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

 = + +
 

 = + + +
 

=

 = + +
  

 = + + +
 

=

 

ا ہے اسی طرز پر عمل کرتے  

 

 ہوئے ہمیں حاصل ہوی

( )

( )

=

=
 

 ہے۔ کی فائنل قیمت  اس لیے 

 ابتدائی قدر    اب  

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )  ( ) ( ) 

= + +

 = + +
 

=

 = + + + +
 

 = + + + +
 

=

 

ا ہے 

 

 اسی طرز پر عمل کرتے ہوئے ہمیں حاصل ہوی

( ) ( )
= =

 =
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 ابتدائی قدر    اب  

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= + +

 = + +
 

=

 = + + + +
 

 

( ) ( )  ( ) ( )  = + + + +
 

=

 

ا ہے 

 

 اسی طرز پر عمل کرتے ہوئے ہمیں حاصل ہوی

( ) ( ) ( )
= = =

 =

 = = =

 

)یولر کے طریقے سے تفرقی  مساوات   ۔ 11مثال  )= + )کو  =   کہ  کے لیے حل کیجیے۔ (
 

 ج

( ) ( )=  ہے =

=یہاں    حل۔  + =  یولر کا الگورتھم ہے=

+
= + = 

( )= ا ہے=

 

 لینے پر ہمیں حاصل ہوی

( )
( )

( ) ( )( )
( )

= = +

= +

= + +

= +

=

 

=اب   + = + =  

( )
( )

( ) ( )

= = +

= +

 = + +
  

=

 

( ا ہے=(

 

 لینے پر ہمیں حاصل ہوی
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( )
( )

( ) ( )( )
( )

= = +

= +

= + +

= + =

 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

= = +

= +

 = + +
  

=

= = +

= +

 = + +
  

=

= = +

= +

= + ( ) ( ) +
  

= 

سے    ۔ 12مثال  طریقے  کے  یولر  شدہ  زمیم 

 

)ی )اور    ( مساوات   ( تفرقی   گئی   دی  کہ    
 

ج کیجیے  حاصل 

( ) = +  ہے۔ =

=یہاں    حل۔  + = = = 

 یولر کا ضابطہ استعمال کرنے پر ہمیں حاصل  ہے

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

= +

= +

= +

=

 

 اب 

( ) ( )
=

= = + = + =
  

 اب ہم حاصل کرتے ہیں 
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( ) ( ) = + +
  

 = + + = 

 

( ) ( )

( )

( )

 = + +
  

 = + +
 

 = + +
 

=

 

 کی اگلی تقریبی قدر اس طرح دی جائے گی   

( ) ( ) ( )( )

( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( )

 = + +
  

 = + +
 

 = + +
 

=

 = + +
  

 = + +
 

 = + +
 

=

 

چوں کہ   
( )

اور 
( )

)مساوی ہیں اس لیے ہم    )=  لیتے ہیں۔ =

)کو حاصل کرنے کے لیے یعن  =ہم  ( =  لیتے ہیں۔ =اور   =

( ) ( )

( ) ( )

=

= +

= + =

= +

 = +  

=

 

 کی پہلی تقریبی قدر اس طرح دی جائے گی  
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( ) ( )

( )

( ) ( )

 = + +
  

 = + + +
 

 = + + + =
 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

 = + +
  

 = + + 

 = + + +
 

 = + + +
 

=

 = + +
  

= + +

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

 
 

 = + + +
 

 = + + +
 

=

 = + +
  

 = + + 

 = + + +
 

= + ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

 + +
 

=

 = + +
  

 = + + 

 = + + +
 

 = + + +
 

=

 

چوں کہ  
( ) ( )

=اس لیے   ، = = 
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دی گئی تفرقی  مساوات   ۔13مثال 

−
=

+
)اور     ) =  ،  

 

زمیم شدہ یولر کے طریقے سے   =ہے۔ت

 

ی    لیتے ہوئے 

(  محسوب کیجیے ۔   (

یہاں   حل۔ 

−
= = =

+
 ہے۔ =اور    

)یعن  )کی قدر حاصل کرنے کے لیے  ( ) ( )
−

= = =
+

  

    یولر کے طریقے سے

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

= +

= +

= +

=

 

 لیتے ہیں اور  =  اب

( )( ) ( )=

−
=

+

=

 

 کی پہلی تقریبی قدر اس طرح دی جائے گی  

( ) ( ) = + +
  

 = + + 

=

 

 کی دوسری تقریبی قدر اس طرح دی جائے گی 

( ) ( )

( )

( )

 = + +
  

 = + + 

 −
= + + 

+ 

 
= + + 

 

=
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چوں کہ  
( ) ( )
=اس لیے   ، = = 

)یعن  =کی قدر حاصل کرنے کے لیے ہم    ( =  لیتے ہیں۔ اس لیے =اور   =

 ( ) ( )=  

−
= = =

+
 

    یولر کے طریقے سے

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

= +

= +

= +

=

 

 کی پہلی تقریبی قدر اس طرح دی جائے گی  

( ) ( )

( )

( )

 = + +
  

 = + + 

 −
= + + 

+ 

 = + + 

=

 

 کی پہلی تقریبی قدر اس طرح دی جائے گی 

( ) ( )

( )

( )

 = + +
  

 = + + 

 −
= + + 

+ 

 
= + + 

 

=

 

چوں کہ  
( ) ( )
=  =اس لیے   ، =

)یعن   اب   =کی قدر حاصل کرنے کے لیے ہم     ( = لیتے ہیں۔ اس    =اور   =

 لیے
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( ) ( )=

−
= = =

+

  

    یولر کے طریقے سے

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

= +

= +

= +

=

 = + +
  

 = + + 

 −
= + + 

+ 

= + +
 
 
 

= 

چوں کہ  
( ) ( )

=  =اس لیے   ، =

)یعن  =کی قدر حاصل کرنے کے لیے ہم    ( =  لیتے ہیں۔ اس لیے =اور   =

 

( ) ( )=

−
= = =

+

  

ℎ  

 

ℎ
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( ) ( ) ( )

( )

( )

 = + +
  

 = + + 

 −
= + + 

+ 

 
= + + 

 

=

 

چوں کہ  
( ) ( )
=اس لیے   ، = = 

( =کی قدر حاصل کرنے کے لیے ہم    ( =  لیتے ہیں۔ اس لیے   =اور   =

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

=

−
= = =

+

= +

= +

= +

=

 = + +
  

 = + + 

= ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

 −
+ + 

+ 

 
= + + 

 

=

 = + +
  

 = + + 

 −
= + + 

+ 

= ( )
 

+ + 
 

=
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چوں کہ  
( ) ( )
= =اس لیے   ، = = 

)تفرقی  مساوات   ۔ 14مثال  )= + زمیم شدہ یولر کے طریقے سےحل کیجیےاور  =

 

)   کو ی ) ( محسوب     (

 کیجیے ۔

 خود کوشش کریں۔   طلبا   حل۔ 

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 15.3

اہم نے اس  اکائی میں سیکھا۔  ہم نے  تفرقی  

 

مساوات کو درجہ  پہلے رتبے کی تفرقی مساوات کو عددی تکنیک کے استعمال سے حل کری

 ذیل ضابطہ کو لے کر ٹیلر سلسلہ کے طریقے سے حل کیا 

 = + + +

  = + + + +

 

 کی  تسیع کرنے پر   ہمیں حاصل ہوگا  کے گرد 𝑥1اسی طرح ٹیلر سلسلہ میں نقطہ  

  = + + + + 

 عام حالات میں

+
  = + + + + 

ا ہے کہ  یکے بعد دیگر  

 

اتنا اچھا کام کری اور  کے مشتقات کو آسانی کے ساتھ معلوم کیا جا سکتا ہے۔ لیکن اگر    𝑦یہ طریقہ ات  مرحلہ کا طریقہ ہے 

ارڈ کے طریقہ سے یکے بعد دیگر تقریبی قیمتوں    
ِ
بہت پیچیدہ ہے ت اعلی رتبوں کی مساوات زی ادہ مشکل ہو سکتی ہیں۔ اس لیے  ان کو پ 

 ہیں  جس کا ضابطہ ذیل ہے 

 

 کے لیے حل کرسکت

−
= + = 

ا ہے۔ 

 

ا ممکن نہیں ہوی

 

ل کو حاصل کری
م
ک

 

ن

امل ہے، اس لیے بعض اوقات 

 

ل  ش
م
ک

 

ن

یہ طریقہ کمپیوٹر پر مبنی حل کے  چوں کہ اس طریقہ کار میں اصل 

  (Recursive Relation)عودی رشتہ   اس لیے ہم  لیے آسان نہیں ہے۔
+
= + یولر کے     =

 قیمت  حاصل کرنے کے لیے، ہمیں  

 

کی ات  چھوٹی قدر لینی ہوتی ہے   ℎطریقہ کو منتخب کرتے ہیں۔ یولر کے طریقہ کار کے ساتھ معقول درس

زمیم شدہ طریقہ متعارف کرای ا۔ 

 

 اور  اس لیے ہم نے یولر  کا ی

 ( Keywords)کلیدی الفاظ 15.4

ارڈ کا 
ِ
زمیم شدہ یولر کا طریقہٹیلر کا سلسلہ طریقہ، پ 

 

 طریقہ، یولر کا طریقہ، ی
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 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  15.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 15.5.1

 :درجہ ذیل کا ملاپ کریں .1

i   اگر( )= = =  

 

ت  ،

 کی یولر قیمت ہے۔  

a) + + + 

ii   اگر( )= = =  

 

ت  ،

 کی یولر قیمت ہے۔  

b) 
+
= + 

iii   مساوات )تفرقی  )اور =( ) =  

 کے لیے یولر طریقہ کا تکراری ضابطہ ہے۔

c)  

iv   اگر= + =  

 

ت  ،
( ) ( کی    (

ارڈ طریقہ سے  قیمت ہے۔
ِ
 پ 

d)  

v اگر= +   اور  =

( ) ( ) = + +    

 

ت
( ) ( ارڈ    (

ِ
پ  کی 

 طریقہ سے  قیمت ہے۔

e)  

f)  

ز کرو:  .2 ُ
 خالی جگہ ی 

i   تفرقی مساوات( )اور =( )  ہے۔ ________________ حل کے لیے ٹیلر سلسلہ کے=

ii  تفرقی  مساوات

−
=

+
)اور    ) =   

 

ت
( ) ( ارڈ طریقہ سے  قیمت  (

ِ
 ہے۔ _____________کی پ 

iii   اگر= − =    یولر کے ضابطے سے=

 

 ہے۔ ______________کی قیمت  ت

iv   اگر( )= = =  

 

 ہے۔  ________کے طریقے سے  قیمت  کی یولر  ، ت

v  مساوات تفرقی   کی  رتبے  پہلے  سے   طریقے  کے  ارڈ 
ِ
=پ  )اور    − ) قدر    = تقریبی  پہلی  لیے  کے 

( )

 ہے۔  ___________
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 ( Short Answer Type Questions) مختصر جوای ات کے حامل سوالات15.5.2

ارڈ کے طریقے سے تفرقی  مساوات  .1
ِ
=پ  )اور   + ) )کےلیے=  کو حاصل کریں ۔     (

یولر کے طریقے سے تفرقی  مساوات  .2 = )اور    + ) )لے کر    =کو حل کریں اور = کو محسوب کریں     (

 ۔  

)تفرقی  مساوات  .3 )= + زمیم شدہ یولر کے طریقے سے  =

 

)   کو   ی  محسوب کیجیے ۔   (

مساوات  .4 کرکے  استعمال  کا  طریقہ  کے  سلسلہ  =ٹیلر   کہ =کو     + ہے  گیا  دی ا  کہ    
 

ج کیجیے،  حل  لیے  کے 

( ) = 

ارڈ کے طریقے سے تفرقی  مساوات  .5
ِ
)پ  )= − )کا حل حاصل کیجیے اور پھر   =  کو معلوم  کریں ۔    (

 ( Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات15.5.3

ارڈ کے طریقے سے  تفرقی  مساوات  .1
ِ
)پ  )= −  کو حل کیجیے۔   =

استعمال کرتے ہوئے تفرقی مساوات    .2 کا طریقہ  =یولر  + کر  =سے  = پر قیمت    =کی لے 

 معلوم کریں۔ 

مساوات  .3 تفرقی   گئی  )دی  )= + ہوئے   = کرتے  استعمال  کا  طریقے  کے  یولر  شدہ  زمیم 

 

ی    سے 

( ) (  ۔ محسوب کیجیے   (

)تفرقی  مساوات  .4 )= + پھر     = اور  زمیم شدہ یولر کے طریقے سےحل کریں 

 

ی )   کو    ) ( )   

 محسوب کیجیے ۔ 

زمیم شدہ یولر کے طریقہ کا استعمال کرکے  .5

 

)مساوات ی )= + )سے   = ) (  محسوب کیجیے ۔  (

ز کردہ اکتسابی مواد 15.6

 

 (Suggested Learning Resources)   تجوی 

1. A Friendly Introduction to Numerical Analysis, Brian Bradie, Pearson Education 

2. Higher Engineering Mathematics, 44

th

 Edition, B.S. Grewal, Khanna Publishers 
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ا -رتبے کے رنگے  دوسرے اور چوتھے ۔16اکائی
ّ

 

 طریقے  کے ک

(Runge-Kutta’s Methods of Order Two and Four ) 

زا 

 

 
  اکائی کے اج

 تمہید   16.0

 مقاص    16.1

ا کے طریقے-رنگے    16.2
ّ

 

   ک

ا کا طریقہ-رنگےپہلے رتبے کا  16.2.1
ّ

 

     ک

ا کا طریقہ-دوسرے رتبے کا رنگے 16.3.2
ّ

 

     ک

ا کا طریقہ-تیسرے رتبے کا رنگے 16.2.3
ّ

 

     ک

ا کا طریقہ-چوتھے رتبے کا رنگے  16.2.4
ّ

 

     ک

 اکتسابی نتائج   16.3

 کلیدی الفاظ   16.4

 نمونہ امتحانی سوالات    16.5

  سوالاتمعروضی جوای ات کے حامل  16.5.1 

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات  16.5.2 

 طویل جوای ات کے حامل سوالات 16.5.3 

ز کردہ اکتسابی مواد    16.6

 

 تجوی 
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 (Introduction)تمہید16.0

ا ہے  کیوں کہ اس میں ہمیں اعلی رتبے کے   

 

ا  بہت مشکل ہوی

 

عددی طور پر تفرقی مساوات کو ٹیلر کے سلسلہ کے طریقے سے حل کری

مشتقات حاصل کرنے ہوتے ہیں۔  حالانکہ ایسے بہت سے معتبر طریقے ہیں جن میں  اعلی رتبے کے مشتقات حاصل کرنے کی ضرورت پیش  

آتی، جن میں رنگے کی    -نہیں  پر تفاعلی قدر  وقفہ میں کچھ  چنندہ  نقطوں   ان میں کسی تحت  کہ  یہ ہے  فائدہ  کا  ان طریقوں  اہم ہیں۔   ا طریقے  
ّ

 

ک

 متفق ہیں، جہاں   کی یہ طریقے ٹیلر کے سلسلہ کے حل سے   ضرورت ہوتی ہے۔ 

 

ا ہے اور اسے اس   -در-طریقہ  rرکن ت

 

طریقہ مختلف ہوی

زمیم شدہ یولر کا طریقہ اور رنگے  کا طریقہ ی الترتیب پہلے، دوسرے اور تیسرےرتبے کے ر

 

ا ہے۔ یولر کا طریقہ، ی

 

ا  کے  -نگےطریقہ کا رتبہ  کہا جای
ّ

 

ک

ا ہے اور اسے اکثر-طریقے ہیں۔ چوتھے رتبے کے رنگے 

 

ا   کا طریقہ س  سے زی ادہ استعمال ہوی
ّ

 

ا ہے۔ -رنگے ک

 

ا   کا طریقہ کہا جای
ّ

 

 ک

 ( Objectives)مقاص16.1

 ہو جائیں گے کہ پہلے رتبے اور پہلے درجے کی تفرقی مساوات کو رنگے 
 
ا   کے طریقوں  سے -اس اکائی کے مکمل ہونے پر  طلبا   اس قاب

ّ

 

ک

 حل کر سکیں۔ 

ا کے طریقے-رنگے 16.2
ّ

 

 ( Runge-Kutta Method)   ک

ا کا طریقہ- پہلے رتبے کا رنگے16.2.1 
ّ

 

 (First Order Runge-Kutta Method)    ک

 ہم جانتے ہیں کہ یولر کا طریقے  

( ) = + = + =
 

 

 کی تسیع کرنے پر( L.H.S)ٹیلر کے سلسلہ کی مدد سے ی ائیں  ہاتھ کی طرف

  = + = + + + + 

ا ہے۔-اس لیے یولر کا طریقہ  پہلے رتبے کا رنگے 

 

ا کا طریقہ ہوی
ّ

 

 ک

ا کا طریقہ-دوسرے رتبے کا رنگے 16.2.2
ّ

 

 ( Second Order Runge-Kutta Method)    ک

زمیم شدہ یولر کے ضابطہ  ہمیں دیتا ہے

 

 ی

( )
= + 

( ) ( ) ( )( )

( )

 = + +
  

 = + + + +
 

 

)جہاں    ہے۔  =(
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)اور   =اب اگر ہم   )= +  ( تبدیل ہو جائے گی 1مساوات ) درج کریں ت  +

 = + +  

ا کا ضابطہ ہے۔ -جو  دوسرے رتبے کا رنگے
ّ

 

 ک

ا کا طریقہ-تیسرے رتبے کا رنگے 16.2.3
ّ

 

 ( Third Order Runge-Kutta Method)    ک

ا کا طریقہ-تیسرے رتبے کا رنگے
ّ

 

ا ہے    ک

 

ز کیا جای
 
 درجہ ذیل مساوات سے ظاہ

 = + + +  

 جہاں

( )

( )

=

 
= + +  

 

= + + −

 

ا کا طریقہ-چوتھے رتبے کا رنگے  16.2.4
ّ

 

 ( Fourth Order Runge-Kutta Method)    ک

)کا استعمال  تفرقی مساوات   عام طور پر  اس  طریقہ ) ( )= اہے۔=

 

  کو حل کرنے کے لیے کیا جای

 یہاں ہم  

( )

( )

=

 
= + +  

 

 
= + +  

 

= + +

 

   

 

 کو محسوب کرتے ہیں۔ ت

( )  = + = + + + +  

( زانے پر  ہمیں   (
 
)سے ابتدہ کرتے ہوئے اور اس عمل کو ی ار ی ار دوہ ا ہے۔ (

 

 وغیرہ حاصل ہوی

=تفرقی مساوات  ۔1مثال  + = ا کے طریقے کے دو مرحلوں کو  -کے لیے دوسرے رتبے کے رنگے      =
ّ

 

ک

 لکھو۔
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 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 

= + = = = 

 =پہلا مرحلہ:  

( )

( )

( ) ( ) ( )

=

= +

 =  +
  

=

    

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + +

 = +
  

 = + 

=

 = + + 

 = + + 

=

 

 =دوسرا  مرحلہ:  

( )

( )

( ) ( ) ( )

=

= +

 =  +
  

=

    

( )

( ) ( ) ( ) ( )

= + +

 = +
  

=

 = + + 

 = + + 

=
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ا کے طریقہ استعمال کرکےتفرقی مساوات-دوسرے رتبے کے رنگے   ۔2مثال 
ّ

 

ک

+
= =  سے      =

 محسوب کیجیے۔ 

 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 

+
= 

=پہلا مرحلہ:   = = 

( )

( )

=

 +
=   

 

 +
=  

 

=

    

( )
( ) ( )

( )

= + +

=

 +
=  

 

=

 = + + 

 = + + 

=

 

)دوسرا  مرحلہ:اب   )سے ابتدہ کرتے ہوئے ہمیں   ( ا ہے  (

 

 حاصل کری

( )
( )

( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

=

=

 +
=  

 

=

= + +

= + +

=
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( )
 +

= = 
 

    

 = = + + 

 = + + 

=

 

ا کے طریقہ استعمال کرکےتفرقی مساوات -دوسرے رتبے کے رنگے    ۔3مثال 
ّ

 

ک = − محسوب  سے      =

 کیجیے۔

دی گئی تفرقی مساوات حل۔  = −  ہے۔  =

=  یہاں  ہے۔ −

=پہلا مرحلہ:   = = 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

=

=

= −

= −

= + +

=

= −

= −

 = = + + 

 = + − − 

=
    

=دوسرا  مرحلہ: + = = =  

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

=

=

= −

= −

= + +

= + −
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( ) ( )
( ) ( )

=

= −

= −

 

 = = + + 

 = + − − 

=

 

ا کے طریقہ استعمال کرکےتفرقی مساوات-دوسرے رتبے کے رنگے  ۔ 4مثال 
ّ

 

ک

−
= =

+
 محسوب کیجیے۔ سے     

 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 

−
=

+
 

=پہلا مرحلہ:   = = 

( )
( ) ( )

( )

=

=

 −
=  

+ 

=

    

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

 
= + +  

 

=

 −
=  

+ 

 
=  

 

=

 
= + +  

 

=

 −
=  

+ 

=

 

( )= + + 
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( )=

−
=

+

=

 = + + + + 

 = + + + + 

= +

=

 

   ۔ 5مثال 
 

ا کے طریقہ کا استعمال کرکے -ہوت  رنگے =ج
ّ

 

=مساوات ک +  لے کر حل کیجیے۔ =کو    =

= یہاںحل۔   ہے۔ +

=پہلا مرحلہ:   = =  

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

=

=

 = +
  

=

 
= + +  

 

=

 = +
  

=

 
= + +  

 

=

 = +
  

=

= + +( )
( )=
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( ) ( ) ( ) = +
  

=

 = + + + + 

 = + + + + 

= +

=

 

=دوسرا  مرحلہ: + = + = = =  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

=

=

 = +
  

=

 
= + +  

 

=

 = +
  

=

 
= + +  

 

=

 = +
  

=

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

= + +

=

 = +
  

 = + 

=

 = = + + + + 
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( )

 = + + + + 

= +

=

 

دی گئی تفرقی مساوات  ۔ 6مثال  = + ا کے طریقہ کا استعمال کرکے   -ہے۔ رنگے  =
ّ

 

 محسوب کیجیے۔ ک

دی گئی تفرقی مساوات حل۔  = +  ہے۔  =

=  یہاں ا ہے۔ اس کے لیے ہم ہمیں    ہے۔ +

 

 لیتے ہیں۔  =محسوب کری

= پہلا مرحلہ:  = = 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

=

=

= +

=

 
= + +  

 

=

= +

=

 
= + +  

 

=

= +

=

= + +

=

= +

=

 = = + + + + 

 = + + + + 

= +

=
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=دوسرا  مرحلہ:  + = + = = =  

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

=

=

= +

=

 
= + +  

 

=

= +

=

 
= + +  

 

=

= +

=

= +( )
( ) ( )
( ) ( )

+

=

= +

=

 = = + + + + 

 = + + + + 

= + =

 = =

 

ا کے طریقہ کا استعمال کرکے دی گئی تفرقی مساوات-رنگے     ۔7مثال 
ّ

 

=ک + محسوب  لے کر  =کو     =

 کیجیے۔

 0.9052جواب۔          طلبہ خود کوشش کریں۔ حل۔ 

دی گئی تفرقی مساوات-رنگے     ۔8مثال  استعمال کرکے  کا  ا کے طریقہ 
ّ

 

=ک + سے    =

 محسوب کیجیے۔ 

 طلبہ خود کوشش کریں۔ حل۔ 
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=جواب۔   = = 

 

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 16.3

ا کا دوسرا اور چوتھا رتبے کا طریقہ سمجھا ۔  
ّ

 

 اس  اکائی میں ہم نے تفرقی مساوات کے حل کا رنگے ک

ا ہے -دوسرے رتبے کا رنگے  

 

ا کا ضابطہ  اس طرح دی ا جای
ّ

 

 ک

 = + +  

 جہاں

( )
( )

=

= + +
 

ا کا ضابطہ  ی ا چوتھے رتبے کا   رنگے-رنگے   عام  
ّ

 

ا  ہے  -ک

 

ا کا ضابطہ اس طرح سے لکھا جای
ّ

 

 ک

( )  = + = + + + +  

 جہاں

( )

( )

=

 
= + +  

 

 
= + +  

 

= + +

 

ا ہے۔   مشتقات کی بجائے مختلف مقامات پر    اس طریقہ میں

 

ا   اور  یہ تفاعل دی گئی مساوات میں موجود ہوی

 

کا حساب لگای
+

کو محسوب   

)کرنے کے لیے  ہمیں صرف نقطہ  اس  لیے یہ طریقہ ات  ہی مرحلہ کا طریقہ ہے۔  پر  معلومات کی ضرورت ہوتی ہے۔  (

 ( Keywords)کلیدی الفاظ 16.4

ا کے ضابطے  -دوسرے اور چوتھے رتبے کے رنگے 
ّ

 

 ک

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  16.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 16.5.1

ا کا ضابطہ -دوسرے رتبے کا  رنگے .1
ّ

 

 ۔ہے  ______________ک
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ا کا ضابطہ-چوتھے رتبے کا  رنگے .2
ّ

 

  ۔ہے  ______________ک

=اگر دی گئی تفرقی مساوات  .3 + اور     = ا کے طریقہ میں  -ت چوتھے رتبے کے رنگے  =ہو 
ّ

 

کی   ک

0جواب۔         ہے۔ ______________قدر  1152 

اگر   .4

+
= = = رنگے    = ت  میں  -ہو،  طریقہ  کے  ا 

ّ

 

قدر    ک کی 

0جواب۔          ۔ ہے ______________ 5 

ا کے طریقہ میں  -رنگے  .5
ّ

 

 ۔ ہے______________کے لیے ضابطہ   ک

)اگر   .6 )= − =  ۔  ہے______________کی قدر  ہو، ت   =

)اگر     .7 ) = = = = = = + اور = ہو 

=   

 

 1.2428جواب۔    ہے۔ _________________________کی قدر   ت

 ( Short Answer Type Questions) حامل سوالاتمختصر جوای ات کے 16.5.2

1. ( )
+

= ا کے طریقہ کا استعمال کرکے  -سے دوسرے رتبے کے رنگے  =
ّ

 

)ک  کو محسوب کیجیے۔(

ا کے طریقہ استعمال کرکےتفرقی مساوات-رنگے  .2
ّ

 

ک

−
= =

+
 حاصل  کیجیے۔سے   

=دی گئی تفرقی مساوات .3 + ا کے طریقے کے استعمال سے  -کے لیے چوتھے رتبے کے رنگے      =
ّ

 

 ک

 2.1086جواب۔           حاصل  کیجیے ۔ 

دی گئی تفرقی مساوات .4 = − ا کے طریقے کے استعمال سے  -کے لیے چوتھے رتبے کے رنگے      =
ّ

 

 ک

 0.9052جواب۔           حاصل  کیجیے ۔ 

=تفرقی مساوات .5 + ا کے طریقے کے استعمال سے  -کے لیے چوتھے رتبے کے رنگے    =
ّ

 

محسوب     ک

 1.1169جواب۔           کیجیے ۔

 ( Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات16.5.3

=دی گئی تفرقی مساوات .1 =
+

ا کے طریقے  کا  -چوتھے رتبے کے رنگے کرنے کے لیے    حاصل  سے     
ّ

 

ک

 ۔ استعمال کیجیے
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دی گئی تفرقی مساوات .2 = + ا کے طریقے  کا استعمال  -رنگے کرنے کے لیے   حاصلاور   سے     =
ّ

 

ک

=جواب۔       ۔کیجیے = 

=دی گئی تفرقی مساوات .3 +   کہ     پر      =
 

ہو، چوتھے رتبے  =کی قدر حاصل کرنے کے لیے ج

ا کے طریقے  کا استعمال کیجیے-رنگے   کے 
ّ

 

 ۔ک

=تفرقی مساوات .4 + ا کے طریقے  کا  -رنگے     حاصل کرنے کے لیے چوتھے رتبے کے    سے      =
ّ

 

ک

 =جواب۔         ۔ استعمال کیجیے

ز کردہ اکتسابی مواد 16.6

 

 (Suggested Learning Resources)تجوی 

1. A Friendly Introduction to Numerical Analysis, Brian Bradie, Pearson Education. 

2. Higher Engineering Mathematics, 44

th

 Edition, B.S. Grewal, Khanna Publishers 
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 ہدای ات: 

ارتن ہے۔ تمام حصوں یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل ہے: حصہ اول، حصہ دوم  

 

ز جواب کے لیے لفظوں کی تعداداش
 
اور حصہ سوم۔ ہ

 سے سوالوں کا جواب دینا  لازمی ہے۔

ز سوال کا جواب    10حصہ اول میں   ۔ 1
 
ا/مختصر جواب والے سوالات ہیں۔ ہ

 

لازمی سوالات ہیں جو کہ معروضی سوالات/خالی جگہ پر کری

ز سوال کے لیے 
 
10      نمب مختص ہے۔ 1لازمی ہے۔ہ × 1 = 10 

   ۔ 2

 
 
 

جواب تقری کا  سوال  ز 
 
ہ دینے ہیں۔  جواب  ی انچ سوالات کے  کوئی  کو  علم  اس میں سے طال   سوالات ہیں۔  آٹھ  دوم میں  حصہ 

ز سوال کے لیے 200
 
5    مختص ہیں۔  اتنمب 6لفظوں پر مشتمل ہے۔ ہ × 6 = 30 

کوئی    ی انچ م میں  سوحصہ   ۔ 3 کو  علم  اس میں سے طال       تین سوالات ہیں۔ 

 
 
 

جواب تقری کا  سوال  ز 
 
ہ دینے ہیں۔  جواب  سوالات کے 

ز سوال کے لیے 500
 
3    مختص ہیں۔  ات نمب 10لفظوں پر مشتمل ہے۔ ہ × 10 = 30 

 حصہ اول 

(i) ا کا ضابطہ -دوسرے رتبے کا  رنگے
ّ

 

 ۔ہے  ______________ک

(ii) ا کا -چوتھے رتبے کا  رنگے
ّ

 

 ۔ہے  ______________ضابطہک

(iii)   تفرقی مساوات( )اور =( )  ۔  ہے________________کے حل کے لیے ٹیلر سلسلہ =

(iv) 𝑥 = 𝑥0 پر 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 ہے۔  ____________کی قیمت

(v) 𝑥 = 𝑥0 پر 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
 ہے۔  ____________کی قیمت

(vi)  ے لیگرانج کا تحریفی ضابطہ 
ھی
لک

 ۔

(vii)   مہ تفریقی ضابطہ
قس

 

می

 ے نیوٹن کا 
ھی
لک

 ۔ 

(viii)   اوسط عامل𝜇 کی تعریف کیجیے۔     

(ix)   زس کو

 

 ــگاس جارڈن کے طریقہ میں مای ا ہے۔  ـــــــــــــــــــــــ

 

زس میں تبدیل کیا جای

 

 مای

(x)  ــتنصیف کے طریقہ کو  ا ہے۔  ــــــــــــــــــــــ

 

 بھی کہا جای

 

 نمونہ امتحانی پرچہ 

 (BSMM602DST)پرچہ: عددی تجزیہ

ات:

 

ای

 
 

:         70ن

 
 

 گھنٹے3وق
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 دومحصہ 

1: گاس جارڈن کے طریقہ پر حل کرو    .2 2 3 1 2 3 1 2 33 3, 2 3 5, 2 9 8+ − = − + = − − + =x x x x x x x x x 

3. ⏃2

𝑦,𝑧
𝑥3۔  محسوب کیجیے 

 کے ثلاثی قاعدہ کے اطلاق سے .4

 

ں

س
م
س

∫
𝑑𝑥

1 𝑥2

1

0
 ۔ کی قدر معلوم کرو

𝑥(کے طریقے سے  Taylor’sٹیلر ) .5 = 0.2, 0.4 ,
dy

dx
= 𝑥 − 𝑦2  کہ دی ا گیا ہے کہ  

 
𝑦(0)کے لیے حل کرو ج =  ہے۔ 1

6. Simpson’s 3/8 ذ کرو ۔

  

 کے قاعدوہ کو اخ

𝑥3سے مساوات  (کے   طریقہ Bisectionتنصیف ) .7 + 𝑥2 + 𝑥 + 7 =  معلوم کرو۔ کا ات    0

 

 ریشہ اعشاریہ کے تین مقامات ت

 کرو۔  .8

 

 
ات

 

ل کے ضابطہ کو بیان اور ی
 س
 ن ی

ℎرنگے کٹا کے چوتھے رتبے کے طریقے سے   .9 = ،0]لے کر 0.2 وقگہ کے لیے   [1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑥𝑦2, 𝑦(0) =  کو حل کرو۔   1

 حصہ سوم

10.  

 

 
ات

 

 کرو ی

 (a ) (1 + ∆)(1 − ∇) = 1    (b ) 𝐸 = (1 − ∇)−1  

(c  ) ∆∇= ∆ − ∇     (d ) ∇= E−1∆       

 آی ادی کا تخمینہ لگاؤ کے لیے  1925دس سالہ مردم شماری میں ات  شہر کی آی ادی حس  ذیل ہے۔ سال  .11

1931 1921 1911 1901 1891 𝑥سال 

110 98 88 75 56  𝑦( 1000آی ادی  )میں 

ا سے  دیے .12

 

ز ضابطہ کے  استعمال سے کرو Gauss Interpolationکی آی ادی کی تحریفی گاؤس ) 1936گی  ڈای

 

 (کے مؤج

 سال      

 میں(  1000آی ادی)       

𝑥3سے مساوات  طریقہ    (Regula-Falsi) ریگولا فالسی   .13 − 4𝑥 − 9 =  صحیح معلوم کرو کا ات    0

 

 ۔ ریشہ اعشاریہ کے تین مقامات ت

ا سے     .14

 

 کرو اور اس کے استعمال سے درجہ ذیل  ڈای

 

 
ات

 

,𝑓(6)لیگرانج  کے تحریفی ضابطہ  بیان اور ی 𝑓(4)   معلوم کرو   

7 3 2 1 𝑥 

128 8 4 2 𝑓(𝑥) 

 

 


